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Résune

Le theoeme de Laman permet de cagxiser la rigidie des systmesa barres
en 2D. La rigidi structurelle est bae sur une gréralisation de ce #toeme.
Elle est g¢réralement consitée comme une bonne heuristique pour identifier
des sous-parties rigides dans les C&Brggtriques (GCSP), mais peut egalite
se tromper sur des sous-Bstes tés simples car elle ne tient pas compte des
proprietes geonetriques erifiees par les objets. Hoffmaret al. ont propog en
1997 des algorithmes base de flots s’appuyant sur la cagsisttion par rigidié
structurelle pouré&pondre aux principales questionsds au concept de rigidit
déeterminer si un GCSP est rigide, identifier ses composantes rigide, sur-rigide et
sous-rigide, en minimiser la tailletc

La rigidité structurelleetendue, une nouvelle caradsation de la rigidé, aéte
propoge par Jermanat al. en 2002. Elle permet de prendre en compte les pro-
prietes geonetriques du GCSRtude et s'aere ainsi plus fiable. Dans legsent
article, nous pesentons des algorithmes gépondent aux principales questions
lieesa la notion de rigidié en utilisant cette nouvelle caradsation. Plus pcise-
ment, nous montrons que deux modifications de la fonction de distribution de flot
utilisée dans les algorithmes de Hoffmaeinal. permettent I'obtention d’une fa-
mille d’algorithmes bass sur la rigidié structurelleetendue. Nous&montrons la
correction et la compgtude des nouveaux algorithmesaidions leur complexét
en pire cas.

1 Introduction

Les probkmes gonetriqgues apparaissent dans de nombreuses applications pra-
tiques : la CAQ, la robotique et la biologie néalulaire en sont trois exemples. Le para-

digme de la programmation par contraintes (PPC) conaistecliser les prol#mes



de facon éclarative sous forme de pr@hes de satisfaction de contraintes (CSR) et
utiliser des outils grériques pour&soudre ces CSP. L'application de ce paradigme aux
probemes gonetriques permet de les conérér comme des prodaines de satisfaction
de contraintes@onétriques (GCSP).

Dans un GCSP, les contraintes (distances, angles, incidences, ... pvissineindre
les positions, orientations et dimensions que peuvent adopter des dmetstgques
(points, droites, plans, ...). L&solution d’'un GCSP permet donc determiner des
positions, orientations et dimensions de tous les objets qui satisfont les contraintes. Ce-
pendant, des questions d’ordre qualitatif peuvent se poser ava@galgdre un GCSP:
le syseme moélisé est-il ceformable ? Si tel est le cas, quelles sont lefodmations
gu'il admet? Admet-il des solutions, et sinon pourquoi? Ces questions apparaissent
souvent dans les domaines que nous avorEs,cidl un concepteur agissant plus au
niveau gonetrique qu'au niveau CSP, souhaite cdimeaa priori les propétes du
syseme gonetrique qu'il a moélisé.

On a alors recours au conceg#ayretrique de rigidié eta difféerentes caraeti-
sations de ce concept pour essayer ggondrea ces questions. Intuitivement, les
sous-parties rigides d’'un GCSP sonté&hoirmables, alors que ses sous-parties sous-
rigides (sous-dtermirées) pesentent desédormations et ses sous-parties sur-rigides
(sur-cetermirees) fournissent des explicatich$absence de solution globale.

Ces informations qualitatives soagalement souvent utibes de fagon implicite
ou explicite dans leséisolveurs ddies aux GCSPKra92; BFHN95; DMS98; LM98;
HLSO01; JTNROJ. En particulier, les rathodes de @&omposition onetriques ont
pour but de produire deggquences de sous-GCSP rigides pouéametesolus épaément
puis assemiis. Elles gcessitent des algorithmes efficaces permettant d'identifier de
petits sous-GCSP rigides dont les solutions partielles pewtemtassemBkes pour
reconstituer une solution globale du GCSP initial.

Le concept de rigidé dispose donc d’'un statut central dans I'analyse etdalu-
tion efficace de GCSP. La principale prébiatique est alors de concevoir des camact
sations de ce concept qui soient suffisamment fiables et puissent donner nastesice
algorithmes efficacegpondant aux questions : un GCSP est-il rigide ? Quelles sont ses
sous-parties rigide, sur-rigide et sous-rigide ? Peut-on identifier de telles sous-parties de
taille minimale ?

Les méthodes de caraatisation de rigidié peuvenétre clasées en deux cago-
ries : lesapprochesa base deégles BFH95; Kra9d utilisent un épertoire de formes
rigides connues qui ne peut couvrir tous les cas de figure, alors qajedesches struc-
turelles[HLS97; LM9g utilisent des algorithmes de flots (ou de couplage maximum)
pour \érifier une prop@te appeterigidité structurelle bage sur un compte des dégr
de liberé dans le GCSP.

Les approches structurelles sont plés&yales puisqu’elles peuvegitre appligées
a toute classe de GCSP (tous types d'objets, tous types de contraintes). Cependant, la
rigidité structurelle n’est qu’une approximation de la riggdians le caséagéral, ca-d.
gu'il existe des GCSP mal caréctses par cette progeie. Plusieurs heuristiques sont
alors emploges pour assister cette prdg, mais aucune ne permegétiminer tous
les cas d’erreur.

Dans[JNTO0Z, nous avons propésune nouvelle caragtisation de la rigidé, ap-
pekerigidité structurelleétendue qui subsume la rigidé structurelle, et correspond



méme exactemerit la rigidite pour des GCSP exempts de contraintes redondantes.

Dans le pesent article, nous proposons de nouveaux algorithmes lsas notre
nouvelle caraérisation de la rigidé& pour Epondre aux principales questiorsds au
concept de rigidé. Ces nouveaux algorithmesabulent de deux modifications princi-
pales dans la fonction de distribution de flots utiéspar les algorithmes de Hoffmann
etal.[HLS97.

Apres les @finitions donies en section 2, nous introduisons le principe de la ca-
racérisation de la rigidé a base de flots et @sentons bévement les algorithmes
propogs par Hoffmanmt al. (section 3). Finalement, nousgsentons les deux modifi-
cations que nous proposons dans la foncbstribute et la famille d’algorithmes
qui en cécoule (section 4). Nous analysons les pregs de chacun des nouveaux al-
gorithmes propdss: correction, comptude et complexdt

2 Definitions

Dans cette section soahon@&es et expligées les éfinitions recessairea la com-
préhension de cet article.

2.1 Probleme de satisfaction de contraintes@pmetriques

Définition 1 GCSP

Un probléme de satisfaction de contraintes&pnétriques (GCSP)S = (0,C) est
compog d’'un ensembl® d’'objets geonétriques et d’'un ensemblg de contraintes
géonetriques.

S’ = (0',C") est unsous-GCSPde S = (0,C), noe S’ C S,ssi0’ Cc OetC' =

{c € C|c ne porte que sur des objets daf$}, c-a-d. queS’ est induit parO’.

Les objets gomrétriques usuels sont les points, les droites et, en 3D, les plans. On
peut aussi cons@ter des objetsapnetriques plus complexes, tels que des cercles, des
coniques, des parélepipedesgetc Les paramtres d’'un objet gonétrique @finissent
sa position, son orientation et ses dimensions.

Les contraintes@pnetriques sont, par exemple, des distances, des angles, des inci-
dences, des paralismes, des syétries, des alignemenstic Les contraintes ont pour
effet de restreindre I'ensemble des positions, orientations et dimensions que peuvent
prendre les objetsapnetriques du GCSP.

Une solution d'un GCSP est la dagad’une position, d’une orientation et d'un jeu
de dimensions pour chaque objé&tgretrique de telle sorte que toutes les contraintes
geonetriques soient satisfaites.

La figure 1-a pesente un GCSP en 2D conséitde 3 droites &es par 2 pardlis-
mes et deux distances droite-droite. La figure 14spnte un GCSP en 3D conséitu
d’'une droite et de 5 points s par 4 incidences point-droite et 5 distances point-point.

Pourétre ©solu, un GCSP estgéralement transforénen un sysime déquations,
chaque objettant repésené par des variablesdinissant sa position et son orientation,
et chaque contrainte devenant un sousesyistdéquations sur les variables des objets
gu’elle contraint.



a)

FIG. 1 —Deux exemples de GCSP

Hypothéses: Nous supposerons que les objetéegetriques sont ingformables (pas
de cerclea rayon variable par exemple) et que les contraintes ne peuvent porter que sur
les positions et orientations relatives des objets (pas de fixation par rappor&ag rep
global par exemple). Ces limitations simplifient Efigition des caraérisations struc-
turelles de la rigidié et sont Bcessaires aux @&hodes deéasolution de GCSP bass
sur la rigidi€.

Sous ces hypo#ses, une solution d’'un GCSP est congeod’une position et d’'une
orientation pour chacun de ses objets satisfaisant toutes ses contraintes.

2.2 Rigidité

La rigidité d’'un GCSP seé&finit a partir des mouvements que celui-ci adh@n
distingue deux types de mouvements : Iéfdmations, qui ne @servent pas les posi-
tions et orientations relatives des objets, et legldcements (rotations et translations)
qui les péservent. Intuitivement, un GCSP egiide s'il n'admet aucune gformation
et admet tous lesaplacements de I'espacéaétrique consiéré?. Un GCSP qui ad-
met des éformations est disous-rigide alors qu'un GCSP n'admettant pas certains
déplacements, ou aucune solution, estdtit-rigide. Des cfinitions plus formelles
peuventtre trouees dangler0l.

Dans I'exemple gFsengé en figure 1-b, le sous-GCSPDF est rigide: un tri-
angle est indformable et admet tous leéplacements de I'espacd ' est sous-rigide
puisque la droited et le pointF' ne sont les par aucune contrainte et peuvent donc
étre depla@s incependamment I'un de I'autre ; le sous-GC&E D EF est quant lui
sur-rigide : il est grériquement impossible de placer le point I'intersection des 3
spheres (contraintes de distance) dont les ceniteB et £ sont aligres.

2.3 Rigidité structurelle

La rigidit & structurelle corresponda une analyse dedegrés de liberé (DDL)
dans le GCSP. Intuitivement, un DDL r&sente un mouvement iagendant dans le

1. En ealite, la rigidite et les mouvements séfthissent au niveau de chaque solution d’'un GCSP. Ce-
pendant, comme c’estegeralement le cas en CAO, on corid la rigidie au niveau du GCSP comme
repiesentant celle de toutes ses solutions car on souteaieajemenetudier des systnes noné&solus afin
d’en deduire des propeies grérales (ca-d., valables pour toute solution).

2. Cette seconde condition est toujougsifiee sous I'hypotbse que nous avons @assur les contraintes
géonetriques.



GCSP. Plus formellement :

Définition 2 Degré de liberte (DDL)

- Objeto: DDL(0) est le nombre de variables iadendantesé&finissant la position et
I'orientation deo.

- Contraintec: DDL(c¢) est le nombre dquations inépendantes re@sentant la con-
trainte c.

- GCSPS = (0,C) : DDL(S)=>_,DDL(0) - > ~DDL(c).

Le tableau ci dessous@gsente le nombre de dégrde liber de quelques objets et
contraintes gométriques usuels en 2D et 3D :

Dim. | Objets | DDL || Contraintes DDL
Point 2 Distance Point-Point 1
2D | Droite 2 Angle Droite-Droite 1
Cercle 2 ParalElisme Droite-Droite| 1
Incidence Point-Droite 1
Point 3 Distance Point-Point 1
Droite 4 Angle Droite-Droite 1
3D | Plan 3 Paralklisme Plan-Plan 1
Cercle 5 Paraltlisme Droite-Droite| 2
Sphkere| 3 Incidence Point-Droite 2
Incidence Point-Plan 1

A partir de ces tableaux, on peut calculer le nombre de DDL de quelques sous-
GCSP de la figure 1-b. Par exemple, le sous-GASR est constité d’'une droite et
de 2 points, kes par 2 incidences point-droite et 1 distance point-point; il totalise donc
4+3+3—-2—-2—1=5DDL. Egalement, les sous-GCSPDF' et AF issus de la
méme figure totalisent respectivement 6 et 7 DDL.

La rigidité structurelle est uneégéralisation du thoeme de LamaflLam7d qui
caracérise la rigidié gerérique des sysmesa barres en 2D. Elle est lsssur l'intui-
tion suivante : si un GCSP admet moins (resp. plus) de mouvements que le nombre de
déplacements{translations e@ rotations en dimensiao, soit@ déplacements
indépendants en tout) admis par I'espaéemgtrique qui le contient, alors il est sur-
(resp. sous-)rigide. Plus formellement :

Définition 3 Rigidit é structurelle (s-rigidit &)

Un GCSPS = (0,C) en dimensiond estsrigide ssi DDL(S) = @ et S ne
contient pas de sous-GCSP surigide.

S estsous-srigide ssi DDL(S) > @ et .S ne contient pas de sous-GCSP sur-
srigide.

igide ssi d(d+1)
S estsur-srigide ssids’ C S tel que DDLE') < =5—=.

En pratique, la rigid& structurelle est consitee comme une bonne approxima-
tion de la rigidieé [LM98; HLS97]. Cependant, &cart entre sigidité et rigidié est
important (cf.[JNT02; Jer0P). Nous illustrons ici ceécart sur 2 sous-GCSP issus de
la figure 1-b:ABCD est srigide en 3D puisque DDI{BC D)=6 (@ =6en



dimensiond = 3); cependant, ce sous-GCSP estésilite sous-rigide : le poinB peut
bouger in@épendamment des points et D sur la droiteA. ACDE est quani lui
sur-srigide car DDLAC DE)=5, mais il s’agit ené&alite d’'un sous-GCSP rigide.

2.4 Rigidité structurelle étendue

Dim. | GCSP D
Deux points incidents (&-d. confondus)
Deux points non-incidents

2D | Deux droites 8cantes (&-d. non-paradlles)
Deux droites paradles

Un point et une droite non-incidents

Un point et une droite incidents

Deux points incidents (&-d. confondus)
Deux points non-incidents

Deux droites 8cantes (&-d. coplanaires)
Deux droites non&cantes et non-parales
Deux droites paradles

Un point et une droite non-incidents

3D | Un point et une droite incidents

Un point et un plan non-incidents

Un point et un plan incidents

Une droite et un plan non incidents

Une droite et un plan incidents

Deux plans paradlles

Deux plans &cants

Py
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La rigidité structurelleetendue (nde esrigidité) est base sur le concept diegé
de rigidite (DDR). Le dege de rigidie d’'un GCSP ref@sente le nombre deggdla-
cements admis par celui-ci. Ce nombiepdnd deselations geonetriquesvérifiees
par les objets du GCSP. Les relatior&ogétriques qui ont une influence sur le degr
de rigidite correspondert des positions ou orientations relativegaifiques des ob-
jets geontetriques; paralilisme, orthogonal, incidence, tangence, sont autant de re-
lations qui, si elles sontérifiees, font varier le degrde rigidie. Par exemple, en
2D, deux droites admettenégralement 3 dplacements (2 translations et 1 rotation)
indépendants et disposent donc d’un @edge rigidiE égala 3; cependant, si ces droites
sont parakles, alors la translation selon la direction de ces droiteg¢septe I'identi
pour ces droite, c-a-d. que cette translation est sans effet. Deux droiteslparafl 2D
disposent donc seulement de &thacements irepbendants, et ont donc pour degre
rigidité 2. Le tableau ci-dessugdit le DDR assoé&a quelques petits GCSP en 2D et
3D.

Notons que les propetes geonétriques qui ont une influence sur le DDR cor-
respondent des contraintes de positionnement relatifs des obfistgjriques: pa-
rallelisme, orthogonak, incidence, ... ces propies peuvent donc appéire expli-
citement dans le GCS@tudg, sous la forme d’'une contrainte. Elle peuvent toutefois
égalemenétre induites par un sous-ensemble des contraintes du GCSP&a#énsid



étre ainsi implicites. Par exemple, 2 droites p&laa une néme troistme sont pa-
ralleles entre elles en 2D: 2 contraintes explicites de pdisthe peuvent ainsi en
impliguer une troig#me, implicite. Dans ce dernier cas,é@nér ces propétes (et donc
déterminer le DDR) estquivalent la preuve de #oieme gonétrique.

Le principe de la rigidi¢ structurelleétendue est de comparer le nombre de DDL
d’'un GCSP au DDR de ce@me GCSP, é&-d. le nombre de mouvements au hombre
de ceplacements. On peut aingtérminer si un GCSP admet ou non defdmations.

Définition 4 Rigidit é structurelle étendue (esrigidit €)

Un GCSPS = (0,C) estesrigide ssi DDL(S)=DDR(S) et .S n’est pas sur-esigide.
S estsous-egigide ssi DDL(S) > DDR(S) et.S n’est pas sur-esigide.

S estsur-esrigide ssids’ C S, DDL(S’)< DDR(S").

Le tableau ci-dessous gsente une comparaison de la rigidila srigidité et la
esrigidité sur quelques sous-GCSP issus de la figure 1-b. Dans ce tableau, les cas de
divergence entre carartsations structurelles fagidité et esrigidité) et \éritable ri-
gidité sont signds en gras. Notons que larigidité utilisee pour cette comparaison
est assig&te d’'une heuristique courante qui consitee considrer que les sous-GCSP
contenant au moing + 1 objets gométriques en dimensiod; sans 'usage de cette
heuristique, la caragtisation serait ergirement fausse. Les cases contebaisigni-
fient rigide, srigide ou esrigide selon la colonnetoelles apparaissent.

Sous-GCSP Rigidité | DDL | srigidité | DDR | esrigidité
ABCD sous 6 bien 5 sous
ACDE bien 5 sur 5 bien
ABCDF sous 7 sous 6 sous
ACDEF sur 5 sur 6 sur
ABCDEF sur 6 sur 6 sur

On peut constater sur ce tableau que_tigilité ne correspond pas toujouada
rigidité, alors que la esgidité lui correspond pour chacun de ces sous-GCSP. En fait,
la esrigidité correspond la rigidite pour tout sous-GCSP issu des figures 1-a ou 1-b.

De facon @rerale, la egigidité subsume la_sgidité. Intuitivement, ceci s’ex-
plique par le fait que lorsque le DDR d’un sous-GCSP en dimensimut@, les
définitions de ces deux carécisations sonéquivalentes; alors que lorsque le DDR
est different de@, la srigidité utilise une mauvaise estimation du nombre de
deplacements admis par le sous-GCSP est parvientalane mauvaise conclusion.

La rigidité structurelleetendue demeure toutefois une approximation de la régidit
dans le cas @réral: elle peuttre tromg@e par la pesence de contraintes redondantes
dans un GCSP. Elle posmalement le prokime du calcul du DDR, qui requiert la
détermination des proges geonetriques (incidences, parélismes, ...) induites par
les contraintes du GCSP éguivaut @réralementa la preuve de #&o®me en go-
métrie. Nous renvoyons le lectearl INTOZ pour plus de dtails sur cette nouvelle
caracérisation et une comparaison plus cogtplavec la rigidé structurelle.



3 Caracterisation par rigidit € structurelle

Dans cette section, nous allonsgpenter les travaux de Hoffmamt al. sur la
caracérisation algorithmique de la rigiditstructurelle par des ézanismes de flots.
Cette caradrisation s’appuie sur une réggentation des GCSP sous forme &seaux
dans lesquels une distribution de flots correspangne distribution des degg de
liberté des contraintes sur les dégrde libeé des objets. Ceéseau fut introduit
dans[HLS97], ainsi que la fonctiomistribute qui esta la base des algorithmes
Dense et Minimal _Dense utilisés respectivement pour identifier des sous-GCSP
s_rigide ou sur-grigide et en minimiser le nombre d’objets.

3.1 Réseau Objet-Contrainte

Un GCSPS = (0,C) peutétre repeseng par un esealuG = (s,V.t,F,w) appeé
réseau objets-contrainteka figure 2-a re@sente le@seau objets-contraintes corres-
pondant au GCSP de la figure 1-a.

a)

FIG. 2 —Réseaux objets-contraintes et distributions de flots par les algoritfiease
etOver-Rigid

Définition 5 Réseau objets-contraintegs,V,t,F,w)

- s est la source et est le puits.

- Chague objeb € O est repéseng par un nceud-objet, € V.

- Chaque contrainte € C' est repésengée par un nceud-contraintg € V.

- Pour chaque objeb € O, on ajoute un arqv, — t) € E de capaci w(v, —
t) =DDL(0).



- Pour chaque contrainte € C, on ajoute un arc(s — v.) € E de capacié
w(s — v.) =DDL(c).

- Pour chaque objeb € O sur lequel porte une contrainte € C, il existe un arc
v. — v, de capaci w(v. — v,) = oo danskE.

Par cfinition, un flot dans ceaseau refsente une distribution des DDL des con-
traintes sur les DDL des objets ; c’est ce principe qui est atpigur la caraérisation
structurelle de la rigidé.

3.2 Principe de caracérisation par un flot

Du point de vue gonetrique, la caraétisation de la rigidé s'effectue en &rifiant
gu’'un GCSP n'admet que deg¢placements. Sous cet angle, &ettion de rigidié a
base de flots peudtre expligée comme suit:

1. retirer K déplacements du GCSP en introduisatDDL suppEmentaires du

coté des contraintes ;

2. verifier si un sous-GCSP sur-contraisit existe en calculant un flot maximum

dans le éseau objets-contraintes surcléarg

3. sitel estle cas, alois’ vérifie DDL(S")< K.

En effet, nous avonsé&jg expliqe qu'un flot dans le @seau objets-contraintes
repiesente une distribution des DDL des contraintes sur les DDL des objets, ce qui
revient intuitivemené choisir quelles contrainteggolvent quels objets. Un flot maxi-
mum repésente donc une distributiaaptimaledes DDL dans le GCSP. Si un flot
maximum ne peut saturer tous les arcs issus de la sourésealr, cela signifie que cer-
tains DDL des contraintes ne peuvéte distrib@s sur les objets (cf.&inition 5). Il
existe alors obligatoirement un sous-GCS8Rsur-contraint (@a-d. DDL(S")<0) dans
le GCSP.

La détection structurelle de rigiditexploite cette propgie pour identifier un sous-
GCSP S’ qui veérifie DDL(S')< K pour une valeurK donrée. Pour ce faireK
DDL additionnels sont artificiellement introduits dans éseau en provenance de la
source. Selon le principe expligui-dessus, si le calcul d’un flot maximum ne permet
pas de saturer tous les arcs issus de la source cela signifie que les objets ne peuvent
pasabsorberles DDL des contrainteplus cesK DDL additionnels S’ vérifie alors
nécessairement DDIS()< K. [HLS97 ont monté queS’ est alors induit par I'en-
semble des nceuds-objets tragsrdurant la dergire recherche d’un chemin augmen-
tant dans le@seau S’ est induit par I'ensemble de tous les nceuds-objets atteignables
par un parcours du graphesiduel partant de la source.

En choisissant la valeur aduate poufs, [HLS97] ont cérivé des algorithmes pour

identifier des sous-GCSPrigides (K = %) 1 1) ou sur-srigides (K = %)),

3.3 FonctionDistribute

La fonction Distribute est la mise en application algorithmique du principe
de caradirisation structurelle de la rigidita base de flots. Cette fonction, propes



dans[HLS97, applique la surchargk en augmentant simplement la capaaie I'arc
liant la sourcex une contraintedans le éseau, G-d. en ajoutank” au nombre de DDL
de la contrainte. Ceci a pour but de retirdk’ deplacements au sous-GCSP induit par
les objets lesac.

Algorithme 1 Distribute (S: un GCSP ;K : un entier;c: une contraintejetourne
S’:un GCSP

Requiert: K >0,5=(0,C),ceC
Assure: S’ C S verifie DDL(S")< K, ou S’ est vide
G +— Reseau-Surcharg &(S,K,c)
V « Ford-Fulkerson  (G)
S’ «— Sous-GCSP-Induit  (V,S)
Retourne S’

La fonction Reseau-Surcharg & retourne le &seau objets-contraintes corres-
pondant au GCSPB dans lequel la contraintea éte surcharge, ca-d. que l'arcs — ¢
liant la sources a la contrainte: est de capad@tDDL(c)+K. Le calcul du flot maxi-
mum dans ceaseau est effeckupar la fonctiorFord-Fulkerson qui applique l'al-
gorithme classique dé-F6J. Cette fonction retourne I'ensemblédes nceuds-objets
traver®s lors de la dergre recherche d'un chemin augmentant, cet ense#athlat
vide si le flot maximum sature tous les arcs issus de la sour&mfin, la fonction
Sous-GCSP-Induit  retourne le sous-GCSF’ induit par V. Selon la preuve de
Hoffmannet al,, S’ vérifie alors DDLE")< K ou S’ est vide.

Exemple d’application de Distribute . Lafigure 2-aillustre I'appeDistri-

bute( S,3,dAB) sur le GCSPS de la figure 1-a. Un flot maximum est ré&seng

sur le €seau par les chiffres en gras. Comme l'arer dAB n’est pas satér dans ce

flot maximum, la fonction retourne le sous-GCSP induit par le sous-ensemble d’objets
atteignables dans le graphesiduel en partant déAB; il s'agit du sous-GCSRL B,

qui dispose effectivement de moins Ae= 3 DDL.

Complexité deDistribute . La complexié de la fonctiorDistribute est do-
minée par celle de la fonctioRordFulkerson  qui effectue le calcul du flot maxi-
mum. En effet, la production dié&seau objets-contraintes surcléagg I'extraction du
sous-GCSP induit par’ peuventétre effectés en temps ligaire, alors que le calcul
d'un flot maximum est e (N? x (N + M)), N étant le nombre de noceuds &kt
le nombre d’arcs dans l&seau. Notons le nombre d'objets gonetriques etn le
nombre de contraintesegnétriques; en supposant que les contraintesng@triques
consicerées sont d’aré borrée®, on obtientN = n + m et M ~ n. Il en résulte
que la complex& de la fonctionDistribute exprimée en nombre d'objets et de
contraintes esD(n * (n +m)?).

3. En pratique, les contrainteggretriques sont toujours d’aétborree; néme une contrainte @galie
de distance sera d’agitau plus 4.
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3.4 Algorithmes de Hoffmannet al.

Dense et Minimal-Dense  sont deux algorithmes propes par[HLS97] qui
reposent enirement sur la fonctioBistribute et permettent respectivement de
caracériser des sous-GCSPrigide ou sur-gigide et d’en minimiser la taille pour
I'opération d’inclusion (cf. éfinition 1).

3.4.1 Algorithme Dense

L'algorithme Dense a pour but d'identifier un sous-GCSP surigide s'il en
existe un dans le GCSP pasn pararatre. Pour ce faire, il consiste simplemerp-
pliquer £quentiellement la fonction Distribuéechaque contrainte du GCSP coresa)
avec une surcharge valamthaque foig( = @. La s€quence se termine lorsque
I'appel courant retourne un sous-GCSP non vide. Par éfinition de la fonction
Distribute  , S’ vérifie alors DDL(E")< @, c-a-d. queS’ est sur-srigide (cf.
définition 3). Notons que cet algorithme pektire utili€ pour identifier des sous-
GCSP srigide ou sur-grigides en changeant simplement la valeur de la surcharge en
K =20 1,

Algorithme 2 Dense(S = (O,C) : un GCSP ¢ : un entier)retourne S’ : un GCSP)
Requiert: d > 0 reptesente la dimension de I'espadengétrique contenant
Assure: S’ C S vérifie DDL(S")< @ ou S’ estvide
Contraintes «— C
S" — EmptyGCSP
Tant que Contraintes # 0 A S" = EmptyGCSP Faire
¢ — Pop( Contraintes)
S’ — Distribute( S, 44L )
Fin Tant que
Retourne S’

Exemple d’application deDense : La figure 2-a illustre aussi I'application de I'al-
gorithmeDense sur le GCSP de la figure 1-®ense( S,2) . En effet, cet algorithme
va immédiatement effectuer I'appé&listribute( S,4,dAB) . Comme nous |'avons
vu precedemmentDistribute( S,3,dAB) retourne le sous-GCSRB, et il en va
de neéme pour l'algorithmeDense: la surchargek = 4 étant suprieurea K = 3,
le flot maximum ne pourra pas non plus saturer I'are- dAB liant la sourcea la
contrainte consierée.

Le sous-GCSPIB est donc identif srigide ou sur-grigide. Il est en galite sur-
srigide, mais il s’agit de I'un des casida srigidité caradgérise mal la rigidié, comme
nous I'avons via la section 2.3.

Complexitée deDense : La complexié de I'algorithmeDense dépend directement
de celle de la fonctiolistribute puisque cet algorithme consisieappeler cette
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fonction au plus une fois par contrainte du GCSP. Il est don©émn * n * (n +
m)?). Il esta noter que I'algorithme psené dandHLS97] s’applique sur unéseau
construit incementalement, ce qui condaiune complexé pratique moindre puisque
I'algorithme termine toujours au pluétt Par ailleurs, d’autres optimisations peuvent
encore abaisser le @bde cet algorithme. Par exempleggralculer un flot maximum
du réseau non-surchagine seule fois avant le premier appdlalgorithmeDense
permet d’avoir seulemerit mettrea jour ce &seau pour chaque surcharge introduite,
ce qui abaisse la complegitle la fonction FordFulkerson d’'un facteurdaire.

3.4.2 Algorithme Minimal-Dense

L'algorithmeMinimal-Dense  a pour but de retourner un sous-GCSP stigile
minimal au sens de l'inclusion,&-d. ne contenant aucun sous-GCSP stigige. Pour
ce faire, l'algorithme commence par appliquer I'algorithDense afin d’identifier un
sous-GCSR sur-srigide. Il applique ensuite ungtape de minimisation qui consiste
a essayer de retirer les objets eun a un. Apes le retrait d’'un objet, un appal
I'algorithme Dense permet de tester s'il existe toujours un sous-GCSP sigide,
auquel cas le processus se poursuit sur ce nouveau sous-GCSP strictement plus petit;
autrement, I'objet ret@ était recessair@ I'existence d’'un sous-GCSP surigide et
doit doncétre conser@. Notons & encore que I'emploi de 'algorithmBense avec
surchargel = @ + 1 conduita un algorithmeMinimal-Dense  qui identifie et
minimise un sous-GCSPrgyide ou sur-siigide.

Exemple d’application deMinimal-Dense : applige au GCSP de la figure 1-a,
cet algorithme retourneragalement le sous-GCS#B. En effet, le premier appel
I'algorithme Dense retourneraAB. Le retrait deA donne alors un sous-GCSP vide
de contraintes, qui n’est donc pasigide ou sur-srigide; le retrait deB égalementA
et B étant recessaires, le sous-GCSP minienést biend B.

Complexité deMinimal-Dense : La complexié de I'algorithme épend directe-
ment de celle de I'algorithmBense puisqu'’il consistex appliquer au plus une fois cet
algorithme pour chaque objet du sous-GCSP idénpifir le premier appél Dense,
qui est au pire le GCSP initial. Elle est &fnxmxnx(n-+m)?). La encore, les optimi-
sations de 'algorithm®ense permettent d’obtenir une comple&ipratique inérieure

a cette complex& en pire cas.

4 Nouveaux Algorithmes

Nos nouveaux algorithmes, tout comme les algorithmes pésppar[HLS97,
sont baés sur un calcul de flot maximum danséseau objets-contraintes. Cependant,
ils présentent deux diffrences principales :

— ils utilisent la esrigidité au lieu de la sigidité ;
— ils effectuent la distribution du flot de facg@onétriquement correcte
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Algorithme 3 Minimal-Dense (S = (O,C) : un GCSP ¢ : un entier)retourne S’ : un
GCSP)

Requiert: d > 0 repiesente la dimension de I'espadeogetrique contenant
Assure: S’ C S vérifie DDL(S")< 4%t etvs” ¢ S, DDL(S")> 4 ou s’ est
vide
S’ — Dense( S,d)
Necessaires « ()
O’ «— Objets( 9")
Pour chaqueo € O’ \ Necessaires Faire

S «— Sous-GCSP-Induit( O\ {0},5") {S” est le sous-GCSP d€' ne
contenant pas I'objet}

S « Dense( S”,d)
Si S” # EmptyGCSP Alors

S — S {S" est dense, donen’est pas kcessaire; le sous-GCSP devient
le nouveau sous-GCS¥’ identifie}

Sinon

Necessaires — Necessaires U {o} {o est recessaire; il est consedwafin de
ne pasétre tesé & nouveay

Fin Si
Fin Pour
Retourne S’

Ces deux amliorations sont obtenues au moyen de deux modifications majeures
de la fonctionDistribute dans la facon d’appliquer une surcharge dang$eau
objets-contraintes:

1. Lavaleur de la surcharge applepidans leéseau est le degde rigidi€ au lieu

d’étre la constanté(dQL”.

2. La surcharge est appliga via un nceud? dédié a cet effet, au lieu @&tre ap-
pliquée sur chaque contrainte.

4.1 Nouvelle fonctionDistribute

Comme nous l'avons vu dans la sectioeg@dente, le principe de la caradsa-
tion structurelle de la rigidé est de fixer arbitraireme® déplacements et deevifier
I'existence d’'un sous-GCSP bien-contraint. La fonctigistribute propo€e par
Hoffmannet al. applique ce principe en fixant Ids déplacements via une contrainte,
c-a-d. en fixant un regre local sur les objetsegnetriques lesa une seule contrainte.
Cependant, retirek’ deplacementa un sous-ensemb{®’ d’objets n’est @oneétrique-
ment correct que si le sous-GCSPqu'il induit posede au moinds déplacements,
c-a-d. qu'il verifie DDR(S")> K.4

4. Rappelons que le DDR regsente le nombre deedlacements admis par un sous-GCSP.
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Consicerons par exemple un segment en 303-d- un sous-GCSP constétue
2 points liés par une contrainte de distance. Ce sous-GCSP n'admet que 5 des 6 (3
rotations + 3 translations)egplacements autoBs par I'espace 3D puisque la rotation
selon I'axe @&fini par le segment est sans effet sur celui-ci. Ainsi, retirég@atements
a un segment 3D poutévifier s'il est rigide est gonmétriquement incorrect et produit
assuement un esultat errod. C’est pourtant ce que fait la fonctidistribute
propo®e par Hoffmanret al. lorsqu’elle applique une surchargé = 6 + 1 sur une
contrainte de distance liant deux points dans un GCSP en 3D.

De fagona appliquer le principe deédiection structurelle de rigiditde fagon §o-
métriquement correcte, nous proposons d’introduire une contrainte virtlglles€-
dant K DDL. Cette contrainte, qui repsente le fait de fixek déplacements sur un
ensemble d'objets, ne seradi qu'aux sous-GCSF vérifiant DDR(S')= K. K etS’
sont les deux para@tres d’entee de notre version de la foncti@istribute

Algorithme 4 Distribute (S: GCSP ;K : entier;S’: GCSP)retourne S : GCSP)
Requiert: K > 0,5 C S vérifie DDR(S")= K
Assure: S” c S veérifie DDL(S”)< K, ouS” est vide

G < Reseau-Surcharg &(S5,K,S")

V « Ford-Fulkerson  (G)

S« Sous-GCSP-Induit  (V,S5)

Retourne S”

La fonctionReseau-Surcharg & est un peu dirente de celle utilee par Hoff-
mannet al.. Elle retourne le &seau objets-contraintes correspondant au GE8&ns
lequel la contrainteR a éte introduite, ainsi que les arass — R et R — o, pour
chaquen € 57, de capacés respective& et+oo. Le calcul du flot maximum dans ce
réseau est toujours effeé@par la fonctiorFord-Fulkerson  , qui retourne toujours
I'ensembleV des nceuds-objets travésslors de la derbre recherche d’'un chemin
augmentant, cet enseml@tant vide si le flot maximum sature tous les arcs issus de la
sources. Selon la preuve de Hoffmaret al., S vérifie DDL(S”)< K ouS” est vide.

Nos deux modifications de la fonctidistribute permettent d’'une part d’ap-
pliquer la surcharge sur n'importe quel sous-GCSP, et d’autre part de ne distribuer la
surcharge que vers les sous-GCSP pour lesquels cettatmm est gonetriguement
correcte.

Exemple d’application de Distribute . Toujours sur le GCSP de la figure 1-
a, notre fonctiorDistribute proccde diferemment de celle de Hoffmaret al.:
puisque DDRA B)=2, la surcharge maximale applicable sur ce sous-GCSF est.

La figure 2-b pesente I'appeDistribute( S,2,AB) pour la nouvelle version de la
fonction. Le flot maximum parvient cette fagssaturer tous les arcs issus de la source
et aucun sous-GCSP n’est donc ret@r@eci est la fois correct du point de vue
structurel puisque DDLAB) n'est pas strictement iafieura K = 2, et du point de
vue geonetrique puisque ce sous-GCSP n’est pas sur-rigide.
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Complexité deDistribute . Lacomplexi€ de la nouvelle fonctioBistribu-

te est exactement la@me que celle de la fonction initialement propegpar Hoff-
mannet al. En effet, la seule difirence @side dans la construction daseau, et nos
modifications se font en tempséaire dans la taille du sous-GC&WRer a la contrainte
virtuelle R. Cetteétape de construction est toujours doed@rpar [etape de calcul du
flot maximum, et la fonction demeure €n(n x (n + m)?), complexié en pire cas qui
peut toujourstre anéliorée par les heuristiques disponibles pour la version originale
de cette fonction.

4.2 Algorithmes pour la détection de rigidité

A patrtir de la fonctionDistribute , Hoffmannet al. dérivaient les algorithmes
Dense et Minimal-Dense  qui permettent d’identifier des sous-GCSP rigides ou
sur-rigides et de les minimiser (en nombre d’objets).

Ces algorithmes sont eatement reproductibles avec la nouvelle fonctidis-
tribute . Ceci nous permet dé&pondre aux @mes proldmes mais de facoreg-
métriqguement correcte et avec une meilleure cériszdtion de la rigidé : la rigidite
structurelleétendue.

4.2.1 Cetection de sous-GCSP sur-esgides

Sclematiquement, I'algorithmBense effectue des appeisla fonctionDistri-
bute pour chaque contrainte ggente dans le GCSP cortsigl et ce jusquw ce que
cette fonction retourne un GCSP non-vide ou jusaqé que toutes les contraintes aient
et traites. Dans cet algorithme, la surcharge est@asiquement sur la dimension de
I'espace g@ontetrique considre ; elle repesente le nombre maximum déeplacements
indépendants: 6 en 3D et 3 en 2D. L'algorithibense retourne donc des sous-GCSP
sur-srigides® puisque les GCSP retows n'admettent pas certaingmlacements de
I'espace @onetrique consiéré. Comme nous I'avons expligucet algorithme est en
réalite incorrect puisqu’il peut retirer parfois plus degliacements que n'en admet le
sous-GCSP & a la contrainte surchagg.

Pour obtenir un algorithme correct, nous proposons d'utiliserelniiion de la
esrigidité et notre fonctiomistribute : la surcharge paés en paragtrea la fonc-
tion Distribute sera le DDR du sous-GCSP sur lequel on applique la surcharge.

Ceci nous permet deéfinir le nouvel algorithmeéver-Rigid  qui effectue un
appel de la forméistribute( S,DDR( S"), S’) pour chaques” C S jusqua ce
gu’un sous-GCSP sur-gfgide soit retourd ou que tous le§’ aientété traiés. En ef-
fet, un sous-GCSB” retourré par un appel de ce typérfie necessairement DDIY(’)
< DDR(S’), une condition suffisante pour qu# soit sur-rigide (cf. éfinition 4 et
lemme 1).

Bien dir, un tel algorithme serait exponentiel en pire cas puisque le nombre de
sous-GCSP dans un GCSP éghal au nombre de sous-ensembles d'objets dans I'en-
semble d’objets de ce GCSP. Fort heureusement, nous montrerons (cf. section Pro-
prietes deOver-Rigid ) qu'il est suffisant d’appliquer la fonctioBistribute

5. srigide ou sur-giigide si on utilise une surcharge augnismtle 1.
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aux sous-GCSPDR-minimauxuniquement (cf. dfinition 6 ci-apes), ce qui produit
I'algorithme suivant:

Algorithme 5 Over-Rigid (S : GCSP) retourn&” : GCSP
Assure: S” C S est esrigide ou sur-esigide ou vide
S — emptyGCSP
M «— DDR-Minimaux( S) {construit 'ensemble des DDR-minimaux.§lg¢
Tant que S” = emptyGCSP et M # () Faire
S" — Pop( M)
S" « Distribute( S,DDR( S"), S)
Fin Tant que
Retourne S”

Définition 6 GCSP DDR-minimaux
Un GCSPS estDDR-minimal ssi il ne contient aucun sous-GCSP paant le néme
DDR, ca-d. quevs’ C S, DDR(S")<DDR(S).

L'importance de cette modification vient du fait que la taille d’'un sous-GCSP DDR-
minimal est borde en dimension doie, et le nombre de tels sous-GCSP n’est donc
pas exponentiel (cf. paragraphe ci-dessous sur la complégitalgorithme).

Exemple d’application de Over-Rigid

Consicerons le GCSB de la figure 1-b. Soifl/ = {BC,CEF,...} 'ensemble de
ses sous-GCSP DDR-minimaux produits par la foncB@R-Minimaux( S) . L'al-
gorithmeOver-Rigid  proazde alors comme suit:

1. Alapremére ieration,S’ = BC et K =DDR(BC)=5. La figure 2-c ref@sente
I'appel Distribute( S,5,BC) . Les arcs issus de la souresont satugs par
le calcul du flot maximum et aucun sous-GCSP sur-rigide n’est identifi

2. Alasecondedération,s’ = CEF etK =DDR(C EF)=6. Lafigure 2-d pesente
I'appel Distribute( S,6,CEF) correspondana cette iération. Cette fois-
ci, on peut constater que I'arc — R n’est pas sat@r par le flot maximum.
L'ensemble des objets atteignablepartir de la source dans le graplesiduel
etant{ A,C,D,E,F}, 'algorithme termine cette i€ration en retournant le sous-
GCSPS” = ACDEF qui est effectivement sur-gggide.

Sur ce néme GCSP, I'algorithm®ense, qui a le néme objectif que notre algo-
rithme Over-Rigid  retournerait soit un segment (par exemg@l®), soit un sous-
GCSP compdsde la droite et d’'un point incident (par exempglé#), commeétant un
sous-GCSP sur-rigide, ce qui est f&ux

6. En pratique, I'algorithm®ense est assi& par des heuristiques qui lui permetteréhgter des erreurs
aussi triviales, mais il demeur@gnetriguement incorrect et peut toujoi@ise tromg par des configurations
non eépertorées dans I'heuristiquger03.
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Propri étés deOver-Rigid

Afin de cemontrer la correction et la congtlde de I'algorithme, nous utiliserons
les lemmes suivants gatablissent des prog@es du concept de DDR et de la distribu-
tion de flots dans degseaux objets-contraintes :

Lemme 1 Soit S un GCSP et ¢ S” C S deux sous-GCSP. Alors DDR| <
DDR(S").

Démonstration :Chaque uné& du DDR dans un GCSP r&sente un éplacement
indépendant (translation or rotation) admis par ce GCSP. L'ajout d’'un nouvel objet dans
ce sous-GCSP ne peut en aucun cas retirerapiadement de ce GCSP puisque les
contraintes sont irpendantes du répe global. Ainsi, DDR§’) < DDR(S’ U {0}).0

Lemme 2 Soit S’ ¢ S” C S deux sous-GCSP du GCSP Si I'appel Distri-
bute( S,K,S”) retourne un sous-GCSB, non vide alors I'appel Distribu-
te( S,K,S’) retourne recessairement un sous-GCSPnon vide

Démonstration :Soit G5/ le réeseau surchaggutilise parDistribute( S,K,S") et
G le reseau objets-contraintes surcleargilise parDistribute( S,K,S"). La
seule diference entre ces deugseaux est la psence d’arcs suggghentaires du type

R — o dansGg~ puisqueS’ c S”. Ainsi, la distribution de flot estécessairement
plusdifficile dansGs: que dans7s, les capacés totales issues de la source et entrant
dans le puitetant identiques dans ces de@seaux. Ainsi, si un calcul de flot maxi-
mum ne peut saturer les arcs issus de la source@gnsil est impossible, a fortiori,
gu’un flot maximum les sature daf;.O

Correction de Over-Rigid

Soit S” un sous-GCSMRon viderésultant de I'appeh Over-Rigid  (S). Suppo-
sons ques” résulte de I'appeDistribute  (S,DDR(S’),S’) pour un sous-GCSE
donrg ; S” vérifie alors ecessairement DDIS(') < DDR(S’) puisqu'’il estnon vide
De plus, par éfinition de la fonctiorDistribute , 8" c S”. Le lemme 1 assure
alors que DDR§')<DDR(S”), et on peut donc affirmer que DDE{)<DDR(S"),
c-a-d. queS” est sur-esigide.d

Complétude deOver-Rigid

L'algorithme Over-Rigid  applique la surcharge sur chaque sous-GCSP dans
'ensembleM des sous-GCSPDR-minimaux(géréré par la fonctionrDDR-Mini-
maux( .S) ). Remarquons que tout sous-GCSP non DDR-minimal contientafari-d
tion un sous-GCSP DDR-minimal ayan®me DDR. Le lemme 2 assure qu’aucun
sous-GCSP sur-aggide ne peutre manga par I'algorithme

Complexite deOver-Rigid

La complexie en temps de l'algorithm®ver-Rigid  dépend directement du
nombre de sous-GCSP DDR-minimaux. Nous avons grques €nurrération que la
taille (en nombre d’objets) d’'un sous-GCSP DDR-minimal est 2 et 2D et 3 en 3D pour
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des GCSP constiés de points, droites et plans sous des contraintes de distances, inci-
dences, angles et padismes. Ainsi, le nombre de sous-GCSP DDR-minimaux dans
un GCSP de ce type constitalen objets en dimensiod est enO(n).

AppelonsC la complexié de la fonctioDDR-Minimaux , etCs celle de la fonc-
tion Distribute gue nous avongtudie a la section grcedente. Alors, la com-
plexité en pire cas de l'algorithm@ver-Rigid  estO(C; + n? * Cy).

C, est geréralement la complex@tde la @monstration automatique e@re-
trie puisque le calcul du DDRétessite la &termination des progiés ¢gongtriques
vérifiees par les objets du GCSP, est alors exponentielle en pire cas. Cependant,
cette complex# peutétre polynomiale voire constante pour des classes de GCSP par-
ticulieres, comme les syshesa barres ou les gtanismeségrériques. Qui plus est, on
peut employer plusieurs heuristiques dans le calcul du DDR qui permettent de rendre la
complexié moyenne plus abordable en pratique. Dans cesacas kst geréralement
négligeable en comparaison d&, et on obtient une complexkitglobale de I'algo-
rithme Over-Rigid ~ enO(n? x n * (n 4+ m)?). En comparaison, la comple&itle
I'algorithmeDense est enO(m x n * (n +m)?).

Notre algorithme induit donc un sur-gbapproximativement ligaire en 2D et qua-
dratique en 3D, puisque le nombre de contraimtedans un GCSP eségéralement
O(n) (moins déquations que de variables dans un GCSP rigide).

4.2.2 [etection de sous-GCSP esgides ou sur-esrigides

Afin d'identifier des sous-GCSP eigides ou sur-esigides, il suffit d’apporter une
tres Bgere modificatiora I'algorithmeOver-Rigid  préseng ci-dessus. Cette modi-
fication consiste simplemeatajouter 1a la valeur de la surcharge appléga chaque
appel de la nouvelle fonctiobistribute . Celle-ci devientKk = DDR(S’) +
1 au lieu deK = DDR(S’). Il en resulte que les GCSB” non vides retoures
par I'algorithmeWell-Or-Over-Rigid vérifieront recessairemend D L(S") <
DDR(S"), ce qui constitue une condition suffisante pour §liesoit esrigide ou sur-
esrigide (cf. cefinition 4 et lemme 1).

Toutes les propétes de I'algorithmeéOver-Rigid  sont pésenées : I'algorithme
Well-Or-Over-Rigid est correct, complet et de compléx® (n xn* (n+m)?)).

Remarque: Méme si le sous-GCSB” vérifie DDL(S”) = DDR(S"), cela ne
signifie pas qu'il est esigide. En effet, il faut encoreérifier la seconde condition de
la esrigidité, ca-d. queS” ne contient aucun sous-GCSP ssrrigide.

4.2.3 Determiner la rigidit & d'un GCSP

Pour ccider si un GCSR' donre est egigide ou pas, il faut @rifier les deux
conditions impo8&es par la éfinition de la egigidité (cf. cEfinition 4):

— DDL(S) = DDR(S)

— S n’est pas sur-edgide, ca-d.v.S’ C S, DDL(S")> DDR(S")

7. La plupart des GCSP peuvent se rameénees sysimes utilisant uniquement ces objets et contraintes
primitives.
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Pour \erifier la premére condition, il suffit de calculer le nombre de DDL &¢par
un simple compte, cf.&finition 2) et son de@rde rigidi€ DDR (voir[JNT0Z).

Afin de vérifier la seconde condition, un simple apa&hlgorithmeOver-Rigid
suffit: si cet algorithme retourne un sous-GCSP vide, afon&est pas sur-esgide.

L'algorithme est complet, correct et de complé&éigale soita celle du calcul du
DDR (si celle-ci esther), soitégalea celle de I'algorithm@©ver-Rigid  sile calcul
du DDR est ggligeable.

4.2.4 Minimisation d’un sous-GCSP egigides ou sur-esrigide

Cet algorithme reprend le principe de minimisation pr@ppar Hoffmannret al.
dans I'algorithmeMinimal-Dense , qui visaita minimiser un sous-GCSPrigide
ou sur-srigide. Il suffit de remplacer I'apped Dense par un appebk Well-Or-
-Over-Rigid 8 dans I'algorithmeMinimal-Dense  présené pieccdemment afin
d’obtenir I'algorithmeMinimal-Rigid qui retourne effectivement un sous-GCSP
esrigide ou sur-esigide minimal pour l'inclusion.

La correction et la comptude de cet algorithme sont encore une fois &&supar
les proprétes des algorithmeblinimal-Dense et Well-Or-Over-Rigid . La
complexie, quant elle, est en pire ca@(n x n? * n * (n + m)?)) si le sous-GCSP
initialement identifé est le GCSP entier et que tout objet doit effectivenaerat tesk.

5 Conclusion

Dans cet article, nous avons propasie nouvelle famille d’algorithmes permettant
de &pondre aux principales questions assesiau conceptgnetrique de rigidié en
nous appuyant sur une nouvelle caggisation: la rigidié structurelleétendue. Ces
algorithmes écoulent des algorithmes base de flots propes par Hoffmanret al.
pour la caradrisation par rigidié structurelle.

D’une part, nous avons mogtdans[JNTOZ que la caraétrisation par rigidié
structurelleétendue correspond strictement micula rigiditt que celle par rigidé
structurelle, et d’autre part, nous venons de montrer que les algorithmes existants pour
I'ancienne caraérisation pouvaient toustre reproduits pour la nouvelle caradsa-
tion, moyennant un sur-&b approximativement ligaire en 2D et quadratique en 3D.

Nous pensons donc que toutes lesthodes d’analyse qualitative ou desolution
de GCSP actuellement kises sur la caragtisation par rigidié structurelle peuverit
présent consigrer I'utilisation de notre nouvelle carécisation. Cette alternative ap-
portera vraisemblablement un gain significatif en fiabjlihaissgalement enaréricité
puisque les rathodes actuelles ont pour la plupart recaumes eglesad-hocpour
gérer les nombreuses exceptions conrulesigidite structurelle classique. Il easulte
que ces rathodes pourront aloiitre utili€es dans des domaines d’application cri-
tiques au I'erreur est difficilement t@rable (par exemple, la conceptiogranautique
ou &rospatiale).

Le concept de degrde rigidie (DDR), qui s’aere central dans laé&finition de
la nouvelle caraéfrisation, pose cependant encore quelques questions: en pire cas,

8. ouOver-Rigid  si on souhaite seulement minimiser des sous-GCSP stgidss.
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calculer le DDR d’'un GCSP s’ave de I'ordre de la preuve formelle detteme
geonetrique. Nous avonség identifié des classes de GCSP pour lesquelles ce pro-
bleme est polynomial, mais un effort restdaire sur ce sujet afin d’identifier d’autres
classes d’'une part, et de proposer des heuristiques de calcul permeitatetr dé plus
possible le recoura des algorithmes exponentiels d’autre part.

Par ailleurs, une comparaison éxjpnentale entre nos nouveaux algorithmes et les
algorithmes propdss par Hoffmanret al. restea mener. Ce travail permettra de ju-
ger en pratique du sur@bengende par I'emploi de notre cargatsation au travers
de nos nouveaux algorithmes. Toutefois, souligniem®uveau que I'emploi de notre
caracérisation et des algorithmes asscpeut s’agrer malge tout utile, voire indis-
pensable, pour les applications on gain en fiabili important est plus critique qu’un
gain en performance.
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