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Le principe de Gilbreath, généralisation,
variantes et magie des cartes

Michel Cayrol
25 Janvier 2015

Abstract

Résumé. Dans cet article, nous proposons une généralisation du
principe de Gilbreath qui recouvre les généralisations déja proposées dans
la littérature. Nous analysons en détail les conditions nécessaires et suff-
isantes pour que le principe s’applique. Nous étudions en outre certaines
classes particuliéres ou de nouvelles propriétés apparaissent, propriétés
que nous décrivons en détail. Nous nous penchons aussi sur le cas de
I'entrelacement de séquences périodiques, redécouvrant par ld-méme un
cas particulier du principe de Gilbreath.

Cet article a été publié dans le numéro 96 de la revue Quadrature[l].

1 Introduction

De nombreux articles [2, 3|, dont plusieurs publiés dans Quadrature [4, 5, 6,
7], chapitres d’ouvrages [8, 9, 10|, ouvrages [11, 12] ont été consacrés au(x)
principe(s) de Gilbreath, chéri(s) particuliérement des magiciens. Le premier
principe apparait dans la description du tour « Magnetic Colors » [2]. Quelques
années plus tard, en 1966, Linking Ring publie une généralisation [3], le second
principe. Enfin, la propriété appelée « Quasi Gilbreath Principle » a été décrite
par Karl Fulves en 1968 [13, 14]. Elle n’est pas concernée directement par le
principe de Gilbreath mais s’applique entre autres a des séquences résultant de
I’application de ce principe.

Le premier principe affirme que si un jeu de cartes bicolore tel que deux
cartes successives sont de couleurs différentes (Rouge, Noir, Rouge, Noir... par
exemple) est coupé de telle maniére que les cartes supérieures de chaque paquet
sont de couleurs différentes', alors & I'issue d’un mélange « américain »2, le
paquet résultant du mélange sera constitué de paires successives de cartes ou
chaque paire est nécessairement bicolore (i.e. contient une carte rouge et une
carte noire). Ce résultat provient du fait que la séquence des couleurs des cartes
est périodique (R, N). Le second principe, décrit dans la méme revue quelques

1Si le jeu est coupé de maniére aléatoire avant le mélange, il suffit de le recouper entre
deux cartes de méme couleur et de compléter la coupe pour rétablir la situation.
2Riffle shuffle en anglais, mélange par entrelacement dans cet article.



années plus tard, généralise & une période de longueur quelconque. Rangeons
par exemple quelques cartes de valeurs 1, 2, 3 (les as, deux et trois d’un jeu
de cartes) dans 'ordre < 12312312312 > (séquence vue de haut en bas).
Si on coupe cette séquence de maniére arbitraire, par exemple en soulevant la
séquence < 12312 >, et si on la renverse soit < 21321 >, ’entrelacement
avec le reste de la séquence & savoir < 312312 > retournera par exemple
< 21332112312 > qui, découpée en séquences de trois éléments, produit
<213 > suivide <321 > suivi de < 123 > suivi enfin de < 12 >. Chaque
séquence de trois éléments contient exactement un 1, un 2 et un 3. Cette
propriété est vraie quelle que soit la facon de couper et d’entrelacer les deux
parties & condition de renverser la partie coupée. Enfin le « Quasi Gilbreath
Principle » étudie comment l'insertion d’un élément dans une séquence modifie
certaines propriétés de cette séquence.

Qui dit mélange dit permutation. Dans cet article, nous allons analyser en
détail la classe des permutations concernées par le mélange impliqué. Dans un
premier temps, nous caractériserons cette classe et nous donnerons la forme la
plus générale du principe de Gilbreath. Dans la suite, nous nous intéresserons
aux mélanges par entrelacement de séquences périodiques et aux perturbations
éventuelles des résultats de ces mélanges.

2 G-Permutations, définitions et construction

Dans cette partie, nous allons essayer

e de formaliser les mélanges particuliers impliqués dans le principe de Gilbreath

e de présenter quelques propriétés de ces mélanges.

2.1 Présentation informelle

Afin de mieux visualiser les mélanges considérés, décrivons une petite expéri-
ence.

Nous représenterons une séquence, par exemple < 12345678910 > par
une chaine de 21 maillons :

—1-2-3-4-5-6-7T—-8-9—10—

ou un tiret représente un maillon standard, et un nombre représente un maillon
sur lequel a été collée une étiquette portant ce nombre. Suspendons cette chaine
en soulevant un maillon standard. Il existe 11 facons de procéder, une par
maillon standard. Chacune d’entre elles segmente la séquence en deux séquences
verticales (que nous représenterons horizontalement en les balayant de haut en
bas). En soulevant le troisiéme maillon standard, on obtient 2 — 1— & gauche et
3—4—5—-6—7—8—-9—10— & droite. En soulevant le cinquiéme maillon standard,
on obtient 4 —3 —2 — 1— a gauche et 5 — 6 —7 —8 — 9 — 10— & droite. Enfin,



en soulevant le premier maillon standard, la partie gauche est une séquence
vide et la séquence initiale se retrouve du coté droit. Nous allons fusionner
les deux parties de la chaine pour n’en faire qu’une seule. En ouvrant certains
maillons d’un coté et /ou de ’autre, chaque chaine sera éventuellement découpée
en chainons qui seront recombinés (en refermant les maillons ouverts) de telle
maniére que les positions relatives des maillons numérotés de la partie gauche
(resp. droite) seront conservées. Ce qui revient & dire que les deux séquences
obtenues en soulevant un maillon vont étre entrelacées (mélange ameéricain).
Nous allons donc construire une séquence en réunissant les deux parties de telle
maniére que 'ordre, que chaque partie définit, soit conservé dans la séquence
finale. On peut aussi imaginer que 'on dispose d’une pile de dix boites pour
y mettre les nombres. Il faudra choisir celles qui contiennent les éléments de
la premiére séquence, les autres étant dévolues & la seconde. Il ne restera plus
qu’a remplir de haut en bas celles dévolues & la premiére et & faire de méme
avec celles de la seconde. On obtiendra par exemple la séquence suivante <
43526718910 >. Ce processus de construction permet de calculer le nombre de
séquences distinctes résultant d’un entrelacement entre la premiére de longueur
4 et la seconde de longueur 6 (c’est le nombre de fagons de choisir 4 boites parmi
10 soit (')). Nous allons donc manipuler des séquences finies d’éléments d'un
ensemble fini® non vide F donné. Les occurrences d’un méme élément seront
si nécessaire indicées pour les distinguer. Par exemple a; et ay dénotent deux
occurrences distinctes de a. Les symboles < et > délimiteront les extrémités
des séquences, les éléments consécutifs d’une méme séquence étant séparés par
un espace. Ainsi < 2314 > représente une séquence de quatre éléments de
Pensemble {1, 2, 3, 4}. < > représente la séquence vide de longueur 0. Si
une séquence S est donnée sans préciser ’ensemble E, on supposera que E est
I’ensemble des éléments distincts de la séquence S.

Dans la suite de I'exposé, j'utiliserai sans les définir les notions intuitives de
préfixe, de suffixe, de concaténation de séquences, de segmentation, de miroir
d’une séquence... Les exemples ci-dessous devraient lever toute ambigiiité.

e < 123> apour longueur 3 et est un préfixe de < 123456 >.
e < 45> estun suffixede <16745 >.

e La concaténation de < ab > et de < ade > produit < abade >. Elle
a pour longueur la somme des longueurs, < a b > en est un préfixe et
< ade > un suffixe. E pourrait étre {a,b,d,e}.

Le miroir de < abcde > est <edcba >.

e La segmentation consiste & découper S en deux séquences S; et Sy telles
que S résulte de la concaténation de S et Ss.

Rappelons qu’une séquence définit naturellement la relation « précéde »
entre les occurrences* qui la composent, ainsi nous pourrons affirmer que dans

3Certains résultats s’étendent facilement & des séquences infinies.
41ci, a; dénote une occurrence particuliére de a dans une séquence.



< ajbcasde >, a; précéde b, c, as, d, e, et b précéde c, as, d, e, et ¢ ne précede
pas aj...

Exemple 1 Considérons la séquence suivante:
<abcde>.

Nous allons la segmenter en deux séquences. Il y a siz facons de procéder:
1. < >, <abcde> (coupe du paquet vide);
2. <a>,<bcde>;
3. <ab>, <cde>;

<abc>,<de>;

<abcd>, <e>;

S v

<abcde>, < > (coupe de tout le paquet).

Maintenant, renversons l’ordre des éléments de la premiére séquence. Sil n’est
pas vide, il correspond au coté gauche de la chaine décrite dans 2.1, l'extrémité
gauche va se retrouver en bas, et comme on les représente en les balayant de haut
en bas, elle va se retrouver en derniére position, ce qui revient bien a renverser
la premiére séquence.

1. < >, <abcde>;
. <a>,<bcde>;

. <ba>, <cde>;

2
3
4. <cba>,<de>;
5. <dcba>, <e>;
6

. <edcba>, < >.

Nous allons entrelacer les deux séquences de chaque ligne de telle maniére que la
relation « précéde » de la séquence résultante contienne les relations « précéde »
définies par les deuz séquences initiales. Ainsi l’entrelacement de < cba > et de
< de > sera une séquence de cing éléments distincts de ’ensemble {a,b,c,d, e}
telle que c précéde b qui précéde a et d y précéde e.

Remarque 1 Chaque séquence définissant naturellement un ordre total entre
ses éléments, l'entrelacement de deuz séquences est tout simplement la construc-
tion d’un ordre total sur l’ensemble des éléments des deux séquences, contenant
les ordres associés a chacune des séquences.



2.2 Formalisation

Définition 1 Nous appellerons entrelacement de deux séquences, le processus
consistant a construire une séquence qui

e contient exactement toutes les occurrences apparaissant dans les deux séquences,

e ct telle que la relation « précéde » définie pour chacune des séquences est
conservée dans la séquence résultante.

Nous appellerons aussi entrelacement des deux séquences toute séquence
résultant de ce processus.

Exemple 2 En reprenant l'ezemple 1, l’entrelacement des deux séquences ré-
sultant de la segmentation et du renversement du préfive retourne:

1. <abcde>;

2. <abcede > ou<bacde > ou < bcade > ou <bcdae > ou < becdea >.
Noter que < abcde > réapparait;

3. <bacde>ou<bcade> ou... ;

4. etc.

On obtient ainsi un certain nombre de permutations pour une séquence
initiale donnée. Nous appellerons les permutations ainsi construites des G-
permutations 5 de la séquence initiale < abede > (appelées « Gilbreath shuffles
» p. 68 dans [9] et « mélanges péristance » dans [12]). Nous allons les caractériser
et les dénombrer. Pour cela, nous allons définir un processus de construction
simple qui construit exactement toutes les G-permutations d’une permutation
initiale donnée. Puis pour une permutation donnée, nous vérifierons qu’elle a
pu résulter ou non de cette construction et nous en déduirons qu’elle est ou non
une G-permutation.

Définition 2 Une G-permutation d’une séquence S est une permutation qui
résulte de l’entrelacement de deuxr sous-séquences Sp et So o Sy est le miroir
de Ss et ou la concaténation de Sz et de Sy est la séquence S.

2.3 Algorithmes de construction

L’entrelacement des deux séquences peut étre construit de gauche & droite ou
de droite & gauche, ce qui conduit & deux procédures de construction distinctes.
Elles correspondent & un balayage de la chaine aprés fusion des deux parties,
balayage qui peut étre effectué de haut en bas ou de bas en haut.

5G de Gilbreath



2.3.1 Algorithme 1. « Vider, en agrandissant ’espace libre »

L’idée consiste & partir de la séquence initiale et a la vider en créant un seul
espace que nous représenterons par un _ qui sera agrandi de maniére itéra-
tive jusqu’a épuisement de la séquence. La G-permutation sera construite de
gauche a droite.

Prenons un exemple: partons de < 12345 > . Nous donnerons en premier la
G-permutation en cours de construction, suivie de ’état courant de la séquence
initiale. Partons donc de < >< 12345 > . Nous allons créer un espace
en enlevant dans la séquence de droite un élément au choix. Par exemple 3.
Elément qui sera ajouté a la droite de la G-permutation en cours de gestation.
La séquence devient : < 3 >< 12 45 >, I'espace a pour frontiéres 2 a sa gauche
et 4 & sa droite. Pour ’agrandir, nous avons le choix : optons pour le retrait de
2. Nous obtenons : < 32 >< 1 45 > . L’espace grandit. Poursuivons, on peut
enlever soit 1, soit 4. Choisissons par exemple 4. < 324 ><1 5> . On peut
enlever soit 1 soit 5. Poursuivons avec 1 : nous en sommes & < 3241 >< 5 > .
Et terminons avec 5. La séquence initiale est vide. La séquence des éléments
prélevés est < 32415 > . C’est une G-permutation de < 12345 >.

Remarque 2 Si on avait enlevé en premier l'extrémité gauche 1, le processus
aurait conduit a la séquence < 12345 >, ce qui montre que la séquence est une
G-permutation d’elle-méme.

En résumé, on crée un espace en prélevant n’importe quel élément, puis on
élargit cet espace (unique) en rognant sur ses extrémités dans la mesure du
possible.

2.3.2 Algorithme 2. « Remplir un espace libre »

Cette fois-ci, la G-permutation sera construite de droite a gauche, c’est pour
cela que chaque nouvel élément collecté sera mis & gauche des précédents. Soit &
construire une G-permutation de < 12345 >. Partons donc de < >< 12345 > .
Il suffit de procéder de maniére itérative en prélevant une extrémité de la
séquence initiale, extrémité qui sera donc supprimée de cette séquence. La
séquence des extrémités prélevées en empilant ces éléments (cf. exemple qui
suit), quand la séquence initiale est épuisée constitue une G-permutation de la
séquence initiale.

Par exemple prélevons 1, nous obtenons < 1 >< 2345 >, Nous avons le
choix entre 2 et 5 . Prélevons 5 par exemple que nous mettrons a gauche
de la séquence en cours de construction, nous obtenons < 51 >< 234 >,
Nous avons le choix entre 2 et 4. Prélevons 4 par exemple que nous mettrons
a gauche ; nous obtenons < 451 >< 23 >, Nous avons le choix entre 2 et 3.
Prélevons 2 par exemple ; nous obtenons < 2451 >< 3 >. Nous n’avons plus
le choix. Prélevons 3 : nous obtenons < 32451 >< >, <32451 > est une
G-permutation de < 12345 >.

Remarque 3 Notons que le miroir de < 32451 >, soit < 15423 >, nlest
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Figure 1: L’arbre des G-permutations

pas une G-permutation de < 12345 >. Nous donnons plus loin une procédure
permettant de reconnaitre une G-permutation d’une séquence donnée.

Définition 3 On appellera fenétre de longueur p d’une séquence Sy de longueur
n (p < n), toute sous-séquence Sy de longueur p constituée de p éléments
consécutifs de S1. La fenétre se définit par la position de ses extrémités dans la
séquence initiale.

Illustrons ’algorithme du 2.3.2 par un arbre (cf. figure 1) qui décrit toutes
les possibilités. Dans chaque nceud non-terminal de ’arbre, la permutation de
droite est celle oul nous allons puiser une extrémité alors que la permutation
de gauche est ’état courant de la G-permutation en cours de construction. Les
feuilles de ’arbre correspondent aux huit G-permutations possibles de < abed >.

2.3.3 Propriétés

1l est facile de montrer que les deux algorithmes engendrent exactement l’ensemble
de toutes les G-permutations d’une séquence. L’analyse de ’arbre de construc-



tion permet en outre de montrer qu’il y en a 27! pour une séquence initiale
de n éléments distincts. Dans ’algorithme du 2.3.2, & chaque instant, on peut
choisir entre les deux extrémités sauf pour le prélévement du dernier élément.
Il y a donc n! — 2"~! permutations qui ne sont pas des G-permutations.

Exemple 3 Pour < abc> il y a 3! — 2% = 2 permutations qui ne sont pas des
G-permutations, a savoir < acb> et <cab >.

L’algorithme du 2.3.2 est utilisé dans I’annexe pour définir rigoureusement
les G-permutations et pour les produire via un petit programme écrit en Prolog
[15] qui pourra surprendre les programmeurs habitués & d’autres langages de
programmation plus traditionnels®.

Chacun des deux algorithmes induit naturellement une procédure simple
pour déterminer si une permutation S; est ou non une G-permutation de Ss.
Ainsi, par exemple, la procédure associée & 2.3.2 consiste & parcourir S; de
droite a gauche et i s’assurer que I’élément courant est bien une extrémité de
S qui est aussitot effacée de So avant de poursuivre.

Exemple 4 e Soit a tester si < 3241 > est une G-permutation de <
1234 >. 1 est une extrémité de< 1234 > qui devient aprés suppression
< 234 >. 4 est une extrémité de < 234 > qui devient < 23 >. 2 est
une extrémité de < 23 > qui devient < 3 >. Enfin 3 est une extrémité de
< 3 > qui devient < >. Donc <3241 > est bien une G-permutation
de< 1234 >.

e Soit a tester si < 2431 > est une G-permutation de < 1234 >. 1 est une
extrémité de < 1234 > qui devient < 234 >. 3 n'est pas une extrémité
de < 234 > donc la réponse a la question est non.

Enongons & présent une propriété des G-permutations qui sera utilisée ultérieure-
ment.

Lemme 1 Etant donné une séquence initiale S, de longueur n > 1, et une
G-permutation So de S1, pour tout p tel que 1 < p < n, la sous-séquence S
constituée des p premiers éléments de So est une G-permutation de p éléments
consécutifs de Sy.

En d’autres termes, tout préfixe de S est une G-permutation d’une fenétre
de Sl‘

Preuve 1 L’algorithme du 2.3.2 préleve les extrémités de la séquence initiale.
Il en résulte qu’a chaque étape, les éléments restants sont toujours des éléments
consécutifs de la séquence initiale dont en particulier les p derniers prélevés qui
se retrouveront en téte de la G-permutation construite.

Définition 4 L’amputation d’une séquence résulte de la suppression d’éléments
consécutifs d’une fenétre dans la séquence initiale. L’amputation se définit par
la position des extrémités de la fenétre supprimée.

81 opposition entre le déclaratif et le procédural.



Exemple 5 Les amputations de longueur 2 de la séquence < 12345 > con-
duisent auz séquences < 345>, <145>, <125> et <123 >.

Propriété 1 Soit une séquence S et un G-permutation G de S. Tout préfize
P de G est une G-permutation d’une fenétre F de la séquence initiale’. Le
complément de ce préfize dans la G-permutation G est une G-permutation de la
séquence initiale amputée de la fenétre F utilisée pour construire le préfize.

Cette propriété résulte du processus de construction via l’algorithme du
2.3.2.

Exemple 6 La G-permutation < 3425617 > de < 1234567 > peut se scinder
en deux séquences, < 342> et <5617 > ot <342 > est une G-permutation
de <234 > et <5617 > est bien une G-permutation de < 1567 > qui résulte
de amputation de < 234 > dans la séquence initiale.

3 Notion de compatibilité

3.1 Définitions

Définition 5 Etant donné un symbole de prédicat P d’arité® p, on dira que la
séquence < x1 Ty ... T, > satisfait P ssi la formule logique P(z1,22,. .., xp)
est vraie.

Définition 6 Etant donné une séquence Sy et un symbole de prédicat P d’arité

p, la séquence sera dite P-compatible ssi la formule logique P(x1,x2,... xp) est
vraie pour toute G-permutation de toute fenétre < xix2 ... x, > de longueur p
de Sl.

En d’autres termes, P est satisfaite par toute G-permutation de toute fenétre
de longueur p de la séquence S;. Certains auteurs parlent de fenétre « glissante
». Notons que P est satisfaite pour toute fenétre de longueur p de S; en vertu
de la remarque 2.

Définition 7 Etant donné une séquence Sy et un symbole de prédicat P d’arité
p, la séquence Sy sera dite fortement P-compatible ssi elle est P-compatible et
st pour tout k > 1, toute sous-séquence Sy résultant d’une amputation de k X p
éléments consécutifs de S, est P-compatible.

Remarque 4 Notons que les séquences de longueur inférieure a p sont triviale-
ment fortement P-compatibles. Notons aussi que toute fenétre d’une séquence
fortement P-compatible est fortement P-compatible.

Théoréme 1 Etant donné une séquence S de longueur n et un symbole de prédi-
cat P d’arité p avec 1 < p < n tels que S est P-compatible, alors P(y1,ya2, ..., Yp)
est vraie pour tout préfize < yi Y2 ... yp > d’une G-permutation quelconque de

S.

7S en raison du lemme 1.
81 arité est le nombre d’arguments.




Preuve 2 (’est une conséquence immédiate de la proposition 1. En effet les
p premiers éléments constituent une G-permutation d’une fenétre de longueur
p de la séquence initiale, la P-compatibilité implique que cette G-permutation
satisfait P.

Exemple 7 Considérons la séquence S =< 12345678910 > et la propriété
P(x,y,z) définie par : « la variance de (x,y,z) est égale a 2/3 ». Cette pro-
priété est vraie pour toutes les G-permutations des fenétres de longueur 3 de la
séquence. Par ezemple, la variance de la fenétre < 456 > est [(4 —5)2 + (5 —
5)2+(6—5)%]/3 =2/3. La séquence < 45367218910 > est une G-permutation
de la séquence initiale. Donc si on prend la fenétre définie par les trois premiers
éléments: < 453 >, on peut vérifier facilement que sa variance est aussi de
2/3. La fenétre < 672 >, définie par les trois suivants en revanche, a pour
moyenne 5 et pour variance [(6 — 5)% + (7 — 5)? + (2 — 5)2]/3 = 14/3. Cela
résulte du fait que la séquence S' =< 67218910 > est une G-permutation de
< 12678910 > qui résulte de 'amputation de la fenétre < 345 > dans S. S’
n’est plus P-compatible, cf. la proposition 1.

Théoréme 2 Etant donné une séquence Sy de longueur n, un symbole de prédi-
cat P d’arité p (1 < p < n) tels que Sy est fortement P-compatible et une
G-permutation Sy de S1, alors P(y1,...,yp) est vraie pour toute fenétre <
Y1 ... Yp > de Sy de longueur p dont le premier élément a pour position un
nombre congru a 1 modulo p.

Ce théoréme dit que non seulement les p premiers éléments de Sy satisfont
P, mais qu’en outre, toutes les fenétres successives complétes de p éléments
satisfont aussi P.

Les fenétres de longueur p commencant aux positions congrues & 1 modulo
p seront parfois appelées tranches dans la suite.

Exemple 8 Soit S1= < 12345678910 > et P(x,y, z) défini par (z—zx)(z—y) >
0. P(x,y,z) signifie que pour trois éléments distincts, x, y, z, l’élément z est
le plus grand ou le plus petit de l'ensemble {x, y, z}. Il est facile de montrer
que pour toute séquence croissante < abc > (a < b < ¢), cette propriété est
vraie et qu’elle est aussi vraie pour toute G-permutation de < abc >. Ceci est
vrai également pour toute séquence résultant d’une amputation de S1 par une
fenétre dont la longueur est un multiple de 3. Le théoréme 2 s’applique donc et
les fenétres complétes de longueur 3 commencant en position 1, 4, 7 satisfont
P. Par exemple, en prenant la G-permutation < 54678392110 >, les fenétres
successives complétes de longueur 3 sont < 546 >, <783 >, <921 > et 6 est
bien le plus grand de sa fenétre, 3 le plus petit ainsi que 1 pour la derniére.

Remarque 5 Plus généralement, on peut définir P(x1, 2, ..., xp) par la valeur
de x, est le plus grand ou le plus petit des éléments de 'ensemble des valeurs
des arguments de P. Toute séquence d’entiers croissante (ou décroissante) est
fortement P-compatible pour P et ce quel que soit n > 1.
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Preuve 3 Nous allons montrer le théoréme 2 par induction. Le théoréme est
vrai par défaut dans le cas d’une séquence de 0, 1, ..., p—1 éléments. Dans le
cas de p éléments on se retrouve dans le cas du théoréme 1. Notons en outre que
si le théoreme 2 est vrai pour une séquence de 3n éléments, il sera vrai pour une
séquence de 3n+1 et 3n+ 2 éléments puisqu’il n’y a pas de nouvelle tranche. Il
suffit donc de montrer qu’il est vrai pour une séquence de 3n+ 3 éléments. Mais
toujours en vertu de la proposition 1, la G-permutation Sa est la concaténation
d’une séquence So1 de 3n éléments qui est une G-permutation d’une fenétre
S11 de S1 en vertu de la proposition 4, satisfaisant le théoréme en raison de
Uhypothése de récurrence, et de la séquence Soo qui est une G-permutation de
la séquence S1o de trois éléments résultant de I’amputation de S11 dans S1. S
est P-compatible (en raison de la forte compatibilité de S1) et donc Soo satisfait
P en raison du théoréme 1.

Remarque 6 Dans certaines publications, la propriété P est du type f(x1, 2, . ..

v ou < X1 Ty -+ Tp > est une fenétre de la séquence initiale et v une valeur
quelconque comme dans l'exemple 7. Cet exemple montre que la P-compatibilité
n’est pas suffisante pour que toutes les tranches satisfassent P.

3.2 Grands ou petits: un tour étrange

Il s’appuie sur la proposition 5. Je décris ici une version de base que chacun
pourra moduler & son goft.

Le magicien explique que pour les cartes comme dans la vie, on ne remarque
que ce qui sort de la moyenne et dans une assemblée, on repére les plus grands
et les plus petits par exemple. Ainsi dans un paquet de cartes, on gardera la
plus grande et la plus petite et on éliminera toutes les autres. Donc pour qu’il y
ait élimination, il faut au moins trois cartes, donc trois joueurs, un pour chaque
carte. Le magicien continue en expliquant qu’il faut ordonner les cartes pour
pouvoir désigner le plus grand et le plus petit élément®. Pour cela, on décide
d’abord que les deux sont plus petits que les trois, qui sont plus petits que les
quatre... qui sont plus petits que les rois, eux-mémes plus petits que les as, soit

2<3<4<5<6<T7<8<9 <10 < Valet < Dame < Roi < As

Et pour départager plusieurs cartes de méme valeur, on ordonne les familles en
posant par exemple que les carreaux sont plus petits que les tréfles, eux-mémes
plus petits que les coeurs qui sont plus petits que les piques, soit :

*<S<O<e.

Par exemple, le deux de carreau est donc la plus petite carte du jeu et ’as de
pique la plus grande.

Le magicien demande a un volontaire V de ’aider et lui demande de mélanger
le jeu. C’est seulement aprés avoir fait mélanger le jeu que le magicien demande

9Tout ordre total convient.
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au public de choisir un nombre de joueurs a partir de 3. Comme il y a 52 cartes
a distribuer entre les joueurs, il est souhaitable de ne pas dépasser 7 car chaque
joueur aurait trop peu de cartes pour jouer. Le public choisit par exemple 5.

Le magicien explique comment va se dérouler la partie. Il demande & trois
volontaires de venir jouer avec lui, ce qui avec V et lui fera bien cing joueurs. Le
magicien récupére le jeu mélangé par V, le dispose faces vers le bas et distribue
une carte a chaque joueur, la derniére étant la sienne. Les cartes sont retournées
faces vers le haut au moment de la distribution (le magicien récupére donc la
carte qui était initialement la cinquiéme du jeu). Les cing cartes sont examinées
et seules les valeurs extrémes sont conservées, c’est & dire la plus grande et la
plus petite. Les autres sont écartées. Donc deux joueurs ont encore une carte
devant eux, cartes qui seront retournées faces en bas pour enregistrer le fait
qu’elles ont été jouées. Le magicien distribue & nouveau de la méme maniére
cing cartes; les extrémes sont retournées faces vers le bas, et les autres écartées
car éliminées. Le jeu se poursuit tant qu’il est possible de distribuer une carte
a chaque joueur (donc ici, il restera deux cartes non utilisées). Le gagnant est
celui qui a le plus de cartes faces en bas devant lui. Evidemment, le magicien
gagne systématiquement, ce qui n’est pas le cas des autres joueurs...

La méthode : le jeu est classé (jeu vu faces en bas, du haut vers le bas)
de la plus petite vers la plus grande: 2 de carreau, 2 de tréfle, 2 de cceur, 2
de pique, ..., jusqu’a l’as de carreau, ’as de tréfle, I’as de cceur et enfin I’as de
pique. Ensuite 'ordre de 26 premiéres cartes est renversé allant donc du 8 de
tréfle au 2 de carreau, ces 26 cartes constituant le paquet A sont suivies par un
ou deux Jokers, suivis par les 26 autres allant du 8 de cceur a ’as de pique qui
counstituent le paquet B. Le magicien sort le jeu (classé de 1’étui) et prétexte de
retirer les jokers ce qui lui permet de séparer le jeu en deux parties, la moitié
supérieure et la moitié inférieure. Il pose & coté I'une de ’autre les deux moitiés
et en faisant tourner la carte supérieure de chaque paquet sur elle-méme en
appuyant légérement déforme chaque paquet qui se transforme en une « rosace
» de cartes.

1l fait mine de pousser 'une vers l'autre les deux rosaces afin d’entrelacer toutes
les cartes et demande & l'un des joueurs de procéder & ’entrelacement et de
regrouper les cartes avant de les redisposer en un beau paquet de 52 cartes. Le
magicien n’a plus qu’a procéder comme décrit plus haut, il lui suffit de distribuer
sa propre carte en dernier & chaque tour. Il est certain de gagner a tous les coups
et ce quel que soit le nombre de joueurs choisis et le mélange du jeu!

Remarque 7 Une fois que le jeu a été mélangé, le dernier élément de toute
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fenétre est soit le plus grand, soit le plus petit de la fenétre, quelle que soit la
dimension de cette fenétre! On peut méme, si le public le souhaite, modifier
le nombre de joueurs en cours de route en éliminant un ou des joueurs, ou
bien en en recrutant de nouveauzr. On peut aussi proposer 4 chaque joueur
de prendre plusieurs cartes pour augmenter ses chances, ou bien d’en éliminer
pour en prendre de nouvelles! On peut méme demander au spectateur de choisir
une carte pour le magicien ; ce qui importe, c’est que la carte choisie pour le
magicien soit prélevée dans le jeu plus bas que les cartes déja distribuées. Quoi
qu’il en soit, quel que soit le nombre de cartes distribuées a chaque tour, la
derniére sera toujours l'une des deux extrémes!

Le tour peut étre enrichi de bien des maniéres. Supposons par exemple
que le magicien est capable d’identifier les cartes du paquet A par une marque
discrete au dos, ou l'exploitation d’une dissymétrie quelconque, genre marges
d’épaisseurs différentes. Il sera alors 19 en mesure'! de prédire s’il gagnera
parce qu’il a la plus petite ou la plus grande suivant qu’elle provient de A ou de
B. On peut aussi & chaque tour distribuer les cartes faces en bas, et le magicien
retourne la sienne en premier en annongant : « Je vais gagner parce que ma
carte sera la plus petite/grande » suivant qu’elle provient de A ou de B. Les
possibilités sont infinies.

3.3 Les cas des magiciens

Le théoréme 2 constitue une véritable aubaine pour les magiciens. Il assure que
moyennant certaines restrictions, une propriété particuliére d’un jeu de cartes
va résister & un mélange. Or c’est le fait de mélanger le jeu qui pour le public est
censé détruire les propriétés de ce méme jeu. C’est ce qui donne & la découverte
de cette propriété aprés mélange, un co6té miraculeux.

Nous allons examiner le cas particulier exploité par des générations de magi-
ciens et décliné sous le nom de principe de Gilbreath. Il correspond au cas ou le
prédicat P décrit en fait des propriétés individuelles des éléments de la fenétre.
Pour une fenétre de p éléments par exemple, P(z1,22,...,zp) est de la forme
Qi(z1)ANQ2(22)A. . .AQp(zp). Pour qu'une fenétre de p éléments satisfasse cette
propriété & une G-permutation prés, il faut la modifier 1égérement en définissant
P(zy,22,...,2,) selon :

Il existe une G-permutation < uj ug ... up > de <z z3 ... z, > telle
que

Q1(u1) A Qa(uz) Ao A Qp(up)-

Par exemple pour p = 3, si une séquence S est fortement P-compatible pour
cette propriété, en vertu du théoréme 2, chaque fenétre de longueur 3 d’une
G-permutation de de S contiendra un élément qui satisfait ()1, et un autre
qui satisfait @2, et un autre qui satisfait @J3. On retrouve ainsi la caractéri-
sation proposée p. 70-72 par [12]. C’est aussi la généralisation proposée par

10
11

avant méme de retourner sa carte
en voyant le dos de cette carte
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[9] sous le nom d’« Ultimate invariant » et conduisant au théoréme « Ultimate
Gilbreath Principle ». Toutes ces généralisations sont en fait des cas particuliers
du théoréme 2.

4 Entrelacement de séquences périodiques

Nous allons maintenant nous placer dans le cadre de séquences périodiques.
Pour simplifier I’exposé, nous décrirons quelques propriétés des éléments de ces
séquences, mais la périodicité peut étre non seulement celle des éléments mais
aussi celle de propriétés attachées a ces éléments comme dans I’exemple 11 ou
I’on s’intéresse non pas aux cartes elles-mémes, mais & leurs couleurs. Le lecteur
généralisera facilement les résultats présentés ici.

4.1 Un exemple

Soit E un ensemble fini de n éléments (n > 2), p1 et pa deux permutations
quelconques de E. Considérons deux séquences périodiques S et Sy de périodes
respectives p; et py et de longueurs respectives ny et ny ; p; (resp. ps) préfixe
Sy (resp. S2). Les périodes ont par hypothése la méme longueur |E|.

Prenons par exemple le cas ou F = {1,2,3,4}, mais en fait la plupart des
résultats seront immédiatement généralisables, et choisissons

S1=<12341234> (p1 =<1234>),
Sy =<3214321432> (p2=<3214>).

Noter que les séquences ne commencent pas obligatoirement par la méme valeur
et n’ont pas nécessairement la méme longueur. Le systéme est complétement
défini par deux éléments : la séquence S; représentée par sa période et la
longueur de la séquence. Les périodes étant définies & une rotation prés, on
conviendra de choisir une période qui préfixe la séquence qu’elle caractérise,
donc pour S7, p1 =< 1234 >, et sa longueur n; = 8. La séquence Ss sera
représentée par sa période po =< 32 14 > et sa longueur ny = 10.

Les deux séquences vont étre mélangées par un entrelacement qui va donc
créer une séquence unique dont on pourra extraire chacune des séquences S
et Ss. Bien entendu, rappelons que 'ordre créé est compatible avec les ordres
relatifs & chaque séquence. A savoir que si a précéde b (dans la séquence S
avant l’entrelacement), I’élément a (de S) sera avant 1’élément b (de S) dans la
séquence résultant de 'entrelacement. Afin de distinguer l'origine des éléments,
nous allons utiliser une police noir-gras pour les éléments provenant de S; et
cyan pour ceux provenant de Ss. Voici un résultat d’entrelacement possible:

<132213443211243432>.

Cette séquence peut étre arbitrairement segmentée : par exempleen < 132213443 >
résultant de ’entrelacement de < 1234 >etde<32143>et<211243432 >
résultant de l'entrelacement de < 1234 > et de <2 1432> pour le sec-

ond. Ainsi tout entrelacement peut &tre découpé en « sous-entrelacements »
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de maniére simple. Si maintenant la séquence finale est distribuée en tranches
de longueur 4, i.e. la longueur de la période |E|, on obtient :

<1322><1344><3211><2434><32>
résultant des sous-entrelacements de

{<12>,<32>}{<34><14>}{<1><321>}
{<234> <4>}{<><32>}

(un entrelacement de < 12 > et < 32 > concaténé avec un entrelacement de
<34 > et < 14> concaténé avec...).

Nous allons nous intéresser a la présence de deux éléments identiques dans la
méme tranche, aprés découpage de la séquence résultant de ’entrelacement, en
tranches de longueur 4. Par exemple ici, deux 2 dans la premiére, deux 4 dans la
seconde, etc. Cette présence était-elle prévisible avant ’entrelacement?
Notons d’abord qu’ils ne peuvent pas provenir de la méme séquence initiale car
séparés dans cette séquence par trois éléments.

Remarque 8 Remarquons aussi que si deux 4 sont dans la méme séquence de
4, on peut refaire un entrelacement ou ils seront adjacents dans cette méme
séquence. En effet, il suffit o Uintérieur de cette séquence d’entrelacer d’abord
les préfizes (éventuellement vides) de ces 4 dans cette tranche puis de mettre les
deuz 4 et enfin d’entrelacer les suffizes (éventuellement vides). Si on considére
par exemple la séquence < 243 4 > qui résulte de l’entrelacement de < 23 4 >
et de < 1>, on peut la décomposer en {< 23 > <>} {<4> <41>} {<><
>}. Ce qui donne < 23 >< 44 ><> qui concaténées donnent < 2344 >,
Donc si deux 4 sont dans une méme tranche (ici de quatre éléments),

e il existe un entrelacement qui les rend adjacents dans cette tranche,

e ct ils proviennent nécessairement l'un de S1 et l’autre de Ss.

Ainsi, la possibilité d’avoir deux 4 dans la méme tranche, c’est la possibilité
d’avoir deux 4 adjacents dans la méme tranche. Qu’en est-il donc de la présence
de deux 4 dans la méme tranche?

Notons que le deuxiéme 4 de S; est précédé de sept éléments de Sp, alors que
le premier 4 de S5 est précédé de trois éléments de So. Cela fait dix éléments.
Il est possible de faire un entrelacement de dix éléments, ce qui conduira &
deux tranches de quatre éléments plus deux éléments laissant place aux deux
4 pour compléter la troisiéme tranche. En définitive, pour que deux 4 soient
dans une méme tranche de quatre, il faut se retrouver dans la situation suivante
B R < 4o > <0400 > qui devra pouvoir
donner aprés entrelacement < ... > < ... > <...> ..., <...44...> ...00
le 4 de Sy (resp. de S3) est & la position a (resp. b) dans Sy (resp. S2). Mais
alors, il y a a + b — 2 éléments constituant les pointillés qui sont & gauche des
4. Le résidu modulo 4 de ce nombre recense les pointillés précédant les 4 dans
la tranche ou ils sont. Sachant qu’il faudra caser les deux 4 dans une tranche
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de quatre éléments, il ne peut y avoir au plus que deux éléments a leur gauche.
Donc 3k € N tel que 4k < a+b—2 < 4k+2, soit a+b—2 # 3 (mod4), c’est-a-
dire a+b # 1 (mod4). Comme on travaille modulo 4, il suffira de connaitre a et b
modulo 4. Le tableau suivant donne leurs valeurs dansle casotip; =< 1234 >
et po =< 3214 >.

Tableau récapitulatif des possibilités :

[couple (i,4)] a+b [Ensemble ?] Exemple |
(1,1) 0 (mod4)| possible | {<1><321>}
(2,2) 0 (mod4)| possible |{<12>,<32>}
(3,3) 0 (mod4)| possible |{<123><3>}
(4,4) 0 (mod4)| possible [{<123><3>},

{<4><214>}

Examinons lecasou S; =< 12341234...>et Sy =<4321431...>.
La période de Sy est le miroir de la période de S;.

[ [1[2]3]4]
al1[2]3]0
o321

Tableau récapitulatif des possibilités :

[couple (i,9)] a+b [ Ensemble 7]
(1,1) 1 (mod 4)| impossible
(2,2) 1 (mod 4)| impossible
(3,3) 1 (mod 4)| impossible
(4,4) 1 (mod 4)| impossible

Chaque tranche contiendra donc quatre nombres différents.

C’est une autre

démonstration du principe de Gilbreath (cas des magiciens) qui montre que les
deux séquences n’ont pas besoin d’étre de la méme taille. Ce qui importe c’est
que p; (la période qui préfixe S7) soit le miroir de psy qui préfixe So.

4.2 Critére de double occurrence

Rappelons que E est un ensemble fini non vide de n éléments dont les éléments
sont dénotés par les entiers naturels de 1 a n: E = {1,2,...,n}. Sy et Sy
sont deux séquences finies périodiques non vides d’éléments de E. La période
de S; (resp. S2) est une permutation p; (resp. p2) de E de longueur p qui
préfixe S; (resp. Ss). Les deux séquences sont entrelacées, et la séquence
résultante distribuée en tranches de p éléments. Comme précédemment, on a
Jktelquekp <a+b—-2<kp+p—2,s0it a+b—2%# p—1 (mod p) ie.
‘a +b#1 (mod p). ‘ Enoncons le résultat ainsi obtenu.
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Propriété 2 Soit deux suites périodiques Sy et So définies dans E, de périodes
respectives py et pa (périodes et préfizes de longueur p).

En désignant par F(z) le résidu modulo p de a + b (ot a et b dénotent les
positions respectives modulo p de l’occurrence de x dans py et dans po, i.e. leurs
positions dans les périodes initiales), un couple (x, x) peut appartenir a une
méme tranche d’un entrelacement de Sy et de Sy ssi F'(z) est différent de 1.

1l existe un tour de magie classique de Karl Fulves [13, 14] qui se fait avec
douze cartes, les as, deux et trois des quatre familles. Le magicien a préparé
le jeu en le disposant dans l'ordre'? : < 123123123123 > . La période
a ici pour longueur 3. Les couleurs ont peu d’importance. Il demande & un
spectateur de choisir un nombre entre 1 ou 2 ou 3, disons n et dispose sur la
table un billet de banque que le spectateur gagnera si a l'issue d’'un mélange
suivi d’une distribution de paquets de trois cartes, le nombre choisi apparait
plusieurs fois dans I'un des paquets. Le magicien montre les cartes, coupe le
paquet et demande au spectateur de mélanger (d’entrelacer) les deux parties. Il
ne lui reste plus qu’a étaler les cartes trois par trois. Bien entendu, le spectateur
perd toujours car méme s’il mélange, le magicien a bien choisi sa coupe.

En effet si la partie coupée montre un 3 sur sa face, la suivante étant un 1,
on se retrouve dans la situation : S1 =< 1231...> et So=<1231...>,
donc F(1) =2, F(2) = 1, F(3) = 0 et le couple (2,2) est impossible. Si la
partie coupée montre un 1 sur sa face, la suivante étant un 2, on se retrouve
dans la situation : S; =<1231...> et Sy =<2312...>, donc F(1) =1,
F(2) =0, F(3) = 2 et le couple(1,1) est impossible. Enfin si la partie coupée
montre un 2 sur sa face, la suivante étant un 3, on se retrouve dans la situation
081 =<1231...> et S5 =<3123...>,donc F(1)=0, F(2) =2, F(3) =1
et le couple (3, 3) est impossible.

4.3 Une autre propriété

Si on distingue les éléments de S; et de So, en les colorant comme précédem-
ment, on obtient par exemple S; =< 1234 ... >et Sy =<3142...>. Un
entrelacement produit une séquence que ’on peut segmenter comme précédem-
ment en tranches (ici des quadruplets puisque p = 4). Considérons la premiére
tranche ¢q. Soit ¢ est < 1234 > auquel cas elle résulte de Sp, soit elle est
< 3142 > résultant ainsi de Ss, soit elle est obtenue en utilisant au moins un
élément de chaque coté. Mais alors, elle contient le premier élément de S; et le
premier élément de Sy c’est-a-dire le couple (1,3). Dans le cas ou la premiére
tranche est unicolore, ce raisonnement s’applique au second... Donc la premiére
tranche non unicolore si elle existe contient nécessairement le couple (1, 3) alors
que les précédentes sont des périodes de S7 ou de S;. Ce qui avec les notations
précédentes peut s’énoncer ainsi :

Propriété 3 Sil’entrelacement de deux séquences périodiques Sy et So (dont la
période a pour longueur p) respectivement cyan et noir-gras contient au moins

12Les cartes sont vues de haut en bas, faces vers le bas.
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une tranche bicolore, alors chaque tranche précédant la premiére tranche bicolore
de cette séquence est soit la période noire de S, soit la période cyan de So. En
outre la premiére tranche bicolore contient nécessairement le premier élément
noir de Sy et le premier élément cyan de Ss.

Il est facile de constater que la suite de ’entrelacement résulte de ’entrelacement
de deux séquences S7 et S, qui sont périodiques et dont les périodes sont des
« rotations » des périodes initiales. La propriété s’applique donc & nouveau.
Illustrons sur un exemple.

Exemple 9 S0itS1 =<123412341234...>etS;=<314231423142...>.
Aprés entrelacement, on obtient < 1234 >, < 1234 >, < 3142 >, <

12 33 >, suivi d’une séquence qui résulte de l’entrelacement de S7 =< 41234123 ... >
et de S5, =< 14231423 ...>, dont les périodes respectives sont <4123 >

et < 1423 >. On sait donc que cette séquence sera constituée d’un certain

nombre (éventuellement nul) de tranches unicolores qui seront soit <4123 >

soit < 1423 > suivies éventuellement d’une tranche bicolore contenant le cou-

ple (4,1). Ce couple s’obtient en analysant la tranche bicolore qui le précéde,

ici < 1233 >. Ce couple résulte de l'entrelacement de < 1234 ... > et de

< 3142...>. 4 est le premier élément noir non pris dans la tranche noire

et 1 le premier cyan non pris dans la séquence cyan lors de la constitution

de la tranche bicolore. Ainsi la premiére tranche bicolore apparaissant aprés
<1233 > contiendra le couple (4,1)!3.

4.4 Périodicité et compatibilité

Définissons P par P(z1,...,x,) vraie ssi < x1 x2 ... T, > est une permutation
des éléments de ’ensemble E.

Exemple 10 Prenons E = {a,b,c} et considérons une séquence fortement P-
compatible d’au moins trois éléments. Par exemple < bacryz ...>. <bac >
est une permutation des éléments de E.

Comme la propriété P doit étre satisfaite aussi pour < acx > (cf. la P-
compatibilité), < a cx > doit étre une permutation de {a,b,c}. Il faut donc
que x = b. La séquence commence donc par < bacby... >. On déduit de
méme (cf. la fenétre < cby >) que y = a et z = c. Un petit raisonnement
par induction sur la taille de < bacxyz...> montre que c’est obligatoirement
une séquence périodique de période < bac >. L’amputation de fenétres de trois
éléments n’affecte pas la P-compatibilité ce qui en fait une séquence fortement
P-compatible ou le théoréeme 2 s’applique. C’est ce cas qui est utilisé par les
magiciens dans la quasi-totalité des tours exploitant le théoréme 2.

Le résultat se généralise facilement.

Propriété 4 Si E est un ensemble fini non vide, et S =< 5152 ...5, ... >
(1 < p < n) une séquence (d’au moins n éléments de E) P-compatible pour

13et commencant par ’un des deux.
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la propriété P définie par P(x1,xg,...,x,) vraie ssi < T1 Tg ... Tp > est une
permutation de E, alors

1. S est périodique de période < s152 ... Sp > ;
2. S est fortement P-compatible.

Exemple 11 Considérons la séquence de 13 cartes a jouer suivante

<RRNRRNRRNRRNR > Les couleurs ont manifestement une péri-
ode de 3, (R,R, N) & une rotation prés. La propriété P pourrait étre P(x,y,z)
vraie ssi {x,y, z} contient deuz rouges et une noire. En vertu de la proposition 4,
le théoréme 2 s’applique, ce qui permet de conclure que chaque G-permutation de
la séquence se découpe en tranches de longueur 3 contenant chacune deuz rouges
et une noire, comme par exemple < NRR|RNR|NRR|RRN |R >.
Prenons maintenant par exemple les 7, 8 et 9 d’un jeu de cartes et disposons-les
comme suit : < 789789789789 >. P(z,y, z) signifie ici que {x,y,z} = {7,8,9}.
La G-permutation < 897|978|897|789 > est bien composée de tranches qui
satisfont P.

Il existe une grande quantité de tours de magie exploitant ce cas particulier.
Je recommande vivement l'ouvrage « Le principe de Gilbreah » [11].

5 Le « Quasi Gilbreath Principle »

Cette propriété est décrite p. 264-267 dans [8]. L’exposé n’est pas trés clair
et la preuve absente. Nous allons essayer d’expliquer son mécanisme. Elle
concerne les séquences qui, découpées en tranches de p éléments (p > 2) a partir
du début, sont telles que chaque tranche de p éléments est une permutation
quelconque de E (ou E dénote un ensemble fini). Notons en passant que toute
G-permutation d’une séquence périodique dont la période a pour longueur p
produit une séquence ayant cette propriété, cf. 4.4. Nous allons étudier ce qui
se passe si on insére un élément dans une telle séquence et si on redécoupe cette
séquence en tranches consécutives de p éléments.

Remarque 9 Si la séquence Sy provient d’une G-permutation d’une séquence
périodique S, 'élément inséré peut ’étre dans So'*, ou dans S1'°, ce qui revient
exactement au méme. En général, la séquence obtenue n’est plus la concaténa-
tion de tranches composées d’éléments distincts car le théoréeme 2 n’est plus
applicable.

Exemple 12 Nous nous plagons toujours dans le cadre d’un exemple mais la
généralisation des propriétés énoncées sera triviale. Posons p = 3, (ce qui sig-
nifie que nous travaillons sur des fenétres de trois éléments) et E = {a,b,c}.
Intéressons-nous d’abord a une séquence de trois éléments distincts de E, soit

14aprés entrelacement.
15avant P’entrelacement.
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< bac>. L’insertion en position n de a dans cette séquence va décaler d’une

position vers la droite tous les éléments de la tranche initiale a partir de cette

position et repousser le dernier élément de la tranche hors de cette tranche.
On aura donc

e pourn=1:<aba><c...;
e pourn=2:<baa><c...;
e pourn=3:<baa><c...

Ici, c’est ¢ qui sera inséré dans la tranche suivante.

L’insertion de a induit un doublon dans la tranche, celui de a. Ceci résulte
du fait que le a de la tranche initiale n’a pas été expulsé car n’étant pas le dernier
de cette tranche.

Si en revanche, on insére ¢ dans la tranche, on obtient < cba >< c...
ou bien < bca >< c... ou bien < bac >< c... La tranche initiale contient
toujours trois éléments distincts deux & deux et c est inséré dans la tranche
suivante, comme si ¢ s’était décalé vers la droite, modifiant tout au plus l’ordre
des éléments de la tranche ot il a été inséré.

Remarque 10 Si on insére un élément e de E (de cardinal p fini) dans une
tranche S de longueur p qui est une permutation de E, le redécoupage en tranches
de p éléments implique que

e s0it e sera Tépété une fois dans la tranche altérée ;

o soit e sera inséré dans la tranche suivante ot le processus sera réitéré pour
achever le redécoupage de la séquence en tranches de p éléments.

Il n’y a donc que deux possibilités, a savoir :
e so0it on ne rencontre pas de doublon lors du redécoupage ;
e soit le premier doublon rencontré est celui de cet élément e.

Retenons donc qu’il n’existe pas de tranche contenant plus de deux occurrences
d’un méme élément de E.

Exemple 13 S =< abcbcabcaacbcbacabbac > qui découpée en
tranches de longueur trois donne: < abc >< bca >< bca >< acb ><
cba><cab><bac>. Insérons c dans la premiére tranche par exemple en
deuzieme position : < acb >< ¢ >; le ¢ expulsé va repousser les éléments de
la seconde tranche et expulser le dernier a d’ou l’apparition du doublon (c,c) :
<acb><cbe><a>. Maintenant, c’est un a qui doit étre inséré dans la
tranche suivante. Donc si un doublon devait apparaitre, ce serait nécessairement
(a,a). Poursuivons: < acb >< cbc >< abc >< a >... le a se propage,
<achb><cbe><abe><aac><b> et créele doublon (a,a)... Maintenant
on sait que si un nouveau doublon apparait, ce sera nécessairement (b, b) puisque
c’est b qui va étre inséré. < acb><cbc><abc><aac><bcb><a>..
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Et comme c’est a qui est chassé, le prochain doublon éventuel sera (a,a) : <
acb><cbec><abec><aac><bcb> <aca><b>... Confirmation avec
(b,b) comme nouveau candidat. < acb><cbec><abe><aac><bcb>
<aca><bba><c>. Cest fini.

Cette propriété intrigante a inspiré un tour'® intitulé simplement « ESP'7 +
Math » et décrit dans [13] et [14] p. 48-49. Notons que l’on peut aussi redé-
montrer « Gilbreath » dans le cas particulier des séquences périodiques & partir
de cette simple analyse.

Exemple 14 ESP+Math. Effet : le magicien mélange le jeu et en extrait au
moyen d’une coupe un paquet de cartes. Ce paquet est coupé a son tour en deux
parties qu’un spectateur est prié de mélanger (entrelacement obligatoire). Le
magicien tourne son dos et demande au spectateur de prélever les trois premiéres
cartes du paquet et de les examiner. Si ces cartes ont des familles'® différentes
deur a deux, elles sont reposées faces en bas sur le reste du jeu, sinon le paquet
de trois cartes est scellé dans une enveloppe qui sera numérotée 1. La procédure
est répétée pour les trois cartes suivantes qui seront soit écartées face en bas sur
la table soit introduites dans une enveloppe numérotée 2, etc. Quand les paquets
sont épuisés, le magicien prend la premiére enveloppe et prédit qu’elle contient
ezactement'® deuz cartes de la méme famille. Il prédit méme la famille (double-
ment représentée). La prédiction est vérifiée par l'ouverture de ’enveloppe. Le
magicien poursuit en prédisant maintenant la famille répétée dans la seconde,
etc.

Les magiciens étant trés pointilleux (parfois a I'excés) sur le « débinage?® », je

me contenterai d’affirmer ici que trouver ’explication constitue un bon exer-
cice d’application des propriétés que nous avons décrites et en particulier de la
remarque 10.

6 Conclusion

Nous espérons ne pas mettre fin aux recherches concernant ces propriétés éton-
nantes et fécondes pour les magiciens de tout bord. Il reste beaucoup a faire sur
les G-permutations. Le « Quasi Gilbreath Principle » ouvre aussi des perspec-
tives. Il montre comment une altération du principe de Gilbreath fait disparaitre
certaines propriétés mais en fait apparaitre de nouvelles. Les cas des séquences
multi-périodes est aussi & approfondir: < 12345123451234512345 >
en est un exemple simple, il y a une période sur les éléments (de longueur 5) et

16Ce tour se pratique avec des cartes & jouer normales.

ITESP est un sigle signifiant « Extra sensory perception ». Ce tour ne fait pas référence
aux cartes de Zener inventées par le scientifique J.B. Rhine qui les utilisa lors d’expériences
parapsychologiques.

18La famille d’une carte est un élément de I’ensemble {pique, cceur, tréfle, carreau}.

19Plus fort que le "at least two cards of the same suit" de la description originale.

20Le débinage est la révélation des secrets & un public profane.
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une concernant les 1 (alternance noir cyan), et aussi les 2... Le trés grand magi-
cien Max Maven a utilisé une séquence doublement périodique (une période de
longueur 13 et une de longueur 2) dans un tour extrémement subtil intitulé «
The Mockingbird » [16], tour qui s’apparente beaucoup & un tour présenté dans
[7]. Je renvoie aussi & [4] oi une séquence multi-période est exploitée dans un
tour original.

Je profite de cette conclusion pour remercier Messieurs Lachal et Schott avec
qui j’ai entretenu une correspondance (€lectronique) extrémement fructueuse
ainsi que les relecteurs qui ont fait un travail considérable. Je dois enfin re-
mercier Monsieur Snave, membre du forum Virtual Magie [17] sans qui je
n’aurais pas pu écrire cet article.

7 Annexe

J’ai choisi délibérément d’utiliser le langage Prolog pour illustrer les notions
de G-permutations. En effet, contrairement & la grande famille des langages
impératifs, les langages déclaratifs et fonctionnels se distinguent par leurs ac-
cointances avec les mathématiques, plus précisément la logique pour Prolog et
le lambda-calcul pour Lisp ou Scheme par exemple. Le livre [18] est une bonne
introduction & ces deux langages, en outre le livre [19] est en accés libre sur in-
ternet et constitue un passeport inestimable pour ceux qui veulent aller plus loin
en Scheme. Bien sir, il existe des environnements gratuits téléchargeables sur
internet pour s’initier & ces langages. Pour ceux qui ont la chance extraordinaire
de connaitre le langage Prolog (créé par Alain Colmerauer et Philippe Roussel
vers 1972), et le plaisir de le pratiquer, voici les clauses de Horn qui permettent
de définir rigoureusement et de produire les G-permutations représentées ici par
des listes. Je renvoie les lecteurs de cet article & [15] pour découvrir les vertus
de ce langage qui n’a rien a voir avec les autres langages évolués. Prolog
est en fait un prouveur de théorémes spécialisé dans le traitement de clauses de
Horn. C’est avec le langage Lisp, l'un des deux langages « pionniers » utilisés
en Intelligence Artificielle. Le programme est constitué par une énumération
de formules particuliéres de la logique des prédicats du premier ordre ou les
variables sont implicitement universellement quantifiées.

Les séquences sont représentées par des listes d’éléments séparés par des
virgules, ainsi la séquence < a b cd > sera représentée par [a,b,c,d] et <>
par []. Enfin, si [X|Y] représente une séquence non-vide S, alors X dénote le
premier élément de la séquence S et Y dénote la liste S amputée de ce premier
éléement. Ainsi si la liste [a, b, ¢, d, €] est représentée par [a | U], U dénotera la
liste [b, ¢, d, e].

Le programme s’articule autour du symbole de prédicat gperm d’arité 2 et
du symbole decomp d’arité 3 :

gperm : u dénotant une séquence donnée, la formule Y tel que gperm(u,Y)
sera satisfaite ssi il existe une séquence v qui est une G-permutation de wu.

La premiére clause traite le cas de la séquence vide, elle stipule que par
définition, la séquence vide est une G-permutation d’elle-méme ; les deux autres
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réglent le cas des séquences non-vides :

la seconde déclare que si P est une G-permutation de R, alors la concaténa-
tion de P et de [X] est une G-permutation de la concaténation de [X] et de R
)

la troisiéme déclare que si S est une G-permutation de la concaténation de
[X] et de P, alors la concaténation U de S et de [Q)], est une G-permutation de
la concaténation de [X] et de la concaténation R de P et de [Q)].

decomp : le symbole de prédicat decomp d’arité 3 concerne une séquence
non vide, son dernier élément et la séquence privée de ce dernier élément.

decomp(X,Y, Z) sera satisfaite si Y est la liste X amputée de son dernier
élément Z.

La premiére clause traite le cas d’une séquence de longueur 1 ; le seconde
celle des séquences plus longues.

Le programme ci-dessous permet donc non seulement d’engendrer toutes les
G-permutations d’une séquence donnée, mais il permet aussi de tester si une
permutation Y est une G-permutation de X comme le montre la session enreg-
istrée plus bas. Dans un langage procédural, il faudrait rédiger une procédure de
construction et une procédure de test. En Prolog, la procédure de construction
fait les deux!

7.1 Le programme complet en Prolog

decomp ([X], [], X).
decomp([X]Y], [X]Z], V) :- decomp(Y, Z, V).

gperm([], [])-
gperm([X/R], U) :- gperm(R, P), decomp(U, P, X).

gperm([X/R], U) :- decomp(R, P, Q), gperm([X|P], S),
decomp(U, S, Q).

7.2 Un exemple de session
1 ?2- gperm([a, b, ¢, d, e], X).

X =e d, ¢ b, a];
X=[d e cb, a;
X=[dc eb, a;
X =c, d, e b, al;
X=1[d cb,e af;
X=c,db,e af;
X=c b, d, e af;
X=1/,c d e af;
X:[d’ c’ b’ a’ e];
X=[c,d b, a,el;
X=[c,b,d a,el;
X=1/bc d a,cel;
X=c, b, a,del;
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X=1[bc a,del;

X=1/bacdel;

X =[a, b, ¢, d ¢€f;

false.

2 ?' gperm([a, b; ¢, d; 6], [ba d: ¢, 6 a])
false.

3 ?- gperm(fa, b, ¢, d, €], [b, a, ¢, d, €]).
true.
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