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COMPTAGE DE REPRESENTATIONS CUSPIDALES CONGRUENTES
par

Vincent Sécherre

Abstract. — Let F be a non-Archimedean locally compact field of residue characteristic p, G be an
inner form of GL,, (F), n > 1, and £ be a prime number different from p. We give a numerical criterion
for an integral f-adic irreducible cuspidal representation p of G to have a supercuspidal irreducible
reduction mod ¢, by counting inertial classes of cuspidal representations that are congruent to the
inertial class of p, generalizing results by Vignéras and Dat.

In the case the reduction mod £ of p is not supercuspidal irreducible, we show that this counting
argument allows us to compute its length and the size of the supercuspidal support of its irreducible
components. We define an invariant w(p) > 1 — the product of this length by this size — which is
expected to behave nicely through the local Jacquet-Langlands correspondence.

Given an ¢-modular irreducible cuspidal representation p of G and a positive integer a, we give a
criterion for the existence of an integral ¢-adic irreducible cuspidal representation p of G such that its
reduction mod ¢ contains p and has length a. This allows us to obtain a formula for the cardinality
of the set of reductions mod ¢ of inertial classes of ¢-adic irreducible cuspidal representations p with
given depth and invariant w.

These results are expected to be useful to prove that the local Jacquet-Langlands correspondence
preserves congruences mod .

2010 Mathematics Subject Classification: 22E50
Keywords and Phrases: Modular representations of p-adic reductive groups, Jacquet-Lang-
lands correspondence, Cuspidal representations, ¢-adic lifting, Congruences mod ¢

1. Introduction et énoncé des principaux résultats

1.1.

Soit F un corps localement compact non archimédien, soit H le groupe linéaire général GL,, (F),
n = 1, et soit A le groupe multiplicatif d’'une F-algebre & division centrale de degré réduit égal
a n. Soit £ un nombre premier différent de la caractéristique résiduelle p de F. Dat a construit
dans [4] un cas particulier de correspondance de Jacquet-Langlands locale modulo ¢. C’est une
bijection entre classes de représentations irréductibles /-modulaires — c’est-a-dire a coefficients
dans une cloture algébrique Fy; d’un corps fini de caractéristique £ — de A et classes de certaines
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pour les discussions que nous avons eues & propos de ce travail.
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représentations irréductibles f-modulaires de H, baptisées “super-Speh” (paragraphe 1.11). Elle
est compatible, en un certain sens, a la correspondance de Jacquet-Langlands locale entre les
classes de représentations irréductibles f-adiques — c’est-a-dire a coeflicients dans une cloture
algébrique Q, du corps des nombres f-adiques — de A et la série discrete f-adique de H.

1.2.

Plutot que d’étudier directement la série discrete f-adique, qui se réduit mal modulo £, Dat étu-
die son image par 'involution de Zelevinski, c’est-a-dire I’ensemble des classes de représentations
de Speh f-adiques de H. Une telle représentation est dite f-super-Speh lorsqu’elle est entiere, et
lorsque sa réduction modulo £ est irréductible et super-Speh. La construction de la correspondan-
ce de Jacquet-Langlands locale modulo ¢ de [4] repose sur le fait crucial que la correspondance de
Jacquet-Langlands locale f-adique fait se correspondre bijectivement représentations f-adiques
entieres de A dont la réduction modulo £ est irréductible, et représentations /-super-Speh de H.

1.3.

Pour prouver ce fait, Dat utilise un critere numérique de ¢-supercuspidalité établi par Vignéras
pour construire une correspondance de Langlands locale modulo ¢ ([13]). La réduction modulo
¢ d’une représentation irréductible cuspidale f-adique entiere p de H est toujours irréductible et
cuspidale, mais elle n’est pas toujours supercuspidale ; plus précisément, elle est supercuspidale
si et seulement si le nombre de représentations cuspidales /-adiques entieres de H qui sont stric-
tement congrues a p est “le plus grand possible” (voir [13, Proposition 2.3]). Il prouve aussi une
variante de ce critére numérique pour A (voir [4, Proposition 2.3.2]).

1.4.

Soit maintenant D une F-algebre a division centrale de degré réduit d, et posons G = GL,,,(D),
m > 1. Si l'on veut construire une correspondance de Jacquet-Langlands locale modulo £
générale, il est naturel de commencer par généraliser le critere numérique de ¢-supercuspidalité
de Vignéras et Dat. C’est ce que nous faisons, en le présentant sous une forme légerement
différente. Soit p une représentation irréductible cuspidale ¢-adique entiere de G. Il y a ([10,
Théoréme 3.15]) une représentation irréductible cuspidale ~-modulaire p de G et un unique entier
a = a(p) = 1 tels que la réduction modulo ¢ de p soit égale a :

(1.1) r(p) =p+pv+-+pr!

dans le groupe de Grothendieck des représentations f-modulaires de longueur finie de G, ou v
désigne le caractere valeur absolue de la norme réduite. La représentation p n’est pas unique en
général, mais sa classe inertielle [G, p| ne dépend que de la classe inertielle [G, p] de p. Quand
G est déployé, l'entier a(p) est toujours égal a 1, c’est-a-dire que la réduction modulo ¢ de p est
toujours irréductible.

Définition 1.1. — On dit que p est £-supercuspidale si ry(p) est irréductible et supercuspidale.
1.5.

Etant donnée une représentation irréductible cuspidale p comme en 1.4, on note :
rf([G7 ﬁ])

I’ensemble des réductions modulo ¢ des représentations entiéres inertiellement équivalentes a p,
et on appelle cet ensemble la réduction modulo ¢ de [G, p]. On note n(p) le nombre de caractéres
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¢-adiques non ramifiés Y de G tels que pYX est isomorphe a p et ¢(p) la plus grande puissance de
¢ divisant ¢"?) — 1. Le résultat suivant généralise [13] et [4].

Théoréme 1.2. — Soit p une représentation irréductible cuspidale £-adique entiére de G.

(1) L’ensemble des classes inertielles de représentations irréductibles cuspidales (-adiques en-
tieres de G congrues a p est fini, de cardinal noté t(p).
(2) Ona :
Hp) < o(p)
avec égalité si et seulement si p est £-supercuspidale.

1.6.

Intéressons-nous maintenant au cas ou p n’est pas ¢-supercuspidale ; en étudiant plus finement
la fagon dont les entiers ¢(p) et ¢(p) different, il est raisonnable de penser qu’on pourra en déduire
des informations sur la structure de p. D’apres la classification des représentations irréductibles
cuspidales /-modulaires de G en fonction des supercuspidales ([9, Théoreme 6.14]), il existe un
unique entier naturel :

k(p) =1
tel que p apparaisse comme sous-quotient de I'induite parabolique d’une représentation irréduc-

tible supercuspidale du sous-groupe de Levi standard GL,(D) x --- x GL,(D) avec rk(p) = m.
En particulier, p est supercuspidale si et seulement si k(p) = 1. Posons :

(1.2) w(p) = k(p)a(p).
Ainsi p est f-supercuspidale si et seulement si w(p) = 1. Le résultat suivant montre qu’on peut
déterminer la valeur de w(p) en comparant t(p) et ¢(p).

Théoréme 1.3. — Soit p une Q-représentation irréductible cuspidale entiére et non (-super-
cuspidale de G. Alors :

o e |oe(p)—1 si t(p) est premier a ¢,
Hp)w(p) = { c(p)(t — 1)~ sinon.

1.7.

Changeons maintenant de point de vue. Quand G est déployé, Vignéras a montré ([12]) qu'une
représentation irréductible cuspidale £-modulaire p de G se releve toujours en une représentation
l-adique de G, c’est-a-dire qu’il existe une représentation f-adique entiere de G dont la réduction
modulo £ est isomorphe a p. Si maintenant G n’est pas déployé, toute représentation irréductible
supercuspidale (-modulaire de G se releve & Q, (voir [10, 9]) mais il existe des représentations
cuspidales qui ne se relevent pas. Etant donnée une représentation cuspidale non supercuspidale
f-modulaire p de G, il est naturel de demander a quelle condition elle admet un relevement.

1.8.
Pour répondre a cette question, nous avons besoin de 'invariant :
s(p) =1

introduit dans [10], dont la définition repose sur la construction des représentations irréductibles
cuspidales de G par la théorie des types de Bushnell-Kutzko (voir la section 2 ci-dessous). C’est
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un diviseur de d ; en particulier il est toujours égal a 1 quand G est déployé. Cet invariant est relié
a un autre invariant, le degré paramétrique 6(p) introduit dans [2], par I'identité §(p)s(p) = md.

Théoréme 1.4. — Soit p une représentation irréductible cuspidale non supercuspidale £-modu-
laire de G. Pour que p se reléve a Qy, il faut et il suffit que les entiers s(p) et k(p) soient premiers
entre eux et que la représentation tordue pv soit isomorphe a p.

Quand G est déployé, on a toujours s(p) = 1 et une représentation irréductible cuspidale non
supercuspidale p est toujours isomorphe a sa tordue pr. La condition du théoreme 1.4 est donc
toujours vérifiée ; on retrouve ainsi le résultat de Vignéras du paragraphe 1.7.

1.9.

Plus généralement, une représentation irréductible cuspidale f-modulaire p de G étant fixée,
nous pouvons chercher les valeurs possibles de w(p) lorsque p décrit les représentations irréduc-
tibles cuspidales f-adiques entieres de G dont la réduction modulo ¢ contient p. Le théoreme 1.5
répond a cette question et complete ainsi le théoreme 1.4. Notons v la valuation f-adique sur Z
(normalisée par v(¢) = 1) et notons £(p) Pordre de ¢"*) dans (Z/¢Z)*, c’est-a-dire le plus petit
entier k > 1 tel que pr/* soit isomorphe & p.

Théoreme 1.5. — Soit p une représentation irréductible cuspidale £-modulaire de G et soit un
entier a > 1. Pour qu’il existe une Qg-représentation irréductible cuspidale entiere p de G dont
la réduction modulo £ contienne p et soit de longueur a, il faut et il suffit que :

(1) il existe un entier u € {0,...,v(s(p))} tel que a = e(p)l* ;

(2) les entiers s(p)a~" et k(p) soient premiers entre euz.

1.10.

Dans la derniére section, nous utilisons le théoreéme 1.5 pour obtenir une formule de comptage
de classes inertielles de représentations cuspidales /-modulaires, dans U'esprit de [3]. Contraire-
ment & Bushnell et Henniart, qui obtiennent leur formule en s’appuyant sur la correspondance
de Jacquet-Langlands locale et sur I'existence préalable d’une telle formule dans le cas du groupe
multiplicatif d’une algebre a division, nous établissons la nétre par un calcul direct, en termes
de F-endoclasses de caracteres simples [1].

Fixons des entiers n,w > 1 tels que w divise n, et un nombre rationnel j > 0. Soient m,d > 1
des entiers tels que md = n et soit D une F-algebre a division centrale de degré réduit d. On note
7y(D, j,w) 'ensemble des réductions mod ¢ de classes inertielles de représentations irréductibles
cuspidales f-adiques p telles que :

(1) il existe un entier u > 1 divisant m tel que p soit une représentation irréductible cuspidale
l-adique de GL, (D) ;

(2) on a w(p) = w et le niveau normalisé de p est inférieur ou égal a j.
(’est un ensemble fini, de cardinal noté ay(D, j, w). Fixons par ailleurs une cloture algébrique €
du corps résiduel £r de F, et notons y}(q, n,w) le nombre de y € €% tels que :

(1) Tordre de y est premier a ¢ ;

(2) le degré de y sur £, noté deg(y), divise nw=1 ;

(3) Pordre de q3°8®) dans (Z/¢Z)* est égal au plus grand diviseur de w premier & /.

On a la formule suivante ; pour la notion d’endo-classe, on renvoie au paragraphe 6.1 ci-dessous
et a [1].
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Théoréme 1.6. — On a :

ai(D,jyw) = Y yH(a(©),1(©),u),
®
la somme portant sur les F-endoclasses © de niveau normalisé inférieur ou €gal a j et de degré
deg(®) divisant nw™", et o :
n

n(®) = m, q(®) = qf(g),

Uentier f(©) désignant le degré résiduel de ©.
Cette somme ne dépendant que de £, n, w, j et ¢, on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 1.7. — On a ay(D, j,w) = a,(F, j,w).

1.11.

Dans un travail ultérieur, nous montrerons comment le critére numérique affiné (théoreme 1.3)
et la formule de comptage (corollaire 1.7) jouent un role central pour prouver que la correspon-
dance de Jacquet-Langlands locale f-adique entre représentations irréductibles entieres de A et
série discrete entiere de G préserve les congruences et 'invariant w, induisant une bijection entre
classes de congruence modulo ¢ de représentations. Les résultats de Dat [4] correspondent au
cas particulier ot G = H = GL,,(F) et w = 1.

Notations et conventions

Dans tout cet article, on fixe un corps localement compact non archimédien F et une F-algebre
a division centrale D, de degré réduit noté d. On fixe un entier m > 1 et on pose G = GL,,(D).

Si K désigne une algebre a division sur une extension finie de F, on note £x son corps résiduel
et gk le cardinal de gx. On note en particulier ¢ = ¢ le cardinal du corps résiduel de F.

On fixe un nombre premier £ ne divisant pas g. On note Q, une cloture algébrique du corps des
nombres /-adiques et Z, son anneau d’entiers. Son corps résiduel Fy est une cloture algébrique
d’un corps fini de caractéristique £.

Toutes les représentations considérées dans cette article sont lisses.

Deux représentations ¢-adiques entieres de longueur finie (de G ou d’un groupe profini) sont
dites congruentes (modulo /) si elles ont la méme réduction modulo ¢ (voir [12, 14]).

2. Rappels sur les représentations cuspidales

Au paragraphe 2.1, R est un corps algébriquement clos de caractéristique 0 ou £. Ensuite, ce
sera ou bien le corps Q, ou bien le corps Fy.
2.1.

Rappelons quelques faits tirés de [10] sur les R-représentations irréductibles cuspidales de G.
D’abord, il y a une correspondance bijective naturelle :

(2.1) (G, p] < [, A]

entre classes inertielles de R-représentation irréductible cuspidale de G et classes de G-conjugai-
son d’objets appelés types simples maximaux de G ([10, §3]). Plus précisément, la classe d’inertie
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de p et la classe de conjugaison de (J, \) se correspondent par (2.1) si et seulement si la restriction
de p a J possede une sous-représentation isomorphe a .

Un type simple maximal de G est une paire (J,\) formée d’un sous-groupe ouvert compact
J de G et d’'une R-représentation irréductible A de J dont la construction est effectuée en [10,
§2]. Résumons-en brievement les principales étapes.

D’abord, on part d’une strate simple [A,n,0, 3] dans la F-algebre de matrices M,, (D) et d’'un
caractere simple 6 € (A, 0, 3) d'un sous-groupe ouvert compact H' = H'(3,A) de G. Il y a un
sous-groupe ouvert compact J! = J}(3,A) de G contenant et normalisant H!, et possédant une
unique représentation irréductible 1 dont la restriction a4 H' contienne 6.

La représentation 7 se prolonge en une représentation irréductible x d’un sous-groupe ouvert
compact J = J(3,A) de G contenant et normalisant J!, de méme ensemble d’entrelacement que
1 ; un tel prolongement x s’appelle une S-extension de 7.

On suppose que JnB* est un sous-groupe compact maximal de B*. On fixe un isomorphisme
d’algebres entre le centralisateur B de E = F[] dans M,,,(D) et une E-algebre M,,,(D") pour un
m’ > 1 et une E-algebre a division centrale D’ convenables, identifiant J n B* au sous-groupe
compact maximal standard de GL,,/(D").

Le groupe J est égal & (J n B*)J!, et on a des isomorphismes de groupes :

J/IV >~ (T ABX)/(J A B*) ~ GLyy (bpy),

le second étant induit par 'isomorphisme de E-algebres fixé précédemment. Notons G ce dernier
groupe et fixons une représentation irréductible cuspidale o de G. Elle définit, par inflation, une
représentation irréductible de J triviale sur J!, encore notée o. Alors la paire (J,k ® o) est un
type simple maximal de G, et tous sont construits de cette facon.

Soit p une R-représentation irréductible cuspidale de G dont la classe inertielle [G, p] corres-
pond & la classe de conjugaison d'un type simple maximal (J, ). Le groupe de Galois de tp sur
£ agit sur les représentations de G ; on note :

s(p) = s(0)

lordre du stabilisateur de o dans ce groupe de Galois. Quand G est deployé, c’est-a-dire quand
D est égale a F, ce groupe de Galois est trivial et on a toujours s(p) = 1.

Notons n(p) le nombre de caractéres non ramifiés y de G tels que la représentation tordue py
soit isomorphe & p, et f(p) le quotient de md par l'indice de ramification de E sur F.

Ces trois entiers sont indépendants des choix effectués dans la construction de (J, A) ; ils ne
dépendent que de la classe inertielle de p. Lorsque R est de caractéristique 0, ils sont liés par la
relation :

n(p)s(p) = f(p)-

Lorsque R est de caractéristique ¢ en revanche, 'entier s(p) divise f(p), et n(p) est le plus grand
diviseur de f(p)s(p)~! premier & .

Lorsque R est de caractéristique ¢, on a introduit au paragraphe 1.6 un entier k(p) : le nombre
de termes dans le support supercuspidal de p. De fagon analogue, il y a un unique entier naturel :

k(o)

a . ) . . . . , S
tel que o apparaisse comme sous-quotient de 'induite parabolique d’une représentation irréduc
/

tible supercuspidale du sous-groupe de Levi standard GL,.(bp/) x - - - x GL,.(¢p) avec rk(o) = m/.
Lemme 2.1. — On a k(p) = k(o).
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Démonstration. — Posons k = k(p) et définissons un entier r > 1 par kr = m. Il y a une repré-
sentation irréductible supercuspidale py et des R-caractéres non ramifiés yi, ..., xx de GL,(D)
tels que p apparaisse comme un sous-quotient de I'induite parabolique de pox1 ® - ® poxx a G
([9, Théoreme 6.14]). Fixons un type simple maximal (Jo, ko ® 0¢) contenu dans pg. D’apres,
par exemple, la preuve de [9, Lemme 6.1], on peut choisir o( de sorte que o apparaisse comme
un sous-quotient de l'induite parabolique de oy ® -+ ® 0¢ & G. D’apres [9, Proposition 6.10], la

représentation oq est supercuspidale. Par unicité de k(c), on en déduit que k(o) = k. O
Remarque 2.2. — On en déduit que k(p) divise m’, et pas seulement m.
2.2,

Fixons une extension ¢ de ¢/ de degré m/, et notons X I'ensemble des z € £* de degré m’ sur
tp/. D’apres Green [7], il y a une application surjective :

(2.2) x — o(x)

de X vers I'ensemble des classes de représentations irréductibles cuspidales f-adiques de G ; les
antécédents de o (z) sont les conjugués de = sous Gal(¢/tp/). Pour = € £*, notons [z] l'orbite de
x sous Gal(t/¢g) et :

deg(z) = card([z])
le degré de x sur tg. Notons d’ le degré réduit de D’ sur E.

Lemme 2.3. — Pour x € X, soit & la représentation cuspidale lui correspondant par (2.2). On
a la relation :
m'd'
2.3 d =
(23) ex(r) = U

et s(o) est premier a m'.
Démonstration. — Notons ¢ 'automorphisme de Frobenius z — 9. Pour k € Z, on a :
5" ~5 < ilexiste leZ tel que 2l = g%,
Si l'on note [&] lorbite de & sous Gal(tp//tg), on en déduit que :
d/
card([0]) = = (d',deg(z)).

s(&)

Par ailleurs, si n est 'ordre de z, alors 'ordre de ¢g dans (Z/nZ)* est deg(x), tandis que l'ordre

de gpr dans (Z/nZ)* est m’. On en déduit le résultat voulu. O
Corollaire 2.4. — L’entier s(c) est premier a m.
Démonstration. — Notons g le degré de E sur F, de sorte que :

g2 e —

Ty T Wy

L’entier s(o) divise d, et il est premier & m’ d’aprés le lemme 2.3 ; le résultat s’ensuit. [
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D’apres Dipper et James [5, 6, 8], si z € X, la réduction modulo ¢ de & (x) est irréductible et
cuspidale, et ne dépend que de la partie f-réguliere de z, c’est-a-dire de I'unique y € £* tel que
I'ordre de y~! soit une puissance de £. Ceci définit une application surjective :

(2.4) y—o(y)

de 'ensemble Y des parties (-régulieres des éléments de X vers celui des (classes de) représenta-
tions irréductibles cuspidales {-modulaires de G ; I’ensemble des antécédents de o (y) est 'orbite
de y sous le groupe de Galois de ¢ sur €p.

Lemme 2.5. — Pour y €Y, soit o la représentation cuspidale lui correspondant par (2.4). On
a la relation :

m/ d
2.5 d = .

et s(o) est premier a m'k(o)~".

Démonstration. — Sil’on note m” le cardinal de 'orbite de y sous Gal(t/tp/), alors 'entier k(o)
défini & la section 2 vérifie la relation m’ = k(o) - m”. Comme dans le lemme précédent, on en
déduit la relation (2.5) et que s(o) est premier & m” = m'k(o) L. O

Soit x € X, et soit y € Y la partie f-réguliere de x. Soit & la représentation cuspidale ¢-adique
correspondant & x et o sa réduction modulo ¢, qui correspond a y. On pose :

sl
CL(O') - (5_)’
w@) = 8@ o).

deg(y)

On a les propriétés suivantes.

Lemme 2.6. — On a (w(c),m') = k(o) et (w(d),s(0)) = a(7).

Démonstration. — Comme s(d) est premier & m/, il est aussi premier a k(o). Multipliant par
a(p), on en déduit que (w(o),s(o)) = a(7). Ensu1te m'k(c)~! étant premier & s(o), il est aussi
premier & a(p). Multipliant par k(o), on en déduit que (w(5),m’) = k(o). O

Notons (o) l'ordre de :

(26) qgeg(y)'k(g)

dans (Z/VZ)*.
Lemme 2.7. — Si x # vy, le plus grand diviseur de a(5) premier a ¢ est e(o).

Démonstration. — Dans (Z/nZ)* (ou n désigne l'ordre de z), 'ordre de (2.6) est :

deg(z)
(deg(y)k(0), deg(z))
Comme z # y, l'entier n est divisible par ¢. En projetant sur (Z/¢Z)*, on en déduit que le plus
grand diviseur de a(5) premier a ¢ est e(o). O

= a(0).
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3. Comptage

3.1. Preuve du théoréme 1.2

Soit p une représentation irréductible cuspidale ¢-adique entiere de G, et soit O(p) 'ensemble
des classes inertielles [G, p'] de représentations irréductibles cuspidales f-adiques de G congrues
a [G, p] modulo ¢, c’est-a-dire telles que :

re([G, ') = re([G, 2)).-

Fixons un type simple maximal (J, X) dans la classe de G-conjugaison correspondant a [G, p], et
notons A la réduction de A modulo £. Alors (J,A\) est un Fy-type simple maximal correspondant
a la classe inertielle de la représentation p apparaissant dans (1.1), et 'entier a = a(p) est I'indice
du G-normalisateur de (J,\) dans celui de (J,\) (voir [10, §3]).

L’ensemble O(p) s’identifie donc & ensemble des classes de G-conjugaison de Q,-types simples
maximaux (J', ) tels que, si I'on note A’ la réduction de A modulo £, on ait :

(1) les Fy-types simples maximaux (J/, \') et (J, \) sont conjugués sous G ;

(2) ona (Na(J,X) : Na(J', V) = (Na(J, ) : Na(J, V) ;
ou N (J, A) désigne le normalisateur de (J, A) dans G. Quitte a conjuguer, on peut donc supposer
que J' = Jet X = X ; Pensemble O(p) s’identifie donc & I'ensemble T(J, \) des classes de N (J, A)-
conjugaison de Q,-types simples maximaux (J, Y ) de G tels que :

(1) les représentations X et X sont congruentes modulo  ;
(2) les paires (J, \') et (J,A) ont le méme normalisateur dans G.

Fixons une décomposition de ) sous la forme ¥ ® & et un isomorphisme de groupes de J/J! sur
G (voir la section 2). Le foncteur :

T—RQT
définit une bijection entre les représentations irréductibles cuspidales de G et les types simples
maximaux de G définis sur J et contenant k. D’apres [11, Theorem 7.2], sa réciproque induit une

bijection de T(J, X) sur I'ensemble C(&) des orbites, sous I'action du groupe de Galois Gal(€py /),
de représentations irréductibles cuspidales ¢’ de G telles que :

(1) les représentations ¢’ et & sont congruentes modulo £ ;
(2) les orbites de ¢’ et de & sous Gal(€p/ /) ont le méme cardinal.

Siz € X correspond a &, alors (2.2) induit une bijection entre C(5) et I’ensemble K(x) des orbites
des éléments 2’ € X, sous le groupe de Galois I' de ¢ sur £g, tels que :

(1) 2" et x ont la méme partie ¢-réguliere ;
(2) les T-orbites de " et de = ont le méme cardinal, c’est-a-dire que deg(z’) = deg(z).

Remarquons que la condition 2 ci-dessus signifie que z, 2’ ont le méme stabilisateur dans I'. En
prenant l'intersection avec Gal(€/€p/), on voit que tout 2’ € €% vérifiant la condition 2 appartient
automatiquement & X. On obtient finalement une bijection entre O(p) et K(z) ; on a donc prouvé
le résultat suivant.

Proposition 3.1. — L’ensemble O(p) est fini, et son cardinal t(p) est le nombre de T'-orbites
des x' € £~ tels que x,x’' ont la méme partie {-réguliere et le méme degré sur tg.
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Ecrivons z sous la forme yz ou y est d’ordre premier a ¢ et z d’ordre une puissance de ¢ (donc
y est la partie ¢-réguliere de x). L’application :

(3.1) 2 sy

est une bijection entre la composante /-primaire P, de £ et 'ensemble des 2’ € £ dont la partie
(-régulicre est y. Etant donnés 2’ € Py et k € Z, remarquons que :

(3.2) ()% =y2' = yE=yet ()% =2\

Notons & 'extension de tg engendrée par y. Pour 2’ € Py, notons [[2']] son orbite sous le groupe
de Galois de € sur £ et :

deg; (2') = card([[2"]))

son degré sur ;. D’apres (3.2), les éléments yz, y2’ ont le méme degré sur £y si et seulement si :

(3.3) degy (2) = deg; ().

Notons P(z) I'ensemble des [[2']] pour 2’ € P, vérifiant (3.3). On a prouvé le résultat suivant.
Lemme 3.2. — L’application (3.1) induit une bijection de P(z) sur K(x).

Il ne nous reste plus qu’a calculer deg; () en fonction des invariants associés a p. Comme on
a a(p) = a(0) et k(p) = k(o), et compte tenu de (2.3) et (2.5), on en déduit que :

_deg(z) (s
= deay) k(p)a(p)

que l'on note w(p) = w(d). On obtient donc le résultat suivant.

(3.4) deg; (2)

Lemme 3.3. — L’entier w(p)t(p) est le nombre de 2’ € Py de degré w(p) sur €.

Compte tenu de la relation n(p)s(p) = f(p) (voir la section 2), 'extension de £ de degré w(p)

est de cardinal :
g,

On en déduit I'inégalité ¢(p) < c¢(p), et cette inégalité est une égalité si et seulement si w(p) = 1,
c’est-a-dire si et seulement si p est ¢-supercuspidale. Ceci met fin a la preuve du théoreme 1.2.

3.2. Preuve du théoréme 1.3

Poussons maintenant plus loin les calculs dans le cas ou ry(p) n’est pas irréductible et super-
cuspidale, c’est-a-dire que w = w(p) > 1. Notons Q le cardinal de ¢; et, pour tout n > 1, notons
f(n) = fq(n) le nombre de 2’ € Py de degré n sur ¢;. D’apres le lemme 3.3, on a donc :

(3.5) ((p) = 2

Notons v la valuation f-adique sur Z, et notons € ’extension de £; de degré w contenue dans € ;
en partitionnant &> selon le degré de ses élément sur £, on obtient 1’égalité :

Q7 = N f ().

nlw
Par inversion de Md&bius, on a :

fw) = p () o@D

n
njw
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ou u désigne la fonction de Moébius. Notons wyg le plus grand diviseur de w premier a /.
Lemme 3.4. — L’ordre de Q dans (Z/{Z)* est égal a wy.

Démonstration. — L’ordre de z est de la forme ¢", r > 0. Comme w > 1, on déduit que r > 1.
La condition deg;(z) = w signifie que 'ordre de Q dans (Z/¢"Z)* est égal & w. En projetant
sur (Z/0Z)*, on en déduit que lordre de Q dans (Z/¢Z)* est égal au plus grand diviseur de w
premier a /£, c’est-a~dire wy. [l

On a donc :

Fw) = Z Z M(gv(w)—t)u (@) gv(Q"zt—l).
t<v(w) n|wo n

Siv(w) =0, onaw=wy>1 et cela donne simplement :
— W\ pu(Qr-1)
f (wo) ;#(n)f .
nlwo

On trouve que :

Fluwg) = Q70D B g (B0 = @D

n

n|wg
n#wg

Supposons maintenant que v(w) = 1. Cela donne :

fw) = > n <%) (@ 1) Sy <%> @

njwo njwo

w)—1

-0 = fqotw (wo) = fv-1 (wo).

Comme Q a le méme ordre que sz, k =0, dans (Z/(Z)*, & savoir wg, on trouve que :
flw) = Q1) _ gv(Q““U_l—l) = Q" -D=1(g 1),

On trouve ainsi le résultat annoncé, en remarquant que c(p) est égal a QU1

3.3. Lien avec la formulation de Vignéras et Dat

Dans ce paragraphe, nous allons reformuler le théoreme 1.2 sous une forme analogue a celles
de Vignéras [13, Proposition 2.3] et Dat [4, Proposition 2.3.2].

Fixons une uniformisante wo de F et, pour toute représentation irréductible cuspidale ¢-adique
entiere p de G, notons O(p, w) l'ensemble des classes de représentations irréductibles cuspidales
l-adiques entieres de G qui sont congrues a p et dont le caractere central prend la méme valeur
que celui de p en w. Soit C(p) la plus grande puissance de ¢ divisant :

md (¢"® — 1).
()

On a le résultat suivant.

Proposition 3.5. — Soit p une Q,-représentation irréductible cuspidale et entiére de G. Alors
lensemble O(p,w) est fini, de cardinal noté T(p), et on a :

T(p) < C()

avec é€galité si et seulement si p est £-supercuspidale.



12 VINCENT SECHERRE

Démonstration. — D’apres le théoreme 1.2, il sufﬁt de prouver que T(p) est le produit de ¢(p)
par la plus grande puissance de ¢ divisant mdn (9)~!. Commencons par remplacer la correspon-
dance bijective (2.1) par la bijection :

p <= (J’ A)
entre classes d’isomorphisme de représentations irréductibles cuspidales de G et classes de conju-
gaison (sous G) de types simples maximaux étendus de G (voir [10, Théoreme 3.11]).

Soit (J, X) un type simple maximal contenu dans la Q,-représentation irréductible cuspidale p,
et soit J son normalisateur dans G. D’ apres [10, Proposition 3.1], il y a une unique représentation
Adeld prolongeant X dont l'induite & G est isomorphe & p. Notons A la réduction modulo ¢ de
A qui est un prolongement de A a J.

Soit p’ une représentation irréductible cuspidale ¢-adique enticre de G. Pour qu’elle soit con-
grue a p, il faut et il suffit qu’elle contienne un type simple maximal étendu (j !, A ) tel que J’
soit égal & J et dont la réduction modulo £, notée A, soit égale & A. L’entier T(p) est donc le
nombre de classes de G-conjugaison de (j N ) tels que :

J=J, N=7 et N@) =Aw).
Fixons une uniformisante @’ de D’ et posons :
N (< S
Le groupe J est engendré par J et @. L’entier T( p) est égal au produit t(p)t1(p) ou t1(p) est le
nombre de représentations A deJ prolongeant X telles que :
N (@) =A&) et AN(w)=Aw).

Le nombre de représentations irréductibles de J prolongeant A et prenant une valeur fixée en w
est égal a l'indice de F*J dans J, c’est-a-dire a :

md
(3.6) (B : F)s(p) = <.,

n(p)
oue(E : F_) désigne l'indice de ramification de E sur F. Compte tenu de la condition supplémen-
taire sur A’(2@), on trouve que t1(p) est la plus grande puissance de ¢ divisant (3.6). O

4. Preuve du théoréme 1.4

Soit p une représentation irréductible cuspidale -modulaire de G et soit (J, k®0c) un Fy-type
simple maximal dans la classe de G-conjugaison correspondant a [G, p]. D’apres [10], pour que p
se reléve a Qy, il faut et suffit que o, considérée comme une représentation irréductible cuspidale
de G, se releve en une représentation irréductible cuspidale ¢-adique o telle que s(5) = s(o).

Soit y € Y correspondant & o par (2.4). Pour qu’une telle représentation & existe, il faut et il
suffit donc, d’apres (3.4), qu’il existe un z € X dont la partie ¢-réguliere soit y et qui vérifie :

deg(z) = k(o) - deg(y).

Si p (donc o) est supercuspidale, c’est-a-dire si l'on a k(o) = 1, alors = y € X vérifie les con-
ditions requises, et on retrouve bien le fait que toute représentation irréductible supercuspidale
f-modulaire se releve.
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Supposons maintenant que p est cuspidale mais pas supercuspidale, c’est-a-dire que k(o) > 1.
Notons :

£(p)
Pordre de ¢™(?) dans (Z/(Z)* (voir le paragraphe 2.1 pour la définition de Pentier n(p)). Soit v
le caractere non ramifié /~-modulaire de G obtenu en composant la norme réduite de G sur F*|
la valuation de F* dans Z (envoyant une uniformisante sur 1) et le morphisme envoyant 1 sur
I'inverse de ¢ modulo /.

Lemme 4.1. — Soit un entier i € Z. Pour que pv* = p, il faut et il suffit que £(p) divise i.

Démonstration. — D’apreés [10, §3.4], les représentations pv’ et p sont isomorphes si et seulement
si v = 1. L’ordre de v étant égal a 'ordre de g dans (Z/¢Z)*, noté e, ceci équivaut a dire
que e divise n(p)i. Il ne reste plus qu’a remarquer que :

pour conclure. O
Corollaire 4.2. — On a pv ~ p si et seulement si e(p) = 1.
Ainsi le théoreme 1.4 peut étre reformulé de la facon suivante.

Théoreme 4.3. — Soit p une représentation irréductible cuspidale non supercuspidale {-modu-
laire de G. Pour que p se reléve a Qy, il faut et il suffit que les entiers s(p) et k(p) soient premiers
entre eux et que £(p) = 1.

D’apres le paragraphe 2.1, Pentier n(p) est le plus grand diviseur de f(p)s(p)~! premier a /.
Par conséquent, £(p) est égal a U'entier (o) du paragraphe 2.2.

Lemme 4.4. — Pour toute représentation irréductible cuspidale £-adique & relevant o, le plus
grand diviseur de a(c) premier a { est £(0).

Démonstration. — Fixons un z € X correspondant a & et de partie réguliere y. Comme p (donc
o) n’est pas supercuspidale, on a x # y. Le résultat suit alors du lemme 2.7. [

Posons f(o) = f(p) (voir le paragraphe 2.1).
Lemme 4.5. — Soit z€ Py d’ordre (", r = 0. On a yz € X si et seulement si lordre de :
(4.1) g/ @k~
dans (Z/0"Z)* est égal a k(o).

Comme y € Y, il y a un z € Py (non trivial puisque o n’est pas supercuspidale) tel que yz € X.
Il y adonc un r > 1 tel que 'ordre de (4.1) dans (Z/¢"Z)* est égal a k(o). En réduisant modulo
¢, on en déduit que son ordre dans (Z/¢Z)* est le plus grand diviseur de k(o) premier a /.

Lemme 4.6. — Soit z € Py d’ordre ", r = 0. On a deg(yz) = k(o) - deg(y) st et seulement si
lordre de :

(4.2) qf(U)(/’C(U)S(U))_1
dans (Z/0"Z)* est égal a k(o).
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Supposons d’abord que p se reléve & Q,. D’apres les lemmes 2.6 et 2.7, on trouve que k(p)
est premier a s(p) et que £(p) = 1.

Inversement, supposons que les conditions du théoreéme 1.4 sont vérifiées. Soit z € P, d’ordre
", r =1, tel que yz € X, et notons n 'ordre de (4.2) dans (Z/¢"Z)*. D’apres le lemme 4.5, on
a:

(4.3) ——— = k(o).
L’hypothese (p) = 1 implique que :

(4.4) =" t=0.
(n, k(o))
Si ¢ divise k(o), alors s(o) est premier a ¢, et (4.3) et (4.4) impliquent que n = k(o).
En revanche, si k(o) est premier & ¢, écrivons n = k(o)n’ avec n’ = (n,s(c)) = £
remarquer que t = v(n). Alors I’élément :

On peut

v(n)
Zﬁ € Pg

qui est d’ordre £7 (") vérifie la condition du lemme 4.6 car ordre de (4.2) dans (Z /¢ (M Z)*

est égal & nl="(™ = k(o). Comme k(p) est premier & s(p), il vérifie aussi la condition du lemme
4.5. Ceci met fin a la preuve du théoreme 1.4.

Remarque 4.7. — Posons k = k(o) et s = s(0), et notons 7 I'unique représentation irréducti-
ble supercuspidale de GL,,,/,—1(¢p) telle que o soit un sous-quotient de I'induite parabolique de
T7®---®7. Le plus grand diviseur de k premier & £ est (7)(s,2(7)) ! et e(o) est égal & (s,e(7)).
La condition du théoréme 1.4 s’écrit donc e(p) = 1 et min(v(k),v(s)) = 0.

5. Preuve du théoréme 1.5

Soit p une représentation irréductible cuspidale f-modulaire de G, et soit @ > 1. On cherche a
quelle condition p admet un a-reléevement, c’est-a-dire une représentation irréductible cuspidale
l-adique entiere p de G dont la réduction modulo ¢ contienne p et soit de longueur a. Il faut et
suffit pour cela que o se releve en une représentation irréductible cuspidale f-adique & telle que
s(o) = a-s(0). D’apres les lemmes 2.6 et 2.7, on a des conditions nécessaires :

(1) a =¢e(o)l* avec u = 0.

(2) a divise s(o) et s(o)a™! est premier a k(o).

Supposons donc qu’elles sont vérifiées.

Remarque 5.1. — En particulier, si o n’est pas supercuspidale, les lemmes 2.6 et 2.7 montrent
que (o) divise s(o).

Soit y € Y correspondant & o par (2.4). Pour qu’une telle représentation & existe, il faut et il
suffit donc, d’apres (3.4), qu’il existe un z € X dont la partie ¢-réguliere soit y et qui vérifie :
deg(z) = ak(o) - deg(y).

Comme y € Y, il y aun z € P, (non trivial car a > 1) tel que yz € X. Il y a donc un entier r > 1
tel que l'ordre de (4.1) dans (Z/¢("Z)* est égal & k(o). En réduisant modulo ¢, on en déduit que
son ordre dans (Z/¢Z)* est le plus grand diviseur de k(o) premier a /.
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Lemme 5.2. — Soit z € Py d’ordre 0", r = 0. On a deg(yz) = ak(o)-deg(y) si et seulement si
lordre de :

(5.1) gf @ E(@)s(@) ™!
dans (Z/0"Z)* est égal a ak(o).

Soit z € Py d’ordre £", r > 1, tel que yz € X, et soit n 'ordre de (5.1) dans (Z/¢"Z)*. D’apres
le lemme 4.5, on a :

(5.2) k(o).

En particulier, on a :

(5.3) v(n) = v(k) + min(v(n),v(s(0))).
Si ’'on note ng le plus grand diviseur de n premier a ¢, on a :
(5.4) no =¢(0).

(no, k(c))
On déduit de I'hypotheése sur a que (ng, s(o)) = (o), puis que ng = ko(o)e(o), ou ko(o) désigne
le plus grand diviseur de k(o) premier a /.

On cherche un t € {1,...,v(¢/(") —1)} tel que 'ordre de (5.1) dans (Z/¢*Z)* soit égal & ak(c).
D’apres ’hypothese sur a, cela impliquera automatiquement que l'ordre de (4.1) est k(o). Soit :
t() = ’U(Qno - 1)

On a donc :

v(g" ) — 1) = to + v(s(0)) + v(k).
Posons t = to +u +v(k) (on a bien t < v(¢/(?) —1) car u < v(s(0))). Alors Pordre de (5.1) dans
(Z/PZ)* est égal & nol* = ak(o).

Remarque 5.3. — Compte tenu de la remarque 4.7, la condition du théoreme 1.5 se résume a

ue{0,...,v(s(p))} et min(v(k(p)),v(s(p)) —u) = 0.

6. Preuve du théoréme 1.6

Dans toute cette section, on fixe des entiers n,w > 1 tels que w divise n.

6.1.

Dans ce paragraphe, nous rappelons brievement quelques attributs des F-endoclasses de carac-
teres simples dont nous aurons besoin. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur a [1].

Soit A une F-algebre centrale simple de dimension finie, soit [A,ny, 0, 3] une strate simple de
A et soit 0 € C(A,0, ) un caractere simple. Le couple ([A,np,0,5],0) définit un ps-caractere
dont I’endo-classe — qui est une classe d’équivalence de ps-caracteres — est notée ®. Les entiers :

f(©) = [f(F[5]:F),
deg(®) = [F[A]:F],

c’est-a-dire le degré résiduel et le degré de F[3] sur F respectivement, ne dépendent pas du choix
de § mais uniquement de ®. Le nombre rationnel positif :

H(®) = —vr(B),
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ou vp désigne la valuation sur F[/5] normalisée en donnant la valeur 1 & une uniformisante de F,
ne dépend pas non plus du choix de § mais uniquement de ©.

Si p est une R-représentation irréductible cuspidale de A (ici R désigne Q, ou Fy), il existe un
couple ([A,n4,0, 8],0) comme ci-dessus tel que la restriction de p au pro-p-sous-groupe H*(3, A)
contienne 6. L’endoclasse ® définie par ce couple ne dépend que de la classe d’isomorphisme de
la représentation p, et le nombre rationnel I(©) > 0 est le niveau normalisé (ou aussi profondeur)
de p.

6.2.
Soit D une F-algebre centrale simple de degré réduit d divisant n, et soit ® une F-endoclasse
de degré g divisant nw~'. On définit un entier m > 1 par la relation md = n et on pose :
r__d i _mldg)
(d,g)’ 9
Pour tout uw > 1 divisant m, notons 27 (D, ®,w, u) 'ensemble des classes inertielles de représen-
tations irréductibles cuspidales (-adiques p de GL, (D) telles que :

(1) w(p) = w;
(2) l'endoclasse de p est égale a ©.

Remarquons que, pour qu’il y ait une représentation irréductible cuspidale ¢-adique p de GL, (D)
d’endoclasse O, il faut et il suffit que 'entier u soit de la forme :

g /
(6.1) U=-———-u
(d, g)
ol «' est un diviseur de m’. Posons maintenant :
(6.2) (D,0,w) = | | #(D,0,w,u)
ulm

et notons 7 (D, ®,w) 'ensemble des réductions mod ¢ des éléments de (6.2). L’endoclasse ©
étant fixée, cet ensemble est fini, et son cardinal sera noté a,(D, ®,w).

6.3.

Dans ce paragraphe, on suppose que © est la F-endoclasse nulle 0, et on va calculer a;(D, 0, w).
Etant donné un entier u > 1 divisant m, toute représentation irréductible cuspidale f-modulaire
o de GL,(£p) définit un type simple maximal de niveau 0 de GL, (D) — donc une classe inertielle
Q(o) de représentations cuspidales de niveau 0 de GL, (D). L’application :

(6.3) o — Qo)
est surjective (toutes les classes inertielles de représentations cuspidales de niveau 0 de GL,,(¢p)

sont atteintes) et ses fibres sont les classes de conjugaison sous le groupe de Galois de ¢p sur ¢p.

Lemme 6.1. — Soit o une représentation irréductible cuspidale (-modulaire de GLy,(tp). Alors
Q(o) appartient a <7 (D,0,w) si et seulement s’il existe une représentation irréductible cuspidale
l-adique & de GLy(¢p) dont la réduction modulo ¢ soit o et telle que w(o) = w.

Notant By(gq, m,d,w) 'image réciproque de <% (D, 0,w) par (6.3), qui est décrite par le lemme
6.1, on obtient ainsi :

ay(D,0,w) = Z %U)

(e
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ou o décrit 'ensemble By(q, m,d, w).

Fixons une cloture algébrique £ de £p et notons € I'extension de &p de degré nw ™1 incluse dans
€. (Attention ! Cette extension £ de £ ne coincide avec l'extension ainsi notée dans la section 2
que si w = 1.) Pour tout y € €, posons :

deg(y) = degré de y sur ¢,
e(y) = ordre de ¢?°8W) dans (Z/(Z)*.
et notons Yy(gq,n,w) 'ensemble des y € €%, d’ordre premier a ¢, tels que €(y) soit égal a wo, le
plus grand diviseur de w premier a £. Nous allons définir une application surjective :
Yf(q7 na U)) - Bé(qa m7 d7 ’l,U)
dépendant du choix de D.
Soit y € Yy(q,n,w). Notons :
ry) = deg(y)
(deg(y), d)

le degré de y sur ¢p et Tp(y) la représentation irréductible supercuspidale /~-modulaire du groupe
GL,.(,)(¢p) correspondant a y par (2.4). Posons s(y) = s(tp(y)) et :

w
k(y) =
(w, s(y))
On a le lemme suivant.
Lemme 6.2. — Il existe une unique représentation irréductible cuspidale :
o (y)

dont le support supercuspidal soit égal a k(y) - Tp(y).

Démonstration. — D’apres [12, 111.2.5], il suffit de prouver que le plus grand diviseur de k pre-
mier & £, noté ko, est égal & I'ordre de ¢ ®) dans (Z/¢Z)*. Comme on a €(y) = wy d’une part
et r(y)d = s(y) deg(y) d’autre part, cet ordre est égal a :

=k,
(wo, 5(y))
ce qui met fin & la démonstration. [
Lemme 6.3. — Pour tout y € Yy(q,n,w), la représentation op(y) appartient a By(q, m,d, w).
Démonstration. — 11 faut d’abord prouver que le degré de op(y) divise m. D’abord, on a :
d
sl¥) = (deg(y), d)’

Par hypothese sur y, il existe un entier ¢ > 1 tel que n = wt - deg(y). On en déduit que :

om ot s(y) = wt o _ (m,wt)
r(y) = ———=< et s(y) ¢ R = Gnrwn. )

(m,wt)
puis que l'entier deg(op(y)) = k(y)r(y) divise m. D ’apres le début de la section 5, il ne reste
qu’a vérifier que a = (w, s(y)) divise s(y) et que s(y)a~! = s(y)(w, s(y)) "' est premier & k(y),
ce qui est immédiat. O

(m,wt)

Ceci définit une application op : y — op(y) de Yy(g,n,w) dans By(q,m, d, w).
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Proposition 6.4. — L’application op est surjective, et ses fibres sont les classes de conjugaison
sous l'automorphisme de Frobenius x — 24",

Démonstration. — Soit o € By(q,m,d,w). Il y a une unique représentation irréductible super-
cuspidale /-modulaire T(o) telle que le support supercuspidal de o soit égal a k(o) - T(o). Soit
y € €< un parametre de James pour (o). Il est d’ordre premier & £ et vérifie e(y) = wp, mais il
est a priori dans une extension de £r de degré nk(c)~!. Toutefois, par hypothese sur o, 'entier
wk(o)~! divise s(7). On en déduit que y est dans une extension de £¢ de degré nw™1!, c’est-a-dire
que y € Yy(q,n,w), ce qui prouve la surjectivité. Ensuite, on a :

deg(y) w w
(6.4) deg(o) = . et k(o) = (w,deg(o)) = ——.
(deg(y),d) (w,s(y)) (w, s(y))
11 s’ensuit que l'application o +— T(0) est injective. O

On en déduit que :

s(op(y) 1
ay(D, 0, w) =§ 7 deaon
1
B ;deg(y)

(ou y déerit Ye(g,n,w)), valeur que l'on note y} (g, n, w).

6.4.
Supposons maintenant que © est quelconque, de degré ¢ divisant nw~'. On pose :
n
1) =, n(@)=m'd =,

ou f(®) désigne le degré résiduel de I’endoclasse ®. Fixons un entier u de la forme (6.1) et une
réalisation ([A,na,0,3],0), ou 6 est un caractere simple (/~-modulaire) attaché a la strate simple
[A,n4,0, 5] de M, (D). On suppose que l'intersection entre I'ordre héréditaire associé a A et le
centralisateur de F[3] dans M, (D) est maximal. Fixons aussi une f-extension x de 6 et posons
J =J(B,A). L’application ¢ — k ® ¢ induit une surjection :

(6.5) o — [J,k®0] < [GLy(D), ]

entre classes d’isomorphisme de représentations irréductibles cuspidales f-modulaires du groupe
GL,/ (tp) et classes inertielles de représentations irréductibles cuspidales f-modulaires du groupe
GL, (D) d’endoclasse ®. L’image d’une représentation o par (6.5) appartient & <7 (D, ®,w) si et
seulement si o est dans B(q(®),m/,d’,w), et 'ensemble des antécédents d’une classe inertielle
[GL, (D), p] par (6.5) est de cardinal s(p). On obtient ainsi :

aﬁ(Da@’w) = Z d = y%(Q(Q)’n(@)’w)

(ot o décrit ensemble B;(¢(®),m/,d’, w)).
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6.5.
Finalement, si 'on fixe un nombre rationnel j > 0, et si 'on pose :

(D, jw) = | ] #4(D,0,w),
1(©)<j

alors on obtient ’égalité :

ag(D,j,’U)): Z ag(D,Q,’U))Z Z y}(Q(Q)an(@)’w):af(FaJ’w)’
1(©®)<j 1(©®)<j

ce qui met fin a la preuve du théoreme 1.6 et du corollaire 1.7.
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