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0 — INTRODUCTION

Soient X une courbe algébrique projective lisse de genre g > 2 sur C, r, d des entiers, avec r > 2.
On note U(r,d) la variété de modules des fibrés algébriques semi-stables sur X de rang r et de
degré d, Us(r,d) 'ouvert de U(r, d) correspondant aux fibrés stables. On sait que U(r, d) est une
variété algébrique projective irréductible et normale. Si r et d ne sont pas premiers entre eux,
U(r,d) n’est pas lisse, sauf dans une exception : le cas ou g = 2, r = 2, et d est pair (cf. [I7]). On
supposera par la suite qu’on n’est pas dans ce cas, On a alors codimy . q)(U(r, d)\Us(r,d)) > 2,
et U(r,d)\Us(r,d) est le lieu des points singuliers de U(r,d). Si L est un fibré en droites de
degré d sur X, on note U(r, L) (resp. Us(r, L)) la sous-variété fermée de U(r,d) (resp. Us(r,d))
correspondant aux fibrés vectoriels de déterminant isomorphe a L. Le but de ce travail est
I'étude de Pic(U(r,d)) et Pic(U(r, L)).

0.1 — Factorialité de U(r,d) et U(r, L)
Le premier résultat est le
Théoréme A : Les variétés U(r,d) et U(r, L) sont localement factorielles.

Donnons une idée de la démonstration de ce théoréme. Pour toute variété algébrique Y on note
Cl(Y) le groupe des classes d’équivalence linéaire de diviseurs de Weil de Y. On a un diagramme
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2 J-M. DREZET ET M.S. NARASIMHAN

commutatif :

Pic(U(r, d)) CUU(r, d))

Pic(U,(r, d)) —2—~ CI(U,(r, d))

les fleches horizontales étant les morphismes canoniques, les verticales étant les restric-
tions. Le morphisme ¢ est bijectif car Us(r,d) est lisse, et il en est de méme de 7o car
codimy(,q) (U (r, d)\Us(r, d)) > 2. Nous verrons que U(r,d) est localement factorielle si et seule-
ment si ¢ est un isomorphisme, et ceci se produit si et seulement si r; en est un. L’injectivité
de ry découle de la normalité de U(r, d). Nous devrons donc essentiellement prouver que 7 est
surjectif.

Pour cela, on considére la construction habituelle de U(r,d) comme bon quotient d’un ouvert
lisse R*® d'un schéma de Grothendieck par un groupe du type PGL(q) (cf. 1.1.4). Soient

7w R® — U(r,d)

le morphisme quotient, R* = 7= (Uy(r,d)), et 7, : R®* — U(r,d) la restriction de 7. On note
Pic®(R**) le groupe des classes d’isomorphisme de PGL(gq)-fibrés en droites sur R** (un PGL(q)-
fibré en droites sur R*® étant un fibré en droites algébrique sur R** muni d’une action linéaire
algébrique de PGL(¢) au dessus de 'action de ce groupe sur R**). On définit de méme Pic®(R®).

Du fait notamment que PGL(q) agit librement sur R®, nous verrons qu’on a un isomorphisme
naturel

Pic(Us(r,d)) ~ Pic%(R?)
(si L est un fibré en droites sur Ug(r, d), on lui associe le PGL(q)-fibré en droites 7¥(L) sur
R*, et réciproquement, si L' est un PGL(g)-fibré en droites sur R®, il existe un bon quotient
L'/ PGL(q), qui a une structure naturelle de fibré en droites algébrique sur Ug(r, d), et c’est ce
fibré qui est associé a L’).

Ensuite, on montre que le morphisme de restriction

Pic®(R**) — Pic%(R®)
est surjectif. Partant d’un fibré en droites L sur Ug(r, d) nous pouvons donc définir un PG L(q)-
fibré en droites L' sur R** tel que (L) ~ Li..

Pour continuer nous utiliserons un “lemme de descente” donnant des conditions suffisantes pour
qu'il existe un fibré en droites L sur U(r,d) tel que 7*(L) ~ L'. Ce lemme de descente, dans
sa version finale, est dit & Kempf. Nous avions précédemment une version plus compliquée (qui
nécessitait plus de vérifications sur L'), inspirée de ([I], prop. 2.3). La condition a vérifier sur
L’ est la suivante : pour tout point fermé y de R*® tel que l'orbite de y dans R* soit fermée, le
stabilisateur de y dans PGL(q) agit trivialement sur la fibre L;. Nous verrons que ceci est vrai,

d’ou existence de L.

Ce fibré en droites L obtenu sur U(r,d) est le prolongement voulu de L. On obtient aussi en
cours de démonstration un isomorphisme

Pic(U(r,d)) ~ Pic“(R*) .
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En ce qui concerne U(r, L), il suffit de faire la méme démonstration, avec 7= 1(U(r, L)) a la
place de R*.

Remarque. On voit facilement que les complétés des anneaux locaux des points singuliers de
U(r,d) ne sont pas nécessairement factoriels (cf. [3]).

0.2 — Description de Pic(U(r,d)) et Pic(U(r, L))

Nous avons deux descriptions de Pic(U(r,d)). La premiére fait intervenir une généralisation
aux variétés de modules de fibrés semi-stables de la notion de “diviseur théta” des jacobiens.
La seconde utilise un sous-groupe du groupe de Grothendieck K(X) de X.

0.2.1 — Diviseurs théta généralisés. Posons n = PGCD(r,d). Soit F' un fibré vectoriel sur X
tel que
—d+r(g—1 T
aea(p) = “HUZD gy = T
Ces conditions entrainent que x(F ® F') =0 pour tout fibré vectoriel £ sur X de rang r et
de degré d. D’apres [§], on peut trouver un tel F' tel qu'il existe un fibré stable E sur X, de
rang r et de degré d, tel que

H'X,E®F) = H(X,EQF) = 0.
Dans ces conditions soit ©% (resp. ©% ;) l'ensemble des points de Us(r,d) (resp. Us(r, L))
correspondant aux fibrés stables E' tels que
HY(X,E® F) # 0.

Nous verrons que c’est une hypersurface de Uy(r, d) (resp. Us(r, L)). Soit O (resp. O ) I'adhé-
rence de O (resp. ©% ;) dans U(r, d) (vesp. U(r, L)). Les hypersurfaces O et ©,1, sont appelées
dwviseurs théta.

D’aprés le théoréme A, le faisceau d’idéaux de ©p (resp. ©p ) est un fibré en droites O(OF)
(resp. O(OF)). On peut aussi définir ces fibrés par une propriété universelle : par exemple
O(OF) est entierement déterminé par la propriété suivante : pour toute variété algébrique S et
toute famille plate E de fibrés vectoriels semi-stables sur X | de rang r et de degré d paramétrée
par S, on peut définir un “sous-schéma de saut” Z de S, dont les points fermés sont les points
s tels que H°(E, ® F) # 0, et dont le faisceau d’idéaux O(Z) est localement libre. Alors, si
fe:S = U(r,d) estle morphisme canonique déduit de E, on a un isomorphisme

J5(0(©r)) ~ O(2) .

On a une propriété universelle analogue pour définir O(Op ) (ces faits ne seront pas utilisés
dans la suite). On démontrera le

Théoréme B : (a) Le fibré en droites O(Opy) est indépendant du choix de F.
(b) Le groupe Pic(U(r, L)) est isomorphe a Z, et est engendré par O(Opr).

L’isomorphisme Pic(U(r, L)) ~ Z dans le cas n = 1 a été prouvé d’une autre fagon par Seshadri

(ct. [20]).
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Examinons maintenant Pic(U(r,d)). Soit J@ le jacobien des fibrés en droites de degré d sur
X. On a un morphisme canonique
det : U(r,d) — J@

qui permet de considérer Pic(J¥) comme un sous-groupe de Pic(U(r,d)). On a alors le

Théoréme C : Les inclusions Pic(J@) C Pic(U(r,d)) et Z.O(0r) C Pic(U(r,d)) induisent
un isomorphisme
Pic(U(r,d)) ~ Pic(JPZ .

Nous verrons dans 'autre description que nous donnons de Pic(U(r, d)) quelle est la dépendance

de O(OF) en F.

0.2.2 — Groupe de Grothendieck de X et Pic(U(r,d)). Soit S une variété algébrique. Une famille
de fibrés de U(r,d) paramétrée par S est un fibré vectoriel E sur S x X, plat sur S, tel que
pour tout point fermé s de S, E, = Ejfsxx soit semi-stable de rang r et de degré d. On
note pg, px les projections S x X — S et S x X — X respectivement. Deux telles familles
E, E’ paramétrées par S sont dites équivalentes s’il existe un fibré en droites L sur S et un
isomorphisme E' ~ E ® p§(L).

On note F(r,d) le foncteur contravariant
Variétés algébriques — Ensembles

associant & S I'ensemble des classes d’équivalence de familles de fibrés de U(r, d) paramétrées
par S.Si f:S"— S est un morphisme de variétés algébriques, et si E est une famille de fibrés
de U(r,d) paramétrée par S, 'image par F(r,d)(f) de la classe de E est celle de f*(E). On
sait qu’on a un morphisme canonique de foncteurs

F(r,d) — Hom(e,U(r,d)) .
Autrement dit, a toute famille F de fibrés de U(r, d) paramétrée par .S on associe un morphisme
fe:S—U(rd)
ne dépendant que de la classe d’équivalence de F.

Si Y est une variété algébrique, on note K(Y') le groupe de Grothendieck de Y, et si F est un
faisceau cohérent sur Y, [E] désigne la classe de E dans K(Y'). Soient 7 la classe dans K (X)
d’un fibré vectoriel de rang r et de degré d, H le noyau du morphisme

K(X) Z

ar—=x(a®n)

En fait, H ne dépend que de r et d, c’est pourquoi on notera H = H(r,d). La classe du fibré
F considéré dans 0.2.1 est par exemple un élément de H(r,d). On peut voir Pic’(X) comme
un sous-groupe de H(r,d) (cf. 3.3), et on a

H(r,d) ~ Pic®(X) @ Z[F] .
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Soient E une famille de fibrés de U(r, d) paramétrée par une variété lisse S, et o un élément de
H(r,d). On définit successivement les éléments

E®pi(a) de K(SxX),
psi(E@px(a)) de K(S),
Ve(e) = det(psi(E ® py())) de Plc(S)

(en fait ceci est possible méme si S est seulement intégre). Il est aisé de voir que puisque «
est dans H(r,d), vp(a) ne dépend que de la classe d’équivalence de E. Les vg(a) dépendent
fonctoriellement de F et nous verrons qu’on définit ainsi un élément de Pic(F(r,d)), le groupe
de Picard du foncteur F(r,d) (cf. §3).

Rappelons que Pic’(X) peut étre vu naturellement comme un sous-groupe de Pic(J@) ou
H(r,d), On prouvera le

Théoréme D : (a) Soit a un élément de H(r,d). Il existe un unique L(«) dans Pic(U(r,d))
tel que pour toute variété lisse S et toute famille E de fibrés de U(r,d) paramétrée par S, on

ast
ve(0) > fp(l(a)) .
(b) Le morphisme de groupes L : H(r,d) — Pic(U(r,d)) est injectif.
(c) On a Pic(U(r,d)) = im(L) @ Pic(J), le diagramme suivant est commutatif
Pic’(X)—«—— H(r,d)

|

PIC

rdet*

m(L) N Pic(J@) = L(Pic®(X)) = det*(Pic®(X)) .

Pic(U

et on a

On a une inclusion naturelle @ : Pic(U(r,d)) — Pic(F(r,d)), et on a défini un morphisme de
groupes v : H(r,d) — Pic(F(r,d)). La partie (a) du théoréme D dit simplement que 'image
de 7 est contenue dans celle de i. Nous montrerons qu’on a en fait Pic(U(r,d)) = Pic(F(r,d)).

Pour faire le lien entre les deux descriptions, notons qu’on a
O(©r) = L(-[F]) .
On déduit de (c) que si F” est un autre fibré sur X ayant les mémes propriétés que F', on a
OOp) = O(0F) @ det*(det(F') @ det(F)™)
(det(F") ® det(F)~! étant vu comme un élément de Pic’(X) C Pic(J@)).
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Donnons maintenant une idée des démonstrations des théorémes B, C, D. On utilise une
construction due a Seshadri. On peut toujours supposer d aussi grand qu’on le veut, et dans ce
cas tout fibré semi-stable £ de rang r et de degré d peut s’écrire comme extension

0—0x®C ' —FE—Ly—0,

Ly étant un fibré en droites isomorphe a det(F). La famille de toutes ces extensions est un fibré
en espaces projectifs P sur J@ (cf. §7). Soit P* 'ouvert des extensions dont le terme du milieu
est stable. On peut déduire Pic(Us(r, d)) de Pic(P?), qui on le verra est isomorphe a Pic(P), par
une étude précise du morphisme canonique P* — U(r, d).

0.3 — Faisceau dualisant et faisceau canonique

On peut calculer le faisceau dualisant de U(r,d) ou U(r, L). Soit Ty le faisceau tangent de
U(r,d). Puisqu’il est localement libre en dehors d’un fermé de codimension au moins 2, on peut
définir son déterminant qui est un fibré en droites A sur U(r,d). On note w le dual de A. On
définit de méme le fibré en droites wy, sur U(r, L).

Théoréme E : (a) Soit Fy un fibré vectoriel sur X de rang 2r et de degré 2(—d +r(g —1)).
Alors on a
w =~ L([Fo]) ® det*(A)

ot A est le fibré en droites sur J@

A = (det(pn([L])) ® det(pj!([L*])))T_l ® det(pn([L © px (Fo)])) ™,

L désignant un fibré de Poincaré sur J@ x X, et p;, px les projections J@ x X — J@ et
JD x X — X.

(b) Le faisceau dualisant de U(r,d) est isomorphe a w.
Rappelons que n = PGCD(r,d). On a alors le

Théoréme F : (a) On a wp ~ O(—2nOp).

(b) Le faisceau dualisant de U(r, L) est isomorphe a wy,.

0.4 — Résultats annexes

Soit U un ouvert non vide de Us(r,d). On appelle fibré de Poincaré sur U un fibré vectoriel
E sur U x X tel que pour tout point fermé u de U, E, soit stable de rang r et de degré d, et
que u soit le point de Ug(r, d) correspondant a E,. Cela revient a dire que le morphisme cano-
nique fg:U — U(r,d) est U'inclusion. Nous donnons une autre démonstration d’un résultat
de Ramanan [20] : si n > 1, il n’existe pas de fibré de Poincaré sur U (théoréme 5.5).

Ce résultat découle de I'étude des GL(q)-fibrés en droites sur R*. Si L en est un, il existe
un entier k£ tel quen tout point y de R*, 'action d’un élément t de C* C GL(q) soit la
multiplication par t*. Nous verrons que k est toujours multiple de n (proposition 5.1), et que
I’existence d’un fibré de Poincaré sur U entrainerait celle d'un L pour lequel on aurait £ = 1.
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Notre méthode s’applique aussi aux variétés de modules de faisceaux semi-stables sur Py (C) (et
sans doute a d’autres cas aussi). Plus précisément, soient r > 2, ¢1, ¢o des entiers, M (r, ¢y, )
la variété de modules des faisceaux semi-stables sur Py(C) de rang r et de classes de Chern ¢y,
ca, My(r,c1,co) Vouvert de M(r, ¢y, c2) correspondant aux faisceaux stables. On suppose que
dim(M (r, ¢y, ¢z)) > 0. Posons
C1 (Cl + 3)

2
(c’est la caractéristique d’Euler-Poincaré des faisceaux de rang r et de classes de Chern ¢y, ¢y sur
Py(C)). Sir, ¢1 et x sont premiers entre eux, il existe un faisceau de Poincaré sur M(r, ¢y, ¢2)
(Maruyama [I3], theorem 6.11). Dans les autres cas nous obtenons

X =T—Cc+

Théoréme G : Sir, c; et x ne sont pas premiers entre eux, et s1 U est un ouvert non vide de
M(r, c1,c2), il n'existe pas de faisceau de Poincaré sur U.

0.5 — Le cas g =2, r =2 et d pair

Dans ce cas il existe une description explicite dc U(r,d) et U(r, L) permettant de prouver les
théoréemes A a F (cf. [18]).

Le premier auteur remercie le National Board for Higher Mathematics pour l'avoir invité a
passer quelques semaines en 1nde, durant lesquelles ce travail a été commencé. Le second auteur
remercie le DFG et 'université de Kaiserslautern pour leur hospitalité pendant la réalisation
de cet article.

Définitions et notations

Si Xi,..., X, sont des ensembles, on notera px, la projection X; x --- x X, = Xj.

Si f:S" — S est un morphisme de variétés algébriques, et F' un faisceau cohérent sur S x X,
on posera f#(F) = (f x Ix)*(F).

Soient GG un groupe algébrique et Y une variété algébrique sur laquelle G opére algébriquement.
Un G-fibré sur Y est un fibré vectoriel algébrique sur Y sur lequel G opére linéairement et
algébriquement, au dessus de 'action de G sur Y.

Si =Y xC" est un fibré trivial, I’action de G sur E triviale sur les fibres est par définition
I’action produit sur Y x C", C" étant muni de I'action triviale de G.

Soit E un faisceau cohérent sur une variété algébrique projective Y. S’il n’y a pas d’ambigiiité,
on posera

HY(E) = H(Y,E) et h'(E) = dimc(H'(Y,E))
pour tout entier 7.

Soit m un entier tel que m > 1. On notera m.E le faisceau FE @ --- @ E, somme directe de m
copies de F.
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Soient Y une variété algébrique et H un sous-groupe de Pic(Y). Soit L un fibré en droites sur
Y. Nous dirons pour simplifier que Pic(Y") est isomorphe & H & ZL si le morphisme

i:7——Pic(Y)
Lm

m
est injectif, et si on a Pic(Y) = H @ im(7).

1. PRELIMINAIRES

1.1 — Variétés de modules de fibrés semi-stables
1.1.1 — Fibrés stables et fibrés semi-stables. Soit E un fibré vectoriel non nul sur X. On pose
deg(E)
W) = ;
() rg(E)
qu’on appelle la pente de E. On dit que E est semi-stable (resp. stable) si pour tout sous-fibré
propre F' de E on a

u(F) < p(E)  (resp. <) .

1.1.2 — Variétés de modules. Soient r, d des entiers, avec r > 1. On a défini dans I'Introduction
les familles de fibrés semi-stables de rang r et de degré d paramétrées par une variété algébrique
S, ainsi que la notion d’équivalence de telles familles, et le foncteur F(r,d). La variété de
modules U(r,d) est définie (& isomorphisme prés) par les deux propriétés suivantes :

(i) Il existe un morphisme de foncteurs :
U : F(r,d) — Hom(e,U(r,d)) ,

donc a toute famille £ de fibrés semi-stables sur X de rang r et de degré d paramétrée
par S on associe un morphisme

fe:S—U(rd),
et fr ne dépend que de la classe d’équivalence de F.
(ii) Si M est une variété algébrique, et
V' : F(r,d) — Hom(e, M)
un morphisme de foncteurs, il existe un unique morphisme
f:U(r,d) — M

tel que le diagramme suivant soit commutatif :

F(r,d) Hom(e, U(r,d))

Hom(e, f)

Hom(e, M)



GROUPE DE PICARD 9

La variété U(r,d) est projective, normale et irréductible.

1.1.3 — Filtration de Jordan-Holder. Soit E un fibré semi-stable sur X. Il existe une filtration
de E par des sous-fibrés vectoriels

O:EOCE1C"'CEp:E

telle que pour 1 <i<p, E;/FE; ; soit stable et de méme pente que F. Une telle filtration
n’est pas en général unique, mais la classe d’isomorphisme du gradué €@, <i<p Li /E;_1 Vest. La
filtration précédente est une filtration de Jordan-Holder de E, et on note

Gl"(E) = @ Ei/Ei—l .
1<i<p
Deux fibrés semi-stables E, E’ sont dits équivalents si Gr(FE) ~ Gr(E’). Les points fermés de
U(r,d) s’identifient naturellement aux classes d’équivalence de fibrés semi-stables sur X de
rang r et de degré d. En particulier, les classes d’isomorphisme de fibrés stables de rang r et de
degré d sur X constituent un ouvert Uy(r,d) de U(r,d). Cet ouvert est non vide et lisse. Si 7 et
d sont premiers entre eux, les notions de stabilité et de semi-stabilité sont équivalentes, donc
U(r,d) = Ug(r,d) est une variété lisse. Si r et d ne sont pas premiers entre eux, l'ouvert des
points lisses de U(r, d) est réduit a Uy(r, d) sauf dans 'exception mentionnée dans I'Introduction.

1.1.4 — Construction de U(r,d). Soit Ox (1) un fibré en droites trés ample sur X. Il existe un
entier mg tel que pour tout entier m > mg et tout fibré semi-stable £ de rang r et de degré
dsur X, E(m)=F ® Ox(m) soit engendré par ses sections, et h'(E(m)) = 0. On pose, si
m > my,
q = h'(E(m)) = d+r.deg(Ox(1))m+7r(1—g),

et soit P le polyndéme

d+7r(l—g)+r.deg(Ox(1).T .
Soit

R = Quotp(Ox(—m)® C9) .
Rappelons que c’est la variété projective représentant le foncteur

Wy : Variétés algébriques — Ensembles

associant & S I’ensembles des classes d’isomorphisme de morphismes surjectifs de faisceaux sur
SxX

Px(Ox(—m)® C?) — F |
ou E est plat sur S, et ou pour tout point fermé s de S, E, a pour polynome de
Hilbert P relativement & Ox(1) (deux tels morphismes f: p%(Ox(—m)® CI) — E et
1 p%(Ox(—m) @ C?) — E’ sont isomorphes s’il existe un isomorphisme ¢: E — E’ tel
qu'on ait f' = ¢ o f). Il existe un morphisme surjectif “universel”

0: p%(Ox(—m)®C?) — F,
sur R x X (cf. [6]), On note R** (resp. R®) 'ouvert des points y de R tels que

6, : Ox(—m) @ C* — Ty,

induise un isomorphisme

C? = H(Foy(m)) ,
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et que o, soit semi-stable (resp. stable). C’est un ouvert lisse de R. De la restriction de Fy a
R*® x X on déduit un morphisme

7= fp, : R* — U(r,d) .

Le groupe PGL(q) agit de fagon naturelle sur R*, et on peut montrer que si m est assez grand,
7 est un bon quotient de R*® par PGL(¢), tandis que la restriction de 7 : R®* — U(r,d) est
un quotient géométrique (cf. par exemple [23]). On supposera toujours dans la suite que m est
assez grand pour que les propriétés précédentes soient vérifiées.

De l'action de PGL(gq) sur R*® on déduit une action de GL(g). Si y est un point fermé de R**, le
stabilisateur de y dans GL(q) s’identifie naturellement au groupe des automorphismes de Fy,,.

2. DESCENTE DE FIBRES VECTORIELS

Soit Y une variété algébrique intégre sur laquelle opére algébriquement un groupe algébrique
réductif G. On suppose qu’il existe un bon quotient 7 :Y — M (cf. [15], [19]).

Lemme 2.1 : Soit y un point fermé de Y. Il existe une unique orbite fermée de Y contenue
dans Gy. Cette orbite fermée est aussi la seule qui soit contenue dans w (7 (y)).

Démonstration. Existence : 11 suffit de prendre une orbite de dimension minimale dans Gy.

Unicité : Soient I'y,T'y deux orbites fermées de Y contenues dans 7 '(7(y)). Alors on a
7(T'1) = n(Iy) = {m(y)}, donc puisque 7 est un bon quotient, et I'y,I'y fermées, I'y N Ty est
non vide. Donc I'y = I'y. Ceci démontre le lemme 2.1. [

Pour tout fibré vectoriel algébrique E sur M, le fibré 7*(E) est muni d’une structure naturelle
de G-fibré vectoriel sur Y. Si F' est un G-fibré vectoriel sur Y, on dit que F' descend a M s’il
existe un fibré vectoriel £ sur M tel que les G-fibrés I et 7*(E) soient isomorphes.

Lemme 2.2 : Soit F' un G-fibré vectoriel de rang r sur'Y . Alors F' descend a M si et seulement
st pour tout point fermé m de M il existe un voisinage U de m et un G-isomorphisme

Fiewy = 70y

Vaction de G sur rOr-1(yy €tant triviale sur les fibres.

Démonstration. Nécessité : On prend pour U un voisinage de m tel que Ejy soit trivial.

Suffisance : Supposons la condition du lemme réalisée. Il existe alors un recouvrement ouvert
(U;)ier de M tel que pour tout ¢ dans I il existe un G-isomorphisme

fit Fevwy — 101
Posons
gz] — f] (e} f;l . ’I“Oﬂ—fl(UimUj) —_— Toﬂ—fl(UimUj) .
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Les g;; sont des isomorphismes G-invariants et définissent donc des isomorphismes
gz] : TOUiﬂUj 7 TOUiﬂUj .

Les g;; constituent une famille de cocycles définissant un fibré vectoriel E sur M tel que 7*(E)
soit isomorphe a F'. Ceci démontre le lemme 2.2. O

Théoréme 2.3 (Lemme de descente) : Soit F' un G-fibré vectoriel surY. Alors E descend a
M si et seulement si pour tout point ferméy de Y tel que Gy soit fermée, le stabilisateur de y
dans G agit trivialement sur F,,.

Ce résultat est di & Kempf. Nous en avions précédemment une version plus compliquée, limitée
au cas ou F' est de rang 1, avec plus de conditions a vérifier sur le fibré F. Cette version
s’inspirait de [I], prop. 2.3.

Démonstration. Si F' descend a M, il est immédiat que le stabilisateur de tout point de Y agit
trivialement sur la fibre de F' en ce point.

Réciproquement, supposons que F' posséde la propriété du théoréme 2.3. Soit ¥ un point fermé
de Y. D’aprés le lemme 2.2, il faut montrer qu’il existe un ouvert U de M contenant 7(y) et
un isomorphisme

S Toﬁ—l(U) i> F1|77*1(U)
G-invariant, c’est a dire tel que pour tout point ¢ de 7~ *(U) et tous v dans rOx-1),, g dans
G, on ait s(gv) = gs(v). Il revient au méme de trouver r sections G-invariantes

S; : Oﬂ—l(U) — ﬂﬂfl(U)
qui engendrent Fj,—1(y). Soit C'= Gz D'unique orbite fermée de Y contenue dans 7~ (7 (y)).
Montrons qu’il existe r sections G-invariantes

O'Z‘ZOC—>FC

engendrant Fjc : soient g, ..., u, une base de F., et G, le stabilisateur de z dans G. On a un
diagramme commutatif
g—gu;
g G Fic
projection
gz C
Puisque G, agit trivialement sur £, on en déduit un diagramme commutatif
P
G/Gz EC
¢
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Le morphisme ¢ est un isomorphisme. On en déduit
Yo¢~':C— Fc
qui définit la section G-invariante o; de Fjc. Il est immédiat que ces sections engendrent Fjc.

Soit V' un ouvert affine de M contenant 7(y). Puisque 7 est un bon quotient, 7=!(V') est un
ouvert affine de Y, qui contient C'. On considére I'action de G sur H(7=Y(V), F) : (g,5) — g.5,
ot ¢.5(y) = gs(¢g~y') pour tout y dans 7=1(V). Les éléments G-invariants de H°(7=1(V), F)
sont précisément les sections G-invariantes de Fi -1(y).

Montrons qu’il existe un opérateur de Reynolds

R:H(x " (V),F) — H(x '(V), F)“

bien que H(7~!(V'), F) ne soit pas de dimension finie. Pour cela il suffit de vérifier que dans
H°(7=Y(V), F), chaque G-orbite est contenue dans un sous-espace vectoriel de dimension finie.

Pour cela, on considére un ouvert dense affine Vy de 7=(V) sur lequel F est trivial. Soit
s € H'(m=%(V), F). Le morphisme

GXVE)—>F1|V02’I"OVO

(9, v0) == gs(g™ o)
peut étre vu comme une fonction réguliére
f:GxVyg—C".
Puisque C[G x V;] ~ C[G] ® C[V}], on peut mettre f sous la forme
f=)Y ¢®u,
1<i<p

ot pour 1 <i<p, ¢;: G—C, 9 :Vj = C" sont des morphismes. Alors G.s)y, est contenu
dans le sous-espace vectoriel de H°(Vp, F') engendré par t1,...,1,, et Gs est contenu dans
I'intersection de ce sous-espace avec H°(7~1(V), F'). On a donc prouvé l'existence de R.

On a de méme un opérateur de Reynolds

R :H(C,F) — H°(C,F)“ .
Soit a:rO¢ — Fj¢ un isomorphisme G-invariant, dont I'existence a été prouvée précédem-
ment. Soient

CYiIOC—>F|0, 1<i<r,
les restrictions de a aux facteurs directs de rO¢. Puisque 71 (C') est une sous-variété fermée
de la variété affine 771(V), a; admet un prolongement

Q; Oﬂ-—l(v) — ﬂﬂ.—1(v) ,
qui est une section non nécessairement G-invariante. Mais R(@;) l'est, et R(@;)c = a; par
fonctorialité de 'opérateur de Reynolds. On pose
a = (R(al), B ,R(ap» : T’wal(v) — ﬂwfl(v) ,
qui est un morphisme G-invariant qui prolonge «.

Il reste a prouver que l'ouvert W de 7= 1(V) des points au dessus desquels @ est un isomor-
phisme contient un ouvert de la forme 7='(U), U étant un ouvert de M contenant m(y). Les
fermés 7= (V)\W et C de 7' (V) sont G-invariants et disjoints, donc puisque la restriction
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de 7m:7 V) —V est un bon quotient, 7(7 ' (V)\W) et 7(C) = {r(y)} sont des fermeés
disjoints de V. Il suffit de prendre
U = V\r(mz {(V)\W) .

Cecli achéve la démonstration du théoréme 2.3. O

Remarque : Le fibré vectoriel E sur M tel que les G-fibrés vectoriels 7*(E) et F' soient iso-

morphes est unique a isomorphisme pres, car il découle aisément du lemme 2.2 que la projection
7 (F) — E est un bon quotient par PGL(g). On a donc E = F/PGL(q).

3. GROUPE DE PICARD DE F(r,d) ET PGL(q)-FIBRES EN DROITES SUR R*

3.1 — Définitions
Définition 1. Un fibré en droites L sur F(r,d) est défini par la donnée de

(i) Pour toute famille F' de fibrés de U(r,d) paramétrée par une variété lisse S, d’un fibré
en droites L sur S, ne dépendant que de la classe d’équivalence de F'.

(ii) Pour tout morphisme f:S" — S de variétés lisses, d’'un isomorphisme

ap(f): Liwry — f*(Lp)
ne dépendant que de la classe d’équivalence de F', tel que si ¢ : S” — S’ est un autre
morphisme de variétés lisses, on ait

ap(fog) = afuum(g)og (ap(f)),

(en particulier ak(lg) = 1Iz,.).

Définition 2. Soient L, L’ des fibrés en droites sur F'(r,d). Un isomorphisme L ~ L' est la
donnée, pour toute famille F' de fibrés de U(r,d) paramétrée par une variété lisse S, d'un
isomorphisme

OF . LF i) LIF
ne dépendant que de la classe d’équivalence de F', tel que si f:S" — S est un morphisme de
variétés lisses, on ait

opary = ok (f)o f(op)oak(f)™h.

Définition 3. Les classes d’isomorphisme de fibrés en droites sur F(r,d) constituent de fagon
évidente un groupe commutatif, appelé groupe de Picard de F(r,d), et noté Pic(F(r,d)).

Soit Ly un fibré en droites sur U(r,d). On en déduit un fibré en droites L sur F(r,d) défini
par Lp = f5(Lo), pour toute famille F' de fibrés de U(r,d) paramétrée par une variété lisse,

les ok (f) étant définis de maniére évidente. On obtient ainsi un morphisme de groupes

i : Pic(U(r,d)) — Pic(F(r,d)) .
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Définition 4. On dit qu’un élément de Pic(F(r,d)) provient de Pic(U(r,d)) sl est dans I'image
de 7.

3.2 — Groupe de Picard de F(r,d) et PGL(¢)-fibrés en droites sur R*® et R’

Soit
n: R*®* x PGL(q) — R** x PGL(q)

(y,9)1 (9v,9)

Lemme 3.1 : Les familles 1% (ph..(Fo)) et phe.(Fo) de fibrés de U(r,d) paramétrées par
R** x PGL(q) sont équivalentes.

Démonstration. 11 est clair que pour tout point y de R* et tout g € PGL(g), on a un isomor-
phisme

7 (e (Fo)wayxx = Do (Fo) g -
Il en découle. par simplicité des fibrés stables, que

p(RSS XPGL(Q))* ( Hom(n# (pﬁss (]FO))’ pﬁss (FO)) |Rs XPGL(q)

est un fibré en droites L sur R® x PGL(g). On a donc un isomorphisme

pﬁss(Fo)meGL(q)xX ~ prs(L) ®77#<p§ss(F0))\RsxPGL(q)XX :
Puisque R*® est lisse, L se prolonge en un fibré en droites sur R* x PGL(q), aussi noté L.
Puisque codimpgss(R*\ R®) > 2, I'isomorphisme précédent se prolonge & R* x PGL(q) x X.
Ceci démontre le lemme 3.1. O

Soit L un fibré en droites sur F(r,d). On déduit du lemme 3.1 un isomorphisme

M (Prss (L)) = Pres(Lg) -
Cet isomorphisme définit une structure de PGL(g)-fibré en droites sur Ly, (cela découle de la
définition 1 (ii)).
On note Pic®(R**) le groupe des classes d’isomorphisme de PGL(q)-fibrés en droites sur R*°.
On a donc obtenu un morphisme de groupes

Pic(F(r,d)) — Pic®(R*) .

Lemme 3.2 : Le morphisme d’oubli Pic%(R*) — Pic(R*) est injectif

Démonstration. Soit L un PGL(q)-fibré en droites, trivial comme fibré en droites. Il faut montrer
qu’il est aussi trivial comme PGL(q)-fibré. Fixons un isomorphisme L ~ Ogss. Montrons que
I'action de PGL(q) sur L est triviale. Une action de PGL(q) sur R** x C provient d'un
“morphisme croisé”, c’est a dire d’'un morphisme

x : PGL(q) x R** — C*
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tel que
(*) x(99'.y) = x(9,9'y)x(9",y)
pour tous g¢,¢" dans PGL(q) et y dans R** (on a alors g.(y,t) = (9y, x(g,y)t)). Les seules
fonctions réguliéres inversibles sur PGL(q) sont les constantes, donc x(g,y) est une fonction de
y seulement : x(g,y) = xo(y). La relation (*) s’écrit alors
Xo(y) = xo(9'y)xo0(y) ,

d’ott xo = 1, et x = 1. L’action de PGL(q) sur L est donc bien triviale. Ceci démontre le lemme
3.2. O

Proposition 3.3 : Le morphisme de groupes
Pic(F(r,d)) — Pic(R*)
L+—— Ly,

est injectif.

Démonstration. Soit L un fibré en droites sur F(r,d) tel que Ly, ~ Ogss. Soient S une variété
lisse, et F' une famille de fibrés de U(r, d) paramétrée par S. Montrons qu’on a un isomorphisme
canonique

Up . LF i> OS .
Le faisceau cohérent W = pg.(F ® p%(Ox(m))) est localement libre de rang ¢. Soient z € S
et U, un voisinage de z tel qu’on ait une trivialisation

6. W, é(’)UZ@)(Cq )
On a un morphisme canonique surjectif
ps(W) @ px(Ox(—m)) — F ,
et en utilisant la trivialisation (., on obtient un morphisme surjectif
Px(Ox(=m) @ C') — F.x .

On en déduit un morphisme

f.: U, — R*® |
et un isomorphisme f#(Fy) ~ Fji;,«x. On obtient alors le diagramme commutatif
(r )
|UzxX %
Lrw. = LiFp, «x) f2(Lgy)
_
fz (ORSS)
Ov.

On va montrer que A, est indépendant de la trivialisation (.. Supposons qu’on ait une autre
trivialisation
G Wy, — Oy, ® CY.
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On en déduit f,: U, — R* et X, : Lpy, — Op,. La trivialisation (3, est la multiplication de
B, et d'un morphisme ¢ : U, — PGL(q) : pour tout y € U, on a

Bly = €)obey .
Il en découle que fl(y) = €(y).f.(y). On a, pour tout t € Lg,, N,(t) = €(y).\.(t), (o A, (%),
N (t) sont vus respectivement comme éléments de Ly, 7. (y), Lr,,f:(y)). Comme l'action de PGL(q)
sur Ly, est triviale d’aprés le lemme 3.2, on a A, () = A.(t) (comme nombres complexes). Il en
découle que les isomorphismes A, se recollent et en définissent un

UFZLF—>OS.

Il reste & voir que ces isomorphismes sont compatibles avec les ok, c’est a dire quesi f: 5" — S
est un morphisme de variétés lisses, on a un diagramme commutatif

Uyt (F)

Lf#(F) Oy
ak(f) r~
. F*(up) .
f(Lr) T 14(0s)

Pour cela, il suffit de montrer que tout point de .S posséde un voisinage U tel que ce qui précede
soit vrai si on remplace S, S’ par U, f~}(U) respectivement, et F' par sa restriction 4 U. On
choisit U = U,, avec les notations précédentes. Si

W' = psn(f*(F) @ px(Ox(m)))
on déduit de [, une trivialisation de I/Vl’]H () €t un morphisme N fYU) — R** tel quon
ait un diagramme commutatif

f7H(U) =~ R

o,
U A R3S

d’ou, d’apres la définition de up, us#ry un diagramme commutatif

Yt (=1 ()

Lp#(r)r-1w) O
w1
. frlup -1y
f*(Lrj— @) O-1w)
Ceci démontre la proposition 33. O

Corollaire 3.4 : Le morphisme de groupes
Pic(F(r,d)) — Pic(R?)

L—— Ly
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est injectif.

Démonstration. Cela découle immédiatement de la proposition 3.3 et du fait que
COdlIIles (RSS\RS) 2 2 I:I

Rappelons (cf. §2) que si L est un PGL(g)-fibré en droites sur R**, on dit que L descend &
U(r,d) ¢l existe un fibré en droites Ly sur U(r, d) tel que les PGL(q)-fibrés L et 7*(Ly) soient
isomorphes. Voici une autre conséquence immeédiate de la proposition 3.3 :

Corollaire 3.5 : Soit L un élément de Pic(F(r,d)). Alors L provient de Pic(U(r,d)) si et seule-
ment si Ly, descend a U(r,d). Si Ly est l'unique élément de Pic(U(r,d)) tel que Ly, ~ 7*(Ly),
ona L=1(Ly).

3.3 — Exemples fondamentaux d’éléments de Pic(F(r,d))

Soit K (X) le groupe de Grothendieck de X. On sait que le morphisme de groupes
K(X)——=Pic(X)DZ
a ——— (det(a),1g(a))

est un isomorphisme. On note comme dans 'Introduction H(r,d) le sous-groupe de K(X)
constitué des « tels que x([EF] ® o) =0, pour un fibré E de rang r et de degré d sur X. Cela
signifie que

rg(a)d 4+ deg(a)r + rg(a)r(l—g) = 0.
En particulier, H(r,d) contient tous les o de rang et degré nuls. Ceux-ci constituent un sous-
groupe Z de K(X), isomorphe a Pic(”(X), I'isomorphisme étant

Pic¥ (X) Z

L——[Ly® L] — [Ly]

Y

(Lo étant un fibré en droites sur X fixé, I'isomorphisme ci-dessus est indépendant du choix de
Ly).
Soit o € H(r,d). On va en déduire un élément v(«) de Pic(F(r,d)). Si S est une variété algé-
brique lisse, et F' une famille de fibrés de U(r, d) paramétrée par S, on aura

Ya)p = det(psi(F @ px(a))) -

Vérifions tout de suite que y(a)r ne dépend que de la classe d’équivalence de F'. Soit L un fibré
en droites sur S. Alors on a

(s étant un point fermé quelconque de S). Puisque o € H(r,d), on a x(Fs; ® o) = 0. donc
V(Q)F@@pg(L) =7(a)F.
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On ne peut pas déduire de « un fibré en droites sur F(r,d), mais un élément de Pic(F(r,d)).
Pour obtenir un fibré en droites L sur F(r,d), on considére une représentation de « sous la
forme

a = [E] - [Ey],
E4, E5 étant des fibrés vectoriels sur X. On pose
Lp = det(psi(F @ px(Er))) @ det(psi(F @ px (Ea))) ™.

Les ak(f) sont définis de maniére évidente, et il est aisé¢ de voir que pour des choix différents
de Ey, E5 (donnant le méme «), on obtient un fibré en droites sur F'(r,d) isomorphe a L. Par
définition v(«) est la classe d’isomorphisme de L.

Remarque : Avec les notations précédentes, supposons S seulement intégre. Alors il est facile
de voir que pgi(F ® pk(«)) est contenu dans le sous-groupe de K (S) engendré par les classes
des faisceaux localement libres. En utilisant ce fait, on peut donner une définition de v(«)p
dans ce cas aussi. Nous nous sommes limités au cas des variétés lisses pour alléger I'exposé.

Exemple : Le cas r = 1. Les définitions précédentes s’appliquent aussi dans le cas ou
r = 1. Pour tout a € Z, () provient de Pic(U(1,d)) = Pic(J@), et on peut ainsi considérer
Z = Pic”(X) comme un sous-groupe de Pic(.J@) (cf. [12]).

3.4 — Effets de la torsion par un fibré en droites
Soient k£ un entier et Ly un fibré en droites sur X de degré k. On a un isomorphisme
U(r,d) -2 U(r,d + kr)

associant a la classe d’équivalence de E celle de £ ® Ly. Pour tout fibré en droites L de degré
d sur X, cet isomorphisme en induit un

U(r,L) — U(r,L® Lg) .
L’isomorphisme ¢ est compatible avec un isomorphisme évident de foncteurs
F(r,d) — F(r,d+ kr) .
On a un automorphisme de groupes
K(X) —— K(X)
ar——sa® Ly,

induisant un isomorphisme H(r,d) — H(r,d + kr). Il est immédiat qu’on a un diagramme
commutatif

H<1’ d) Pic(Fl(r, d))
H(r,d + kr) —— Pic(F(r,d + kr)) .

Il en découle que pour prouver tous les résultats de I'Introduction, on peut supposer d arbitrai-
rement grand.
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4. ETUDE DES PGL(q)-FIBRES EN DROITES SUR R(**)

Le résultat suivant permet, a l’aide du lemme de descente (§2), de prouver que tout PGL(g)-fibré
en droites sur R*® descend a U(r,d) :

Proposition 4.1 : Soient L un PGL(q)-fibré en droites sur R*, et y un point fermé de R*
tel que l'orbite PGL(q)y soit fermée. Alors le stabilisateur de y dans PGL(q) agit trivialement
sur Ly.

Lemme 4.2 : Soit y un point fermé de R**. Alors l'orbite PGL(q)y est fermée si et seulement
si le fibré By, est isomorphe a une somme directe de fibrés stables.

Démonstration. Soit y € R* tel qu’on ait une suite exacte

0 — By — Foy — Ey — 0,

d
E,. E5 étant des fibrés vectoriels de pente —. En utilisant des extensions de Ey par E; on
r

construit une famille £ de fibrés de U(r,d) paramétrée par C telle que & =Fy, sit #0, et

& = E1 @ Es. On en déduit que dans PGL(q)y il existe un point z tel que Fo, ~ E; & Fs.

En raisonnant par récurrence on montre que dans l’adhérence de toute orbite il existe un point
z tel que Fy, soit isomorphe a une somme directe de fibrés stables. Le lemme 4.2 en découle
aisément. ([l

Démontrons maintenant la proposition 4.1. Soit y un point de R*® tel que PGL(q)y soit fermée.
D’apreés le lemme 4.1, Fy, est isomorphe a une somme directe de fibrés stables :

IFOy ~ mlEl@---EBmpEp s
ou pour 1 < i < p, m; est un entier, m; > 1, F; un fibré stable, et I; n’est pas isomorphe a E;
sii#j.
Pour tout point 3 de R**, on note G le stabilisateur de y’ dans GL(g). Alors G, est isomorphe
a GL(mq) x --- x GL(m,). L’action de G, sur L, est de la forme

Gy x Ly L,
(Q,U) S )\(Q)U )
A étant un caractére de G, défini par des entiers ny, ..., n, tels que
(*) ming +---+mpn, = 0;

si g=(g1,---,9p) € G, =GL(my) x --- x GL(m,), on a
Ag) = H det(g:)™ ,
1<i<p

(I’équation (*) découle du fait que le sous-groupe des homothéties de GL(q) agit trivialement
sur L). Si p=1, c’est a dire si [y, ~ my E}, alors la proposition 4.1 est vraie, car le caractére
A est trivial.
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Il suffit de prouver I’assertion suivante : il existe une variété algébrique inteégre Ry et un mor-
phisme ¢ : Ry — R** tels que :

(i) L’image de ¢ contient y.

(ii) L’image de ¢ contient un point y, tel qu’on ait un isomorphisme Fg,, ~ nFE, E étant un
fibré stable.

(iii) Pour tout point y’ de I'image de ¢, ona G, C Gy.

En effet, supposons cela vérifié. Alors les propriétés (i), (ii), (iii) sont encore vraies si on remplace
I'image de ¢ par son adhérence S qui est une sous-variété irréductible de R*, sur laquelle G,
agit trivialement. A priori, 'action de G, sur Ljs s’écrit

GyXL‘S L|S

(ga U,) I )\a(u) (g>u )
ou «a: Ljg— S estlaprojection, et pour tout s € S, A est un caractere de G,,.

Montrons que pour s € S, on a A; = A. Soit g € GG,. En prenant des trivialisations locales de
Ls, on voit que

\I/ZGyXL|S C*

(9, u) ——— Aa(w) (9)

est un morphisme. Puisque le groupe des caractéres de G, est dénombrable, pour tout g € G,

la restriction de U
C*

v L|g
Ub——™—> >\a(u) (g)

prend une quantité dénombrable de valeurs, donc est constante. Le caractére A\; ne dépend donc
pas du point s de S, donc Ay = A

On a vu que Gy, agit trivialement sur L,,, donc il en est de méme de G, d’apres (iii). Donc A
est trivial, et G, agit trivialement sur L,, ce qui démontre la proposition 4.1.

Il reste a trouver le morphisme ¢ : Ry — R**. Un tel morphisme équivaut a la donnée d'un
morphisme surjectif de faisceaux sur Ry x X :

pi(O(-m)ect LR,

ou E est une famille de fibrés de U(r,d) paramétrée par Ry, tel qu’en tout point fermé z de
Ry, 0. induise un isomorphisme C¢ ~ H(X,E.(m)). La condition (iii) équivaut a la suivante :
pour tout g € G, on a un diagramme commutatif

Px(O(=m)) © €' —~E
ok
Px(O(~m)) © C1 "~
(g étant vu comme élément de GL(q)).

On considere, pour 1 < i < p, l'ouvert RJ* du schéma de Grothendieck correspondant a Fj,
0; : px (O(=m)) © C* — Fy;
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le morphisme surjectif universel sur R;° x Y. Fixons des isomorphismes
C% ~ H°(E;j(m)) pour 1<i<p.

Alors du point y on déduit un isomorphisme

e ~ @ (CoH)™s ~ @ C™ @ CY |

1<i<p 1<i<p
On prend maintenant Ry = R} X --- X R}, et 0 est la composée
Px(0(=m)) @ C* = P px(O(—m)) @ (C*)™ — ) (phs(Foi))™ |
1<i<p 1<i<p

le second morphisme étant un produit des 6;. Il est immédiat que 6 vérifie bien les conditions
requises. La proposition 4.1 est donc démontrée. [

Corollaire 4.3 : Le morphisme canonique
i : Pic(U(r,d)) — Pic(F(r,d))
est un isomorphisme.

Démonstration. Cela découle immédiatement du corollaire 3.5, de la proposition 4.1 et du lemme
de descente (théoréme 2.3). O

5. ETUDE DES GL(q)-FIBRES EN DROITES SUR R**

Rappelons que n = PGCD(r,d), et quun GL(g)-fibré en droites sur R® est un fibré en droites
algébrique sur R®* muni d’'une action algébrique linéaire de GL(q) au dessus de I'action de
PGL(q) sur R°.

Soit. L un GL(q)-fibré en droites sur R®. Alors il existe un entier p tel que pour tout y € R® et
tout ¢t € C* C GL(q), l'action de t sur L, soit la multiplication par t*. On posera

e(L) = p.
Sie(L) =0, L est en fait un PGL(q)-fibré en droites sur R®.

Proposition 5.1 : Soit p un entier. Alors il existe un GL(q)-fibré en droites L sur R® tel que
e(L) = p si et seulement si p est multiple de n.

Démonstration. Soit p un multiple de n : p = kn. Montrons l'existence d'un GL(g)-fibré en
droites L sur R* tel que e(L) = p. 1l suffit de traiter le cas ou k = 1, c’est & dire p = n, car si
Lo est un GL(q)-fibré en droites sur R* tel que e(Lg) = n, il suffit de prendre L = L}.

Considérons I'action de GL(g) sur Fy. L’action d’un scalaire ¢ sur une fibre de Fy est la multi-
plication par t. Il en est donc de méme en ce qui concerne les GL(g)-fibrés sur R*

Ei = pre(Fo @ px(Ox(m))), Es = ppe(Fo @ px(Ox(m) @A),
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(A étant un fibré en droites de degré 1 sur X). On a
rg(Ey) = d+r(1 —g+deg(Ox(1))m) , rg(Ey) = rg(Ey) +r,
donc PGCD(rg(E1),rg(Es)) = n. Il existe donc des entiers a, b tels que
rg(Er)a+rg(Ey)b = n .
et il suffit de prendre
Ly = det(E))" ® det(FE,)" .
Réciproquement, soit L un GL(g)-fibré en droites sur R®. Il faut prouver que e(L) est multiple
de n.

Lemme 5.2 : Tout GL(q)-fibré en droites sur R*® peut étre prolongé en un GL(q)-fibré en
droites sur R*®.

I en découle que tout PGL(q)-fibré en droites sur R°® peut aussi étre prolongé en un PGL(q)-
fibré en droites sur R** (nous utiliserons ce résultat pour démontrer le théoréme A dans le

56).

Démonstration. Soit L un GL(g)-fibré en droites sur R®. Puisque R*® est lisse, le fibré en droites
L se prolonge en un fibré en droites sur R**, aussi noté L. Il faut montrer que la structure de
GL(q)-fibré sur L peut aussi étre prolongée. Il suffit de montrer que le morphisme

gb . GL(Q) X L|RS — L\RS

(définissant I'action de GL(q)) peut étre prolongé en un morphisme GL(q) X L — L, car les
propriétés que doit vérifier ce morphisme pour qu’il définisse une structure de GL(g)-fibré sur
L découleront de celles de ¢ par continuité. Soit (U;);e; un recouvrement ouvert affine de
U(r,d). Alors (77 Y(U;))ser est un recouvrement ouvert affine PGL(g)-invariant de R**. 11 suffit
de prouver que le morphisme

¢i - GL(q) X Ligspr—1wy) = Lirsna—1 )
restriction de ¢ peut étre prolongé en un morphisme
GL(q) X Liz—(w,) = Liz—1wy)
car tous ces morphismes se recolleront. Du morphisme ¢; on déduit le morphisme d’anneaux
C[LIRSOW*(UZ-)] — C[GL(q) x L|Rsmrl(Ui)] .
Puisque codimpgss(R**\ R®) > 2, on a
ClLirspn—rwy] = ClLiz—wyl,  CIGL(q) X Ligsrr-1y] = C[GL(q) X Liz—1wy] -
On a donc un morphisme
ClLjz— )] — CIGL(q) X Liz—1(] -

Puisque les variétés Li-1(y,) et GL(q) X Ljz-1(y,) sont affines, de ce morphisme d’anneaux on
déduit un morphisme

GL(q) X L|7T_1(U¢) — L‘ﬂ.—l(UZ.) s
qui est le prolongement recherche de ¢;. Ceci achéve la démonstration du lemme 5.2. 0J
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Reprenons maintenant la démonstration de la proposition 5.1. Soit y € R*® tel que [y, soit
isomorphe a la somme directe de n copies d’un fibré stable : Fy ~ nE. Rappelons qu’on note L
I'extension a R** du GL(q)-fibré en droites L sur R®. Alors le stabilisateur G, de y dans GL(q)
s’identifie & GL(n). Par conséquent, de 'action de GL(q) sur L on déduit une action de GL(n)
sur L,, qui est de la forme

GL(n) x L, L

Yy
(0, u) —— det (o) ,
avec a entier : L’action du sous-groupe des homothéties est donc
CxL,——1L,
(t,u) ——t""u

On a donc e(L) = an, ce qui démontre la proposition 5.1. 0

La proposition 5.1 sera utilisée dans le §7, mais on en donne ici d’autres conséquences. Les
résultats qui suivent dans ce chapitre ne sont pas utilisés dans les démonstrations des théorémes

AaF.

5.1 — Fibrés universels

Soit U un ouvert non vide de Us(r, d). Rappelons qu’un fibré de Poincaré sur U est une famille
E de fibrés de U(r,d) paramétrée par U telle que le morphisme canonique fg: U — U(r,d)
soit 'inclusion U C U(r,d).

Lemme 5.3 : [l existe un fibré de Poincaré sur U si et seulement s’il en existe un sur Us(r,d).

Démonstration. 11 faut montrer que s’il existe un fibré de Poincaré sur U il en existe aussi un
sur Us(r, d). On définit de fagon évidente la notion de “fibré projectif universel” sur U : c¢’est un
morphisme lisse

oW —UxX

tel que pour tout u € U, ¢~ ({u} x X) soit un fibré en espaces projectifs sur X :
¢ '{u} x X) =P(E) (droites de E), E étant un fibré stable de rang r et de degré d sur X
dont le point associé¢ de U(r, d) soit wu.

Il existe un fibré projectif universel sur Us(r,d) : c¢’est P(Fy)/ PGL(q) = Py.
Soit V' un fibré de Poincaré sur U. Alors, puisque tout fibré stable sur X est simple,
A = pray(Hom(Fo, 7% (V)))
est un fibré en droites sur 771(U). Il en découle un isomorphisme
AR For1yxx (V) ,

d’oll un isomorphisme

P(V) ~ ]P)()‘U,
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c’est a dire que Py est banal. Mais la banalité d’un fibré projectif est un probléme birationnel
(cf. [9]). Donc si Poy est banal, il en est de méme de Py, c’est a dire qu'il existe un fibré de
Poincaré sur Us(r, d). Ceci démontre le lemme 5.3. O

Lemme 5.4 : Les assertions suivantes sant équivalentes :
(1) Il existe un GL(q)-fibré en droites L sur R® tel que e(L) = 1.
(i) 1l existe un fibré de Poincaré sur Us(r,d).

Démonstration. Supposons que L existe. Il suffit de prendre pour fibré de Poincaré le quotient
(Fo @ px (L)) / PGL(g).

Réciproquement, si V est un fibré de Poincaré sur U,(r,d), L = prs.(Hom(n#(V),Fy) est un
GL(q)-fibré en droites et e(L) = 1. O

De la proposition 5.1 et des deux lemmes précédents on déduit le

Théoréme 5.5 : Sir et d ne sont pas premiers entre euz, et st U est un ouvert non vide de
Us(r,d), il n’eziste pas de fibré de Poincaré sur U.

C’est le résultat de Ramanan [20].

Remarque : Cette démonstration ne marche pas si g =2, r =2 et d est pair, car alors
codimpgss (R**\ R*) = 1. Mais dans ce cas on dispose d’une description trés précise de U(r,d)
permettant de faire une démonstration directe du théoréme 5.5 (cf. [I§]).

5.2 — Faisceaux de Poincaré sur les variétés de modules de faisceaux semi-stables
sur P(C)

La démonstration du théoréme G suit pas a pas celle du théoréme 5.5, compte tenu des deux
faits suivants :

— M(r, ¢1, o) s’obtient aussi comme quotient d’un ouvert lisse irréductible d’un schéma de
Grothendieck par un groupe du type PGL(q) (cf. [13]).

— Le nombre maximal de termes d’une somme directe de faisceaux cohérents sur Py(C)
qui est un faisceau semi-stable de rang r et de classes de Chern c¢q, ¢y est exactement

PGCD(r, ¢1, X).
Evidemment, ce qui précéde n’est valable que si
codimays(ye, e0) (M (7, c1, c2)\My(7,¢1,¢2)) > 2.

Dans le cas constraire, on peut montrer que M (r, ¢y, co) s'identifie & P5 (espace des coniques
de Py(C)), My(r,c1,co) étant Pouvert des coniques non dégénérées (cf. [2]). Sans entrer dans
les détails, disons que pour montrer qu’il n’existe pas de fibré de Poincaré sur M,(r, c1, c2), on
utilise le fait qu’il n’existe pas de section de la projection

P5XP2 D) Q—>P5,

() étant la conique universelle.
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6. DEMONSTRATION DU THEOREME A

On veut prouver que U(r,d) et U(r, L) sont localement factorielles. On ne traitera que le cas
de U(r,d), celui de U(r, L) étant analogue.

D’apreés [7], proposition 6.2 et [14], p. 141, U(r,d) est localement factorielle si et seulement si
tout diviseur de U(r,d) est localement principal, c’est a dire si et seulement si 'idéal de toute
hypersurface de U(r,d) est localement libre.

Cette condition équivaut a la suivante, U(r, d) étant normale : le morphisme canonique
Pic(U(r,d)) — CLlU(r,d))
est un isomorphisme.

Nous avons vu dans I'Introduction qu’il suffisait de montrer que le morphisme de restriction
Pic(U(r,d)) — Pic(Us(r, d))

est surjectif. Soit L un fibré en droites sur Uy(r,d). Alors 75(L) est un PGL(q)-fibré en droites

sur R°. D’aprés le lemme 5.2, ce PGL@—ﬁbré en droites s’étend en un PGL(g)-fibré en droites

L’ sur R*. D’apres la proposition 4.1, L' vérifie les hypotheses du lemme de descente (théoﬁme

2.3). Il existe donc un fibré en droites L sur U(r,d) tel que les PGL(g)-fibrés en droites L’ et

(L) soient isomorphes. On a alors
f|Rs = L'/PGL(q) = L,
donc L est lextension voulue de L.

Le théoréme A est donc démontré.

7. DESCRIPTION DE Pic(U(r,d)) ET Pic(U(r, L))

7.1 — Fibrés engendrés par leurs sections

Lemme 7.1 : Soit E un fibré vectoriel de rang r sur X, engendré par ses sections globales.
Alors il existe un sous-espace vectoriel H de H°(E) de dimension r — 1, tel que la restric-
tion H® Ox — E du morphisme canonique d’évaluation soit un morphisme injectif de fibrés
vectoriels.

Démonstration. Soit x € X. Alors le morphisme canonique H°(E) — E, est surjectif. Il en
découle que le sous-espace vectoriel de H°(E) des sections qui s’annulent en x est de codimension
r. Par conséquent la sous-variété homogene de HY(E) constitutée des sections s’annulant en au
moins un point de X est de codimension r — 1, Le lemme 7.1 en découle immédiatement. [

Il existe un entier kg tel que pour tout entier k > kg, tout fibré semi-stable de rang r et de
degré d + kr soit engendré par ses sections (cf. [23]). D’aprés 3.4, on peut donc supposer que
tout fibré semi-stable de rang r et de degré d est engendré par ses sections. Soit F un tel fibré.
On a donc d’aprés le lemme 7.1 une suite exacte

0— O0x®C™!' — E— det(E) — 0.
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7.2 — Construction d’une grande famille de fibrés stables

Soient J@ la jacobienne des fibrés en droites de degré d sur X, et D un fibré de Poincaré sur
J@ x X . Posons
V = Rl'p(D*e@C) .
C’est un fibré vectoriel sur J@ de rang (r — 1)(g — 1+ d). Soit P le fibré en espaces projectifs
associé a V. D’aprés [23], App. II, prop. 2, il existe un fibré vectoriel E sur P x X et une suite
exacte
(*) 0—0RC ! —E— (D)@ ps(Op(—1)) — 0
(mo désignant la projection P — J(@) telle que pour tout y € P, si a = m(y), la restriction de
(*)a {y} x X :
0—0x®C™'—E,—D,®y —0
soit associée a l'inclusion
y — BExt!(D,,Ox @ C"') =V, ,
(vue comme élément de Ext' (D, ® y, Ox @ C™1)).
On notera P 'ouvert de PP constitué des points y tels que E, soit stable. La restriction de E a

P, x X, aussi notée E, est une famille de fibrés stables de rang r et de degré d sur X. D’aprés
le lemme 7.1, le morphisme canonique fg : Py — Us(r,d) est surjectif.

7.3 — Autre construction de la méme famille

7.8.1 — Soit Fy le fibré canonique sur R®* x X (cf. 1.1). Alors le faisceau Fy = pgs«(Fo) est
localement libre de rang k& = d + r(1 — g). Soit Gry le fibré en grassmanniennes des sous-espaces
de dimension r — 1 de Fp.

Il existe un bon quotient Gry/PGL(q) : on considére pour cela l'action de GL(g) sur R*. Le
groupe GL(q) agit canoniquement sur Fy, donc sur Fy et A" Fy. La projection A" 'Fy — R*
est un GL(g)-morphisme affine. Il en découle d’aprés Ramanathan ([21], lemma 4.1) qu'il existe
un bon quotient A"'Fy/ GL(g). Par conséquent il existe un bon quotient Grg / PGL(q). Cest
un quotient géométrique. On notera I'y = Gry / PGL(q).

Soit pg : T'o — Us(r,d) le morphisme déduit de la projection Gro — R®. Soit y € R®. Alors il
existe un isomorphisme canonique

po (m(y)) = Gr"'(H°(Fo,)) -
On note mg, : Grg — I'y le morphisme quotient.

7.8.2 — Grroupe de Picard de T'y. Soient )¢, le fibré quotient canonique relatif sur Gry (siy € R*,
et H C H°(Fo,) est de dimension r — 1, on a Qaruy = H°(Fo,)/H), et Og:(1) = AF1 Q.
On sait que
Pic(Grg) ~ Pic(R®) & ZO¢ (1) .
Le fibré Og,(1) est muni de 'action canonique de GL(q), et on a
e(Oc(1)) = k—r+1

(notation analogue a celle du du §5).
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Proposition 7.2 : (a) [l existe un fibré en droites sur Ty, noté Or,(n), tel qu’on ait, pour
tout y € R?

Oro (M5 ey = Ocrr=(a0(eo,) ()
(b) On a un isomorphisme canonique

Pic(I'y) ~ Pic(Us(r,d)) & ZOr,(n) .

Démonstration. Construisons d’abord Or,(n). Le fibré F est de rang k=d +r(1 — g), et si
r € X, Fop = Fojpsx{z} est de rang 7. On a PGCD(r.k) = n, donc il existe des entiers a, b tels
que
ak +br = —n(k—1+7).
Donc, si L = det(Fp)* ® det(Fg,)*. on a e(L) = —n(k — 1+ r). Par conséquent on a
6<L® OGrO(n)) =0 s
et L ® Ogr(n) est en fait muni d’une action de PGL(q). Puisque 7g, est un quotient géomé-
trique, il existe un fibré en droites Or,(n) sur I'y tel que
T (Oro(n)) =~ L& Ocry(n) -
Il est immédiat que Or,(n) posséde bien la propriété requise. Ceci démontre (a).
Prouvons (b). Si L est un fibré en droites sur U(r,d), on a  po(ps(L)) ~ L, donc
py - Pic(Us(r,d)) — Pic(Iy) est injectif. On en déduit avec (a) un morphisme injectif
PiC(US(T’, d)) D ZOFO (n) — PIC(FQ) .
Il reste & montrer qu’il est surjectif. Soit A un fibré en droites sur I'y. Alors, puisque
Pic(Grg) ~ Pic(R*) ® ZOgqy, (1), il existe un entier m et un fibré en droites A’ sur R® tels
que
ﬂ-ar(A) = p>1k<A/) ® OGYO(_m) )
p1 désignant la projection Grg — R®. Le fibré A’ est muni d’une action de GL(g), et on a
e(N) = m(k—r+1).

D’aprés la proposition 5.1, e(A’) est un multiple de n, et comme n et k —r + 1 sont premiers

entre eux, n divise m : posons m = —an. Alors 7§, (A ® Or,(n)?*) = pj(A”), A” étant un fibré
en droites sur R® avec e(A”) = 0. Il en découle que A” provient de Us(r,d). Donc A ® Or,(n)*
aussi. Ceci prouve (b) et achéve la démonstration de la proposition 7.2. 0J

7.3.3 — Soit Gry Pouvert de Gry constitué des points H tels que le morphisme canonique de
fibrés vectoriels Ox x H — Fy, soit injectif (y désignant I'image de H dans R**). C’est un
ouvert PGL(g)-invariant, et T'j = 7g,(Gry) est un ouvert de T'y.

Lemme 7.3 : Pour tout point y de R**, py*(7(y)) N (To\I['y) est une hypersurface irréductible
de py ' (7())-
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Démonstration. Cela signifie la chose suivante : si £ est un fibré stable de rang r et de degré
d sur X, la sous-variété fermée Y de Gr" ' (H°(E)) constituée des sous-espaces H tels que le
morphisme de fibrés vectoriels Ox ® H — E soit non injectif est une hypersurface irréductible.

Soit W' la sous-variété fermée de X x Gr" '(H°(E)) constituée des couples (x, H) tels que
I'évaluation en x: H — E, ne soit pas injective. Si pg : X x Gr" ' (H(E)) — Gr" ' (H°(E))
est la projection, on a pg(W) =Y. Il suffit donc de prouver que W est irréductible de codi-
mension 2, et que les fibres de pg: W — Y au dessus d'un point général de Y sont finies.
Pour démontrer la premiére assertion. on remarque que pour tout € X, py' () est une sous-
variété fermée irréductible de Gr" ' (H°(E)) qui est de codimension 2 : elle est constituée des
sous-espaces H tels que
HNker(HY(E) — E,) # {0} .

Il reste a prouver qu’il existe un point H de Y tel que O, ® H — E soit non injectif en
seulement un nombre fini de points de X. Pour cela, on choisit un point x de X et un sous-
espace vectoriel H de dimension 7 — 1 de H°(E) tel que la restriction de I’évaluation H — E,
soit injective (cela est possible car H(E) — E, est surjective). Ceci démontre le lemme

7.3. UJ

Corollaire 7.4 : La sous-variété fermée Uo\I'y, de [y est une hypersurface irréductible.

Démonstration. La restriction de pg : [o\I'y — Us(r,d) est surjective, et ses fibres sont d’aprés
le lemme 7.3 irréductibles et de méme dimension. Il en découle d’aprés [24] (théoréme 8, p. 61)
que T'o\I'y est irréductible. Il est immeédiat que c’est une hypersurface. ([l

Lemme 7.5 : Le faisceau d’idéaur de Do\l est de la forme pi(A)® Or,(n)~4", avec
A € Pic(Us(r,d)).

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout fibré stable E de rang r et de degré d sur
X, Ihypersurface Y de Gr" '(H°(E)) constituée des sous-espaces H tels que le morphisme
de fibrés O, ® H — E soit non injectif est de degré d. Pour cela, considérons le morphisme
canonique de fibrés vectoriels sur X
®: pg(U) — px(E) ,
U désignant le sous-fibré universel de Og,r—1(go(py) @ H °(E), pe la projection
X x Gr" Y HY(E)) — Gr" Y(H°(E)). Soit W la sous-variété de X x Gr" ' (H°(E)) constituée
des couples (z, H) tels que I’évaluation H — E, ne soit pas injective. Alors W est le lieu des
points ou ® n’est pas injectif. D’aprés la formule de Porteous (cf. [4]), co(pk (E) — p&(U)) est
un multiple entier de [W] dans A%(X x Gr" '(H°(E)). On a
co(pi(E) —pa(U)) = af —ay — a; det(E) ,
a1, (i étant respectivement la premiére et la seconde classe de Chern de U. Puisque
co(p (E) — p&(U)) n'est pas divisible dans A%(X x Gr" ' (H°(E)), on a
W] = a2 —ay — ajdet(E) .

On a alors dans A'(X x Gr" ' (H°(E))

Y] = pa(W]) = —deg(E)a
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donc Y est de degré d. Ceci démontre le lemme 7.5. 0

Proposition 7.6 : On a une suite exacte
0 — Pic(Uy(r,d)) — Pic(Ty) — Z/(d/n)Z — O .

Démonstration. Montrons d’abord que @ = pf : Pic(Us(r, d)) — Pic(I])) est injectif. Soit Ly
un fibré en droites sur Us(r,d) tel que pi(Lg) soit trivial sur I'j. On a une suite exacte de
groupes

7 7 PIC(F()) restriction PlC(Fé)) 0

([7], proposition 11.6.5), le morphisme i associant a& m la puissance m-iéme du faisceau d’idéaux
de I'y\I'y. Il en découle qu’on a, dans Pic(I'y),

Po(Lo) = p(A™) @ Oy (n) =",

avec m entier, pjj(A) ® Or,(n)~%™ étant le faisceau d’idéaux de I'g\I'y, d’aprés le lemme 7.5.
D’aprés la proposition 7.2(b), on am = 0, d’ou p§(Lg) ~ Or,, et on en déduit, toujours a l'aide
de la méme proposition, que Lg est trivial. Donc ® est injectif.

On a un diagramme commutatif de groupes, avec lignes et colonnes exactes
0 0
7
i l j
Py

0 — Pic(U(r, d)) —== Pic(ly) —= Z —= 0

Z

0 — Pic(U,(r, d)) —2= Pic(T’})

0

La premiére ligne exacte découle de la proposition 7.2(b) et j est la multiplication par d/n. On
a

Pic(T})/ Pic(U(r.d)) = Pic(Lo)/i(Z)/ Pic(U,(r,d))
Pic(Ly)/(i(Z) + Pic(U, (r, d)))
— Z/j(Z) ~Z/(d/n)E .

Ceci achéve la démonstration de la proposition 7.6. 0

7.8.4 — Soit Ug, le sous-fibré universel relatif sur Gry. Pour tout y € R** et tout
H € Gr" ' (H"(Fy,)), on a Ug, y = H. Soit

T = Hom(Ogy, @ C" 1 Uqy)
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fibré vectoriel sur Grop muni d’une action évidente de GL(g). On pose
T = T/GL(q) =P(T)/PGL(q) , T = Zsom(Og, @ C" 1 Uq,) .

Lemme 7.7 : [l existe sur T une structure de fibré en espaces projectifs localement trivial sur
[y.

Démonstration. Si Ogy, (1) = A" 'Uq,, muni de 'action de GL(q) déduite de celle de GL(q)
sur Ugy, on a €(Ogr (1)) =7 — 1. D’autre part, il existe d’aprés la proposition 5.1 un fibré
en droites L sur Gry, provenant de R**, tel que e(L) =n. Puisque r — 1 et n sont premiers
entre eux, il existe des entiers a, b tels que an + b(r — 1) = 1. Alors, si Ly = L* ® Ogy,(b), on
a e(Lg) = 1. Il en découle que T'® Ly* est en fait muni d’une action de PGL(q). Le quotient
(T ® Ly')/ PGL(q) est un fibré vectoriel sur I'y dont le fibré en espaces projectifs associé est
T. Ceci démontre le lemme 7.7. O

Soit pj : T — I'y le morphisme canonique. Pour tout y € R** et tout
H € py(n(y)) = Gr"H(H°(Fy,)), on a py~ " (H) = P(Hom(C"*, H)). Soit T" I'ouvert de T des
points au dessus de I'{, correspondant aux isomorphismes. On a

oy {(H)NT = P(Isom(C"', H)) .

Proposition 7.8 : On a une suite exacte
0 — Pic(I'y) — Pie(T") — Z/(r = 1)Z — 0 .

Démonstration. La démonstration est analogue a celle de la proposition 7.6, compte tenu du
fait que le faisceau d’ideaux de T\T’ est de la forme Op(r —1) ® ¢*(L), L étant un fibré en
droites sur I'j et ¢ : T — I';, la projection. O

7.83.5 — Conclusion

Proposition 7.9 : (Seshadri) On a un isomorphisme P*~T'.

Démonstration. Soit y € P°. On a donc une suite exacte
0—=O0x@C ' —>E, —>D,®y — 0,

avec a = mo(y) (cf. 7.2). De E, on déduit un point z de Uy(r,d), de im(H°(i)) € H*(E,) un
point H de T') au dessus de z, puis de I'isomorphisme C"~! ~ im(H(7)) déduit de i un point
de T’ au dessus de H. Pour montrer qu’on définit ainsi un morphisme & : P* — T’, on considére
pour tout y € P* un isomorphisme sur un voisinage U de v :

Op @CI =~ pps(E® pik(Ox(m)))

permettant de factoriser ®|; a travers T'.
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L’isomorphisme réciproque est défini de la fagon suivante : soient y € R**, v € T au dessus de
y. On en déduit une suite exacte

0— Ox ®C"™' — Fy, — det(Fp,) — 0.

Si a est le point de J@ correspondant & det(Fy,), la suite exacte précédente définit un point
de P° au dessus de a. On obtient ainsi un morphisme GL(g)-invariant 7" — P° qui donne
par passage au quotient un morphisme T’ — P° inverse de ®. Ceci démontre la proposition

7.9. UJ

Remarques : 1 — Soient L un fibré en droites de degré d sur X,
P, = mo' (L), P, = P,NP*,
I't, T, les sous-variétés fermées de I'f,, T’ respectivement, images réciproques de Us(r, L).
L’isomorphisme @ en induit un Pj ~ T, et on a des suites exactes
0 — Pic(Us(r, L)) — Pic(Ty,) — Z/(d/n)Z — 0,
0 — Pic(l'y,) — Pic(P}) — Z/(r—1)Z — 0.
Remarquons que P;, est un espace projectif.

2 — Soit p; : Gry — R*® la projection. On a vu dans le lemme 7.7 qu’il existe un GL(g)-fibré
en droites L sur Gry tel que e(L) =1. Alors V = pf(Fo‘Rsxx) ® L™ est en fait un PGL(q)-
fibré vectoriel sur Gry x X. Le quotient E' = V/PGL(¢q) est une famille de fibrés de U(r, d)
paramétrée par ['j. Le morphisme canonique fg : 'y = U(r,d) n’est autre que la restriction
de pp, défini en 7.3.1. Si p':P* =T — [}, est la projection, il existe un fibré en droites Lg
sur P* et un isomorphisme p™*(E') ® Ly ~ E (cela découle aisément de la simplicité des fibrés
stables).

7.4 — Applications a ’étude de Pic(U(r,d)) et Pic(Ur, L))

7.4.1 — Etude de limage de Pic(JD) dans Pic(Us(r,d). Soit Ly € Pic¥(X), qu'on peut voir
comme un élément de Pic?(J@), ou de Z c H(r,d) (cf. §3). Soit det : U(r,d) — J le
morphisme canonique. On a défini dans le §3 un morphisme de groupes

v : H(r,d) — Pic(F(r,d)) = Pic(U(r,d)) .

Proposition 7.10 : On a ~(Ly) = det™(Lo).

Lemme 7.11 : Le morphisme
Pic(F(r,d)) — Pic(P?)
L———— g

est injectif.
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Démonstration. On a un diagramme commutatif

T = P° - U, (r, d)

1

T p R*,

7/ étant le morphisme quotient, et p la projection canonique. Si L € Pic(F(r,d)) est tel que Lg
soit trivial, 7" (Lg) = Ln+@®) Dest aussi. Mais d’aprés la remarque 2 de 7.3.4, la famille 7'*(E)
est équivalente a p*(Fo|rsxx). Donc

L+ (Foppswx) = p*(Lmexx)
est aussi trivial. Le morphisme
p*: Pic(R**) — Pic(T")
est injectif : la démonstration est analogue a celle de l'injectivité de Pic(Us(r,d)) — Pic(T})

dans la proposition 7.6. Il en découle que Ly, . est trivial. D’apres le corollaire 3.4, L est
aussi trivial. Ceci démontre le lemme 7.11. O

Pour démontrer la proposition 7.10 il suffit donc de prouver que
Y(LoJe ~ fg(det™(Lo)) -

Soit L; un fibré en droites de degré 0 sur X. L’élément de Z correspondant a L, est
[Lo ® Ly] — [Ly], et 'élément de Pic®(J@) correspondant a L est aussi celui provenant de
I'élément précédent de Z (cf. 3.3). D’autre part, le morphisme composé

Pt —— U, (r,d) — = J(@

est celui qui est défini par la famille det(E) de fibrés en droites de degré d sur X. Il suffit
donc de prouver le résultat suivant : pour tout fibré en droites L; de degré 0 sur X, on a un
isomorphisme

(*) det (pp=+(E ® pk(L1))) =~ det (pps+ (det(E) ® p(L1)))

et
Rlpﬂms* (E ®pi§((L1>> = Rlpps* (det(E) ®pi§<(L1)) = O .

Les égalités précédentes sont vérifiées car d est positif. Il reste donc & prouver I'isomorphisme
(*). D’apres la suite exacte

00— Opsyx QCH — E — 77 (D) @ pie (Op(—1)) — 0,
on a

det(E) =~ m (D) @ ph.(Op(~1)) .
On a donc une suite exacte
00— Opsxx @C"™ 1 — E — det(E) — 0,

et I'isomorphisme (*) en découle immédiatement. Ceci démontre la proposition 7.10. [

7.4.2 — Démonstration du théoréme B. Soient

r/:£7 d = —d—I—T’(g—l)'
n n
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Il existe d’apres [8], §4.6, un fibré vectoriel F' sur X de rang 1’ et de degré d’ tel qu’il existe un
fibré stable de rang r et de degré d tel que

R(E®F) = 0.
On note comme dans I'Introduction ©% ; le sous-ensemble de Us(r, L) constitué des points
correspondants aux fibrés stables E tels que h°(E® F) # 0.

Lemme 7.12 : Le groupe Pic(U(r, L)) est isomorphe a Z.

Démonstration. Puisque codimy .1y (U(r, L)\Us(r, L)) > 2, et que U(r, L) est localement fac-
torielle. il suffit de montrer que Pic(Us(r, L)) ~ Z. Le groupe de Picard de P§ est un quotient
de Z, car P} est un ouvert d’un espace projectif. Puisque codimy . 1)(U(r, L)\Us(r, L)) > 2,
Pic(Us(r, L)) posséde au moins un élément qui n’est pas d’ordre fini, et comme

Pic(Us(r, L)) C Pic(P3) d’aprés la remarque 1 de 7.3.5, on a Pic(Us(r, L)) ~ Z ~ Pic(P3), ce
qui démontre le lemme 7.12. 0

d
Proposition 7.13 : L’%image de Pic(Us(r, L)) dans Pic(P5) ~Z est le sous-groupe (r — 1)—Z.
n

Démonstration. On a d’aprés 7.3.5 des suites exactes
d
0 — Pic(Us(r, L)) — Pic(ly,) — Z/-7Z — 0,
n

0 — Pic(Ty,) — Pic(P}) — Z/(r — 1)Z — 0,
d’ou une suite exacte

0 —> Z/(r — 1)Z —> Pic(P3)/ Pic(Us(r, L)) — Z/%Z —0.

d

On en déduit que Pic(P5)/ Pic(Us(r, L)) posséde (r — 1)— éléments, ce qui démontre la propo-
n

sition 7.13. U

D’aprés le corollaire 4.3, le morphisme canonique
i : Pic(U(r,d)) — Pic(F(r,d))
est un isomorphisme. Posons
L:itoy: H(r,d) — Pic(U(r,d))

cf. §83). On note E; la restriction de E a P x X, et pour tout entier m on pose
L
O]pi (m) == OIP’L (m)“pi

Lemme 7.14 : On a v([F))g, = Op: (—(r - 1)%).
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Démonstration. Considérons la suite exacte
0 — Opyxx @C™" — Ep — pps (Op3 (-1)) ® L — 0.
On en déduit la suite exacte
0— Ops @ H(C"' @ F) — pps o(EL @ F) — Ops (-1) @ H(F ® L) —
— Ops QH(C"T'QF) — Rlpps J(EL® F) — Ops (1) @ H(F® L) — 0,
et 'isomorphisme
det(pp; 1 (Er @ F)) ~ Op; (=x(F @ L)) .

d
Le lemme 7.14 découle du fait que x(F® L) = (r —1)—. O
n

Pour démontrer le théoréeme B il reste a prouver ©% ; est une hypersurface de Us(r, L) et que
O(=0%.) =~ LUFDw.cp) -
Considérons le morphisme
a:Op (1)@ H(F®L) — Op: @ H(C"'® F)
du lemme 7.14. Puisque pps «(EL ® F) est de torsion, o est un morphisme génériquement bi-

jectif, dont le schéma des zéros est exactement fi'(05,). Il en découle que fz'(0% ) est
une hypersurface de P7. Les fibres de fg, étant de dimension constante, ©F; est bien une
hypersurface de Uy(r, L).

Le fibré v(—[F])g, est isomorphe au faisceau d’idéaux du schéma des zéros de «, et engendre
I'image de Pic(Us(r, d)) dans Pic(P5) d’aprés la proposition 7.13. Le fibré O(f]E_Ll(@%vL)) est une
puissance de v([F])g,. On doit donc avoir en fait

O(fz, (©%.)) = ¥(=[Fs, ,
d’ou

O(_ SFL) = L([F])\Us(r,L) .
Ceci achéve la démonstration du théoréme B.

7.4.83 — Démonstration du théoreme C. On démontre d’abord de la méme fagon que pour
U(r,L) que I'image de Pic(U,(r,d)) dans Pic(P®) est le sous-groupe engendré par Pic(J@)

d
et Ops ((r — 1)— ). Ensuite, comme dans les démonstrations précédentes, on montre que
n

f:0(=6F)) = ([Fe ,
d
et que ce fibré se met sous la forme Ops ((r — 1);) ® L, le fibré L provenant de Pic(J@).

Compte tenu du théoréme A, le théoréme C en découle immédiatement. On obtient aussi que
L(F]) = O(=©r) ,

ce qui montre comme indiqué dans I'Introduction que si F” est un fibré vectoriel sur X analogue
aF,ona

O(Op) = O(OF) @ det” (det(F') @ det(F)™") ,
(det(F') @ det(F)~! étant vu comme un élément de Pic(J@)).
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7.4.4 — Démonstration du théoréme D. Remarquons que
H(r,d) = Z+1Z[F],
Z désignant le sous-groupe de H(r, d) isomorphe a Pic” (X) (cf. §3). La partie (a) du théoréme
D découle immédiatement du corollaire 4.3.
Prouvons (b). Il suffit de montrer que la restriction de
L: H(r,d) — Pic(U(r,d))

a Z est injective. En effet, la composée
H(r,d) —= Pic(U(r,d)) — Pic(U(r, L))

est triviale sur Z et injective sur Z[F| d’aprés 7.4.2. Donc si la restriction de L a Z est injective,
il en est de méme de LL. D’aprés la proposition 7.10, il suffit, pour prouver I'injectivité de Lz,
de prouver celle de

det™ : Pic?(X) ¢ Pic(J@) — Pic(U(r, L)) .
Si Ly est un fibré en droites sur J@, on a, les fibres de det : U(r,d) — J@ étant projectives
et irréductibles

det*(det*(Lo)) ~ LO s
donc det” est injective. Ceci prouve (b).
Du théoréme C et de I'égalité L([F]) = O(—Op) on déduit
Pic(U(r,d)) = im(L) 4 Pic(J@) .
L’égalité
im(L) N Pic(J¥) = Pic¥(X)
est encore une conséquence du théoréme C et de la proposition 7.10. Le théoréme D est donc
démontré.

7.5 — Faisceau canonique et faisceau dualisant

On démontre ici les théoréemes E et F. On ne démontrera que le théoréme E, 'autre étant
analogue. Prouvons d’abord (a). On note Ty le fibré tangent de Us(r, d). On a un isomorphisme

fi(Ty) ~ R'pps.(E*®E),
et il suffit de calculer le déterminant de ce dernier faisceau dans Pic(P*). On a une suite exacte
(**) 00— Opsyx ®C ' — E — 7 (D) @ pi. (Ops(—1)) — 0,
d’ol1 une suite exacte
0 — Ops — Ops(—1) @ ppou (B* @ 1l (D)) — R'ppsn (B* @ C"7Y) — Rlpps, (B* @ E) — 0
(car d > 0). 1l en découle que
det(Rppe,(E* @ E)) =~ det(R'ppss(E*)) ™ @ det(Ops (1) @ ppen(B* @ 7 (D)) 7L .
En utilisant la suite exacte duale de (**) on trouve la suite exacte

0 — Ops @ C"™ — Ops (1) @ Rppoy (7] (D*)) — R'ppsy(E*) — Op- @ CTV9 — |
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d’ott un isomorphisme
det(R'ppsy(E*)) ~ det(Ops(1) @ Rpps.(nf (D*))) .
De méme, en utilisant la suite exacte duale de (**) on trouve l'isomorphisme
det(Ops(—1) ® ppes(E* @ 7 (D)) =~ det(ppes(my (D)) @ C 7 @ Ops(—1)) .
Si L est un fibré en droites de degré d sur X, on a
(L) = x(L) = d+1-g, h'(L) = x(L") = d+g—1,
donc
det(R'pp:s(EY)) =~ Ops(d+ g — 1) ® det(R'ppe. (7 (D))
et
det(Op:(—1) ® ppes(B* @ 7 (D)) =~ Ope((r — 1)(g — d — 1)) @ det(pps. (7 (D))" .
Finalement, on a
det(R'ppsr(E* @ E)) ~ Ops(2(r — 1)d) @ A" 1|
avec
A = det(pes.(mf (D)) ® det(pes.(nd (D))" .
Soit Fp un fibré vectoriel de rang 2r et de degré 2(—d + r(g — 1)). En utilisant la suite exacte
(**) on voit que
Y([Foe =~ Ops(=2d(r — 1)) ® det”(pw.(D @ px (Fo))) ,
d’ou
det(R'ppe (B ® E)) =~ ([Fo])z" ® det™(py. (D ® px(Fp))) @ A

ce qui démontre (a) (la formulation du théoréme E est légérement différente pour étre valable
méme si on n’a pas d > 0).

Prouvons (b). D’aprés [22] le faisceau dualisant d’une variété normale est divisoriel, c’est & dire
qu’il provient d’un diviseur de Weil de cette variété. Le faisceau dualisant de U(r,d) est donc
divisoriel. Mais cette variété est localement factorielle, donc tout diviseur de Weil de U(r,d)
est de Cartier, et par conséquent le faisceau dualisant de U(r,d) est localement libre. Il est
isomorphe & w, puisqu’il coincide avec w sur Uy(r,d) et que codimy.q)(U(r, d)\Us(r,d) > 2.
Ceci achéve la démonstration du théoréme E.

Remarque — Voici une autre démonstration du fait que le faisceau dualisant de U(r, d) est
localement libre : du fait que R*® est lisse, U(r,d) est une variété de Cohen-Macaulay (cela
découle du théoréme de Hochster-Roberts ([15], p. 153, [10, 11]). Et une variété de Cohen-
Macaulay localement factorielle est de Gorenstein, c’est a dire que son faisceau dualisant est
inversible (cf. [16]).
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