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Comment appliquer les chaines
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Nicolas Nisse! and Alexandre Salch? and Valentin Weber?

Unria & Univ. Nice Sophia Antipolis, CNRS, I3S, UMR 7271, 06900 Sophia Antipolis, France
2 Innovation & Research, Amadeus IT Group SA

Lorsqu’un avion approche d’un aéroport, il dispose d’un intervalle de temps (slot) tres limité (une vingtaine de mi-
nutes) pour atterrir. Si ’avion a du retard (2 cause des conditions météorologiques, a cause du retard d’autres avions,
ou si lui-méme a eu du retard au décollage), il perd son slot et il faut qu’un nouveau slot lui soit attribué par les
controleurs des opérations de la compagnie aérienne. Cependant, les slots d’atterrissage sont une denrée rare et, pour
qu’un avion A puisse atterrir a 1’heure, les controleurs doivent régulierement modifier I’attribution des slots d’autres
avions afin d’affecter un slot compatible avec I’heure d’arrivée de I’avion A. Ce probléme peut aisément étre modélisé
comme un probleme de couplage dans un graphe biparti. Malheureusement, dii au systéme mis en place pour permettre
ces échanges, les controleurs aériens ne peuvent effectuer leurs modifications qu’en effectuant deux types d’opérations :
soit attribuer a I’avion A un slot libre, soit donner a I’avion A le slot d’un avion B et attribuer un slot libre a ce dernier.
Le probléme devient donc le suivant. Soit G un graphe et M un couplage (ensemble d’arétes deux-a-deux disjointes)
de G. Comment calculer un couplage maximum pouvant étre obtenu a partir de M en utilisant uniquement des chemins
augmentants de longueur au plus k ? Ce probleme a déja été étudié dans le cadre des réseaux sans-fil car il fournit une
simple approximation au probleme de couplage maximum. Nous prouvons que, pour k = 3, ce probléme peut étre résolu
en temps polynomial, fournissant ainsi un algorithme efficace pour les contrdleurs aériens. Nous prouvons ensuite que,
pour tout entier impair k > 5, le probleme est NP-complet dans les graphes bipartis planaires de degré au plus 3.

Keywords: couplage dans les graphes, chemins augmentants

1 Introduction

Pour des raisons évidentes de sécurité, les autorités aéroportuaires doivent s’assurer que le nombre
d’avions atterissant dans une plage horaire donnée soit inférieur a la capacité de I’aéroport. Ainsi, les
aéroports disposent d’intervalles de temps (les slots) qui sont initialement attribués aux avions en fonc-
tion de leur planning d’arrivée. Bien siir, un avion ne peut se voir affecter qu’un slot qui soit compatible
avec son heure d’arrivée. Cependant, si un avion A prend du retard (<« pour une raison indépendante de notre
volonté »), les contrdleurs des opérations doivent lui attribuer un nouveau slot via le syst¢éme d’information
gérant ces échanges. Les réglementations strictes que respecte ce systeme font que seules deux opérations
sont possibles [MB10]. Soit un slot disponible est attribué¢ a 1’avion A, soit un slot S déja assigné a un autre
avion B est réattribué a A alors que B se voit attribuer un slot disponible S’. Dans les deux cas, le slot S doit
étre compatible avec les horaires de A et dans le second cas, S et S’ doivent étre compatibles avec les horaires
de B. Un exemple de scénario simple est représenté sur la Figure 1. Si plusieurs avions prennent du retard
et perdent leurs slots, la résolution de ces problémes devient difficile pour les contrdleurs des opérations
qui ne disposent pas d’outils pour réaliser ces modifications et doivent s’assurer < a la main > que tous les
avions vont récupérer un slot.

Le probleme de réaffectation des slots peut évidemment étre modélisé par un probléme de couplage dans
les graphes. Soit un graphe G = (V,E). Un couplage M de G est un ensemble d’arétes deux-a-deux dis-
jointes. Un sommet v est dit couvert par M si il existe e € M tel que v € e. Dans le cas contraire, v est dit ex-
posé. Le probleme du calcul de couplage maximum a été tres étudié et il est bien connu qu’il peut étre résolu
en temps polynomial [Edm65]. On note u(G) la taille d’un couplage maximum de G. Un ingrédient clé dans

Le version compléte de I’article ainsi que les preuves peuvent étre trouvées ici [NSW15]
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FIGURE 1: Exemple de scenario avec 6 slots et 4 avions. Chaque avion n’est relié qu’aux slots qui lui sont compatibles.
Initialement (gauche), les slots 1,2,4 et 6 sont attribués aux avions A,C, B et D respectivement (les arétes du couplage
sont représentées en gras). Apres un retard des avions A et D, les slots 1 et 6 ne leur sont plus accessibles (a). Si a partir
de (a), le chemin (A2C3) est augmenté (le slot 2 est réassigné a A et 3 est assigné a C), on obtient la configuration (b)
ol aucune réaffectation n’est possible (il n’existe aucun chemin augmentant de longueur au plus 3). Une autre solution
est d’augmenter le chemin (A4B3) (pour atteindre (c)), puis (D2C5) (Fig. (d)) ou tous les avions peuvent atterrir.

la plupart des travaux sur les couplages est la notion de chemin augmentant. Un chemin P = (vg,---,vx)
est dit M-augmentant si, vy et vy sont exposés et, pour tout 0 < i < k, ¢; = {v;,viy1} € M si et seulement
si i est impair. En particulier, un chemin augmentant a toujours une longueur k impaire. Un théoreme clas-
sique di a Claude Berge dit qu’un couplage M est maximum si et seulement si il n’existe pas de chemins
M-augmentants. En particulier, il est facile de vérifier que si P est un chemin M-augmentant, alors MAE (P)
est un couplage de taille |M|+ 1, avec E(P) I'ensemble des arétes de P et A la différence symétrique.
Lorsque 1’on passe du couplage M & MAE(P), on dit que I’on augmente le chemin M-augmentant P.

Le probleme de réaffectations des slots décrit dans le premier paragraphe peut étre modélisé ainsi. Soit
un graphe biparti G = (X UY,E). La partie X représente I’ensemble des avions et Y est I’ensemble des
slots disponibles. Il existe une aréte entre a € X et s € Y si le slot s est compatible avec 1’horaire d’arrivée
de I’avion a. Soit M un couplage de G qui représente une assignation initiale de slots a certains avions
(voir Fig 1 (a)). Le probleme de réaffectation des slots est alors équivalent a celui de calculer un couplage
maximum qui peut étre obtenu a partir de M en augmentant des chemins de longueur au plus 3.

Contributions. Nous considérons le probléme dont les entrées sont un graphe G = (V,E), un couplage
M C E et un entier impair k > 1. Soit y (G, M) la taille maximum d’un couplage de G qui peut étre obtenu
a partir de M en augmentant uniquement des chemins augmentants de longueur au plus k. Le probleme
consiste a calculer une séquence de chemins augmentants de longueur au plus k qui permettent d’obtenir,
a partir de M, un couplage de taille u(G,M). Insistons sur le fait que seuls des chemins augmentants
de longueur impaire peuvent étre augmentés. Dans les cas k € {1,3}, nous prouvons que la complexité du
probleme est équivalente a celle du couplage maximum classique (sans restriction de longueur) et donc qu’il
peut étre résolu en temps polynomial. Nous proposons un algorithme polynomial qui calcule une séquence
de chemins augmentants de longueur au plus 3 pour obtenir un couplage maximum dans ce contexte, aidant
ainsi nos amis contrdleurs. Dans un second temps, nous prouvons que, pour tout k > 5 impair, le probleme
est NP-complet dans les graphes bipartis planaires de degré maximum au plus 3.

Etat de I’art. Le premier algorithme polynomial pour résoudre le probleéme du couplage maximum dans
les graphes généraux est dii a Edmonds [Edm65]. Par la suite de nombreux travaux ont proposé des algo-
rithmes plus efficaces [HK73, MV80, DP14]. En particulier, les algorithmes dans [HK73, MV80] sont basés
sur I’augmentation de chemins augmentants dans 1’ordre croissant de leurs longueurs. Une telle méthode
donne une bonne approximation puisque n’augmenter que les chemins de longueur au plus 2k — 3 fournit
une (1 — 1/k)-approximation du probleme de couplage maximum [HK73].

Le probleme de couplage avec des chemins augmentants de longueur bornée a été étudié dans le contexte
des réseaux sans-fil car il fournit une bonne approximation du couplage maximum a 1’aide d’un algorithme
glouton simple. En particulier, il permet d’obtenir des algorithmes distribués pour le calcul de I’ordonnan-
cement des transmissions sujettes a des interférences [WS05, BSS09].
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2 Couplage maximum et chemins augmentants de longueur bornée

11 est facile de vérifier que, dans les cas M = @ ou k = 1 (M quelconque), le probleme de réassignation
peut étre résolu de fagon équivalente au probleme de couplage maximum classique. Lorsque k£ > 3, la
difficulté provient du fait que I’ordre dans lequel les chemins sont augmentés est important. Cela est illustré
sur la Figure 1 ot augmenter d’abord le chemin (A2C3) méne & une configuration non optimale qui ne peut
plus étre améliorée. En particulier, I’ordre dans lequel les chemins sont augmentés influe sur la création ou
non de nouveaux chemins qui peuvent étre augmentés. Par exemple, pour k = 5, soit le graphe composé
d’un chemin (1,---,7) et de 3 arétes {5,8},{8,9} et {9,10}. Le couplage initial est {{2,3},{4,5},{8,9}}.
Initialement, il y a 2 chemins augmentants de longueur au plus 5 : P, = (6,7) et P, = (1,---,6). Si I’on
augmente Py, alors il ne reste aucun chemin augmentant de longueur au plus 5. Au contraire, augmenter P>
< détruit > le chemin Py, mais < crée > le chemin P3 = (10,9,8,5,6,7) qui peut étre augmenté.

Théoreme 1 Soient un graphe G et un couplage M, une séquence de chemins augmentants de longueur au
plus 3 pour obtenir, a partir de M, un couplage de taille u3(G, M) peut étre calculée en temps polynomial.

Idée de preuve. La différence entre les cas kK < 3 et > 5 est que dans le premier cas, il est possible
d’ignorer les chemins augmentants créés au cours de ’augmentation de M. Soit (G, M) ’ensemble des
chemins M-augmentant de longueur au plus k dans le graphe G avec le couplage initial M. Pour k = 3,
nous prouvons (Propriété (x)) qu’il est toujours possible d’obtenir un couplage de taille u3(G, M), a partir
de M, en augmentant uniquement des chemins M-augmentants dans P3(G,M), c’est-a-dire sans utiliser
les nouveaux chemins augmentants qui pourraient étre créés lors de 1’augmentation d’autres chemins. Au
contraire, dans 1’exemple précédent pour k = 5, il est impératif de créer le chemin augmentant P; qui
n’appartient pas a P5(G, M) et de I’augmenter afin d’obtenir un couplage optimal. Cette propriété (*) nous
permet de prouver que 3 (G, M) peut étre facilement calculé a partir de uz(H,M') ot H est un graphe et M’
est un couplage de H qui peuvent étre calculés en temps polynomial et u3(H,M’) peut étre calculé comme
un couplage maximum <« classique >.

Plus précisément, étant donné G et le couplage M, toute aréte e ¢ M qui est incidente a 2 arétes de M
(aréte de type 1) et toute aréte e € M qui est incidente a un sommet de degré 1 dans G (aréte de type 2)
ne peuvent étre dans un chemin de P5(G,M). Soit (H,M') les graphe et couplage obtenus de (G, M) en
supprimant les arétes de type 1 (en conservant les sommets) et en supprimant récursivement les arétes de
type 2 (arétes et sommets). Soit x le nombre d’arétes de type 2 supprimées pour obtenir H. Grace a la
Propriété (x), nous prouvons que u3(G) = u3(H) + x. Finalement, pour tout graphe G’ et couplage M’ dont
toutes les arétes ne sont ni de type 1 ni de type 2 (comme c’est le cas pour H), nous prouvons que uz(G',M’)
peut étre calculé par un algorithme de couplage maximum “classique”. O

Théoréme 2 Pour tout k > 5 impair, calculer i (G,M) est NP-complet dans la classe des graphes G bi-
partis planaires et de degré maximum au plus 3.

Idée de preuve. La preuve consiste en une réduction de 3-SAT planaire. Soit ® une instance de 3-SAT
planaire avec n € N variables vy,---,v, et m € N clauses Cy,---,C,,. Pour tout i < n, soit o; le nombre
de clauses dans lesquelles la variable v; apparait (positivement ou négativement). Nous construisons un
graphe G (biparti planaire et de degré maximum 3) et un couplage initial M de G tel que . (G,M) =
IM|+m+Y,;<,0; si et seulement si @ peut étre satisfaite. En bref, pour k > 5, le graphe G est défini ainsi.
Pour toute variable v; qui apparait dans la clause C;, i < n, j < m, soit G;; le graphe obtenu d’un sommet
cij» de deux chemins (t;;,---,pij) et (njj,---, f;;) de longueur k — 1 et d’'un chemin (w;;,---,v;;) de lon-
gueur k —2 en ajoutant les arétes {c;j, p;},{cij,ni;j} et une aréte {p;;, w;;} (resp., une aréte {n;;,w;;}) siv;
apparait positivement (resp., négativement) dans C;. Le graphe G;; est représenté sur la Figure 2 (gauche)
avec les arétes du couplage initial représentées en gras. Ce sous-graphe contient seulement deux chemins
augmentants de longueur au plus k : 7;; le chemin de #;; a ¢;; et F;; le chemin de ¢;; a f;;. Intuitivement,
augmenter T;; (resp., F;;) revient a assigner la Variable v; a Vrai (resp., a Faux). Dans un second temps, les
graphes G;; correspondant a la variable v; sont combinés en un “cycle”. Soit J; = { j’i R jf,l,} I’ensemble
des indices j < m tels que v; apparait dans C;. A partir d’une copie de G;; pour chaque j € J;, les sommets
L i et f; i, sont identifiés et, pour tout 1 < ¢ < o;, les sommets S ji et Jioy sont identifiés. Cela permet de



Nicolas Nisse and Alexandre Salch and Valentin Weber

(&
([~
00 ()OO0 O@p o000

FIGURE 2: k = 7. (gauche) Graphe G;; et Clause-sommet Y; pour la variable v; apparaissant positivement dans la
Clause C;. (droite) Exemple de réduction pour ® = (bVcVd)A(bVcVe)AN(EVdVe)AN(bVdVeE) =X ANY AWANZ
avec Variables b,c,d,e et Clauses X = bV cVd (rouge) ,Y =bVcVe (bleu), W=2VdVe (marron) et Z=bVdVe
(noir). Les arétes du couplage initial sont représentées en gras.
s’assurer que, pour obtenir un couplage optimal, soit tous les chemins 7;;, j € J;, sont augmentés, soit tous
les chemins F;j, j € J;, sont augmentés. En d’autres termes, un couplage optimal correspond a une assi-
gnation des variables. L’ordre de J; dépend du plongement planaire de ® pour s’assurer de la planarité du
graphe. Ajoutons un sommet y; par Clause C;, j < m et, pour tout i < n tel que la variable v; apparait dans
Cj, une aréte {Y;,c;;}. Le point clé est que, si v; apparait positivement (resp., négativement) dans Cj, alors
augmenter 7;; (resp., F;;) crée un nouveau chemin augmentant R;; de y; a v;; (voir ex. sur Fig. 2 (droite)).
Si @ est satisfiable, il est possible d’obtenir un couplage de taille |M| +m + Y-, 0; a partir du couplage
initial M en augmentant, pour tout v; assignée a Vrai (resp., a Faux), les chemins T;; (resp., F;;) pour tout
J € J;. Puis, pour tout j <m, soit v; une variable satisfaisant la Clause Cj;, le chemin R;; peut étre augmentg.
Réciproquement, nous prouvons que la seule fagon d’obtenir un couplage de taille [M|+m+ Y, 0; est
celle décrite ci-dessus, correspondant & une assignation des variables qui satisfait P. O

Travaux futurs. La complexité du probleme dans d’autres classes de graphes (arbres, graphes cordaux...)
reste ouverte. Par ailleurs, est-ce que le probleme devient plus facile si I’on s’ autorise, en plus de I’augmen-
tation de chemins de longueur bornée, a inverser le couplage de cycles alternants de longueur bornée ?
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