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ANALIZA NIEGLADKA I METODY NIESTANDARDOWE W
ZAGADNIENIACH MECHANIKI CIALA STALEGO!

Wiestaw NAGORKO
ZDZISL AW NANIEWICZ
Czestaw WOZNIAK

Uniwersytet Warszawaki

1. Wstep

Gléwne kierunki rozwoju mechaniki ciala stalego sg wytyczane przede wszyst-
kim potrzebami wspélczesnej techniki i technologii. Badania podstawowe o cha-
rakterze teoretycznym w wielu dziedzinach mechaniki wymagaja jednoczesnie sto-
sowania nowych pojec i nowych metod matematycznych, gdyi czesto tradycyj-
nie stosowany aparat matematyczny okazuje sie niewystarczajacy do poprawnego
opisu i formultowania zagadnien. Ogdlnym celem tego opracowania jest pokazanie
pewnej wspdlzaleinosci niektérych nowych kierunkéw rozwoju pewnych dziedzin
matematyki. Dokonamy tego na przykladzie dwoch zagadnieri z zakresu mecha-
niki kompozytéw, ktére mjino dosy¢ szezegdlnego charakteru dobrze ilustruja taka
wspolzaleznoéé. Mechanika ‘materialéw kompozytowych jest bowiem jednym z
waznych kierunkéw rozwoju wspélczesne_] mechaniki ciala stalego, gdyz znaczenie
i przydatnosé

Takich materialéw do realizacji wielu mowoczesnych konstrukcji sa niemal
trudne do przecenienia; por. [1-3]. Oba podane nizej zagadnienia mechaniki kom-
pozytéw wymagaja (badZ co najmniej preferuja) stosowania pewnego "niekonwen-
cjonalnego” aparatu matematycznego wspélczesnej analizy, mianowicie tzw. ana-
lizy niegladkiej oraz analizy niestandardowej. W pierwszym przypadku bedziemy
mie¢ do czynienia z zagadnieniami nier6zniczkowalnymi (niegladkimi) i niewy-
puklymi, tj. nie prowadzacymi ani do réwnad réiniczkowych ani do zagadnied -
dajacych sie opisaé metodami analizy wypuklej, por. [4,5]. W drugim przypadku

1Opracowano na podstawie referatu problemowo-merytorycznego, przedstawionego W maju
1988 roku na seminarium nankowym Sekcji Mechaniki Ciala Stalego Komitetu Mechaniki PAN
dotyczacym najnowszych kierunkéw rozwoju mechaniki ciala stalego



wykazemy celowo$é wprowadzenia do mechaniki w spos6b écisty wielkosci "niesko-
ficzenie duzych” i "nieskoriczenie malych”, typowych dla analizy niestandardowej,
[6-8]; wielkoéci takie byly zreszta uzywane w mechanice lecz tylko jako pewne
intuicje fizyczne. '

Rys. 1. Schemat kompozytu warstwowego

Jako pierwszy przyklad zagadnienia mechaniki ciala stalego, ktdre prowadzi do
korzystania z nowych pojeé analizy matematycznej, podamy opis matematyczny
zjawiska delaminacji (rozwarstwienia) kompozytéw warstwowych (por. rys.1). Jest
to zjawisko utraty trwalego kontaktu pomiedzy warstwami (laminami) kompozytu.
Delaminacja jest zlozonym zjawiskiem fizyczmym. Pokazemy jednak, Ze nawet
najprostsze modele matematyczne delaminacji prowadza w naturalny sposéb do
niegladkich i niewypuklych zagadnier analizy matematycznej. Z zagadnieniami
takimi mamy do czynienia oczywidcie nie tylko przy prébach opisu w ramach me-
chaniki zjawiska delaminacji, lecz takie tam, gdzie nastepuje mozliwos¢ utraty
spéjnoéci materialu lub elementéw konstrukcji, przy czym utrata ta ma charakter
nieodwracalny. Jednoczeénie zwrécimy uwage na pewne nowe narzedzia mate-
matyczne jak np. nieréwnoéci hemiwariacyjne [9], mogace byé podstawa analizy
teoretycznej i badari numerycznych takich zagadmien mechaniki. Przyklad de-
laminacji nie zostal wybrany przypadkowo lecz ilustruje, naszym zdaniem, pewne
tendencje rozwojowe we wspélczesnej mechanice ciala stalego, zmievzajace do opisu
w ramach mechaniki kontinuum takie zjawisk o charakterze nieciaglym”.

Jako drugi przyklad zastosowania w mechanice ciala stalego nowych pojeé
matematycznych podamy pewna metode formulowania uproszczonych (”zhomo-
genizowanych”) modeli matematycznych kompozytéw o strukturze periodycznej.
modele takie formulowano dotychczas albo na podstawie ogéinych przestanek heu-
rystycznych, por. [1,2], albo stosujac rézne warianty analizy asymptotycznej, por.
[10,11]. Tu z kolei pokazemy, ze aparat analizy niestandardowej prowadzi w sposéb
prosty, scisly i zgodny z fizyczna intuicja do opisu makro-wlasnoéci kompozytéw
periodycznych, bez potrzeby stosowania przejéé grancznych i twierdzen asymp-
totycznych. Analiza niestandardowa znajduje oczywiscie takze inne mozliwoéci



zastosowalh w mechanice, por. [12,13].

Opracowanie nie ‘ma charakteru przegladowego zaréwno w zakresie mechaniki
kompozytéw jak i w zakresie wprowadzanego aparatu matematycznego. Tym sa-
mym nie bedziemy omawiaé historii i bibliografii probleméw, ograniczajac sie do
zacytowania tylko kilku podstawowych prac i monografii. Nowe pojecia matema-
tyczne wprowadzamy w spos6b raczej szkicowy, bardziej podkreflajac ich zwiazek
z fizyczna strona omawianych probleméw mechaniki niz z bogatym aparatem
pojeciowym wspdélczesnej analizy matematycznej. Jako cel stawiamy sobie bowiem
zainteresowania czytelnika pewnymi wspélzaleinosciami wspdlczesnych kierunkéw
rozwoju mechaniki ciala stalego i matematyki, a nie analize wybranych zagadnier
z mechaniki kompozytéw.

2. Delaminacja kompozytéw warstwowych

. Zjawisko delaminacji kompozytu warstwowego jest scifle zwiazane z faktem,
ze material wiazacy poszczegllne laminy nie jest w stanie przenies¢ dowolnych
naprezen interlaminarnych. Przyjmujac, ze sily te zaleza od skoku wektora prze-
mieszczenia na powierzchni rozdzielajycej posiczegdlne warstwy stajemy przed
problemem wlasciwego doboru relacji miedzy tymi wielkoéciami. Jest rzecza
oczywista, ze uwzglednienie mozliwosei trwalego rozwarstwienia nie pozwala na
okreflenie w sposéb jednoznaczny sit interlaminarnych w zaleznoéci od skoku we-
ktora przemieszczenia. Istnieje jednakie ewentualno$é okreslénia zbioru dopu-
szczalnych naprgzen interlaminarnych odpowiadajacych danemu stanowi przemie-
szczenia kompozytu. Zbiér ten wyznaczony byé moze przy pomocy funkcji energii
materialu wiazacego okreflonej na powierzchai rozdzielajacej laminy. Trudnoéé,
" jaka si¢ w tym miejscu pojawia, polega na tym, e omawiana energia nie jest ani
funkcja r6zniczkowalna, ani funkcja wypukla. Zatem zwiazek "naprezenia interla-
minarne — skoki przemieszczenia” nie moze byé zdeterminowany za pomoca kla-
sycznego operatora subréZniczkowego analizy wypuklej. Zmuszeni jesteSmy uciec
sie do ogdlniejszego pojecia, jakim jest uogolniony gradient Clarke’a funkcji lo-
kalnie lipschitzowskich. Okazuje sie, Ze uogélniony gradient funkcji energii mate-
rialu wiazacego przyporzadkowuje dopuszczalnemu skokowi wektora przemieszcze-
nia akceptowalny fizycznie zbior mozliwych dla danego stanu deformacji sil intesla-
minarnych. Fakt ten stanowi klucz do wyprowadzenia wariacyjnego sformulowania
zagadnienia delaminacji kompozytu warstwowego, ktére to sformulowanie przyj-
muje postaé tzw. nier6wnosci hemiwariacyjnej. Nieréwnosci hemiwariacyjne sg
obecnie przedmiotem intensywnych badan analitycznych i stanowis bardzo cie-
kawe narzedzie matematyczne do formulowania i badania wielu nieklasycznych
zagadnied mechaniki ciala stalego, por. [9].



Zal6zmy, ze kompozyt warstwowy zajmuje w stanie naturalnym obszar 2 C R
i jest sump, skorficzonej liczby warstw 4; , i = 1,...,n tzn. 2 = %, A;. Oznaczmy:

n—1 u
A=Ua,  T={JoMunaoe.
=1 =1

Powierzchnie interlaminarne IT zorientujemyza pomoca jednostkowego pola we-
ktorowego N, (rys.1). '

Niech #: A — R® i o: A — R® oznaczaja odpowiednio pole wektora przemie-
szczenia i pole tensora naprezenia.

Oznaczmy przez [u] skok wektora przemieszczenia na IT oraz przez [u]y i [u]p
jego skladowe normalnj i styczna, tj.

[ = WvN + )y, [y =[] N, [ul; = [4] - [u]¥N.

Pomijajac sily inercji oraz zakladajac, ze na powierzchniach interlaminarnych
nie przylozone sa zadne sily zewnetrzne otrzymujemy nastepujacy uklad réwnan
rownowagi, rownai konstytutywnych i warunkéw brzegowych:

oijg+pbi=0 w4,
bij = ijmeij(u) w4,
: Oijnj =p;  ma Off2, (2.1)
Ui = Ugp na 09,4,
a;';N_," =o;Nj=t na I,

gdzie b jest wektorem sil masowych, p - gestoicia, p - obciazeniami
zewnetrznymi, C — tensorem sprezystosci, ¢tN i o~ N sa §ladami wektora
naprezenia na II, natomiast # z uwagi na zwiazek (2.1) moZemy interpretowaé
jako naprezenie interlaminarne na I7. 2

’Wanmek nieprzenikalnodci
Wykluczamy mozliwoéé przenikania sa,ma,du_]a,cych warstw. Oznacza to, ze do-
puszczamy tylko takie stany deformacji, dla ktérych spelniony jest warunek:

[ulv > 0. (22)

Traktujac powyzsza nieréwnoéé jako ograniczenie na deformacje postulujemy
istnienie sil reakcyjnych ry utrzymujacych te ograniczenia. W zwiazku z ogélna
zasady wigzéw [13], zwiazek pomigdzy [u]n i rn da si¢ przedstawié¢ w postaci:

0 jesi [uln>0

rN€S Ry jedli [uly=0 . - (2.3.)
0 jedli [uly <O L



Nastepnym postulatem jest zaloZenie, ze calkowite naprezenie interlaminarne
t stanowi sume:
t=ryN +s, (2.4)

gdzie 8 jest naprezeniem interlaminarnym zwiazanym z wlasnosciami konstytutyw-
nymi materialu wigzacego.
Celem okreélenia warunku delaminacji zdeﬁmu_]emy funkcje:

A([u]) = '1“2")%1([“])\7)2 + 5‘77""”2 - a,

gdzie stale dodatnie 4y i yr interpretujemy odpowiednio jako moduly rozciagania
i Scinania materialu wiazacego laminy, natomiast stala dodatnia a charakteryzuje
poziom energetyczny materialu wigzacego, przy ktérym nastepuje rozwarstwienie
kompozytu.

Warunki delaminacji
Przyjmiemy nastepujace warunki delaminacji:

[ —Sn = n[ulv
-8t = yrluly jesti F(fu]) <0

-5n € [0, 7n]{u]n]

| -Sre(0,9rluly] esli ¥ =0 ° (25)
"'SN =0
| —57=0 jedli 7([u]) > 0

gdzie: Sy = S;jN;N;, St =(S81;), St; = SijNj — SnN;.

Z uwagi na nieodwracalny charakter badanego zjawiska zakladamy, ze po dela-
minacji w danym punkcie energia wiazania pozostaje réwna 0 (warstwy nie moga
si¢ same sklei¢). Mamy wtedy do czynienia jedynie z jednostronnym kontaktem
sasiadujacych warstw.

Warunki (2.3), (2.5) mozemy zapisaé w jednolitej postaci wprowadzajac
nastepujace wielkodci:

a8, 58 B2

aimlm([u]}v)—{ {r:r(v~[uln) <0, Vv >0} ﬁ mzzg ’

-{I s e



.,((..1 +h + dw) ~ y([u] + b) 2.7)

7°({s); w) =lim su S
A\,D
8,([u]) = {s € B*: F([u}w) > w-s, Ywe R%), (2.8)

gdzie dindg,  jest subréimiczka funkeji indykatorowej zbioru R, , natomiast 3y
jest uogélnionym gradientem Clarke’a funkcji v, ktéra interpretujemy jako funkcje
energii materialu wiazacego.

Po prostych rachunkach otrzymujemy nastepujaca postaé warunkéw (2.3) i
(2.5):

- ry € dindp_ ([uln), ) : (2.3)

- 8 € dy(fu). (2.5)
Ostatecznie stwierdzamy, ze uklad podstawowych relacji zagadnienia delamina-
cji kompozytu warstwowego sklada si¢ z réwnai réwnowagi (2.1) , réwnas konsty-
tutywnych (2.1) , warunkéw brzegowych (2.1) oraz z warunkéw nieprzenikalnosci
i delaminacji (2.4),(2.3") i (2.5').
Korzystajac z lokalnej postaci tego ukladu mozemy sforrmulowaé jego waria-
cyjny odpowiednik. W tym celu polézmy:

V={ve L}(2)3: 9|4, € B (A:)?, k=1,.,n, T.0=1u0}, (2.9)

gdzie L?(2) jest przestrzenia funkcji calkowalnych z kwadratem w 2, H(A;)
oznacza przestrzen Sobolewa faunkcji calkowalnych z kwadratem w A. wraz ze
swoimi pechodnymi dystrybucyjnymi pierwszego rzedu, oraz gdzie 7, jest opera-
torem §ladu na I',. V interpretujemy jako przestrzen przemieszczen kmematyczme
dopuszczalnych.

Ponadto zdefiniujemy: — biliniowa, formq teom sprezystoéci:

a(w,v) = / C.-,-;,,s;,-(n)eu(u)dﬂ, u,9€V, (2.10)
4

— funkcjonal f € V* sil zewnetrznych dzialajacych na kompozyt:

<fo>L [pb-va2+ [p-vis; wev, (2.11)
2 an

gdzie V* jest przestrzenia sprzezong do V, < -,- > jest forma, bllxmowq naV*xV,
e ca.}.kow1tq energie materialu wiazacego:

J(w) = / v(uDds, weV, (2.12)
7



— zbior przemieszczeni kinematycznie dopuszczalnych spelniajacych warunek nie-
przenikalnogci:
K={sweV:[uly >0 na IT}. (2.13)

Niech:

7°(%v) = imsup J(ut+h+iv)—J(u+h)

R0 A ’
AND

oznacza uogdlniona pochodng kierunkowga funkcjonalu J. Wéwcezas zasada prac
wirtualnych dla zagadnienia delaminacji przyjmuje postat nastepujacej nieré6wno-
§ci hemiwariacyjnej:

(2.14)

a(a,o~a)+ < f,o—a>+J%wv—u) 20, Voe K,  (215)

gdzie # € K jest poszukiwanym polem przemieszczenia. Powstaly naturalnie pro-
blem istnienia rozwiazania powyzszej nieréwnoéci mozna wyrazié za pomoca mul-
tifunkcji:

A+0J +0Ig,

gdzie < An, 2 >= a(8,9) YV, € V jest operatorem Lamé, §J jest uogélnionym
gradientem Clarke’a funkcjonaln J, tzn:

8J(w) = {v" e V" : J(u;9) >< v",v>, VveV},
natomiast @Ik jest subrdzniczka funkeji indykatorowej zbioru K, tzn:
AMg(a)={r* eV <o 9-u><0, Vve K}
Stawiamy nastgpujace pytanie: czy istnieje taki element u € K , dla ktérego:
f € Au+ 8J(u) + k(). . (2.16)

Zasadunicze problemy pojawiajace sie przy rozwiazywaniu powyzszego zaga-
dnienia polegaja na tym, Ze multioperator #J nie jest monotoniczny (energia
wigzania nie jest funkcja wypukla). nie mozemy wiec poslugiwaé si¢ przy jego
analizie wylacznie teoria nieréwnosci wariacyjnych, ktérej metody, jak dobrze wia-
domo, pozwolily w ostatnich latach rozwiazal taki wiele interesujacych niekla-
sycznych probleméw mechaniki, por. np. [9]. Musimy rozszerzy¢ nasz aparat
matematyczny o nowe srodki stwarzajace mozliwoié rozwiazania sformulowanego
tu zagadnienia. Wykazemy, ze metody teorii odwzorowan pseudo-monotonicznych
oraz nogdlnionych pseudo-monotonicznych. stanowia taki srodek i jak sie wydaje
moga przynieéé w najblizszej przyszloéci istotny postep w badaniach innych nie-
wypuklych zagadniefi mechaniki ciala stalego.

Celem zaprezentowania teorii odwzorowan pseudo-monotonicznych udowo-
dnimy istnienie rozwiazaii zagadnienia delaminacji (2.16) w dowolnej ustalonej



chwili t. Dla uproszczenia rozwazan przyjmiemy, ze w swojej historii do chwili ¢
kompozyt nie ulegl delaminacji w zadnym punkcie powierzchni interlaminarnych
oraz ze kompozyt jest zamocowany na brzegu w ten sposéb, ze kazda z jego warstw
jest utwierdzona na czesci swego brzegu, tzn: '

o =0 na I, mes(ly N0AK) >0, k=1,..,n. (2.17)

Dowéd istnienia rozwiazania zagadnienia (2.16) bedzie polegal na uzasadnieniu,
ze odwzorowanie A + 8J + 0Ik jest surjekcja. W tym celn zauwaZmy, ze wobec
(2.17) oraz dzieki nieréwnosci Korna operator A spelnia nier6wnosé:

< Av,9 >> c|jo]j}, VeoeV.

Jest on zatem maksymalnie monotonicznym koercytywnym operatorem z V do V™.
Maksymalna monotonicznoéé 8k jest konsekwencja wypuklodci i domknietosc
zbioru K w V, [4]. PrzejdZmy teraz do wlasnosci odwzorowania dJ. Udowodnimy
ponizej, ze jest ono pseudo-monotoniczne, tzn. spelnia nastgpujace warunki [14):

(i) 8J(v) jest niepusty, wypukly, domkniety i ograniczony dla kazdego v € V;
(ii) 8J jest pélciagly dolnie z V do V* (V* wyposazona w slaba topologie);

(iii) Jesli v, — v, v} € 8J(v;) oraz limsup < v3,9,—v >< 0, to dla kazdego
w €V istnieje o*(w) € 0J(v) taki, ze:

liminf < ¥3,0, — @ > > < v*(w),0-w>,

gdzie ”—” oznacza slaba zbieznosé w V.

Przyjmijmy teraz, ze dowdd pseudo-monotonicznosci 8J zostal juz przeprowa-
dzony. Woéwczas majac na uwadze fakt, ze A + @Ik jest maksymalnie monote-
piczny oraz 0 € dom(A + 8Ik)', wnosimy na mocy twierdzenia 8 ([14], 5.283),
ze A+ 8J + 8l jest odwzorowaniem regularnym wspélliniowym pseudo-
monotonicznym (w terminologii [14]). Ponadto, z koercytywnosci A latwo wnio-
skujemy koercytywnos¢ A+ 8J + 8Ix . Zatem wobec Twierdzenia 2 ([14], 5.263)
A+ 8J + 08Ik jest surjekcja, tzn:

R(A+8J +0Ix)=V",

gdzie R oznacza obraz danego odwzorowania. Tym samym istnienie rozwigzania
zagadnienia delaminacji (2.13) jest uzasadnione. Celem skompletowania dowodu
winniSmy jeszcze wykazaé pseudomonotonicznosé 8J. Zauwazmy w tym celu, ze
funkcja 7 dana przez (2.6) spelnia nastepujace zwiazki:

h(z) - 1)l < kliz - 9lfk, V=9 € B, (2.18)

1”dom” oznacza dziedzing efektywna odwzorowania.




dla pewnego k > 0, czyli v jest funkcja lipschitzowska, oraz:
(-7)°=:9) = (-7) (%9), Vz,p€ B, (2.19)
gdzie:

(—7)'(3;7) - ’]\J{% (_7)<z + Az) - (_7)(3)’

czyli —v jest funkcja regularna w sensie Clarke’a, [15]. Zdefiniujmy funkcjonal
J : L3(IT)® — R kladac:

J(w) = / F(w)dll, we L. (2.20)
I .

Otrzymujem,y wéwczas nastepujacy zwiazek pomiediy J danym przez (2.12) a J:
J(u)=J([4]), weV. (2.21)

Z (2.18) wynika, ze J jest lipschitzowski w L2(IT)3, co z kolei, dzieki ciagloci
operatora [-] oraz (2.21) implikuje:
W)= I@) = 170 - ToD)] < e I [s] - [o] zz,, <

< éflu-vlv, VuveV, (2.22)

gdzie ¢ 1 € sa stalymi dodatnimi. Oznacza to, Ze J spelnia warunek Lipschitza
w V. Jest rzecza znana, ze uogdlniony gradient Clarke’a takiego funkcjonalu
spelnia warunki (i) oraz (ii), [15). Winniémy zatem skoncentrowaé si¢ na wy-
kazaniu warunku (iii). ZaléZmy wobec tego, z2e v, — 9, v, € 8J(v,) oraz
limsup < 5,9, — 9 >< 0. Wykorzystujac oczywista nieréwnosé:

Jo(ﬂ; v) < f"([u]; [v]), Yu,v €V, (2.23)
gdzie: s i .
J°([u); [v]) = ufiffp'J (w] + b+ ,\[:]) - J([t\s] +h)
et

oraz (222) dochodzimy do oszacowania:
1< 20 =9>] < ellio,] - Bllzamy- (2:24)

Nastepnie, ze zwartoéci operatora sladu 7 : H'(Ax) — L*(0A), [16], wynika
zwartoéé operatora skoku [-]: V — L2(IT)3, co pociaga za soba silna zbieznosé:

el w DY



Stad na mocy (2.24): :
lim < v},0, — 9 >=0. (2.25)

W wyniku tego:
liminf < 03,9, — @ >=liminf < v}, v—w > (2.26)

dla dowolnego @ € V.

Poniewai J jest lipschitzowski, ciag (v}}) jest ogramiczony w V*. Zatem, wobec
(2.26), celem udowodnienia warunku (iii) wystarczy pokazaé, ze kazda staba gra-
nica ciagu (v)) jest elementem 8J(v). Nie tracac ogdlnoéci rozwazai mozemy
przyjat, ie v — v*. Z (2.19) wynika, 3¢ —J jest réwniei regularny w sensie
Clarke’a. Stad: '

P(w) = (-J) (w—v), Vuvel} Oy,
co pociaga za soba;
P(u0) = Pufilo]), VaoeV. (2.27)

A wiec nieréwno$é (2.23) jest w istocie réwnoécia. Fakt ten wraz z pélciagloscia
gérna, J°(-,-) w L2(IT)® x L*(H)?, [15], oraz ze zwartoscia operatora [-] pozwala
na stwierdzenia, ze J°(-,-) jest slabo pélciagla gérnie funkcja w V x V, tzn:
lim sup J%(2,;0) < J%v,w), YweV. (2.28)
Ostatecznie, biorac pod uwage:
Jo (v w) 2< v, w>, VYweV,
oraz (2.28) dochodzimy do:

Jo(v;w) 2<v",w>, VwelV.

Oznacza to, z2e v* € 8J(v). Co bylo do okazania.

3. 'Homogenizacja mikrolokalna kompozytéw periodycznych

" Sposréd cial materialnych wyrdinié mozna kompozyty o strukturze periodycz-
nej. Jedli kompozyty te skladaja sig z niewielkiej liczby powtarzajacych sie czesci,
to badaé je mozna w ramach teorii mechaniki cial stalych. W przypadku gdy ko-
moérek tych jest "duzo”, to przy takim podejScin napotyka sie na ogdl na znaczne
trudnosci analityczne. Pojawia sie wiec potrzeba konstrukcji teorii uproszczonych.



Takie modelowanie uproszczone jest znane i okreslone terminem teorii oérodkéw
"wsrednionych” albo zhomogenizowanych. Do najbardziej znanych metod homoge-
nizacyjnych nalezy homogenizacja asymptotyczna [10-11]. Prowadzi ona, migdzy
innymi, do poszukiwania rozwiazania zagadnienia na komérce podstawowej, jed-
nak rozwiazanie takiego problemu na ogét wcale nie jest prostsze od poszukiwania
rozwiazania wyjéciowego. Przedstawiona w tej pracy metoda homogenizacji zwana
homogenizacja mikrolokalna oparta jest na pracach [17-18]. Rézni si¢ ona przede
wszystkim tym od metod znanych, ze bazuje na nieklasycznej analizie matematycz-
nej tzw. analizie niestandardowej [6]. W konsekwencji schemat zalozen tej teorii
i uklad relacji modelujacych jest inny i nie prowadzi do rozwiazywania problemu
dla komoérki podstawowej.

Kompozyty, ktére poddamy homogenizacji opiszemy najpierw na gruncie zna-
lizy klasycznej. nie zawezajac ogdlnosci rozwazan ograniczymy sie do periodycz-
nych kompozytéw sprezystych. Przyjmijmy, ze {2 jest konfiguracja rozwazanego
kompozytu; @ C R3 . Z zalozenia o periodycznoéci kompozytu wynika, ze
znany jest rozklad obszaru 2 = U4, A = 1,2,..,7 oraz dany jest wektor
E=(£%, ¢ € Ry, Kk =1,2,3 taki, ze kazda czeil 24 jest obszarem
translacji zbioru C = {X € R3; |X*| < 0.5¢*} o pewien vektor (£né*) i n sa
liczbami naturalnymi. Niech tensor B*™" bedzie tensorem stalych sprezystoéci
ciala, wtedy dla X i X 4+ § zachodzi:

Bk!mn(x) = Bklmn(x +£) (3_1)

Wyodrebniony kompozyt sprezysty o strukturze periodycznej opisa moina
znanymi relacjami teorii spreiystoéci. I tak, jeSli przez u oznaczymy wektor
przemieszczenia, przez b sily masowe a przez p obciazenia powierzchniowe to
podstawows relacja liniowe]j teorii sprezystodci jest:

mn

./(Bumun’[" - bkvk)dv = /p"v;,,da, V”AE v, (3‘2)
o o

gdzie V jest przestrzenia przemieszczed wirtualnych. Relacja (3.2) z warunkiem
(3.1) opisuje periodyczny kompozyt sprezysty. Jest wiec to opis klasyczny, linio-
wej tearii sprezystoéci. W opisie tym dla danego kompozytu sformulowaé nalezy
problem poszukiwania przemieszczes przy zadanych b i p. W takim sformulowaniu
zlozenie periodycznosci kompozytu nie upraszcza poszukiwania rozwiazai.

Jezeli kompozyt zlozony jest z "duzej” liczby komdrek periodycznosci to to,
czy jest ich dwa, trzy czy tez n razy wiecej nie powinno wplywal na rozwiazanie
problemu, tzn. rozwiazanie problemu dla kompozytu o m komoérkach czy dla kom-
pozytu o m = nm komérkach powinno sie réznié "pomijalnie malo”, jedno po-
winno ”aproksymowac” drugie. Przedstawiona wyzej argumentacja moze by¢ ujeta
formalnie w postaci pewnej hipotezy zwanej hipoteza homogenizacyjna [18].



W celu sformulowanta tej hipotezy rozpatrzmy kompozyt, dla ktorego £2, » b
sa takie jak poprzednio, wektor { jest pomniejszony n-krotnie, n € N, tzn. { =
£/n za$ stale materialowe sa postaci:

BFmr(X) = BMmr(n X)), (3.3)

Z (3.1) wynika, ze B¥mn jest teraz funkcja o okresie § zas.skoro 2 sie nie
zmienilo, to komérek periodycznoéci jest n® razy wiecej.
Relacja (3.2) przyjmie dla tego ciala postaé:

/(Bklmnuk JVk] — b vk)d‘u = /p vkdv veEV. (34)
a9

Oznaczmy przez P problem okreSlony zwiazkami (2.9) - (3.2), zaé przez
P, zwiazkami (3.3) - (3.4). Bedziemy zakladaé, Ze problem P jest aproksy-
mowany. przez problem P, tzn. Ze okreflona jest w pewien sposéb aproksy-
macja rozwiazania problemu P przez rozwiazanie problemu F,. Relacje apro-
ksymacji oznaczymy przez =. ZaloZenie o aproksymacji nazywamy hipotezs
homogenizacyjna i formulujemy w postaci:

P=P, neN, (3.5)

j. "problem P jest aproksymowany przez problem P, dla kazdegon € N”. O re-
lacji = zakladamy, Ze zachodzi dla przemieszczeri (globalnie) i naprezesd (lokalnie)
U=2U, dla X € £2:

T=T, dla X €A,

gdzie A jest komérka podstawowa.

W dalszym ciagu skonstruujemy model kompozytu w oparciu o analize
niestandardows. W tym celu przytoczymy niektére fakty [6].

Struktura analizy niestandardowej (tj. zbiér liczbowy i relacje na hczbach)
ktéra oznaczmy przez *M, jest rozszerzeniem struktury analizy klasycznej opartej
na zbiorze liczb rzeczywistych, ktéra oznaczymy przez M. Struktura *M cha-
- rakteryzuje si¢ miedzy innymi tym, ze kazda relacje a € M mozna jednoznacznie
rozszerzy¢ do “a € *M. Taka rozszerzona relacje nazywa si¢ standardowa. Re-
lacja standardowa bedaca zbiorem nieskoiczonym jest istotnie rézna od a, gdyz
zawiera takze elementy niestandardowe. I tak, rozszerzeniem zbioru R, liczb rze-
czywistych jest zbiér "R, ktéry zawiera R, wszystkie liczby postaci r + ¢, gdzie
r € R a ¢ jest inifinitesymalna oraz liczby nieskoriczone 1/e. Zbiér infinitezy-
malnych Mon(0) zawiera 0 oraz wszystkie liczby niestandardowe nie nalezace do
R i takie, ze ich wartosé bezwzgledna jest mniejsza od kazdsj liczby r € R, .
Wykazuje sie, ze zbiér ten zawiera nieskoriczenie wiele elementéw. W przestrzeni
*R mozna okresli¢ relacje: .

a~b<=> a,b skoficzone, a— b€ Mon(0).



PrzejdZmy teraz do modelu niestandardowego rozpatrywanego kompozytu. W
ujeciu tym konfiguracje ciala bedzie obszar standardowy *2 C *R3, tj. zbiér
wszystkich Y = X +¢, gdzie & = (¢F), k= 1,2,3, ¢¥ € Mon(0)i X € .
Funkcje *BFImn sk =pk =k sk maja w strukturze niestandardowej swoje
standardowe rozszerzenia *BX"™n sk stk wk ktére sa funkcjami okreslonymi
na *f2 o wartosciach w R.

W dalszym postepowaniu istotne jest wykorzystanie nastepujacego faktu z ana-
lizy niestandardowej; jezeli relacja (3.5) zachodzi dla kazdego naturalnego =, to
istnieje liczba naturalna nieskoiczona w € *N\N taka, Ze spelniony jest zwiazek:

*P*xP,. (3.6)

W zwiazku (3.6) P jest standardowym rozszerzeniem problemu P, *2 standar-
dowym rozszerzeniem relacji &, za§ P, przyjmuje postaé:

/(ﬁklm“ﬁ*’ﬁm’n _*bk,,-,k)dv = /'p"t_)kda, veV, (_3~7)
a9 30

gdzie:
Bkmn(X) = *B(wX). (3.8)

Funkcje %, & wystepujace w (3.7) sa funkcjami niestandardowymi nalezacymi do
V.
Zgodnie z (3.8) funkcje B¥™" g3 okresowe o okresie ¢ = £/w czyli okresie
infinitezymalnym. Rozwiazanie problemu (3.7) — przemieszczenie % rézni sie od
standardowego rozszerzenia rozwiazania problemu (3.2) *u o czes¢ infinitezymalna:
X)) = (X)) + uf(X),
gdzie: uk =¥ —uF ~0.

Przemieszczenia %* s3 wiec suma dwu skladnikéw: wektora przemieszczenia
calej komérki *u, tzw. wektora "makro” oraz wektora ug opisujacego zachowa-
nie sie komérki w jej wnetrzu — przemieszczenia "mikro”. Przemieszczenie mikro
jest pomijalnie male wzgledem przemieszczenia makro. Jednakze gradienty tego
Przemieszczenia moga. juz przyjmowad wartosci rzeczywiste rozne od zera a wiec
nieinfinitezymalne.

Kolejnym zalozeniem, jakie wprowadzamy, jest zalozenie o istnieniu wiezéw
mikrolokalnych. Wiezy te ograniczaja klase funkcji niestandardowych uf do funkcji
postaci: : :
#5(X) = ha(X) T (X),
gdzie he: *R® —» R sa funkcjami infinitezymalnymi ho(X) ~ 0, X € *2
okresowymi, o okresie £ i oscylujacymi, tzn. calka po komérce periodycznosci A
jest réwna 0.



Funkcje h, stanowia baze w podprzestrzeni skoiczenie wymiarowej "V i otrzy-
muje si¢ je z funkcji standardowych [,, okresowych o okresie £ i oscylujacych w
nastepujacy sposéb: i ,
ho(X) = = Ta(wX). (3.9)

Funkcje (3.9) sa dane i nazywa si¢ je funkcjami ksztaltu.

Funkcje *¢*: *2 — *R® sa funkcjami standardowymi i funkcjami poszukiwa-
nymi. Nazywa sie je parametrami mikrolokalnymi.

Zgodnie z tym co napisano wyzej, poszukuje sie rozwiazan w klasie funkcji:

#*(X) = 5 (X) + ha(X) ¢ (X). (3.10)

Zwiazek (3.10) okresla wigzy mikrolokalne dla kompozytu periodycznego.

Relacje (3.7) — (3.10) stanowia komplet relacji modelujacych kompozyt mi-
kroperiodyczny. Otrzymano je z relacji klasycznych opisujacych kompozyt perio-
dyczny (3.1) - (3.2) oraz z zalozenia (3.6) — hipotezy homogenizacyjnej. Drugim
w tym modelu i ostatnim zaloZzeniem jest przyjecie wiezé6w w postaci (3.10).

Przedstawiony model bedzie uiyteczny jezeli okaze sie, Ze mozna w nim wy-
prowadzié proste zwiazki na poszukiwane funkcje u* i ¢*¥ . Wprowadzimy teraz
te zwiazki.

_ Niech w *R3 dana jest siatka punktéw:

A={X: X=ne, n=0,41,42,..}n"0Q,

oraz A = AN*91.

Zakladajac, ze wszystkie komérki periodycznoéci majace punkt wspélny z A
naleza do *f2 zwiazek (3.7) po podstawieniu w nim wiezéw (3.10) zapisaé moina
w postaci:

S | B Curtvim + Ban "tk T + hoy G Omnt
YGAA(Y)

+ ha.,lhb,n qk T - ‘bk k]dv Lo Z / ‘pk *vida, (3.11)
Y€d4 gA(Y)ron
gdzie A(Y) jest komdrka periodycznodci zawierajaca punkt Y, zaé *r}, “v; sa
funkcjami wyznaczajacymi przemieszczenia wirtualne:
7 (X) = (X)) + ha(X) *r*(X).
Do relacji (3.11) zastosujemy teraz twierdzenie Robinsona [6]. Zgodnie z

zalozeniami tego twierdzenia powinny istnieé¢ funkcje standardowe:

e BHmn > o / Brmn gy



-<Bklmnha'k >

(M

kimn
VoIA./ B haxdv,

<BM™h by > / BHmnp by mdv.

VolA

Jezeli tak jest, wtedy rela.c;a (3.11) przyjmie nastgpujaca postad (w strukturze
rzeczywistej M):

/(< BHmn Ukl Ut < Eklmnhc,n > (gt T + G Ve

+ < Bkl’""haJ hy o > qf - bkvk)dv = ./pkv,;F da, v,r* e V. (3.12)
an
Stad stosujac klasyczny formalizm wariacyjny otrzymujemy :

< B¥™ > wg gt < B¥ Ry > qf , = 07

< BH™ R > wpd < BY™PR by > b = 0, (3.13)

oraz warunki brzegowe:
< BH™ S wp gt < B > gf un = p™. (3.14)

Réwnania (3.13) wraz z warunkami brzegowymi (3.14) opisuja periodyczne
ciala sprezyste. Poszukiwanymi funkcjami sa przemieszczenia «* i parametry mi-
krolokalne qf. Wykazuje sig, ze z ukladu réwnad (3.13) mozna wyeliminowaé
parametry mikrolokalne (réwnania (3.13) sa réwnaniami algebraicznymi na para-
metry mikrolokalne ¢*). Otrzymuje sie wtedy uklad réwnan drugiego rzedu na
przemieszczenie %.

Zauwazmy, ze wplyw parametréw mikrolokalnych jest pomijalny w przypadku
przemieszczed. Zgodnie bowiem 2 (3.10) czlony z tymi parametrami sa infinitezy-
malne, wiec ich czesci standardowe znikaja, Tak jednak nie jest dla odksztalcen,
mamy bowiem, po pominieciu czlonéw infinitezymalnych:

Vi = Vi + Vhgg".

W powyzszych zwiazkach czesci standardowe gradientéw funkeji ksztalu nie sa
infinitezymalne i naleza do R.

Niestandardowy model kompozytéw mikroperiodycznych otrzymano w opar-
ciu o analize niestandardowa, bez zalozenl o przej$ciach asymptotycznych. Uklad
zwiazkéw opisujacych przemieszczenia ciala zalezy od dodatkowych niewiadomych



funkeji opisujacych zachowanie si¢ ciala w komoérce podstawowej (tzn. parame-
tréw mikrolokalnych). Uklad otrzymanych réwnaid na przemieszczenia i para-
metry mikrolokalne nie wymaga rozwiazania zagadnienia na komérece podstawo-

W szczegblnym przypadku prowadzi on do klasyeznego zagadnienia teorii

wej.
sprezystosci.
Przedstawiony model mozna rozszerzy¢ na przypadki cial niesprezystych i nie-
liniowych.
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Summary

Methods of nonsmooth analysis and nonstandard analysis are used to formulate and
discuss some mechanical problems of composite materials. Firstly, the delamination pro-
blem of such structures is investigated. The corresponding variational formulations lea-
ding to the hemivariational inequalities are derived and analysed from the point of view
of the existence of solutions. Secondly, by making use of some concepts and theorems of
nonstandard analysis the microlocal homogenization method for periodic composities is
formulated. It is an alternative to the well know asymptotic homogenization approach.

Peszoue

MeTonsr Hernagxoro aHANH3A ¥ EeCTAHRAPTHLIA aAHANH3 ynoTpebiaroTca pia dop-
MYTupoBKH A 06Cyxk[eEHS HEKOTOPBIX MeXaHHYecKHX NpobserM XCeMOO3BITHEIX MaTe-
paios. Bo mepsrix Bccaenyercs mpobiesa JNellaMMAHAUME T2KHX CTPYKTYpP. Bapua-
DHEOHHASA HOPMYNAPOBKA PeAyUAS K NeMABAPAANMOHHEIM HEPABEHCTEAM NPOBCXORHUT
H aHAJNH3yeTCS ¢ TOYKH 3PeHHS CYIWIECTBOBAHHS peluermil. Bo aropmx - mpH mo-
MO HEKOTOPHX NOHATHH B TeOpeM HEeCTAHQAPTHOrO 3HANA3A HOPMYIHPYETCH. Me-
TON MHEKPONOXANLHOA FOMOI6HH3ANME IS IEPEOLAYECKEX KOMIOIHTOB. IJTO &CTh
.aJIbTEPHATABA K XOPOWO H3BECTHOMY NOAKXOAY ICCHAMUTOTHYSCKOH FOMOIeHHEIANBH.

Praca wplyne¢la do Redakcyi dnia 15 czerwca 1988 roku



