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I : Introduction

I.1. La construction d'une situation de validation en cinquiéme

L'objet de I'opération de recherche qua nows présentons ici est d'analyser les
contraintes lides & 1a réalisation d'une situation dans Jaguelle des éléves, qui n'ont pas
encore éhulié ta notion de démonstration, aient & émettre une conjecture et 4 considérer
le probléme d'en fournir une preuve. Le cadre général dars tequel nous nous plagons
est calti que fourmi la théorie des situations didactiquesde Brousseau {1986), dont nous
avops montré ailleurs (Balacheff 1987) en quoi elle est pertinente pour des recherches
sur I'enseignent de la démonstration 4 ces niveaus scolaires. Au plan épistémologique
noUs NoUs appuyons sur les thises de Lakatos (1976).

31 I'apprentissage de la démonstration peut étre, comme pour d'aulres notions
mathésatiques, abordé d'un point de vue constructiviste, la dimension sociale joue dans
son ¢as un rdle importamt ; notament pour ce qui est des implications du contrat
didactique. C'est plus particulidrement sur ce point que porte I'analyse qus nous
présentons ici a propos de 1a comstruction et de }'observation d'une séquence didactique
particutiére, en classe de cinquiéme.

Une premiére contrainte sur la situation de validation qua nous voulons
construire, es! qus les éléves aient effectivement la responsabilité de a formulation de
laconjecture. Eneffet, si elle était énoncée par le professeur, alors elle perdrait aussitét
son véritable caractére de conjecture pour les éléves. Iis ns pourraient la considérer
que comme un énoncé vrai el pas seulement fortement plausibie. Par aillewrs le
probléme pourrait devenir celui de fa recherche d"ure preuve convenue el non celui de

I'établissernent de la vérité d'un énoncé. Rappelons de plus que le statut de conecture
pour un énonce est un statut rés fort 1l me s'agit pas d'une simple spéculation, mais
d'un énoncé sur 1a vérité duguel I'ensemble de la classe s'engage. Il faut done qu'il ait
#té formulé par elle et que se forme un consersus sur cetie formulation. Cala re signifie
pas pour autant que I'ensemble de ia classe ait une position unique sur sa validité, les
recherches peuvent porter aussi bien sur des preuves que sur des contre-exemples.

La complexité de la réalisation d'ure telle situation ent 3 l'exigence de
socialisation : il s'agit non seulement que les éléves s'approprient le probléme
individuellement mais encore qu'ils en partagent fa signification

Le probléms, s'il ne peut étre formulé par le professeur, ne pout alors que
provenir de la confrontation des élaves & ure situation spécifique de la conjecture visés,
Nous considérons avec Mach (1908) que la source d'un probidme est “le désaccord
entre les pensées et les faits, ou le désaccord des pensées entre elles” (ibid., p. 254).
Mais il faut que ce désaccord soit inévitablement remarqusé par les éléves, qu'il soit
petierent reconmu, pour que le probléme puisse étre formulé. Pour cela une situation
favorable esl notamment celle ol les Aléves disposent de conceptions errondes ou
incompléte mais assez stables, associées a des théorémes-en-acte assez solides pour que
fa confrontation aux faits ou a d’autres conceptions conduisent effectivement & des
questions. Ces concaptions doivent étre telles qu'elles permettent des anticipations
susceplibles d'étre réfulées.

La formulation d'une conjecture pewl étre d'une grande complexité par les
constructions cognitives qu'slle demande, par la reconmaisame des objets de savoir et
des relations qu'elle requiert. Nous souhaitons au niveau qui nous intéresse {la classe de
cinquitme) minirniser {a part prise par ces problémes de formulation, tant au plande la
langue maturelle qu'a celui celui des constructions symboliques.

Sous ces contraintes nous avons retegn le théoréme sur ['invariance de ta somme
des mesures des angles d'un triangle. D'une part, I'idée de Ja possibilité d'un tel
invariant ne devrait pas manquer de défier la conception répandue chez les éléves dece
niveau (cf. ci-dessous § 11.1.2.), selon laquelle la valeur de cette somme dépend de la
« taille » du triangle. Nous concevrons une situation permetiant cette confrontation
D'autre part nous pemsons que la formulation de 1a proposition : « la somma {des
mesures) des angles d'un triangle est 180° », est d'une faible complexité langagibrs ;
elle devrait étre 3 portée d'éléves de cinquiéne.

Enfin cetls propriété est susceptible de preuves variées par leur contenu et par
leur niveau, dont pous présenterons ci-dessous les principaux types. Cette richesse
permet d'envisager de parcourir l'emsemble du processus de la construction de ja
confechure jusqu'a son élablissement comme théoreme, quelle que soit par ailleurs la
diversilé des classes que nous pourrons observer.
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[.2. Remarques préalables sur une approche classique -

Une autre origine du choix de ce probléme est une observation d'une situation
de classe portant sur la somme des mesures des angles d'un iriangle, rapportée par deg
étudiants (F. Barrachin et P. Bouchet) de notre cours de didactique des mathématiques
en 1983

Ces étudiants avaient assisté 4 une legon suivant un schéma classique, pour le
théoréme qui nous intéresse, qui consiste & appuyer |'énonceé de la conjecture sur une
constatation expérimentale, puis & dermarder auz éldves d'en admettre la verité faute de
pourolr en établir la preuve (au niveau concerns de la classe de cimquitme). Yoicl ce
qu'ils rapportent |

"Le professeur fait tracer & chaque éléve un triangle, et mesurer les
angles 4 |'aide d"wn rapporteur. 1 apparait alors des difficultés de mesure
de plusieurs types :

- les enfants ne savent pas placer le zéro du rapporteur ;

- ils ne compreneent pas pourquoi i faut aligner le rapportewr
sur un cdté du triangle ;

- 51 le triangle est phus petit que le rapporteur ils ne comprenment
pas pourquoi il faut prolonger les cotés du Urtangle pour lire I"angle .

[...]J Le professeur fait caleuler la somme des angles, et chacun va
marquer ses résultats au tableau Les éléves remarquent d'eux-méms que
les résultats sont souvent autour de 179°, 180°, 181° 182°, aver une
prédominarce de 182°.

Le professeur fail refaire les mesures & ceux gui ont irouvé une
somine éloignée de {88° (165°, 228°, ...).

Le cours suivant commence par une reprise du cours précédent : les
eléves recomemencent le méme travail. Cette fois ils trouvent tous une
somme des angles comprise entre 178" et 184°, et la moyenne des
résultats est de 182°[...] (nous avons entendu plusieurs éléves dire a feurs
woisins pendant qu'ils mesuraient les angles, qu'il fallait trouver 182°).

{..-]Puis le professeur annonce que la somme des angles d"um triangte
est de 130°, d'oQl de vives réactions de la part des éléves. lls sont
scepliques et invoguent les arguments suivants - “on ne trouve pas 180°
en mesurart”, "si le triangle est grand ¢a devrait faire pius®, °l'an
prochain on nous dira que c'est 183°°. Le premier argument est celw
apparu le plus massivernent.”

Il s'agtt ia d 'une approche trés répandus : aprés quelques mesures, le faitque le
résultat devrait 8tre 180° est révéld, accompagné ou non de la présentation d'une
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preuve. Le fondement de cetie approche tient & ure conception simpliste de la relation
entra |'action et la pansée qui fait atlendre |'émergence maturells da la conjecture de
'observation de quelques mesures. Mais, comme le montre la séquence d'enseignement
rapportéa ci-dessus, les choses ne sont pas si simples. Les conceptions des éléves, qui ne
sont pas ici suffisamment prises en compte, résistent fortement & leur transformation.
L'idée que les grandeurs assocides & un triangte sont des fonctions croissantes de sa
« taille », constitue, du fail de sa validité pour I'aire et le périmétre, une véritable
connaissance qui ici s'érige en obstacle. Par ailleurs, le contrat didactique et avec tui
I'idée de I'existerce de réponses convenues ou ad hoc, crée un obstacle d'une autre
rature en conduisant des éléves & régler leur conduite sur des indices non intrinséques &
la conmaissance visée. Le probléme se pose alors de la signification du théoréme pour
les aléves lorsqu'il leur seradonné pour tel, notamment la question de savoir de quelle
fagon il prendra place parmi leurs connaissances antérieures et le statut de la preuve
apportéa finalernent par |'enseignant.

L'un des objectifs de {'opération de recherche que nous présentons ici est de
montrer comment {'analyse didactigue éclaire cette complexité et apporie des dléments
de réponss quant aux conditions de la construction d'une conjecture dans 1a classe et &
son établissernent comme théoréme.

II : Conceptions de 'angle et preuves du théoréme

IL1. Définitions mathématiques et conceptions de l'angle

1L 1.1 Les principaies définitions

Une étude historique da la notion d'angle dépasserait le cadre du travail dans
lequel nous nous sommes engageé. Notre propos se limite ici 4 dessiner les contours de
cette nolion en relevant quelques jalons historiques, nous examinerons epsuile les
conceptions des éleves et les preuves possibles du théoréme qui nous intéresse,

Nous laissons délibérément de cOté les définitions algébrniques et les
considérations sur les mesures des angles, de méme qus les notions d'angle orienté ou
d'angle de vecteur; en quelque sorte nous nous limilors a la glométrie plane
élémantaire. De mime nous avons laissé de coté ladiscussion sur la confusion qua 1'en
peut parfois rencontrer entre les notions d'angle et de mesure d’angle.
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Nous distinguons quatre types principaux de définitions, nous siturons les
défimtions modernes de I'angle en terms de classe d'équivalence relativement 4 ces
types

- I'angle, inclinzison d une droite sur one autre

C'est la définition classique des Slenents o Furkide | on en trouve diverses
formulations dans les multiples éditions des * Eléments®, nous avons choisi de rapporter
ici ]a treduction en francais la phus récente due A Kayas (1978, p.1):

"I'sngle plep est 'inclinaison mutuelle de deux ligres coplanaires qui se
rencontrent sans étre colinfaires

Comirs le souligne Smith (1925, p. 277) cette définition exclut les angles an. Nous
ajouterons qu'elle incite & ne considérer que des angles de mesure inférieure a 130°. La
définiton des Fléments a été soumise 2 de nombreuses critiques et a connu diverses
reformulations (cf. par exerople 4 ce propos Carroll 1885, Heath 1926 9,176 sqq).

-'angle, figure formée par deux demi-droites
Smaith (thid.} attribue cette conception & Aristote. En voict par exemple une
formulation issue d'une Adition tardive des dléments da Legendre (1875, p.2):

A "La figure formée par deux droites AB et AC, qui se coupent,
s'appelle angie. Le point A est le sommet de 'angle ; les lignes
AB el AC ensont les cotés”
N c

Cet énoncé assez imprécis reryd bien comple du type de
{Figure 1) définition qui domirera dans {'ensetgrement avant la premiére
geerre mondiale (Berdonneau 1981, p.215 sqg). En voiel ume
formutation plus précise, classiquement rapportée, due 4 Hitbert (1899, p.21):

“Définition Soient & et £ deuxr demi-droites différentes d'un plan o, issues
dun point ¢} el appartenant a des droites différentos. L'emsemble des
demi-droites 4 et £ est appelé un anele [ nous le désignons par {4, £ )ou
par (£, &)

Les demi-droites el £ sontles adids de l'angle et le point (7 estle somme: ™.

A la suite de cela Hitbert note que “cette définition exclut les angles plats et concaves®
{ibad. ), puss i introduit les notions d'intérieur et d'extérieur d un angle.

Cette conception réapparait récerarment sous la définition de | angle adoptée en classe de
troisitme lors de la réforme des programmes de 1970, I' angle geometrgue (par
opposition & l'angle du sens commun) étant défini comme une classe de couples
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isométriques de demi-droites de méme origine (Berdonnean op. cit. ).

-I'angle, région du plan

Nous proposons de distinguer deux typss différents de définition rattachdes &
cetta conception. Un type que nous qualifions de dynamique, comme la définition de
Henrici que rapporte Carroll {1883, p.74):

"The partof a pencii of half-rays, described by a half-ray turning about its end
peint from one position to another is called an angle”;

e} un type statique comme la définition de Bertrand de Geréve (1812) que rapporte
Fowrrey {1938, p.44):

“on appelle angle la partie du pian limitée par deux droites partant d'un méme
mm- .

Cette conception de {'angle connmil son appogée avec l'introduction dans
'enseignement des "Mathématigues Moderres™ de la notion de arterr angulaine .
L'angle étant alors défini comme une classe de secteurs superposables.

- I'angte, rotation

Bien qu'elle aussi trés ancienne, Heath (1926, p.177) suggére Carpus d” Antioche
comme {"umn de ses précursewrs, cette définition re s'imposera pas véritablement dans
l'enseignement. Au moment du débat moderniste sur le renouvellement de
Vemseignernent des mathématiques, elle est défendue par certains mathémaliciens,
Notammant, Choguet (1967, p.97) aprés avoir envisagé les différentes conceptions da
I'angie, propose ...

d’ “identififer] les angles aux rotations autour d'un point & ; on montr{e] ensuite

que le choix de O n'importe pas”

Et pourtant Heath {donc dés le début de ce sibcle) note : "itis remarkable bowever that
rearly all of the text-book wich give definitions different from those in group 2 [angle
comuna rotation] add to them somsthing pointing to a connexion between an angle and
rotation : astriking indication that the essential nature of an angle is closely conrected
with rotation” (op. cit. p.179)

Ce que Papy (1967, p.289) exprime dans un raccourcit saisissant par :

“ANGLE=RQTATION
qui a perdu son cewrge "

DIDIREM n° 39 3 février 1987



11.1.2. Una notion difficile

“La notion d’angle est sans doute celle qui souléve le plus de discussions et de
difficultés dans ['enseignement de la géométrie” (Choquet 1967, p.96). Si la
reconnaissance de ces difficullés fait I'unanimité, il n'en va gas de méme des solutions
qui psuvent étre apportées, notamment pour ce qui concerne la définiton. En atteste
par exemple le foisonnement de formulations gue 1'on peut trouver dans les manuels
scolatres en usage depuis le début dusiécle qui sont autant de tentatives pour résoudre
ea difficile probléms d'enseigmement (cf. & ce sujet 'étude de Berdonneau 1981, pp.
215-224).

P La princigale difficulté tient au développement chez les éléves

d"upe conceplion de 1'angle issue de son identification a la figure

# qui le représente sur un feuille de papier ou au tableay, comme

par exemple la représentation que propose la figure ci-contre.

L'angle est ators congu comme la donnde de deux segments

ayant une exirémité commurs el des supports distinets. Avec

{Figure 2) ure telle conception deux figures qui différent par fa seule

longuewr des segments qui les constituent, apparaissent comme

représentant deux angles différents. Celte conceplion est trés résistante et trég

répandus. On a pu penser qu'elle découlait des définilions mémes qui était wlilisées,

comme par exemple ladéfintiion de Legendre citée ci-dessus. Pour cette raison certains
mantels stigmatisaient I'erreur possible en stiputant que :

o

“la grandeur d'un angle dépend uniquerent de son ouverture et non de la
longuewr de ses cdtés, qui, théoriquement, doivent &tre considérés comme
iHlirnités” {Thuret, 1934 Précis de Géométrie, Paris | Nathan).

Ce genrs de remarque a & peu prés disparu des manuels récents dars lesquels 1'angle est
dfim comme classe d'éguvalence de secteurs angulaires ou de couples de demi-droites
d'exirémité cormune.

Pourtant cetle corception de I'angle chez les éléves de la fin de 1'enseignement
primaire at du début de I'enseignement secomlaire reste présente, ¢'est un fait bien
connu des enseigmants. I semble cependant peu studié.

Nous prenons ici comme référence I'étude de Close (1982). Cet auteur
mentionre les travauz de Giles (1981, p 11) qui atteste de la présence de celte
conception chez la moitté de 4831 sujets examinés sur une Viche de classement d'un
emsemble d'angles suivant leur taille. Pour sa propre rectercte Close a proposé 4 87
éleves anglais de 11 4 12 ans, relevant d'un enseigrement ordinaire, un questionnaire
sur les angles comprenant lm ttems ci-dessous ; efle obtient 53 réponses fausses pour
I'item 1, ot 49 réponses fausses pour 1'item 2 (Closa op. cit. p.120, 122).
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wl\ld‘\ [H v‘ie. i Elgseg o- ME. ABOUT THE SAME €12e?
finduoer Hu-‘aqms\'.m for tach poir o{'— anges .

VA

(Figure 3)

Dans 1'usage courant de fa langue frangaise, le mot « angle » a pour ‘synonymes
« coil » ou « encoignure », il désigne une région refativement bien délerminée. On
peut sans trop d'ambiguité fixer un rendez-vous « 4 I'angle d'une rug », il e viedra
alors pas a I'idée de se placer ailleurs qu'au \aoisunge du carrefour correspordant. De
méme en mathématiques, si l'on demande 2 vm éléve de montrer un angle d'un
polygone, on attendra de lui qu'il désigre un région assez précise ; 1'usage conduira &
considérer qua le point A de la figure ci-dessous se trouvs dans un angle du polygona
représentd, mais pas le point B.

(Figure )

Airsi |'usage commun, en frangais, et la signification mathémalique du mot « angle »
sont en contradiction. A défaut d'une éhurde analogue 4 celle de Close UE ROUS Venons
de rapporter, ce constat nous conduit a faire I'hypothése que, corue les jeures anglais,

les éléves francais de cinquitme auront une conception qui privilégie 1'identification de
Pangle & sa représentation.
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II.2. Des preuves du théoréme sur la somme des angles d'un
iriangle

Nous nous appuyons dans cette section sur guelques exemples historiques mais,
conrmne au paragraphe précédent, il pe s'agit powr nows que de s'assurer de quelques
points de repére qui apporteront a notre propos le renfort d'exemples de preuves oude
débats effectivernent apparus dans les pratiques mathémetiques oudans {'enseigrement
des mathématiques.

Apres avotr décrit les preuves pragmatiquss gue Bols avons pu repérer, nous
présenterons des preuves intellectuelles en les regroupant en deux catégories suivant les
types de corceptions de {'angle qui les soutendent : inclinaison d'upe droile sur une
autre ou rotation.

I1.2.1. Des preuves pragmaligues
11.2.1.1. La mesure

Un premier iype de preuve pragmatique, qui reléve de Mempirisme paif,
constste & réaliser les mesures et les calculs whiles pour quelgues triangles et a conclure
gue fa propriété observée sur ces quelques cas sera tonjours vérifiée. Il nous semble que
I"'usage d'uns telle prouve est facilement disqualifié en mettant en évidence |'inévilable
incertitde sur les mesures.

I1.2.1.2. Le découpage

Une preuve pragmatique classique corsiste & tracer un triangle sur du papier, &
le déchirer pour en séparer les trois angles, puis a les associer de fagon adjacente
comms |'illustre la figure ci-aprés (Figure 3).

On remarque que cetle preuve reléve corame la précédente d"um empirisme naif
et est susceptible d'erreurs pratiques toul autant que le recours & la mesure ; les
découpages des &léves som le plus souvent incertains et les assemblages approximatifs.
Une autre objection nous semble étre qu'il u'est pas évident que d'une part pour les
eléves les notions d' « angle » et d' « angles d'un triangie » soient identiques, et que
d'autre pari ce découpage assure pour eux de fagon évidente la conservation des
propriétés.
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62, - Déconper en papier de couleur un triangle irrdgulier
‘quelconque. .

A [4 8

Déchirez le coin [ du triengle et collez-lg sur votre page en
plagant Pun des cotds sur une droite AB. Collez 4 la suite le
coin 11 puis de coin 11]. 00 finit exactoment ce dernier ?

Vous avez ainsi additionnd les trois angles du trangle:
Combien de degrés vant le lolal ?

Remarque: Les triangles découpds par les éléves deo la classe sont
tous différents de forme el de grandeur, Si la travail a été fail avec
soin, le résuitat seca le méme pour tous,

Conelusion:

La somme des angles d’un triangle vaut un deml-tour, solf

800,

Découpez une figure de ce
geare et faites un triangle gui
ait pour angles les trois an.
gles,

Extrait de “Géaméwrie”, .. Grosgurin, Genéve, 1944
Ouvrage pour 185" primaire

(Figure 5)

. 11.2.1.3. Le pliage

Un triangle ayant été tracé sur une feuille de papier, il s"agit de le découper puis
de le plier cormoe |'iliustre bien la figure ci-aprés (Figure 6) : amener le sommet A sur
e coté qui lui est opposé en pliant autour des milieux (qui peuvent étre determines par
pliage) des £5tds qui lui sont adjacents, puis rabatire les « coins » du trapéze obteny vers
Uintérieur.

I1.2.2. L'angle, inclinaison d une demi-droite sur une auire

11.2.2.1. Les origines

Le théoréme sur la somme des angles d'un triangle est réputé pythagoricien.
C'est 4 I'école pythagoricienne que l'on attribue non seulement la demonstration
générale mais aussi sa découverte (Caveing 1977, p. 557). Selon Geminus, cité par
Caveing : "les anciens étudiaient le théoréme des deux angles droits dans chaque espéce
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> proctnt : Sur le second Iriangle ABC,
déterminer les miticux M, de AB, N de AC,
2t plier le triangle autour de MN (g, 18).
A vieat en A” sur BC; plier be triangle BMA®
de fagon que B vicnne en A, ct be irisnglc
CMNA' de fagon que £ vienne en A°, Vérifier
que les trois angtes de ARC sont ainsi
CONSIAUNS ¢n A%

Conclure ; & La somme des angles d'un
iangle est égals 4. » {Ceue propriéd
sra démontrée pluy tard.)

Extraitde” Mathématiques™, Collection E. Riche
1969, Paris : Hater

{Figure )

particuliére de triangles, d'abord dans 1'équilaléral, ensuite dans |'isoscéle, et en
dermer lieu dans e triangle scaléne, mais les glométres postérieurs démontraient te
théoréme géréral gue dans un triangle quelcongue les trots angles intérieurs sont égaux
adewx droits® {ibid. p. 558).

I nous intdresse ici de rapporter la tentative de recomstruction de cetts
démarche que propose Heath (1956), a la suite de Henkel et Cantor auzquels il se
réferre. Ayant rappelé que des triangles équilatéraux ou des hexagones réguliers
étaient utilisés pour réaliser des pavages, Heath poursuit :

“it would then be clear that six angles equal to an angle of an eguilaterat
triangle are equal to four right angles, and therefore that the three
angies of an equilateral triangle are equal to two right angles [la
réalisation de pavages met en évidence que deux moitiés de triangles
équilatéraux peuvent btre associés pour former un rectangle.. .} Next it
vould be inferred, as the result of drawing the diagonal of any
rectangle and observing the equality of the triangles forming the tvo
hatves, that the sum of the angles of gy right-angle triangle is equal to
two right angles, and hence (the two congruent right-angled triangles
being then placed so as to form one isoscele triangle) thai the same is
true of agy e/ triangle. Only the last step remained, namely that
of observing that any triangle couid be regarded as the half of a
reclangle or simply that any triangle could be divided into two
right-angled triangles, whence it would be inferres that in general the
sum of the angles of any triangle is equal to {wo right angles.”(ibid.
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p.318-9)

1l faut noter que Heath considére lui-méme cette reconstruction cormms trés
spéculative. :

[1.2.2.2. La preuve (' Euclide

La preuve la plus classique est celle que I'on trouve dans les Eléments d"Euctide,
liée 2 la conception de I'angle comme inclinaison d'une droile sur ure autre est la
preuve suivanie (selon Kayas, 1978):

“Soit le triangle ABI; prolongeons
son cdté BI" jusqu'au point A. Jo dis que

I'ona:
A £ ATA=-TAB+ABT
f \ i el ABM+BlrrA+TAB =2 dr
[u point ' nous menons la droite
a r r-i
FENAB.
(Figure 7) La droite AI' étant une sécante des

paralléles AB et TE, elle forme avec elles

des angles allernes-internes égaux: BAT =ATE

De méme la droite BA étanl une sécante des paralistes AB et 'E, les

angles correspondants sont égawx : ABI =EFA .

Ajoutons ces deux égalités membre 2 membre | il vient:
ABT+BAF =AT A

etenapwant fe méme angle AT -

ABT +BAf +AlMB=ATA+ATB.
Mais
AlrA+AlrMB=24r
d'olt
ABT+BAT +AfB =2 d&r

Clairaut {1753), réalisant son projet de montrer comment on parvient  fa
découverte et au fordementd'un théoréme mathématique, donre une explication
« Intiitive » des origines de la preuve de ce théoréme. Il s'agit de I'exposé d'ure
expérience-mentale qui s'appuie essentiellement sur ta conception de I'angle comme
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inclinaison d'une droite sur une autre (Heath op. cit. p.321 altibue cetie idée a
Proclus) :

"Reprenors le iriangle ABC. On sent que la grandeur de 'angle C doit
résulter de celle des angles A & B ; car qu'on augmentit, ou qu'on

dirninut ces angles, la position des lignes CA, BC changeroit, & par

14

Ure présentation plus récente de ces preuves comsisie & uliser les
transformations géométriques (Figure 9), mais d'un point de vue heuristique 1l s'agit
bien de la greuve classique : les transformations sont 3 pour « transporter » les angles
de fagon ad jacente autour d'un méme sommet. Dans une certaing mesure ces preuves
pourraient dtre comprises dans la filiation des preuves pragmatiques par découpage ou
par pliage que nous avons rappelées ci-desns.

comséquent, 'angle C, que res ligres font entr'elles. Or si cet angle
dépend de la grandeur des angles A & B, or doit présumer que ce que
les angles A & B renferment de degrés doit délerminer le nombre de
degré que doit renformer 'angle C, & qu'ainsi il powrra servir de
vérification aux opérations qu‘on aura faites pour déterminer les angles
A & B, puisqu’on sera sir qu'on aura bien mesuré les angles A & B, si,
o0 mesurant enswte 1'angie C, on lul trouve le nombre de degrés qui hn
conviendra relativernent 4 la grandeur des angles A & B.

Pour trouver comment de la grandeur des angles A & B, on peut
conclure celle de 'angle C, examinons ce qui arriveroit & cet angle, si
les ligres AC, BC, venoient a se rapprocher, ou a s'éearier P'une de
l'autre. Supposons, par exemple, qus BC towrnant autour du point B,
s'écarte de AB, pour s'approcter de BE, tl est clair que pendant gua BC
tourneroit, I'angle B s'ouvrirott continuellement ; & qu'au contraire,
I'angle C se resserre de plus en plus ; ce qui d'abord powrroit faire
présumer que, dans ce cas, la diminution de l'angte C égaleroit
I'augrmentation de 'angle B, & qu'ainsi la somme des trots angles A, B,
C, seroit toupours la méme, quelle que ful I'inclirmison des ligres AC,
BC, sur faligne AE. ° {ibid. pp. 63-64)

Clairaut précise ensuite que “cette induction présumée porte avec elle sa
démonstration *(ibed.), puisil expose ladémonstration elassique des Fléments.

Cette preuve d'Ewclide est celle que 'on trouve le plus classiquement dans les
ouvrages scolaires frangais avant la réforme des “Mathématiques Modermes® Lesdeux
sthéma ci-dessous résument assez clairement pour le lecteur averti, les deux principales
variantes que |'on reocontre dans les ouvrages (en fait Ja figure de droite illustre une
preuve genéralement attribuge 4 1'école pythagoricienne ; Heathop. cil. p.320) :

NN

(Figure &)
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ﬂ SOMME DES ECARTE PES ANALES GEOMETRIGUE O'UNM THAIANGLE

2 A r

o by

B 1+
fig. 18

Soir un miangle (A, B, C), désignons par § la syméwie centrale par rapport au milicu de (A, B)
e1 §* la symémic par rapport au miliey de (4, C} soient ;
D=S{) a D =8(8
C ot I sont donc dans deus demi-plans différenss de bord commun (AB) les secreurs zmgulzir_cs
saillants fermés de bords (A, D) ex [A, B) pour Pua et {A, B) et [A, C) pour l'autre sont alors adja-

cents doac o
E (EK-B) +E (m) =E(DAC) avec DAB= IBC

car ils ont des représentants isométriques par S. .
Mais de la méme manidre la symémie centrale $' permet d’obtenir

CAD = ACB o AD'=_—CTH=-AD
done D* et D sont dans deus demi-plans distincis dcb—o—rd commun (AC) les deux sectews angulaires

saillanes farmés de caeds [A, D) et [A, C) powr l'en, [4, C) e [A, DY) pour l'auwre sont doac adja-
cents ¢t oo & @

£ (DAC) + E (CAD) = 5 (DaD") = 4

En utilisant Ia relation E (DAC) = E (BAC) + E (ABC) on obdent finalement ;
E(BAC) + E(ABC) + B(ECR) = &

THEGREME
La samme des &carts angulaires des angies géomérriques dun triangle est égale & i'écart
angulaire k d'un angle phat.

Exmaitde“Mathématiqued™ CollecdanQueysanns-Revoz
1972, Paris: Fernand-Nathag

(Figuce 9)
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11.2.2.3. Lacritique de Legendre

Nous re pouvons clére le paragraphe sur la preuve d'Eclide sans mentionner les
critiques dont elle a été |'obet de la part de nombreux mathématiciens au cowrs de
I'histoire. En fail il s'agit d'une critique du fondemsnt essentiel de cette preuve, &
savoir le postulstum ou cinquibme postulat d'Euclide : "si une sécante rencontre deux
droites en faisant des angles internes et du méme cdté de la sécante ayant ure somme
infériewre 2 deux angles droits, ces deux droiles prolongées indéfiniment se
rencontrent du cdié o se trouvent les angles dord la somme est inférieure 2 deux angles
droits"{traduction de Kayas, 1978).

Legendre, notarment, s'employa une vinglaire d'année a essayer d'établir ce
théoréma en se passant du postulat d'Fueclide, en reprenant la démonstration dans
chacung des douzes éditions de ses eléments (Le Rest 1982, p.144-8). 1l est classique de
rappeler, a ce supet, la preuve qu'il donre de la proposition XIX du livre I, “dans tout
triangle, 1a somme des trois angles est égale & deux angles droits”. MNowus en donnons
ci-dessous les grandes lignes en reprenant la présentation de Le Rest

6.

a'b'c’, lasomme des angles a'+b' élant égale 31'angle a « oz vortgue &
samme des trots angdes du rangle 8 6 ¢ *se rédst pesgue su soul angle
c'».

(Figure 10 bis)

« Mars on peut concevolr que Ie trianple 5 B e varte dans ses angdes 8,
sev cos de mentdre & represeniar Jes trraggdes survesads gur narsen,
wirreuremam de lz neoe ronctruclion et se rapprochent de plc at

DIDIREM n"39

*Legerdre part d'un triangle ABC avec AB>AC>BC puts il construitle
point I de BC tel que Cl=IB, le point C' de Al tel que AC'=AB et le
point B4 de AB tel que AB'=2A1

(Figure 10)

Soient A, B, C les angles du triangle ABC et A", B, C' ceux du triangle

AC'B'. Legendre montre par les cas d'égalité des triangles qua
A+B+C=A'+B'+C atque A'<(A'12)

Puig if applique la méme construction au friangle AC'B' et obtienl un

triangle AC"B" dont les angles sont notés A", B, C” et vérifient :
ABHC =A"+B +C et A"<(A'12)

En « contmusnd imdérinment s swrie des trangles » on parvient dit

Legendre a un triangle abc dont I'angle a est « anyiudre gue fout angi

donné w. 31 on construit & partir de ce triangle abe le iriangle suivant

3 février 1987

Al da lz Eorle o1 fec angtes & o & serment nule ». A la limite les
poinis a'b'c’ sont en ligne droite et la somme des angles se réduit & deux
droits. Cette démonstration trés astucieuse et trés visueile suppose
impliciternent que toute droite puisse se prolonger indéfiniment et slie
achoppe sur hure supposition ot intervient I'infini ... " (ibid. p. 145-6).

Bkouche (1984) rapporie que dans Ia premuiére édition de ses éléments (1794) Legendre
donre ure preuve qu'il n'utilisera plus par la suite : “on se donre un segment et deux
angles, le triangle qui s'en suit est alors connu et le troisiéme angle est fonction des deux
auires (sans étre fonctions du segrment pour raison d’homogénsité). Pour déterminer

.catle fonction, on montre que dans un triangle rectangle, la sommme des trois angles est

de deux droiis ; pour un triangle quelcongue, sécable par une hautewr en deux triangtes,
le résultat est immédiat *. Bkouche souligne que la justification par |'analyse de ce
quun angle ést fonction des deux autres peut poser probléme, il voit 14 une raison de
|'abandon par Legendre de cette premiére tentative dans Jes éditions suivantes. On la
retrouve ceperdant dans fa note 114 Ja douziéme édition des éléments.

11.2.3. L'angle identifia & la rotation

Une preuve de la propriété de la somme des angles dutriangle peut étre donnde
el s'appuyant sur la conception qui consiste 4 identifier ['angle avec la rotation. Nous
donnors ict la démonstration que propose Choquel { 1964) dont nous avons rappelé plus
haut la définition. Cette démonstration, qui utilise fortement une formule de Chasles
sur les angles (ici orentés), concerne en fail wne propriétd plus gérérale des
polygones ; le théoreme qui nous intéresse en est un corollaire (Figure 11).
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55, SOMME DE3 ANOLES D'UN POLYGONE FERME PLAN

Soit P un palygone fermé plaa de n sommets, ¢'est-2-dire une suite (ay, 2y, ..., a,)
de points de I, définic 4 unc permutation circulire prés,

On supposera ici que, pour tout J, a; 7 a5 (donc aussi 4, # 4,); on posc alors
§; = i demidroite Dia,, a,,y).

On appelle angle extérieur de P au sommet a, P'angle 8:&,: on appetle angle
, —
de P en g, Vangle a;_ a0,

Propositlon 39.1. La somme des angles extéricurs de fout polygone fermé plan
est O,

Di:r_;‘omrﬂan. Eqg effet, d'aprés la relation de Chasles
818y 4 88y + .+ 8.8, =55, =0

Corollaire 59.2, La somume det angles de tout polygone fermd plan ¢11 O ou B sui-
vani que le nombre n de sex Sowumets est pair ou impair.

En cffet soit 8", fa demi-droite D(a,, a;.,}; on 2 8,3 »a

Done g,y = 87, 5, + §,.,8, =& + 88,

La somme d¢ ces angles vaut donc e + 0 = 0 ou & suivant que # &3t pair ou
finpair (puisque G + @ = 0),

Ea particulier la somme des angles d'ua triplet {a,, a;, a)) &t &; lorsqu’on aura
défin fa notien d'orientation, on précisera ce résultat en montrant que fe3 trois
angles d’un tel triplet ont méme orientation.

(Figure 11)

Une preuve de méme inspiration heuristique est possible 3 un niveau plus
é'lémema:_re, sous la forme d'une expérience-mentale corume colle exposée dans
I'extratt ci-dessous (Figure 12) par le méthodologue genevois Grosgurin (1926).

11.2.4. Remargees sur évidence et intuition

Le théoréme sur la somme des angles d'un triangle est souvent pris comme
exemple 1'appui de théses sur les fordements de 1'avidence ou sur le caractire intuitif
de certaines preuves. En relation avec les conceptions de 'angle que nows avons
evoquies plus haut, nous en donnons ci-dessous deux exemples qua nous discuterons
ensuite dans un dernier paragraphe.
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5. Passons, dans ceite question, de Fexpirimeotation pure aw

reisonnement.

Oun sait que deux angles opposts par le somumet (fig. 1) sont igaux
(Ne 37).

Prencas un triangle quelconque (fig. 2). Supp ufta aiguille

de montre en 1. Jo la fais tourner de I'angle A (position 2). Puis je ln
Fais glisser de 2 en 3 et tournes de l'angle B — ouw plutdt de son dgal,
oppest par le sommet (position 4). Enfin je la faiy giisser de 4 en §
- gt tourner de I'angls C (position 8).

Au départ, ea 1, l'aiguitle peinlait vers midi, & la fin vers 3ix heuses,
Ele a donc tourud!, tout en parcourant kes trois angtes, d*un deou- tour?,

2
Flg. 1 Fig. 1

* Am tablesu nalr, da malire stmulba Palguifie par un crayoa. Bonarquer que la
Iroly rotatioar soal do méne sen, ealul dex duitbes 4'uns monive.

* Ceile ddmonniratlon, 1 9y sn sddmel ke principe, permol de sitnplifier en certaing
cinih las débuly de la géemidirie ralaoonde Elle t30 peul-prrs — pour I'dlévs — piug
ruppante qua ia déaiossiratiea clstigue sy moycn d'ane paratidle & ua cétd de

telangie par Se sommel opposé, purce gu'siie Teprend U'idde de la géndralsa doy
angled par rolation,

(Figure 12)

[1.2.4.1. E. Fishbein la wiriié intrincéqos

Fishbein (1982) est intéressé au rdle et & la signification de I'tntnition dans les
mathématiques et spécialement dans lear enseignement. « Intuition » ne désigne pas ici
I'intuition du sens commun, mais une véritable connatssapce du sujet © "anintuition tsa
Liarm of knowiadpe . 1 bas the role of a progranmme of action — but it is a cognition
[-..} Anintuition cannot be built by mere verbal explorations nor by blindly practising
solving procedures. An intuition can be elaborated only in the frame of practical
situations as a result of the personal involverment of the lsarner in solving genuine
problems raised by the practical situations *{ibid. p. 12).

L'intuition au sens de Fishbein apparait don: comme wn concept trés voisin des
eoncepts de “modéle implicite” ou “modéle pour l'action” forgés par Brousseau ou
celui de "théoreme-en-acte” forgé par Yergnaud, Les relations entre ces différents
corcepts w'ont pas jusqu'ici été stadiées, il serait important que cela soit fait ; quoiqu'it
en soit ce n'est pas ici fe eu, nous pous liritons & une anafyse de }'usage que Fishbein
fait du concept d'inhiition dans une réflexion criigue sur la notion de preuve ; en
particulier pour ¢s qui concerne la preuve du théoréme sur Ja somme des angles d'un

iriangle :
*Let us consider again the theorem : « The sum of the angle of a
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triangie is equal to two right angles ».

Let us now drav a segment AB and the perpendiculars MA and
NB to the segrment. The angles MAB and NBA are right angles. We
can « create » a triangie by « inclining » MA and NB. So, it can be seen
that the angle APB « accurmulates » what is « lost » by the angle MAB
and NBA when « irclining » MA ared NB. (Figure 13)

(Figure 13}

Of course this is not mathenatical language. [t is rather a story
about lines and angles, but a story which caneatch the spinit, which can
impose itself as smtnuibs/y true. The same story can be translated
int the form of a mathematical proof. Comsequently the formal
recessity and the intrinsic necessity will cotnride.

[ expose that procedure to a group of master's students. One of
the stidents presented the following techmque which, he said, is more
snkingly intoitive and easier to understand. Youcut a triangle outof a
piece of paper. Let ABC be that triangle. Then you fold the triangle
ADE, DBG and EHC so as to make the angles |, 2 and 3 fil a3 in the
Figure 14. You can see that their sum equals two right angies.

[ do not agree with the above techniqua for the following
reason. To « grasp intuitively » does notl simply mean o « see ». [n tha
example with the sum of the angles of a triangte what you have to grasp
is pot merety thal, in a particwlar case, by joining the angles arardinaly
you will get two nghit angtes. The problem is to grasp inhuitively way
that constant effect is myewary/y concerved, imposed, in the variable
condition of a non-determined triangle. ntuitively it raust be a problem
of compensation. Therefore the matter is not of showing practically
that in a particular example the angles fit as the theorem predicted.
What we have to « sea » is thal, in perrslie condrtrons, bp the payof
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[ ?;J H 0, Y £
F . i\
~] ~ [
N b
B Y c
F

(Figure 14)

compenceian, the sura must be conserved. And this I think is balter
suggested by my procedure because (a) a triangle appears as a
particular case ina changeable situation ; {b) the compensation leading
to a constant result can direcily be grasmd ; (c) we are behaviorally
unvolved not in werely collecting angles but, rather, in a process of
transformation which leaves constant the sum of the friangles ; (d) this
representation can be translated directly into a formal proof. The
formal proof and the intuitive interpretation are perfectly congruent.
{ibid. pp. 17-18)

[1.2.42 F Halbwachs, le transfert de signification

Le propos de Halbwachs (1981) est la recherche de l'articulation enire les
“significations et les raisons en tant qu'organisation inférentielle de ces significations”
(ibud. p. 199). 11 souligne que fa ratson (R) d'une assertion (A) pe réside pas dans sa
preuve déductive ouinductive ;la raison de A n'étant pas sa preuve mais ce qui permet
"de la comprendre sur le plan des coordinations entre sigmfications. La raison R
fonde, non la wérité de A, mais son statut psychologique, en ce sens que la signification
de A va étre fondée sur la signification de R, et que ladécouverte de ce type de relation
va fornder ume intelligibilité nouvells, st en particulier donner une nouvelle dimernsion a
1a nécessité de A™ (ibid. p. 200).

Cette réflaxzion théorique appliquée a la propriété de la somme des angles d'un
triangle, conduit Hathwachs aux critigues et aux réflegions suivantes |

“La démonstration dEuclide qui est géréralement donnée dans
l'erseignement sous tetle ou telle variété de forme, est statique et
artificielle {...] C'est 'application purement logique de théorimes
antérieurs, dont 'enchainement est parfaiterrent convainguant. Mais la
ratoon d Elre de ta propriété échappe, ce qu montre qu'on est dans le
domaine structural {enchairement de composition et de propositions).
Pour montrer comment transcender ce point de vue, donnors ce qui
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parail évidemment étre la “raison”.:

It faut d'abord rendre le probléms dynamiqua et constructif en

précisant {ou medifiant) la notion d' angre : un angle peut étre congu
comme portion da plan hatayée par une demi-droite pivotant autour
d'un point fixs, ce qui met au premier plan vn mouvement [}
Cect dit {voir Fig. 13), on part de a demi-droite ABD , on pivote d'un
angle A autour du point A {counterclockwise) et on vient en ACH. Pus
on pivole d'un angle C  autour du point C (counterclockwise) et on
vient en BC) Enfin on pivote d'un angle B autowr du point B
(counterclockwisa) et on vient en BAK . Ona done additionrs les trois
anghes pris dans le méme sens, ot au total on est passé de la demi-droite
ABD éla demi-droite BAK, c'est & dire que 'on arrive sur la droite de
départ, mais avec changement de sens, ce qui représente 1'angle plat
(soit m oudeux droits).

“Raison™ du théoréme de fa
somme des angles, A B 8}

(Figure 15)

lci contrairement  la démonstration d'Euclide, le passage da la
donnde a la comclusion s'est opérée en faisant “forrtionmer” la
définition dynamique de l'angla [...] Il n'y a plus seutement
anchainement logique de propositions (ou comme on dit “ransfert de
vwrilg”), mais en mdme temps et parallélemenl fenvirt ok
sypmmittcaton. (ihid. p. 201-202)

I1.2.4.3. De I'unité des preuves ot des conceptions
Les deux « explications » que nous venons de rapporter sont donndes par chacun

des auteurs comme rendant compte de la pature cognitive et épistémologique
fordamentate de la propriété démontrée. Comme le dit Halbwarhs, de sa razrond éte .
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Ces deux explications sont tout 4 fait différentes en ce qu'elles reposent sur deux
corceptions différentes de1'angla. Chez Fishbein on retrouve |’ explication de Clairawt
et l'angle comme inclinaison de demi-droites, chez Halbwachs on trouve I'angle
identifié & 1a rotation. H serait légitime 4 ce moment de s poser la question (ou de la
poser & chacun des auleurs) de savorr des deux explications laquelle est la plis
intrinséquerment lide & la propriéié.

 En fait on pewt imaginer ce que serwit la répomse, elle nous semble découler
directement des fondements théoriques de chacun de ces deux auteurs : 3l n'y a pas de
preuve intrinséquement sigmfiante. Le caractére signifiant tient A la pahre des
relations entre I'explication (ou la preuve) el les connaissances du sujet. Chacuns des
deux explications est signifiants, porteuse de raisons, pour chacun des auteurs du fait de
leur gropre intuition (au sems de Fishbein). Le fondement de charure de ces
explications tient & leur enracicement dans une conception de 1'angle qui leur est
progre.

En revanche les propositions faites par ces deux auteurs sont pour nous
L'expression d'une mise en question fondamentale de fa nature des refations entre les
gorceplions des éléves et les fordernents de la preuve euclidienne classique. L'objection
18 nous parait pas étre, comme te suggire Halbwachs, que la preuve d'Euclide soit
statique, mais que les conceptions (les savoirs tel qu'ils sont appropriés par les éléves)
e permettent pas d'en constituer les raisons au sens d'une orgearerfon rrealele des
Suprnticatrons. Mous formulons |'hypothise que ¢'est dans ce décalage entre preuve et
connaissance que réside lobstacle a la eonstitution des raisons, et dont a la
comprehension.

Pour ee qui est de fa preuve d'Euclide, nous suggérerions que la construction
auzillaire qu'elle demande se « comprend » dés que I'on « comprend » que le théoréme
sur 1'égalité da certains angles déterminss par une sécants sur un couple de paralléles
permel une mise en relation des angles ou leur « transport ». Co méme transport est
obtenn, par des découpage ou des pliages, pour des preuves pragmatiques,

Ce qui est mis en relief par les critiques de Hatbwachs et Fishbein est ce que nous
pourrions appeler le décalage entre la valeur déclarative de ce dernier théoréme
{assertions sur des égalités d'angle) et sa valeur opératoire. Celle valeur opératoire, ou
encore cetle signification du {héeréme, n'est & notre sens constructible par les éléves
que dans un fonctionnement de la connaissance gui est le plus souvent ahsent des
praliques scolaires.

Pour ces mimes raisons on ne pewt, comme J@ fait Fishbein, repler une
explication sous e seul ar gument qu'elle ne rend pas compte de la mture intuitive de la
propriéié (ce qui signiﬁerail que la propriété possede une nabure intuitive déterminée
ou intrinséque). Nous suggerons que I'explication enquestion n'est pas sigmfiante pour
Vauteur, mets qu ‘elle peut l'élre pour {'étudiant qui la propose au regerd des
mgmﬁcataom qu'il attachs & la notiond'angle ou & la propriéte. Nous avons relevé une
preuve analogue dans un manuel chinois (Fig. 16). On peut hasarder I'hypothése que
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des pratiques usuelles du pliage de papier en fondent le SENS, en prenant appui sur un
théorérme-en-acte constitud dans la pratique selon lequsl le pliage autowr du milieu des
cdtés d'un triangle permet e rabatisment d'un sommet sur le roisiéme cdié.

RIETEE—AKE: PSABNSIABE
B it % EAAEFAR—AFA,

AN

! = .
t 2
3 L :\x Iyl

LA, EAMA ATE 180°,

{Figure 16)

En revanche rous adhérons a ia remarque de Fishbein selon laquelle ce qut
constitue le caractére sigmfiant n'est pas te recours a{'action, gui n'est pas plus intuitive
en sof (contratrement semble-t-if 4 ce que suggdre Halhvachs) C'est bien ure
hypothése pédagogique de ce genre qui tend & substituer au dogmatisme des preuves
intellectuetles celui de preuves pragmatiques lout amssi peu signifiantes au regard des
connaissances des éidves.

HI : Coastruction 2 prierr de Iz séquence didzctique

HI.1. Plan d'ensemble de fa séquence

Notre objectif est donc de construire une séquence didactiqus qui assure la
dévolution, aux éléves d'une classe de cinjuitme, de la responsabilité de construire la
congeiure « la somme des angles d'un triangle est 130° » ot d’en proposer une pretve.
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Nous faisons 1'hypothése que 1a conceplion initiale dominante dans la classe sera
que « pius un triangle est grand plus la valeur de la somme de ses angles est grande »,
C'est cette conception, dont nous pemsors qu'elle sera assez résistante, qui servira de
point d'appui & la construction de notre séquerce : laconjecture résultant de sa mise en
contradiction Par ailleurs il sera nétessasre d'assurer la disqualification du recours aux
mesures comme moyens de prauve pragmatique pour permettre |'axigence légitime de
preuves intellectuelles.

La dévolution du probléme ne signifie pas seulement son appropriation par
chaque éléve, mais encore qu'il soit reconnu én tant que tel par la classe qui en prend la
responsabilité collective. La séquence devra done assurer cette sociatisation.

Fofin il fawlra garantir I'achéverent du processus dans un temps compatible
avec le fonctionnerent du systéme didactique. En fait il s'agit 1a d'une contrainte
particuliérement difficile & salisfaire, au plan théorique et pratique, nous 1'examinerons
4 la fin de la présentation de cette séquence. Le probléme soulavé est celui de la
fermebure de la situation et de |'instittionalisation.

I11.2. Les conditions de la genése de la conjectire

I11.2.1. Constiteer et stabiliser Ie milieu

1t s'agit en premier lieu de trouser les conditions dars lesqueites la mesure des
angles d'un triangle et la mandpulation de ces nombres, pourrent étre introduils sans
qu'll soit nécessaire 4 'expliciter I'obpctif didactique qui est finalerment vise.

Au niveau qui nous inidresse, la classe de cinquiéme (et au moment de cetle
étude, la deuxieme trimestre de 1'annde scolaire1983-84) la suite des legons sur les
angles fournit un eadre nafurel possible.

. ‘Des activitds de mesure des angles d'un triangle peuvent étre introduites
aisément, car it est ordinatre que le professeur remouvetle les situations en les
complexifiant um peu ou en changeant le contexte. Il n'est donc pas récessaire de
justifier autrernent cette introduction Par aillewrs commencer la séquence par des
quesuons de mesure permet de s'assurer de la maitrise suffisante, et préalablement
récessaire, des instruments el des techniques correspordantes : usage du rapporteur,
lechmique 'de mesure des angles d'un triangle (prolongement éventuel des cdtés),
maripulation des nombres obtenns. Cette « entrée » permetira au professeur de wirifier
que les éldves disposent d'une base d"action solide.

Cette situation initiale est défine pour les éleves de la fagon suivante
- [ enceyement demande gue chague léve trace un iniangde, qu il en mesure fes
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2gres; puee qudl face Je somme des résuliatc olianus

- { anserpnend pusietln cotle Sclivild an axplguam g tl s gt de powrsurvre
1'étude da ! isgge du rapporteur et de ls mesure des aqgies

- 4.1 sue dfe cotle iy § ermergmand recence el pole au tablesy, sous I formg
o up brstogramme, fes résliat oltents [ demende un commeniare SUE &Eves.

A ce moment tous les résultats proposés par les éléves sont acceptables et dotvent
dtre acceptés sans distinction En effet, il s'agit des résultats de mesures effectiverment
réalistes el non de donner la « vraie » valeur de la somme des angles d'un triangle.
Leur diversité n'a pas de signification particuliére dans ce contexie. Elle peut résulter
aux yeux des dléves de ce qua des triangles différents ont 4té dessings, bien que cartains
éléves soient susceptibles d'évoquer le fail de I'incertihide des mesures.

Le commentaire demandé est trés ouvert a priori. I n'est1a enquelque sortg que
pour “achever” la prermére activité ; il serail en effet trés difficile de passer sans
transition de la réalisation de {'histogramme a 1'activité suivante. Ce cormmentaire paut

cporter swr la dispertion des wvaleurs attestées par le grapbique, notamment en
mentionnant 1'intervalle mumérique dans lequel elles se trouvent.

Au regard de U'objectif visd, la situation airsi construtte ne constitus pas une
situation d'action, sa fonction est de constituer et stabiliser le milieu dans lequel le
probléme va ultérieurement étre formulé, elle re vise pas 4 mobiliser de conceptions
spétifigues de ce probléme.

111.2.2. Connzitre la somme des angles d'un triangle

A lasuite de celte premiére activité, il est nécessaire de différencier ce qui tient
a I'incertitide  des mesures, de ce gut est expligud par les conceplions errondes des
éléves dans la variété des résulats oblenus. Pour cela 1l faut que toute la classe soit
confrontée & la mesure des angles d'un méme triangle, et que putsse étre engagees les
conceplions sur la rejation entre la taille d'un triangte et la somme des mesures de ses

angles.

Ceci est 'objet de la deuxidme activitd définie pour les dlaves de la fagon suivants ©
- [ ansetenant repael sehague dléve upe popue d wn mdme rsngle
- i dempande 5 chagne dléve de Formdar an pars sur (8 somime des Resures des
angles de ce tnangle et de f inscrre sur une fewulle de pepver g sera récofiee,
- [ Brxygnant demandle anSUrie QU CAsTUe lEve mestre fas angles din trangte
donné purs qu i calcule fa somme des pombres ofigous |
- &/ teae de cetle activiié T aergnant recense 66 mole su labiany, sous [ forme
d ‘uer ltsiogramme, for resulist oblents |
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- pour chague dléve fes résuliats fo0¢ COREPODIES SUX (ArLS, U0 COMMENIALe 65t
denzandd & 1 dléve,
- J anveygmant demands des comeneniaeres sur F Astopramme & la clace.

Le triangte proposé  est assez gramd, et « quelconque », pour favoriser
'engagement des conceptions attendues. Fn effet, le premier triangle dessiné par les
éleves occupe rarement plus de fa moitié de leur page.

Pour décider de leur pani les éleves peuvent recourir 2 une évaluation
parceptive de la masure des angles (qu'ils ont parfois pu pratiquer en classe, nolamment
pour la reconnaissance des angles de 45° ou 90°), et 4 la comparaison du triangle qui
leur est proposé ave: leur triangle initial. C'est da cette derniére procédure que nous
pensorns que seront issus les paris sur des nombres trés sersiblement plus grands que
ceux obienis att cours de la premiére activilé.

Le commentaire demandé a chaque éléve sur la comparaison de son pari au
résultat obtenn, a pour but de porter & son attention le décalage éventuel entre ces deux
nombres.

La situation ainst réalisde a cette fois les caractéristiques d'una situation
d*action : elle permet la mobilisation des conceptions qui interviendront cornme
modale d'action ou de décision dans {'étude & venir. Auwrure question de validation n'est
encore soulevée © le décalage entre pari el mesure peut legitimement apgarailre cornrne
contingent, Li¢ au chotx particulier des triangles. I ne fail pas nécessairement
probléme.

Les commentaires sur §'histogramme, derandés 4 fa classe, doivent conduirs a
I'explicitation de 1'exigence que tous les éléves atent trouvé la méme mesure pour le
méme friangle. Les différences qud ne manqueront pas d'apparaitre serotil expliquées
par tes incertitudes sur les mesures ; incertitudes propres aux instruments ou dues aux
pratiques. L'enseignant le souligne.

111.2.3. Une conjecture possible

A ce stade de la séquence, la conpcture sur l'invariance de la somma des
mesures des angles d'un triangle n'a pes de raisons d'avoir 68 formulée.
Eventusllement présente 4 1'esprit de quelques éléves, elle n'est sirement pas partages
par laclasse.

Nous avons en revanche réalisé les conditions de sa gendse |

- les corceptions des éléves qui seront & l'origine de la conpecture ont été
sollici tées et le milieu dans lequel elle prendra place a été constitué ;

- le fail de l'incertitude des mesures a été reconnue, le probléme de la

DIDIREM n° 39 3 février 1987



27

connaissance de la somme des angles d'un triangle détermind est donc posé. La
disqualification de la mesure comme moyen de conmaitre cetle somme légitimera
I'emgence de preuves intellectuetles de la conjecture atterdue.

[I1.3. La dévolution du probléme

11.3. 1. L*émergence d'un invariant

La phase suivante 2 pour objectif la formulation du probiéme de 'invariance de
la somme des mesures des angles d'un triangle, puis la naissance de la conjecture sur
1'égaliié de cette somume & 180°. La dévolulion de ce probléme 4 la classe signifie non
seulement que les éldves se I'approprient individuellement mais aussi qu'il soit placé
sous la respomsabilité collective. Cette socialisation est une condition du débat de
preuve que nous souhaitons finalement faire naitre dans la communaté de la classe.

Pour amerer la question de |'invariance de la somme des angles d'un triangle 1}
est nécessatre que les éleves aient & réaliser. ces mesures et ces caleuls pour plusieurs
triangles. Le nombre d'expériences effectivement réalisables étant trés limité, le choix
des triangles est dor trés important. Par atlleurs ces expériences n'ont de sens que si
les léves engagent effectivement leurs conceptions : la conpetire et le probléme de sa
preuve naltront de Ja confrontation, au niveau des individus et au niveau de la classe, de
conceptions suivant lesquelles d'une part la somme des angles d'un triangle est
dépendante de la forme du triangle et d"autre part du résultal des mesures qui situeront
cette sormme au voisinage de 18(°,

Pour cela nous avons retenu les trois types de triangles représentés par la figure
ti-dessous, dont nous faisons | hypothése qu'ils doivent favoriser cette confrontation :

——"_4__’__,.,-.—*‘-"-_—‘-_-_
A

N\

c
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Les triangles A et B ont été choisis pour le caraclére provocateur de la
combimaison de ia forme des angles etde 1a talle du triangle. Dans le cas du triangle A
ces deux éléments agissent dans le méme sers, sollicitant 1'idée que la somme des angles
devrail étre assez grande, pour le triangle I3 au contraire ces deux caractéres agissent
de fagon contradictoire pouvant rendre problématique |'dvatuation de la somme, Le
contraste des formes peut étre un obstacle & décider que les triangles auraient la méma
somme d'angles. De plus, les formes de ces triangles sont assez peu habituelles pour que
1'on puisse attereire que s paris qui seront demandés, n'aitlent pas de soi et conduisent
les éléves a des raisormements non iriviaux qui engagem teurs conceptions.

Le triangle C est trés sensiblement plus petit que les triangles rencontrés jusque
14, 11 devrait susciter des paris trés inférieurs 2 130°.

Pour favoriser 'explicitalion des conceplions et l'émergence des conflits
cognitifs nous organisors I'activité des éldves en équipes | chaque équipe, crée sur des
crittres d affinité, doit se mettre d'accord sur une évaiuation a priori de fasomme des
angles pour chacundes triangles. L'exigence d'tn pari unique pour le groupe réalise les
conditions d'une sitvation de décision (ce n'est pas la production d'une preuve
commune qui est demandée mas la preduction d'une décision), la confrontation des
points de vue doit amener ala proposition d'explications fondées sur les conceptions de
chacun.

La situation est défime pour les dléves, associés enéquipes de trois ou quatre {selon les
effectifs de laclasse), de 1a fagon suivante ©
- [ anxeyonant remst 4 chague Squipe U0R copue de clacum des Eous iriangles
- f demande 4 chague groune de formmufer im pary sur i sowe des mestres des
arggdes povr CETED des irnangles puae d e o8 pary sur une foudle de paprer
gur serg recolide)
- / anergnant demane sux Agupes de mesurar fes angdes pour chague trrsngls,
ar diz caleular L3 somme das pambyes oblaous,;
- 8.1 ¥yue de cetie actimid I anca grant nacerse &t pole sit lalfeay sous o farme
o i brstogrenme pour chagie risngls, fes resulint iroposes;
- pour chague dgigne Jas resufinte comt conthonids SIS Pares 8 Un COmmeniars
ast demrrgld parf enserenant

Le recensernent des mesures, avec la réalisation d"un histogramme pour chacun
des triangles, est I occaston pour chacun des groupes d'une confrontation des paris aux
résultats des mesures. Le commentaire demandé, comme dans Jes situations précédentes
a pour foretion de favoriser l'explicitation des conceptions et de souligner la
contradiction évertuelle entre pari et Iesure.

A la suite de cefa le professeur demnande aux éléves s'ils ont des remarques
particuliéres a forpmuler aprés I'examen des trois histogrammes et 4 la lumére des
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commentaires qui ont été faits. Ure telle question semble-t-ii trés ouverte est justifiée
par 1'exigence, éventustlement implicile, que chacun des triangles doit avoir uns valeur
précise pour la somme des mesures de ses angles qui lut donne du sers.

Le probléme de la conrmissance de cette valeur doit etre posg,

I11.3.2. L'explicitation de la conjectore
et la dévolulion du probleme de sa preuve

Aprés la preniére activité deux cas peuvent se présenter
- a valewr 180° est rermarquable, mais des éléves continuent a soutenir
qu'il est possible de trouver un triangle dont la somme des angles serait différente ;
- 1a conjecture est exprimée par certains léves ou groupes d'éléves, et
est partagée sans ambiguité par I'ensemble de la classe.

Dars ce dernier cas 'insuffisance déja reconnue du recours aux instruments
pour connaitre la somme des mesures des angles d'un triangle doit permettre &
I'enseignant de poser le probléme de la preuve.

En fait, nous faisons I'hypothiee que la robustesse des conceptions initiales
assurera la présence dans la classe de prises de position pour et contre la validité de la
proposition. Nous nous atterdons donc 4 nous trouver daps le premier cas. Pour
eblentr que 130° soil considérée comme une conjecture, le professeur demdnde aux
éléves qui endoutent ...

de charcher 4 constramre e brinngie dont f2 sopme des mesyres das angies sort
g diitirenie de 18T

A ceux qui soutiennent qua cela est impossible it demande d'établir que I'égalité & 130°
est nécessaire. Ne prenant pas parti, il laisse 1a possibilité 4 la proposition en question de
se constituer en conjecture sous la responsabilité de la classe.

1l existe bien sir un risque pour qu'a la suile d'un tel processus les éléves
accueillent Is fait que 180° est la sormme des angles d’un triangle avec ume conviction
suffisante pour ne pas ressentir le besoin de preuves. Nous pensons cependant que les
tensions qui auront été entretenues entre les devr camps, pour et contre la conjpcture,
1égitime que le professeur insists pour qu'une preuve soil recherchée. Quoiqu'il ensoit
ce risque nous paraissail 7 arrosy hien inmtd.

Doars les deug situalions que nous venons d'envisager tes éléves se trouvent dans
une situation de validation o1 ij leur appartient de produire une (ou des) preuves
de 1a conpcture, oude la réfuter. Le professeur n'a pas la resporsabilité de la validité
de la conpcture, sa charge dars le dérouternent de la séquerce n'a jamais 648 défime que
comme celle de renouveler les situations et d'assurer le maintien d'un objectif de
connaissarce.
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I11.4. La fermeture de la situation
I11.4.1. Des scénarios possibles

La dévolution du probléme signifie le transfert 2 la classe la responsabilité du
vra. Mais rien ne permet de garantir que les éléves, en particutier du niveau de la
classe de cinquidme, pourront effectivernent corstruire cette preuve dans un délai
compatible avec le fonctionnement du systéme didactique, ni de quelle nature cette
preuve sera finatement (cf. § 111.4.2.).

Ainsi fe probléme de la fermeture de la situation est posé.

11 n'est pas possible d'assurer a priori une solution déterminée & ce probléme, au
moins dans le cadre artuel des connaissances en didactique. En revanche nous pouvons
envisager des « Fins » possibles et les discuter au regard de la connaissance construite
par les éléves. Une question centrale dans cette discussion est en fait celle de
l'institutionnalisation et de son statut cognitif.

Nous envisageons principalement trois types de scénarios possibles, le dernier
présentanl yme aiternative :

{i)1es éléves se sont mis d"accord sur une preuve de la conjecture. Alors il
reste au professeur & {'entériner. Cela suppose que la preuve est acceptable de son point
de vue. Le contrat didactique injtial, aprés avoir été rompu pour permettre la
dévolution du probléme, doit btre renoué © si la preuve n'est pas acceplable alors le
professeur doit en négocier |'abandon ou l'amendement ;

{i) les élaves ne sont pas parvenus a un accord, alors le professeur doit
intervenir pour reconnaitre les preuves acceptables et repter les autres. I y aura
pécessairernent une négociation, éventuellement dane deux directions : d'une part pour
faire accepter la réfutation des preuves fausses (et en tirer les conséquences), dautre
part pour faire accepter que des preuves différentes soient reconnues |

(iii) les éléves ne parviennent pas & une solution, alors 1'enseignant doit
aménager une issue. Pour cela deux possibilités s'offrent & lui :

- soit il propose une preuve de la conjecture. 11 faudra pour que cetie
preuve soit acceplable par la classe qu'slle prenne en compte les conceptions da la
notion d’angle que les éléves auront attestées et les directions de recherche qu'ils auront
adopiées. De mérme, le niveau de la preuve devra étre compatible aver cehui auque! les
gldves se seront dventuellerent situés dans leurs tentatives | preuve expérience-
mentale, exemple générique, ou inférences classiques de la géométrie plane. Cet
enrecinement dans leurs efforts de résolution du probléme est une condition pour que
la preuve proposée puisse élre acceptée : la dévolution du probléme a pour
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contre-pariie implicite gue la solution du probiléme soit «raisonrablement » & portés de
laclasse.

- soit il propose d'accepter la congcture pour vraie , latssant ouvert le
probléme de sa preuve. On semble retrowver 14 la position classique parfois adoptée
dars les classes : « wous montrerez plus tard que ... cette année, on admettra ... ».
Ceperdant ici la situation est radicalement différente de ce qu'elle est usuetlement dans
fa mesure ot |'assertion en question n'a pas seulement Até constatée ou enterrlue par les
éléves, elle a &4 corstrutte comme une congechire, mise en question, problématisée.
Son caractére de vérité potentielle a été mis en débat. C'est la production d'ure preuve
aprés un effort da résolution qui est repoussé a plus tard. La proposition faite par
I'enseignant prend une valeur pratique (la recherche doit avoir une fin dans un délai
accepiable) et non de principe {comme affirmation qua « los éldves ne peuvent pas
comprendre »).

Nous persons que cetle derniére option pourra le plus souvent &lre évitée i
moins d'ume classe disons, « trés faible ». De I'expérience-mentale 2 la démonstration
plusieurs ypes de preuves sont disponibles, s'appuyant sur des conceptions différentes
de la notion d'angle ou sur des significations différentes de la conpcture. Cette palette
de preuves, qus nous envisageons ci-dessous, permet d aménager des issues en nombre
suffisant.

111.4.2. Une palette de preuves

Au moment ol nous avons comstrunt cetle situation didactique 1 existait peu
d'éléments permetiant d'affirmer a priori quelles seraient las preuves consiructibles
par les éléves. Cette sttuation élait acceptable dans la mesure o1l en revanche pous nous
étions assuré que la palette de ces preuves est assez étendu tant par les types, au sens des
stratégtes de résolution et ef en référence aux diverses conceptions de !'angle, que par
les niveaux Par ailleurs nous avons souligné que la contrainte de constructibilité d'une
preuve par les éléves eug-reémes n'est pas une condition wne gz mop de « réussile » de
la stiuation que nous proposons. Sans reprendre 1'aralyse gue nous avons déj preésentée
des preuves possibles nous allons évoquer il celles g pourraient venir en cléture de la
situation.

I est peu plausible gue des preuves pragmatiques sotent proposées par les
éléves : le recours ala mesure est disqualifié par la corstruction de la séquence ; quant
au découpage et au pliage ils sont étrangers aux pratiques usuelles de la classe.
L’axpérience cruriale ne nous apparait pas une forme adaptée & la preuwve du théoréme
qui nous intéresse. Eventuellement elle peut dtre utilisée pour écarter la conjecture
selon laquelle i} serait possible de construire un triangle dont fa somme des angles soit
trés éfoignée de 180°.

11 nous semble aussi peu probable, au niveau de la clesse de cinguitme, que des
preuves « uclidiennes » ou s'appuyant sur 1'angle comme rotation soient proposées par
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les éléves. Par contre de teiles preuves pourraient étre fournies par 1'enseignant, a un
myeau convendble, si elles sont compatibles avec les conceptions de |"angle attestdes par
les dléves et en fonction des types de recherches qu'ils auront engagées. Pour les
preuves euclidiennee on connait les présentations classiques, pour les preuves relevant
de 1'angle comme rotation on peul suggérer une expérience mentale du type de celle
proposée par Grosgurin (§ 11.2.3.), ou la version ci-dessous tirée d"un manuel polonais

Mierzymy katy

Spbirz jak wedruje zapal-
ka dookola tréjkgta:

(Figure 18)

Pour ce qui est des preuves intellectuelles que les éléves powrraient produire
sux-mémes on peut penser a celies qui s'appuient sur le postulat qu'un triangle
rectangle est fa « moitié » d'un rectangle. Lasource de cetle preuve, d"un point de vue
heuristique, est I'idée de rechercher un lien avec le fail acquis que la sommoe des angles
d'un rectangle est 4 fois 90°, soit 360°. Touwt triangle peut ensuite étre considéré commea
« décomposable » en triangles reclangles en tragant I'une de ses hauteurs ; il est possible
que les éléves considérent les deux cas d'une hauteur intérieure au triangle et d'une
hanteur extérieure (Figure 19}.
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= -

(Figure 19)

i¥ : Analyze et mise en oeuvre expérimentales

1V.1. Remarques préliminaires

Le probléme de la mise en ceuvre d'une recherche expérimentale se heurte, en
didactique, & plusieurs obstacles qui viennent s'ajouler aux contraintes spécifiques de
'objet d'étude.

Nous re nous éendrons pas longuement sur ces aspects de notre recherche, mpis
il convient d"en faire mention 1e1 dans la mesure ot ils ont pu conditionner notre accés &
1'observation, et partant sa conception méms.

i n'existe pas au niveau du collége, d'observatoire ou de véritable laboratoire
permetiant 'observation didactique, un lieu qui permetie la mise en ceuvre de
dispositifs expérimentaux parfois importants et le recueil de dommées. Un tel lisuexista
pour 1'Eeole Flémentaire dans le cadre de U'école J. Michelet 3 Talenrs, associé i
I''REM de Bordeauz, cel owtil exceptionne! pour la recherche expérimentale en
didactique est te produit de la volonté cowrageuse d'un chercheur : Guy Brousseau
Ailleurs, la possibilité d'expériences repose essentiellerment sur la collaboration
ghnfreuss d'enseignants, d'éléves at de clefs d'établissemant altentifs et intéressés au
déaveloppement de nos ravaux,
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Cette situation précaire a des conséquences matérielles évidentes, mais aussi et
de fagon plus cachée, elle a des conséquences au plan théorique. Il n'est pas toujours
possible que 1'emseignant soit lotalement associé au projet de recherche ; ce qui
constiterait un fonctionnement normal. Se pose alors te probléme essentiel de son
intreduction aux objectifs et & la problématique de Pexpérience, celui de son
appropriation des différents aspects de a situation didactique & metire en oeuvre et de
lewrs motvation Ceci ne peut ége gue le résultat d'une négociation qui engage les
conceptions propres & I'enseignant pour ce qui corcere les processus dapprentissage,
le fonctionnement didactique mais aussi I'évaluation de la pertinerce du dispositif qui
1ui est proposs.

La réalisation pratique de I'expérience est sous la responsabilité de !'enseignant,
il s'agit 14 non seutement d"ume contrainte déontologique mais encore d'une cordition
inhérente & I'obpet méme de la recherche. La recherche expérimentale en didactique
n'est donc possible que si le dispositif expérimental utilisé est compatible aver les
pratiques professionnelies de P'exseignant et le fonctionnement du systéme didactique.
Le dispositif doit pouvoir prendre sa place dans un processus d'enseigrement qui le
dépasse, qui est né avant lut ef se poursuivra aprés lwi. Par ailleurs il doit prerdre une
place raisonnable dars le temps,

Dans le cas qui nous occupe la réalisation de 'expérience devait occuper au plus
deux séances ordinaires de classe {environ 33 mimumes) ; il faut reconnaitre que le
thforéme sur la somme des angles d'un triangle, qui ne figurait pas & ce moment ta dans
les programmes de cinqwieme, e pouvait raisonnablernent occuper plus de temps.
L'observation a été conduite dans deux colléges de !'agpiomération grenobloise, a
Domene et & Echirolles, avec des enseignants volontaires. L'ensemble dela séquence a
été filmé, 1l n'y avait pas d'avtres observateurs dans la classe que l'opérateur de la
caméra Les amalyses que nous présentons ici ont é1é réalisées & partir de la
transcription, que nous avons réalisée, des enregistrements widéo.

V. 2. Une observation dans une classe ordinaire

Une premiére observation a ey lieu dans wne classe de cinquiéme « ordinaire »
du coliége de Doméne (prés de Grenoble) en Mars 1983, La classe comportait 25
éléves. Le scénario de la séquence avail 818 discuté en détail aver le professeur, nous
avons otserve et filme deux séances de 50 minutes environ
IV_2.1. Chronique de la séquence

(D1)  L'activité des éléves est introduite en référence aux activités courantes :
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Prof (1): aufpourd S on va continner Je bravar guroma 1t fkgu 8 present
Jos mesures des angles. Vol ce que g demande . vows allar tracar un iriangls,
charun traca wn risngle sur sopcaluar . puts eous mesures chaeun des angles
de ce trisngde (Husnd vous surez 1y, vous ferer 19 samme de o5 Inoss mectres.
Ensurie g recenserar Jes resuiiae

Alors que les éléves se sont mis au travail, le professeur les visite. Il compléte la
comsigne de quelques remarques adressées 4 la closse, dans le but de préciser quelques
points de pratique éventuellement relevés en visitant les éléves ;

Prof (4) . mous donnez 3 mesure an dagrds, de chacum des snpfes
Prof(9) : o mour roypes fas s clarnemen), profones fes odlés

Certarres interventions ont pour but de porter a'attention de 1a classe des points
jugés irnportants fiés aux difficultés de certains éleves. C'est en fait le dialogue
commence avec |'un des éléves qui est rendu public

« Lataille du rapporteur » :

Prof (11} srana poc Je mfime rapparienr an 5 pas fo mdme éeartement 7
Laclasse (12): o &' .. olilse

Prof (13): oo memure engurlle nwief.. jendagrd Fitca qun le degrd sur vos
... £ 85 une questron meressante {3 17 clave/ast-ce gue Je desrd sur fe
rapporiaur de Karelle axt /e méme gue Je degre sur fe repporieur de Murialle 7
Laclasse (14): e e sidr

Karelle (15): hag comme pan s un qur est plis graad gue Jsutre on srrevers
s st mdme andnof

Frof (16) . & camprends poss trés bran co gue ty veur dire 85 yan 3 un gur est
phsgrand gque fanre ., 7

Karelle (17): &4 pan g ungur mesure s, 1 surs pos e padme gue /4

Prof (18): ast-ce gue ¢ bt fs diisiance anire e dewy demr~dronte gue bl mesures
Karelle guawnd b mesures avee un rapporteur 7 5oi-ce gue o st fr Jonguour gue
&1 mesures

Karelle (19} oon

Prof (20): ¢ &t ouverture de J 'angle. Si-ce gue s g2 devene un angile cormine
3 /5y tabilasa) asi-ce gu i change cot sngie forsgue & profonge fac odlds 7
Laclasse (21) : o

Prof (22) : o last toupiars fe méme angfe. ¢ axt asx 18 fonouelr 161 gUe 1 ESUnes
Karadla ¢ st fouverture de [ angle (i diusre d un geste au lablas]

DIDIREM o'39 3 févriar 1987

16

« La désignation des angles » :

Prof (23-24): [f4.X7tum doras AR dgul LT 312 claseaj st vous aves ponug
sunmels dy rangle vous pouver Jes sppeler. .. s vous aves appeld Jes sommels
U traangie 4, 8 U comment vous pouves appeder a5 angdes ?

La classe [avec e professeur] (25} : .4-¢". . [Prof | comme les?} ... summess
Prof (26} : qu &t-ce gu on diigme par A5 d Falvtde 7

Laclasse (27) : Jes segments

Prof (28) : Jersqgments phnldy, alors ¢ st pas poswble de déugner un angle svee
catia molstion i

Les interventions auprés des éléves ont pour objeckif de les encourager
travaitler, ou de repréciser la consigne ; comme par exemple pour cet éléve qul a traceé
trois angles indépendants sur sa feuille au lieu du triangle demandé.

{D2) Larécolle des résultats donne lieu 41" histogramme ci-dessous :

g
O
0
0
O d
0 ooao
go oooooooooinln
160172 176177 178 180 181 1R2 184 185 186 189 190198 231

Le professeur acceple sur un ton égal tous les résultats, sans remarques.
Cependant les propositions 160° et 231° provoquent de vives réactions dans la classe,
alors que les autres résultats ont plutét ét2 recus dams ['indifférence. L'éléve qui a
proposé 231° medifiera son résultat en 180°, ce que le professewr accepte avec
suspicion.

Agrés quoi le professeur inwvite la classe & des remarques. En géneral il se
contente de répater les phrases, les montrant en quelque sor'e ala classe. Dans quelques
tas, il laisse échapper un jugement ou une correction

- pase passe towt antre [50at 20 (San 84)
Prof (93): rawt une reowrgue itdrassante

- t pa besucoup da 13¢ {(Ele §2)
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- tous Jes 188 i oot um angde pdat (Ele 97)
Prof (98): J8U corregpond & um angle plat

- i ya plusienrs tnangdes, (i ot fos fes memes angles raas e ont s méme
somme(Ele 99-100)

Prof (101} : tw trouves gu tis omt fa mdéme sormme 7
- dans fee f82 (Ele 102)

(D3) Latransition vers |a phase suivants est réalisée & partir de cette derniére
rermnanus :

Prof (103) : parmy far dléves gur amt trouve 188 asi-ce qu s avaignt oty
e e mime e 7

Unéleve (108): mog g ¢ 8trepas Sern
Le professeur introduit alors |'activité suivante :

Prof {105): Foukd oo gue & vors vous densender de fatre matniensnl, Vo sy
AU Volne brangde 81 pos avies mesure Jas sngdes de ce triangle. £2 lnan rott
L g v vouk donper § ous fe méme frizngle. Fours alfez recommencer
Jgxmrcre, puas avec e i taimgle polr iU,

Unéleve (106) : mour virr s o trouve fo méme 7

A la sutte de cetle derniére remaruge des avis partagés ("oul”, "ron”) sont exprimss,
nolarnment un élave aftirme =& § 8 Loupwry un ou des nullimdires g s Brksppean
"(Ele 117). Le professeur compléte ensuite Ja consigne :

Prof (124-140): wour allaz fhine Lty i8rY gviant de COMmEncer. .. ous fares
Sula sopime des Sgdes de oe brande . sur ey petles tealies que g distntue
VOUS I (e ver Je pay £1s possrily, s vous aver une rason vous J rdigquez
.. B refEve Jas fEmlias ayant g Ue POUS COUBRICIEE J6e mesures ... vous Kales
chaeLm potlr POLS, AR SVee POLe R o porlle. | vour tinhes prs wous
doanas fes masiras gue vous lrouvez, Fows inclez pas pour gue cela
QUTESRUTE 3OS AULE

(D4)  Aurecersement des résultals, chague mesure est confrontée au pari, et
chajus éléve est appelé 4 faire un commentaire. Nous indiquons c1-dessous les couples
(pari, mesure) suivis du commentaire de 1'éléve (ou de sa répétition éventuelle par le
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professeur lorsque I'éléve est inaudible) !

Isa143 (180, 180) swavmessmcd vue d vewd

Mur 150 (180, 180) /allesdvalus chague angle] N )

Seb 152 (270, 180) 7 angde i me parausat plis graned que quand ] 21 TRSure

Chr 158 (260, 180) 4 te parscesart plus grand que queind W as mesure

San 162 (130, 180) _

Flo 164 (180, 182) #r¢es trompée de dews dogres o

San' 166 {250, 181) déis Je trrangtle grand ot ensurte un angle qus fusa greod
[rires dans fa clava/

Fra174 (180, 180)

Yan 174 (130, 180) 4 vued vewud

Dav 175 {260, 163) aerange t 5 mtfence _

lea 185 (220, 130} pamregquefayde ... £ et un pey U grand gu un sngde
droet

Bar 193 (160, 180) /& vuguld avu! deux petils angles alors j 2t diiga £ ra
axunsde 180

Car 197 {180, 180}

Kar 198 (180, 130} _ S

Dom 199 {250, 180) /e triagde f ast trop grand ... &t pus { autre if élaft pelit

Lwd 207 (180, 180)

Kar' 209 (130, 130} _

Phi213 (188, 180) &y unangledrort ot deux ugis

Phi' 217 {180, 180) Ardis dor'c st obligatorrement 160
[agniation dans fa clawe/ _

Val 221 (184, 181} Jes tnodsangles n oot paelo mée degré

Eri222 (440, 180} /o troangile fo pararesart grand [rirec dans Je clase]

Abd 225 (185, 180)

Kar® 227 (180, 120)

Rar 22¢ (180, 130) _

Ald 231 (180, 180) s foroyuss gue ¢ diart un angle drod et fes dewx JUTES
¢ Blart 45

Autableau e professeur a représenté I' histogramina des mesures -

163 0O

130 COOCODCOCOOOnO00D00n0a0
1831 00

&2 0O
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I appelle ators les élaves a des remarques :
- & o e met aocemible p3 Pt un sngde plet (Fle 237)
- f0Fc et surprenant (Ele 240)

- il e et une grosee erreur (Ele 243)

- parce gu un angle g va fxgu 8 0 (Ele 245)

- s e some £ (Ele 246)

- 5 depaesaranl R0 Jer agpites s devianant dire obtur (Ele 251)
- i devranl p avotr sy motns un rentramt (Isa 257)

Ces rermaryues ne prennent pas en cormpte que tous les éléves avaient le méme triangle.
Le professeur intervient pour amener la classe a considérar ce point .

Prof (258-260) : quafgu turaveart dit gu on deyrart irouver fa niime olose.
Alors ast-ce que taut fe monde trouve Iy méme chose 7 fo laclese s pon /]
Lxtce  gue oo saran ivrmal QU on trouve la mdme chose on pas 1

La classe est partagée entre “oui” et "non”, quelques éléves expriment des avis plus
précis -

- fe pett trangle g peut 8ire poredd gue Je grand, mars amplament ¢ B fes
angres gu i i regerder, ¢ est pasfefongueur . ce g m b cloque ¢ st [a
gremdeur (Dom 263-267)

Prof (272) | est-co gu'on devrat shenliment lrouver b Je méma nésultst 7
- anayant des mesures luian précrses (Ele 279)

- il oot dd aef mettre Je ragportewr (Fle 281)

- s omt fu 8 £ degre prec (Prof 284)

A lasuite de cela, el sous la pression de certains éléves, le professeur demande a David
(auteur de la mesure 163°) de recommencer ses mesures © " reaerde un peu puesgu i
an & qur astunant que i poses mal fon rapporteer " (Prof 287). David avouera © avour
melfu” (Dav 298).

{3} la premiére searce de classe s'arréte ici, le professeur indique que e
travail sera pouswivi fors de la séance suivante, deux jours aprés.
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{D6) Lareprise alieu en annoncant la poursuite de l'activité de mesure des
angles d'un triangle :

Prof (300-5) : oo va contpuer /e raved copearnant Is mesure das angfec 4 un
franele 8t 13 Somime 48 (65 Bots IESHTES . . . COlR RIS - 2 VRIS POUs a0 donner
s, .. vous aunes Jas mdmes i insnges, of VOUS SUres § Inesurer fes angles
& g .fre fz somine de ces e s, Fous sures aussy, avard, oosmne 13 derinére
felle perticulanié encarg, ¢ Bt gue vous n 3lles pae bravedlfer sonls, vous alfez
travadiar par grogpeede trose [ ] g vous donne d sbord Jes tross triangdes af
OIS SVET 8 13170 1B A, SRS e CORUTRICRT ek 8 prendre fas rapgporiaurs
lom desutef .. f vous fales un part pour chague lrrangls, pour fe groups, st
Poize i Bles pos d Serord vous en discuies

Le professeur suit H'activité de chaque groupe, il les wisile mais sons intervention,
notamment dans leurs débats. Chaque groupe donre les résultats de ses mesures, et est
confronté aux paris qu'il a effectué.

(D7) Des commentaires sont demandés sur la confrontation des paris aux
mezures. Now indiquons ci-dessous les couples {pari, mesure) pour chacun des
triangles A, B, C, suivis du commentaire du groupe d'éléves (ou de sa repétition
éventuelle par le professeur lorsque ce commentaire est inawdible) :

Group 311 (130, 1303 {130, 177} (130, 130}
Lallwt parser, onafané. .. grands ocuverare .. o pensvad des p e
GRS 8 POV g G5TUN SIS GUTES

Group 335 (200, 180) (180, 180) (180, 130)
et sngle Je grand 18 g nons & trampg [ [ joropece gu iF fasart diigs
188

Group 349 (173, 184) (130, 177) (30, 180)
fe trrangle of et p Y .. alors tuas pensd S pour ce tnangle

Group 370 (180, 180) (180, 180) {180, 180)

Group 376 (180, 180) (180, i81){180, {80}

Group 386 (180, 182) {180, 177) {180, 180)

Group 390 {130, 130) {180, 180) (60, 180)
Hélatpint

Group 398 {130, 130} (130, 180) (130, 130)

Le professeur a représenté au tableau les histogrammes donnant la répariition des
résultats des mesures pour chacun des triangles :
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Triangle A : Triangle B :
120 01030010 177 OO0
182 O 180 OOOO
184 O 181 (]

Triangle C :
180 COCOCO0O

{D8) Le professeur appelle de nouveau les éléves a faire des remarques sur
tes résultats ui ont été obtenus et qui figurent au tableau :

- o yana besuroup gur ont trouve £80 pour fe C(Kar 406)
- feny towt fo monde (Fle 408)

- dane tous Jes bvangles gu'on smesund ¢ &3t lomt dans Jes slentorrs de 180
(Fla410) ...
- L70at 150 (Ele 411}

- pourle B4 y 3 des dif¥enenees comme £3 parce gu i et pfis potnd ot qu i 1
prolenger fes brarts bran diosts gt .. (Ele 414)

~ [mozas le professeur fait remarquer que c'est le C qui est le petit riangle}

- Je Cast le mfime gue fy grande eure oo ol Jes mémes angles (propos
d'éléves répélés par le professeur, 419-421)

Aucune autre remarque ne venant, le professeur relance le débat en s’attachant a
favoriser des interventions qui conduiraient 4 la formutation de la conjecture :

Prof (425} st maariviansm! st g vous donnus un briangie gue 2 chosse .
BSO8R QUE FOUS SOUET PATEr Sitr [3 somere das menurss des angfec de o
irangte

Laclasse {426} ou, our

Prof {427) : astcp gue gualgn o ssura me dassunar un trizgede dont f2 somoms
des angdes axt tros fotn de 180

Laclasse (428) . .oz oon

Prof (429) . paraxmpde {5077 .. qut 65008 GUI pOUrTant 85 Gesser i

Un éleve - pewrt-die
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Des éléves invoquent que l'on a trouvé 1877, mais d'autres font remanquer que cela est
lié a des erreurs de mesures (Ele 434-3). L'un d’entre eux (Ele 436) exprime que "<
an a5t been preves, et ofidigg " que la mesure soit de [80°. Le professeur exarce ime
pression un peu plus forte pour favoriser |'apparition de la contreverse dont on peu,
dans la confusion des interventions, relever des indices :

Prof (437} fo dudisc et ol Castoldige mus, ast-ce gu an vopant las
resulizls tn e s, s, sUrque o gl parfartenent 1807

Laclasse [partagée} . our-non

Devant cette incertitude le professeur rappelle sa demande d'un triangle dont ta somme
des angles serait de 150° on a défaut d'une preuve que cette somme est toujours de 180°,
Un éléve propose alors un triangle dont la somie des angles serait de 4°

Unéleve (450): ... dev...

Prof (451) : po e ooumprends pac de g tu pardes fu ev tnace g trianede &
L'élave (452): owatenlowmyard. ..

Prof (453} : dagre fasomme des angles J degrés, g vais porr

Unéléve (463) : mry s ar brouvd 8 degres

Prof (464) : ¢ dagres fas wur . oy miesure pay cefir-l 18 calur-ld.
£ &5 frengie un Angie .

Karen (465) : drort. .

Prof (466): drovicomme dit Karen. .. celr=-lé J3.,, cel-ld. . 2

1'éléve (467) : abonms...

Prof (468, il veprend un élave) : 4 dog avrs um iriangde e peui s dépasar 1807
Unéleve (469-71) : un petet peu plize. .. qusnd on s 852 Lnotipe comime Iestre
Uneéléve (476-78) : op peut desaner o importe gy ... faserasaeld .. 180,
LT PEU [ILS U1 PeLTON . .

Unélave (430) : ou peut meitre moths méne, on peut lare des riangles gur
sopent plus petls. . @ pense

Unéléve (487) : ¢ &t pos fe trazngla ¢ st angles gut complant

Ludovic propose une explication qu'il a préparée. 1l est mal compris, mais il
fente de s'expliquer

~ & of irouve des mesures diténenies fde 180 cextgue. . Jes angles ds sont
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of mesures Les seeleurs des angles contiouent 41 il et on bouvers
Lowpours 180 3 fa somume des angles des Iriangdas (Lud 500)

Laclasse bruyante est partagés, des “oui”, des "non”, alors gue la sonnerie marquant la
fin de la séquence retentit 1l régne ure cerlaire confusion. Un éléve préterd avoir
trouve un triangle dont la somme des angles serait de 130°.

{D9) Le professeur conclut faisant un bilan de 1'activité et en annongant sa
poursuite lors de la prochaine séance (qui ne peutavoir lieu que deux semaines aprés &
cause des vacances de Paques)

Prof (511} : pour an.g trouve dav irranges dont (2 somime des snelas dlasnt
antre 177 et J&7 F luap ssxqyee de e rowver des ryangies dom Ja somine
des angles ast trés fotn de ga | 9 ¢ Bt poseile. X vous i 7 arrves for, aogpes g
POLr S yous pouves conclure qURigue £lose, o éxsayes de me montrer guelgue
chose, Exsgyee de continuer oe travad

1¥_2.2. Analyse de la séquence

Certainement parce qu'elle fait de fagon éwidente swie & des activités ammlogues
sur la mesure d'angle, la phase de constitution du rmhiew (D17 joue bien son réle. Les
€léves s'engagent dans l'aclivilé sans remarques. En revarche les interventions du
professeur sont nombremses. Elles ont pour obpetif d'éviter des erreurs ou des
difficultés qut sont évaluges comme une géne potentielle pour le développement de la
sequence. Elles consistent 4 exploiter collectivement des obsarvations faites auprés de
certains éléves, mats reconnues comme des indices de difficultés dont la mise en
éviderce et le trailement présenent un intérét géndral (remarques sur la taille du
rapporteur, la désignation des angles).

Lorsque les resultats sont proposés (D2) , le professeur les regoil effectivement
sans commentaires. En fait on peut considérer qu'il les accepte, st I'on apprecie sa
reuiralité dans le contexte des relations ordinaires dars la classe. On est dans une
situation classique, la tiche n'est pas autre chose qu'une tache technique  le professeur
est én charge de ses responsabilités habituelles, Mais lorsque des commentaires sont
demandés a la classe, son atutude est moins nenre ; certaines de ses remarques
potrTaient méme constituer des indices powr des activités ultérieures (par exemple :
Prof 93). Cela restera ceperdant sans conséquences comme le montrera la suile de
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V'observation. L .

Le fait notable est que « la classe » va réagir vivement a l'énoncé de certaines
valeurs proposées comme sommg des angles d'un triangle : 160° et 231°. Pourtant nous
constatons ensuite que 7 éléves proposent des valeurs trés éloignées de 130° {plus de
200°). Ces réactions apparerament importantes peuvent provenir du groupe des éleves
qui ont oblenu un résultat au voisinage de 180° ; ce groupe est majoritaire (itya 18
éléves entre 176° et 182°) et il peut se considérer comme représentant une pormmlité.

Un comporterent de conformisme, ié  la production d'une « norme » des les
premiéres mesures récoltées lors de cette premiére activité, peut expliquer que de 7
résultats égaux & 180° au cours de la premiére phase, on passe & 18 paris sur 130° lors
de la deuxibme phase (D3 et D4). Cela ne signifie pas que cetie valeur ait pris du sens
sur le fond, c'est & dire quant & ce qui concerne la TeCoPmAISSANCE du caractére
nécessaire de |'invariant.

Le shéma ci-dessous donne la répartition des paris lors de la dewsaéree activité :

160 (]

120 0000000000000
1840

1850

2200

250001

260 (1

2760

4400

Les paris au-detade 180° ont pour origine soit fa prise encomple de fa présence
d'un angle « grand » dans le triangla proposé, soit la comparaison de la taille de ce
triangle au triangle préalablement tracé par les élaves. En revanche fous les paris sur
180° e signifient pas que cette valeur ait été reconnne comme valeur a priort de la
somme des angles d'un triangle (cf. par exemple Isa 143, Yan 174, Ald 231). Dans un
seut cas le caractére nécessaire de celte vateur est attestd (Phi* 217) et provogque une
agitation dans la classe dont I'origine n'est pas identifiable, mats qui estun indice de ce
que « la question des 180° » pourraétre I'objet d'undébat. _

Une seule valeur est rejetée par des manifestations bruyantes de « fa classe », il
s'agit de 440°. Ce n'est pas ici la valeur de la somme des angles d'un triangle qui est en
jey, mais la considération de ce qu'est une valeur possible de la mesure d'un angla.
Comme le montre I'échange qui suit (Fle 245-257), cette valeur ne pourrait dépasser
360° ; et il en est de méme de la somme des angles qui a &té définie 4 partir de la
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justaposition (sans chevauchement) de secteurs angulaires,

Le probléme de décider de Ja valeur de la somme des angles du triangle donns
n'est pas soulevd, bien qu'il a1l 86 évoqué & prrory par un éléve comme un but plausible
de Pactivité (Fle 106). C'ast le profasseur qui le relanre (Prof 272), les quelques
remarques failes par les éléves montrent que l'idée de 'iccertitude des mesures est
présente dans fa classe. Mats il n'y a pas d'institionnelisation de ce fait. La fin
imnmnente de la séance a peut étre précipité les choses.

Au terme de eelte séance (D3), le professeur indigue seulement que le travail
sera poursuivi ; mais sans préciser de quel travail il s'agit. Implicitement et
éviderament, c'est un travail sur la mesure des angles d'un triangle. Le terrain est prét,
mais la conjechire n'est pas née.

La troisitme phase (D6 et D7) montre qu'effectivement la conceplion erronge
qui he lataille d'un triangle 4 la valeur de la somme de ses angtes, est assez forte pour
résister au débat collectif devant des cas de figure assez « troublants ». Le
comperiement de conformmsme éventuellement adopté lors de la phase précédente est
fortement ébranlé, on note particuliérement un groupe qui parte 180° pour A et B mais
pas pour C jugs trop petit {Groupe 390, ou um autre qui ne parie pas 180° pour A parce
qu'il aun angle obtus (Groups 335).

Dars cette situation la classe se sépare endeux :

-4 équipes (c'est & dire enviren 12 éléves) n'ont pas accédé 4 la congechure sefon
Taquelle 180° est la somme des angles d'un triangle. Cependant, pour deux d'entre elles
13[F est en quelque sorte une valeur privilégiée (Groupe 335 et 390) ; pour une autre
est présente une certaine idée d'invariance alliée & une prise en compte de la taille des
triangles, un compromis qui conduit au pari de 130° pour chacun des trois triangles.

- 4 autres équipes semblent acquises & ce qua fa somme des angles d'un triangle
soft 1807

Le fait que 180° soit le résultat effectiverent obtenu dans la majorité des cas (18
mesures sur les 24 effectudes) est un indice du caractére convenu de cette vateur ; il est
assez yraisemblable que les éleves ont d*abord trouvé des valeurs au voisinage de 1807
puis qu'ils les ont corrigées.

5t la conpeciure est bien présente, attestée par plusieurs éleves, elle n'est
cependant pas encore identifiée comme felle - le probléme de sa preuve n'est pas posé.

Les pressions du professeur (I8) se hewrtent & une impasse. Son intervention
(Prof 437) vise & obtenir qu'un éléve au moins pose le probléme de la preuve qu'il
pourrail amsi reprendre et institutionnaliser. En fait l'obstacle est peut-ire & ce
moment un consensus fort dans la classe sur la validité du résultat en question | les
eléves e comprennent pas d'emblée ce que 'on attend d'sux. La pression exercée en
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réclarant un triangle de 150° ale poids de I"autorité du professeur et par 1a ébranle les
eléves les plus fragiles.

Le succés de cette pression (certains éléves vont chercher des triangles dont la
somme des angles soit irés éloignde de 130°) ldgitime que le professeur introduise
I'exigence d'ure preuve comme élément ¢ une alternative {fournir un exemple ou une
preuve que cela est impossible) ce qui peut préserver la dévolution  la classe de la
responsabilité de la formulation de la conjecture et du probléme de sa preuve (D9).
Ainsi 'autorité du professeur devient-etlle un outi! pour réussir la dévolution qui
impliquerait pourtant essentiellement son abdication (momentanée). Mais nous
reviendrons, sur ca point semble-t-il contradictoire, dans la conclusion de cette étude.

La fermeture de la situation n'a pu avoir Heu dans le cadre des deux sdances de
classe qua nous avons observées. Lorsque les éleves sont revenus des vacances de
Péques, ils avaient tous renoncé & construire un riangle dont 1a somme des angles serait
différente de 180°. Le professeur a alors clos la séquence en apportant 1a « preuve
pytbagoricienne » (cf. § 11.2.2.2., 'élude des angles & cdtés paralléles avait 616 faite par
ailleurs), nous me disposors pas d'éléments suffisants pour évaluer le statl de cetle
preuve pour les éléves, le probléme des effets de |'institutionnalisation reste donc posé.

1V.3. Une observation dans une classe expénimentale

Cette seconde observation a ¢u lieu au collége d' Echirolles en Janvier 1984, dans
une classe ont élait conduite une recherche visant & remouveler les relations entre
professeur et éléves, et entre les éléves eux-mbmes, pour créer « les conditions d'un
débat scientifique dans la classe ». Cette tenlative originate était conduite dans le cadre
des activités du groupe de recherche *Apprentissage de Raisonnement” de I'IREM de
Grenoble (Capponi 1986).

La réalisation de la séquence a occupé deux séances consécutives de 50 minutes
environ avec une classe de cinquidme de 23 éleves,

le professeur en charge de la classe, membre du groupe de recherche de
P'IREM de Grenohle, a assuré son enseignement avec un autre membhre de ce groupe,
Les éldves avatent done ce jour 13 deux enseignants simultanément, Celle sibumlion
n'était pas egreptionnelle, elle correspondait 4 une forme de travail collectif de ce
groupe de recherche & laquelle les 8léves étaert babits. En fait, toul s'est passé
comme 51l yavait dans la classe un seul professeur mais deux voix - chacure s'effacant
devant fes interventions de {'autre. Les phénoménes spécifiques de notre étude ne nous
ont pas paru affectés par cette présence bicéphale, nous avons done pris fa parti de
présenter cetie observation et son aralyse en confondant nos deux collégues en ung
seule et éme personne : le professeur.

DIDIREM n"39 3 février 1987



47

En revanche, la démarche pédagogique originate de ce groupe de recherche, par
sus références constantes aux régles du "débat scientifique” (Cappomn et al. 1986), fait
de cefte classe un lien particulier. Notre hypothésa élait que la différence avec
ure « classe ordimaire » porte principalerrent sur les conditions de la dévolution, ici &
Aronfacilitée, mais que les conditions cognitives de a construction de {a congechure ne
seratent pas modifides.

IV.3.1. Chronique de Ja séguence

(E1} L'activité est introduite d'emblée, sans références particuliéres aux
activités antérieures de la classe ; elle succide de fait & des séances consacrées & I'étude
des angles el de leur roesure

Prof {1} vous aifar tracer in &rezngle sur volre catar. .. Erde difPérants /65 uns
desautres /.. J1a dimencon gue vous voules, 8 forme gue vous voules £t aces
Sran paree gl wous alfee mesurar Jes angles du rrsngla ot H faul guand méne
fasgutlswt froppelilf. . [ yen s decune plixeurs Formes fau lalleaty/, mas
vous farkas v serd tvangie /. [ Eine Fods g yois Jes svez inscds voirs gaoelar
lessommets 4 8 a0

Les éleves réalisent les figures demandées. Mais avec une lerdance trop marquée, pour
certains, a se conformer au modele trace au tablsau. le professeur inlervient pour que
les éleves prennent des distances par rappport & ces exenples :

{Prof 2-3) : /] ar decsrind deus trasngdes su latdeaiy o y an 2 beaucoup guo e
crvrent ofdysee de destnar denx riangles .. [ vous desangr un setd iriangte
IS (8 1 Farme gue Vous Yo, £ s ey Forines 2 (aldRe s POUS
pover. "

puis il cornpléte Ja consigne :

Prof (3-11): ume foss que v avez 2t pa fle dessn] vous sppelez 4, 8 a2l &
. des brous somets i trrangde | 8F pris vouls fes mesures & s 8 o5l de
yolre traangie vous seryves Jas mexines £ J bl guand vous aver toestird las
s angies [ ] je pense que towd fe monde 8 trotve | oL fiiss Je somime
s s [mesures
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Au tableaufi un medsle de présentation (Fig. 20). Certains éleves rencontrent de:
difficultés dagr:rﬁusaga du rapporteur, la professeur leur donns des consails puis fail
ure intervention a I'intention de laclasse :

Prof {10) : ragardes lien fas TaSUres QU POIS OUTEE. S elles oorrespondiant
Fuian & dles angies aigs ov obtus. (Op g appras bier 4 B reconnaile an fes
regardantf,. . alors vous regardes vos Imesures.

(E2) Larérolte des résultats donne lieua 1"histogramme ci-Jessous

Doo
BODO0O

0
g
83

0
oo
90 19t 203

i}
[l
183

a o
160 11

EOOOOOD
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=
—
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La professeur regoit ces résultats sans commentaires particuliers, sauf pour ce qui
concerne deux propositions que, de fait, il refuse :

Unélave (15): v 'siew,; favas 1835
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Prof (16) 1 445 ards fusus ... aver Jeserreurs du ... beany o't dirfiedle ..

LY

Unéleve (18): /845

Prof (19): /81 5 tu e e dionnd guos 7 150 gu st ce gue vous an penses aotre
18] Sal 180 ou 183 Sat 185

Unéleve (20): ogarromd?

Prof (21} . etonarrondit pourguor ? Farce que ¢ &5t plus sempde ou ast~ce gur if
ra..

Un éléve (22) : pour fre la calew/

Unéléve (23) . ¢ et um pou compligus pour fe e

Prof (24): ¢ astun pen trop compligud ¢ st vrat gue 4 nous compliguarar un
peula e Ton o pasd sutre rasons pour, ben. . gmondir, non...

Par ailleurs, deux résultats provoquent des réactions dars la classe : 163° et 203°. Urne
éleve demare ©

~ commrnt &lle s trouve S0 [parce qu il y & presque lowt Iz tamps dans Jes
£30(Ele 27-31)

Un débat s'engage sans que ['éléve concerné ait répondu directement a cette

interpellation :

- 4 & peut éire pris um grand riangde {Ele 32)

- Iy W /Kt unm grand brasngle (6l oblenu un résultst procke de 1807
{Ele 35)

~ ¢85t pac g 4541 se rongper parce que s on Xart wn grand trisngte dans e
Aain sromslguement &n fas g sara gl petrt (Ele 36)

- Jur'd dit gue Je traangde s 1t est gros en ka1 dont 8bre pelrt an bas. Mor fSars
pacsced yrar . M peut fire parylement assez grand parce gue plus if ext
Srand plus fa mesure sygmente (Ele 42)

- zon { proteste « la classe », 43)

- lous les brnangies gu o & £at [ s ont 180 de .. gusnd onles gpoute [, J203
&t lrop asseerg (Fle 45-46)

- [ penee gue ¢ &t 1S parce qu i dit Je riangle on f Yt grand o 5 o f tart
srand an ke, an bac f sars et (Fle 49)

~ 11/ pese qu il 3 up angte argu st qu 2. med mesurd Quand 1 3 priv (e
ragporteur/de  bulre oot alors au liew de Ju donner, fsus pas. . 3t gafur
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donne /50 (Ele 33)

Prof (38) : poclavt pas imposarlle, parce gue gusnd g2 surs pacsd dans .. pae
sl d antre vous, vous metias ... volre 2éro, vous ] metiiaz sur le 188 ducoup
£33 POUS FORus Uyl .

- pdsgueceg adn. .. guele trazngle ot gl grand, ¢s fart un phis gros
pounbrs, ¢ EstII parce que mos . 4 a Lt un triangle plus grend gue cefiy
de Leved st pirouve plus pebst. .. (Ele 59)

Prof (62} donc gz aurart pas de relation i 6. 11 tatlle ot Jo résulist]

{E3} Le professeur fait le bilan du débat pour ensuite passer i 1'activité
suivante ;

Prof (64):  yang parmy vous gu pensent gue pa dost éire toufours fz mime
chose (... [mas i yean s d tres qur oe sont pas d ceord, bo, yen s gut disent
S a broue guelgue chose de diirent ¢ bt pewt-Gire parce gu il s st tromypg
el puie y qnr g d utres qur disent, ben sirvant qu'on fat un triangie plus grand
ol plex penrt, hen les snglas vomd changer £2 pour Je moment on &5 pas ous

d aeeord, o dit pes tons [a mdme chose

Un éléve demande que le résuitat 203° soit wérifié, mais le grofesseur résiste en
invorjuant le contrat « du débat scientifique » explicitement établi dans cette classe -

Prof (68) : 2 wous ar g expdigud gue s’ vous dliaz dews ou tross § paner
guelgue chose et gue lowle Ja ofase pansarl fe contratng vous VIes pac § vous
Errasar ap dicant © pon, pop, f8 dorl ire cognie Jes sutres. Fous pouves tnés
lvan avodr razeon 4 tross contne s autres, [one gu i sont sewl § trouver 205 ne
Lrouve s sutomedguement gue © 5F fu g s st irompe

It présente 1'activité suivante :

Prof {79 - 81) : honslors on va voux donnar matnignant § hous Jo méme friangle
Cnes & plotocopsé, wous alfez rediaire [z modime chosg, remesurer les &ross
angilas, elrefatre ls sonume das tross mesures),. ] vous essayez 4 vie de nes.
e damande gu on mestre fEs. .. @ VoI donie U paer sur fagued wous
DRGUEE POLE IR 8F YOLre preipom /.. fsur e pageer d p 8 margid « g2 pars
gue fa somme des angdes f 't trangde vamt. ... v, &t vous compidles. Fous ne le
drtes e o Aaer .. ] pour ce trsngle .. ] vous regander ban fe trisnole gue
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VOUR GV devant POIE . .. § VU de irs Vour &sayes de SsvoLr comben oot
chuyue angle ot comiban vaut lz somme

{E4) Lors de la récolle des résultats deux histograrmes soni tracés aun
tableau, I'um pour les paris, 1'autre potr te résultat des mesures et de la sommation. Le
professeur n'assure pas la confrontation du pari au résultat pour chactun des éléves.

Histogramme des paris :

175 0O

130 COCODO0000000000000
135 O

190 £

275 O

366 ]

Cet histogramme ne rend pas compte de certaines nuances exprimses par les éléves sur
leur fewltet au moment de leur part. Ont 1€ assimilés & 180° tes paris tels que " s wx
S8 (3 fors)ou " 780 en moyenne °(3 fois), ou encore cette explication pour 175° :
" Je prenwer vt 357 fe devndme Pl et fe trosadme i

Histograrmme des mesures
178 O

130 COC0O0000
134 [

g5 O

190 O30

22

Pour 262° des élaves ont ri, le professeur est ators intervenu pour 4 nouveau rappeler le
contrat dans le cadre duquel la classe travaille :

Prof (85) . wous savez gue fon a4 défs dit plusieurs foss gue quand quelgn wn drt

quekgue chose de fezarne on e rif fas panee gue oo i e pas dvdnesant . S

se lrouve e estelfe qur g rasson

{E3)} A ce momentla sonnerie signale la fin de la séance, la séance suivante a
lieu aprés la récréation d'une dizaine de minmues. Au moment de |a reprise les élaves
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sont assemblés en équipe de trois ou quatre. Au tableau figurent les trois
hisiogrammes : celui de la “premsére expérience”, celuf des paris el des mesures de la
"deuxiéme expérience”. La consigne est alors donnde, elle n'appelle pas 4 de simples
commmentaires sur lec résulials présentds :

Prof (86 - 83) : danrckague groyne vour dituias stlenraeusement pour foes
guop entende. .. gU BSt-0r GUE VOLS S7e £aVI8 de dire 3 ce syt 14 61 purs dans
dey memes op f3r {5 nuse & commun 4@ 06 gue POUS 3VET dISCIE anlre vous

[ .J &ors vour disctiles doacenrat an disan, voild svee ces

AXPETAIRT OB 3 &1 da dire autre chose. Fous vous rappeles on élarl pas toul &
Jut d aeeord. .. Wik assgpez J ko discuiar eotre wous gl st vwous élas d acoord
vous axayer de retlécktr & poe phrace g permeltra o expliguer S1x itres.

Les groupes fournissent les phrases suivantes que le professenr inscritan tableau :

{A) En regardant e tableau on woit que la moyenne est pratiquement 180°
{B) Nous ne sommes pas d'accord car deux pensent 190° et deux pensent §80°
{C) Quel qua soit le triangle la somme des trois sommets est toujours 186°

{D) Quel que soit le triangle la somme ne dépasse jamais 130°
(E) Quelte que soit la grardeur du triangle la somme des angles est 130°

Tous les groupes ne fournissent pas une phrase, le professeur ouvre cependant le débat -

Prof (115): ast-cegui¥ y.a de plhrases qur sonit dcrvies au tablaan sur lesqueties
vous les pavdu ot d seeord ... vous pouvez donner upe rason powr lxpuelie
R élas pas d acoord

Des réactions avaient déjh eu Heu lors de la proposition des phrases, a propos de la
phrase (A) un dléve avail laneé @ "guastce tan sus 77 (Fle 104). Le groupe
productewr de (E) rejette la phrase (B) au nom de leur propre énoncé, s le
professeur trouwe cela insuffisant et passe 13 parole a des éléves qui prétendent avoir
UIE preuve |

- o ) une preuve parce gu'ug brangle [
en it e ot un den-tour (Ele 122)

AV - jo pense que um trvangle [§ pa fut 180T costum
danm-tour, 815 on g Rest ceha-lg qa fat v tour
comyv/et (Ele 126, # trace au tableau la figure

C1-COMTe)
(Figurc 21) «La classe » acceple cette explication. Les auteurs
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de (B) resistent. Leurs contradicteurs leur répondent :

- OO ATV fias 4 ek conveners, & Ben ey ... U onvaIrT e §ue
22t SO (Ele 134)

Une autre tentative d 'explication :

- pren tay [80. etpasera B aforme uncerc/e (Fle 138, Fig. 22)

puls -

(Figure 22)

La professeur tntervient & nouveau, mais celle fois pour se dégager du débat sur les
phrase (B) ot (E) sur lesguetles il n'y a pas unanimilé :

Prof {139): &an pour fe moment A y 2 done wme aropostion de ceriyns
qur pous disent ¢ st 180 gt s pows ont donnd ure axplicatron, il om appelée
e AreNve D e gie dane un rsngie pe Lt un der-tonr el st g 1 deax
demm-tours ou un detnr carcde en desous 5 25 un our compdat,

Lst-ce qu i pa dventuellamant 4 mitras plirases qur sonl su isiiasu avec
lasguelles vous 1 fles pac d acoard ... wols pourves aspliguer DUAIT
Laclasse (140} &
Prof (141): Ja phrate O qu ast-cequalle dit 7
Un ééve it le texte de (C) qui figure av tableau.
Prof (143): gu avtve gue tu penses de cette phrase 7 Tor ty dis ce o et fas
doupours 18] ¢ st une moyenne. Afors est-ce que firas quelgue olose pour
CANNTURr 3. B0 GUP W PEUS ConvaLDCre .| P2 une dyurpe gut ditan
JNROE £ &5 VOIS, g e g disent baours. Tor fudis, psues pas d accond
AVEC OPLX QUi roaiianl o a5t lonpowrs, Fxi-cr goe lu petrx | guelgue chase polir
assgpar delas convainrng sur g iy 3ppimes pour
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L'éléve (144): Jergnporieur ¢ & pas inds precas. On avl pes ol de trouver
8.

Un autre éléve propose une preuve pour 180, le professeur Iui demaryle de {a présenter
au tableau :

- &on g un carré (i desune wa reclangie] U
carrg & onoompie fes angdes, o de Y ga tat
U ¢ ostpa. £ up irvangle 180F(d trace Jes
a@mmbéi‘du:mmgy’a QIR £ -Eue o Jes
el done un trrangle pa fat fean 1507 (Ele
150)
Dans laclasse : &k owr'c &t pa gu'on votlus
(Figure 23) axpguer (Ele 151)

Cette selution est rédigée par les éléves, nous la recueillerons 4 la fin de 'observation
(Figure 24).

LT R S e (s e R
T T T )
i \M\\CM_.Q\]YYI{LEIQ"._ %aeg?_,;_ TT_TM%‘ i
.__LM \SQ"' L ‘TJT'"A;

B iw & .__.&g_ - ~—1H——— r——"'l“' T*“"‘
}',— “gk _-mw L&QW 2z mm‘ﬁ‘l’-‘“&f‘
1 :
T

- | <Lc¢wn_c: ef‘am h.,c:lmm,__o{ o

- 1

{Figure 24)
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Mais certains éleves ne sont Wujours pas d'accord, le professeur les invite & essayer de
convaincre leurs camarades, c8 aquoi ils répondent :

- an g trouve 190 parre gu'on » mesurg (Ele 159)

Prof (161): et.dchague fors s trouve 190, .. dansle preoar rrangle el s
Je trrangte gu'on Pk 2 donng P

- ouws on g meswd 2hors. . (Ele 162)

Le professeur n'insiste pas, il fait le bilan de la situation & ce moment [a et propose
d'aller plus loin

Prof (163): f 7o das argmnants gur ant 818 développss, par axemple " on 5 /5t
Aluseurs 1o Ja mesure .. lombe s 190 dooc i yorost £ puis i yans um
CEFIAN ROMANe GUt 2001 Venus su (5h/esu Biune des Sspiicaions pour Convanre
Jes sutres ..} v excyyer  aller 1m peu plus Jot, on pafure encore des
EXPErIEDCES (OUr It VEr 4 38 mellre o oy, fTe qu 'on e as eoeore lous
dous o sreord gour Je moment

(E6) Le professeur présente l'activité suivante, les éléves restent réumis en
équipes comime dans ta phase précédente |

Prof (163 - 8) : .dhwrx o ve destrrbuar Jas rrangles a1 § DOUVEIY POLS 131185 figs
de pesuresf. . [ vous utlises pes vos rarportewrs £ fon vous dermands aoeore
2 metlne oS OIS 6 PULS easurle, U penses vyous de Ja sormme de chacun de
cas tnangies Al vous alles rdpondre ce gue vous en pencez .. quand vous
élar déid lean o aroond aptre vous, alors vous doares calle répope [ [51 vous
WTvVeE pas 3 Vi meltre d mreord, &1 iem Pous MENEs . 00 rrave pac 4 se
rttre d scoord] o pans deuy g penseni cact, (1 pen g deirx g penent cels
£ J et vous mesures pes beei /. [ vous pouves donter 485 Dors SUx LR,
fesanpelar 4, B Cpour fes ditérenceer,

(E7)  L'élaboration d'un pari et la réalisation des mesures prend un temps
assez long. Puis chaque groupe est inwité 4 donner le résultat de ses mesures. Cette fois
les résullats sont confrontés auz paris. Nous indiquons ci-dessous les couples {pari,
mesure) pour chacun des triangles A, B, C, suivis du commentaire du groupe d'éléves
(ou de sa répétition éventuelle par le professem lorsque ce commentaire est inavdible) :

Groupe 169 (190, 190) (180, 130) (165, 165)

R veuxdinegue. .. fes mesures du gros, dupedt etdupoat | alfes
[ frds grovles
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Groupe 195 (180, 180) (130, 130) (130, 18D)
s tont tous 18 peu imaporie o forme . .. est-ce gue ¢ &t contirme e
ws mesres Y Jouate '

Groupe 130 (130, 130) {130, 130) (180, 13D)
L8 sont s f sevord, s disent gue ¢ astde 1904 180, .. ¢ estla mdme
posttton gre tour 4. feare .. [ alors vous vour dtes s d arord sur
182 vor mesures gu est-ce qu alles drsent . elles contirmsnt ce gue
Roue aves dit

Groupe 184 (180, 180) (180, 180} (180, 180)

Groupe 185 (130, 180) (180, 186) (130, 130)

Sauls les résultats des mesures sont poriés au tableau, ils sont notés sans que soit tracé un
histogramme. Le professeur n'a pas interroge Wus les groupes, deux ne sont pas
recensés au labieau ; nous avons retrouvé leur pari sur leur feutllet : pour 'um "/
s et g [P 187, pour Yautre " dr oot 185"

La professeur appelle les #léves & faire des remargues sur les résulats qui ont été
obtents ;

- waplescompere. .. Ja F [¥ s 5ri das mesures gréSepiées of-dessus ... s
diet Jes traangdes i tome 130 et compard dla 4 .. on pense qu s dosvant se
Har 3 fa graodeur (Ele 192)

Cette posilion, reformulée, est soumise & la classe. Celle-ci parait accepter, le
professeur souligre alors qu'il n'y a pas unanimité :

Prof (197} . 4 semlla gu 't y 2 sex des avis didérents f y en s g disent 180 4 5
an gguw devent I90. | astce gu il yens gur ant irouve des fapans pour
convarnrre Jes sutres de o gu s pensent 7
- cast I8 ¢ et bonfours fa méme close vous ditee e ast 180 ¢ st e mortd
o ‘une fornee geometrigue (Prof 199)
- m e, un irsangle ¢ et deéss n e o une
Forme geometque .. pourquos s dizenit ¢ st fy
gl Jalors tndis, guasi-ce qm;:ﬂaa U
de parier da Formes feometrigues pasgu un
r1angie o ot de i une Forme seomeirigue
'(Ele 200, Prof 203)
Prof (205) : wous regartes fvan sy fe prvsmer
desan gy et fart gt tsbdean. S a5t la méme
{Figure 25) chose gue ce gu'on a 4 lowt & [ heure (puis le
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professeur rappelle la preuve précédente)

- O/ ¢ ext ditlérent parce qu il yen & otk su L d 'y an avoir deux

(Ele 206)

- eefu]§ i st ples grand gue rec deux 14 SF v Jas met § 003 o0 sars paredf gue
2 (Ele211)

(E8) Le professeur intervient a nouveay, en fait il va s'agir ta d'un long
commentaire ou de la reformulation des tentatives de preuve des éléves. La séances se
lermmnera 1-dessus ©

Brof (214) : anv e nesus pac. .. e vaus vous donper um fout pelli pou mon
avzs. Moy e vors ure différence entre Jes deus choses qui sonl 15 ¢ act que Ji 4 7
& un rectangde, (415 conpe en deiy puis 4 3 obeeny un trisngle. Ft-ce guece
fyangde 1 8 pac guelyue chose d i pey pardculiar ?
Unéléve (215): ow or'vewr, f 2 um angde drost
Prof (216): /& unanglede WU £1 1y, est-ce qu il g guelpue chose d un pelrt
feu dUlEreny, dans sa methodle . 11 QU est-ce que fa montre dians e 62
farkculier? S ya un tiangle qur' un angle de QU alors on peut toufours
fabraguer une sorte de ractangle, el pute 0o g s 816 it 101 2 5.1 st de montrer
que pa marche pour ce reclangle /4 et d est en particeliar parce gu il 2 un
angle de 97 el on peut pas Kure s méme chose 6y, ors 17 qu BsiNe gue pr
DI 08 U N VIR de S . eooule sex 1§13 une proposstron au skl g
axt difféiremie de ce qu ' p 2 14 hmn, tu essaes de montrar ce gue fa montre . T
LEUT axpliguer mmeus”, .
[inawdible]
Prof (216): /f lurevrans § fon 1del ¢ lestls mortid d une forme geometrge
Tupous 2dit tout 3/ Bevire wy trisngle uf méme ¢ 'ext une forme SRUDELIGLE,
H2 (5 BOLS AVEnCe peut-Elna poc d grand chose
[inawdibie}
Prof {218) : ¢ lgur rmr semitle 173, ¢ st que son deseenr. .. regardes bren un e fe
dexun qur &t proposé i .. alle 3 desaind un triangle g étart comme cely
guron vous avart donng . i uf & done pas tigpose d avour un angle
drogt .. alled s desen comme on vous L avart donns . ot purs elle s Felrrgud
FLOUr de (5. WS oo gur alle & auvie de dire it ¢ st gque 1§ exs quatre angles
14 1l sont drosts, afors qu at-ca gue tu perx en dédure sur ton raangia de
depaart. Filce gue i peus dire quelgue ehase sur tan triangle de départ. .
RUCeque l§ £ potn-r o 8 coups e tnangda an ok moneasiy
[inaudinle]
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{E9) Le professeur cl6t ensuite la séquence en lassant ouvert le probléme de
ta décision sur la validité de laconjecture :

Prof (218) ; afory & me emibvle que ld o an ap &s), pour fe iomeany, parsonne
I & ATV Prfnenl & COnvanere fas e .. ¢ &t d dire ue charun & aopork
SEF AEUIIRGIS QU Vour G M0 Se0S . . on FevIandy dessus [a procéaine fors

I¥.3.2. Analyse de la séquence

La premiére phase (E1) est introduite sans justifications particulibres de
I'activité mise en place, cela est sirement acceplable aux yeuz des éléves dans la mesure
ot eile fait sutte 2 des activités de mesure d'angles; le professeur n'a pas 4 se justifier de
ce qui peut apparaitre corure un simple changement d'« hainllage ». La consigne est
présentée en deux temps, d'abord le tracé du triangle, puis la mesure de ses angles et le
calcul de la somme de ces nombres. Chacune de ces phases est accompagnée
d'interventions qui anticipent des erreurs qui sont jugées a priori non pertinentes au
regard des objectifs de la situation et visent & les éviter.

Eme de ces interventiors (Prof 1-3) illustre bien ce que 'on appelle
classiquement un paradoze du contrat didactique (Brousseau 1984b, p.46), en fait du
processus de dévolution : pour que l'activité « réussisse », il faul que les éleves
produisent des triangtes quelcongues, pour cela la professeur leur montre des exerples
{devant libérer les éiéves des modéles prototypiques), mais par ailleurs il ne faut pas
que les éléves reproduisent ces exemples. De plus cette idée d'un modéle a suivre, et
donné par le professeur, est renforcés par Ia mnise en pagas poposée au lableau (Fig. 20)
et a laguelle les éloves devraient se tenir. Cette dermére intervention a pour seul but
d'éviter des erreurs contingentes qui seraient dues & une mauvaise gestion des données.

La collecte des résultats (EZ2) a4 lien sans interventions particuliéres du
professeur, ni réactions des éléves ; sauf dans le cas des valeurs exztrémes proposees
160° et 203°. Cette derniére valeur est discutée. Les éléves s'engagent d'embiée dans un
débat sur son zeceptation {Ele 32, Fle 42) ou son rejet (Fle 35 et suivants). les
arguments pour le rejet sont de deux types, des arguments sur le fond (Ele 36) ou
faisant référence & une normalité qut s'élabore (Fle 45-46). Cela ne signifie pas que
180° soit reconnu comme somme des angles 'un triangle quelcongque, mais plutbt que
laloi normale qui dmerge du tracé de |"histogramme marginalise les résullats extrémes.

Le professeur fait peu d'interventions, muais elles porient assez rettement sur fa
validité des assertions (Prof 58 et 62). Si le déhat &tait poursuivi, if powrrait conduire
au refet de la conceplion errorge (Ele 59), portant ainsi la premiére phase de cette
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séquence au-del de ce que nous avions prévu, Ce risque est reconnu par le professeur
qui reprend e contrdle de la situation et intitutionnalise un désaccord qui préserve les
débats de validation attendus plus loin Mais les éléves résistent a cetls rupture, et c'est
en rappelant les régles de conduite en vigueur darns Ia classe (Prof 63) que le professeur
reprend le contrdle de la situation et qu'il permet le passage 4 l'activité suivante. On
peut perser, dans ce contexte, que ducéié des dléves toul se passe comme si des valeurs
trés différentes de 180° devaient rester plausibles.

La seconde phase (E3) est introduite en insistant sur le caractére individue! de
l'activitd, par ailleurs le professeur dorre we indication un peu lourds sur une
stratégle possible pour réalwser le pari sur la somme des angles du triangle, qui consiste
a éyahuer la valeur de chacun des angles (Prof 79-81). Celle suggestion pourrait
occulter la conception erronge dont nous attendions la mobilisation, en effet la
confrontation du pari et de la mesure peut alors simplement conduire les éléves &
penser 2 ure erreur dans lewr évaluation de chacun des angles.

On remargue (E4) que les paris privilégient pettement 180°, ce qui peut élre
I'irddice d"un comportement de conformisme ; quant aux paris différents de 130° Jeur
origire est indéterminge et le reste puisque ces éléves ne seront pas invités & commenter
le décalage éventuel entre leur pari et le résultat de leurs mesures. Une réaction amusée
de « la classe » 4 'énoncé de 262° est rejetée par le professeur qui rappelle que le
contrat élabli impligue le respect de toute production mathématique, sauf & pouvoir ta
reeter par des arguaments (ntellectuels.

La mise en place qui suit (ES) est trés différente de ce qui avart été prévudans le
scénario initial, mais est conforme aux habitudes de travail collectif de cette classe. Co
travail collectif ne devrait pas modifier sensiblernent le déroulement de la séquence. En
revanche il n'en va pas de méme des commentaires demandés aux sléves conformément
& ce qui 8tait prévu ace moment de lasituation Ces commentaires s'inserivent ici dans
le cadre des régles de fonctionnement “scientifique” en vigueur dans cetie classe
{comume réalisation du projet du groupe de recherche de }'IREM de Grenoble, op. cit.).
lIs sont cornpris comme la production de phrases qui devront ensuite étre réfutées ou
prouvees dans le cadre d'une organisation convenue du débat de validation.

Tous les groupes ne vont pas produire de phrases, cela est une conséquence 3 la
fois da la gestion du teraps of de |'activité des &léves, tous doivent étre occupés : if est
diffictle de faire atlendre ceux qui sont parvenus assez t3ta une production.

Les éteves ont des difficultés a formuler leurs preuves, mags aussi aaccepler ou
& retenir pour les examirer effeclivement, les arguments qui sont produits. Le
professeur prend alors des décisions dans la gestion du débat, se dégageant d'un
échange jugé infructueur pour faire place 4 un autre. Il assure en quelque sorte une
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mise 4 plad des tentabives de preuve ou de réfutalion, sans que soient prises des décisions
sur leur validité.

Cette seconde phase de la situation n'a en fait pas rempli la fonction qui était
aftendue

- des énoncés, de F'ordre de la conjecture dont la construction n'était prévie qua
I'étape suivante, sont d'emblée disculés, sans que leur statut soit bien clair. ls peuvent
n'éire que de simples spéculations ;

- le probléme de la conmmissarce de la somme des angles du triangle examiné
n'est pas soulevé. Quant aux considérations sur la précision des mesures, elles ont é1é
Ecartées par les remarques du professeur au cours de la premiére phase.

La troisibme phase (E6) peut de ce fait avoir perdu une partie de sa fonction,
surlout si I'on considére qu'elle vient interrompre infermnpestivement un débat de
preuve qu'elle était justement chargée de susciter. Nous observons (E7) une adoption
de fait de la conjecture par 1'ensemble de la classe, puisque 5 groupessur les 7, c'est a
dire 7 éléves, font te pari que la somme des angles est 130°, puis « trouvent » 180°
comme résultat des mesures et du caleul ; quant aux deux autres groupes il paraissent
adopter 1'idée que le résultat obtenu doit dtre au voisinage de 180° {par exemple
Groupe 169} Dans ce contexte, ot la classa semble avoir atteint un consensus sur la
somme des angles d'un triangls, la production de preuves est une réponss aux pressions
du professeur qui s'appuie sur le contrat expliciterment en vigueur et qui souligne qu'il
'y a pas Une stricte unanimite,

Des propositions soni failes mais it n'y a pas vériteblement de débat entre les
éléves | laresponsabilité de la validité de laconjecture n'est pas dévolue ala classe, ou
bien la conviction des éléves est trop forte pour qu'ils s'engagent dans une démarches de
validation. Les preuves sont maladroitement ou incomplétement formulées, mais il n'y
a pas de travail sur cetle formulation. Les éléves en sont prives par {'enseignant qui
assume cette tiche et finalement vide de son sens l'interaction recherchée. Omn peut
cependant penser que la proposition preuve qui s'appuie sur le découpage du rectangie
en deux triangles rectangies emporte l'adbésion de « la classe ». La critique émise par
le professeur n'a pas de portée évidente.

Comme dans le cas précédent la fermeture de lasitualion n'a pu avoir lieu dans
le cadre des deus séances de classe gue nows avons observées. Lors de la séance de classe
survante (a laquelte nous n'avons pas assisté) le professeur, considérant les propositions
de preuves trop peu salisfaisantes, a alors clos la séquence en dernandant aux éléves
d"admettre la conjecture et remettant & plus tard la production d'une preuve. il pous a
cependant rapporté que les éléves avatent en général trouvé convainrante la preuve
consistant en la décomposition d'un reclangle, mais cela re cormstitte pas ure
information assez précise powr conclure quant au statut cogmtf de cette
instititionnalisation.
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I¥.4. La confrontation des deux ohservations

Les observalions que nous avons réalisées ont sn lieu dans le contexte de
pratiques trés différentes ; celui d'une classe, disons ordinaire { au sens propre du
terme), et celu d'ume classe qui est le terrain d'une recherche-action dont 'objectif est
'autonormie mtellectuelle des éléves et leur imtiation au débat scientfique.

I nous a fallu négocier la réalisation de I'expérience dans ces deux contexies,
c'est & dire !a rendre acceptable et fui donner du sens relativement auz pratiques
professionneiles des enseignants gui en assuraient la mise en oeuvre. Dans la classe
« ordinaire » (la classe D) le principal probléme était celui de I'introduction d'un typs
d'interaction nouveay, tant avec le professeur qu'entra les éléves, dont le point eruciat
devat &ire la réussite de la dévolution & la classe du probléme de la preuve de la
conjecture. Corme cela nous a ét¢ fail remarquer par la suile, le caractere de
nouveauté d'une telle situaion pouvait & lu seul constituer une source d'échec & la mise
en ceuvre de notre séquence. En revanche, la seconde classe (la classe E), paraissail s
Arrars offrir un conlexte plus favorable, puisque les éléves y était systénatiquerent
introduits & la notion de conjecture et au débat de validation, notamment a la nécessité
mathématiqus et sociale des preuves.

Dans les deux classes, 1'initialisation de !a séquence s'est déroulée de fagon
analogue ;que le tenave: les activités préceédentes de 1a classe ait £18 explicité ou non.
Les deux enseignants ont eu l'imtiative d'interventions Qi wisent A assurer un
fondement pratique solide. Iis contribuent & « constituer et stabiliser le milieu » dans
leque! le probléme va ultérieurement &étre construit.

Aprés farécolte des résultats, les éleves de la classe D font quelques remarques.
Cette activité n'avait pour fonction que d'achever, de fagon a vrai dire assez artficielle,
la premsére phase. Fllea pu n'apparaitre aux yeux des éléves que comme 1m moment du
rite scolaire. En revarche, dans {a classe E, s'amorce un débat qui a pour objet de
rejeter une mesure qui parait trop différente des autres. Par 1a les léves mamfestent
qu'ils adhérent effectivernent aux régles de fonctionnement mises en place dans la
classe, et que le professeur rappeile justement pour mettre un terme a la discussion (§
[¥.3.1,, E3). En fait, il veut par 13 préserver le déroulement de fa séquence en évilant
ure formulation prérmaturée de la conjecture. On peul remarquer qug rien oe
s'opposerait  ce que le cas de cette mesure (effectiverment grossierement erronée) soit
totalement régié. Eneffet, cela aurail senlemant pour effet de renforcer un phénoméns
apparu dans les deux classes et que nous n'avions pas anticipé | la création d'une norme
des 1a production des premiéres mesures, « on doit rouver aux envirops de 180° » ; les
éleves des deux classes manifestent leur amusement lorsque 'ons'en écarie trop. Mais
if re s'agit nullement, pour ce qui concerne « la classe » de la conecture dont nous
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visons la construction. La wérification des résultats extrémes, i leur correction peut
étre faite sans risque, si cela est & la derande des éléves.

Ce fait remnarquable de la création d*une norme dés I'examen des premiéres
mesures est altestd par les manifesiations que nous venons de rappeler, mai¢ aussi par le
renforcement des paris sur 180° lors de V'activité suivante et plus encore par I'écrasante
majorité de 130° comme valeur calculée, aussi bien dans la classe D que dans la classe
E. Ce dernier indice eslle plus significatif car if implique qu'tl ya eu des corrections
« vers 180° » de résultats inialement obtenus. Celane veut cependant pas dire que les
éléves sonl acquis 41'idée que la somme des angles d'un iriangle quelconque, est 180°.
Aing dans laclasse D, 21 éléves sur les 25 « trouvent » 180° pour le triangle proposé,
mats fors de la troisiéroe activité et aprés ume discussion certains d'entre eux se rallient
4 une valeur différente pour 'um des trofs triangles (puisqu'alers de tels paris sont le
fait de 12 éléves). Le conformisme & l'origine de ces premiéres répomse est
essentiellement fragile car il re les fonde pas sur de weéritables connaissances, il ne
suffira pas  faire face aux situations suivantes ol il cédera la place aux conceplions des
éléves qui, bien qu'erronées, constituent au contraire de véritables connaissances.

Au terme da cette deuxidme phase tes objectifs fixés onl été atteints de facons
indgales |
- les commentaires demardés aug élaves ne conduisent pas de fagon « matimelle »
& expliciter I'exigence que tous aient trouvé le mdme résultat, mbme dans la classe ol
cette question avait 8tf évoquée & wrwrr (D3, Ele 106). Flle est soulevée par le
professeur dans 1a classe D pour condwre essentiellement & des remargues sur la
précisions des mesures, mas elle ne sera pas évoqude dans la classe E. Dans cetle
derniére le probléme de l'incertitude des mesures a 618 « réglé » dés la premiére
aclivité sous 1'autorité du professaur. En fait, lorsque les commentaires sont demandés,
les élaves des deux classes traitent d'abord un enserable de nombres sans vérilablement
le relier 4 la thche précise qui a été proposée. Dans la classe E les régles de débat
explicitées font obligation aux éléves de preduire “une phrase assez précise tendant &
cerrer « le fait géréral » observe” (Cappond 1986, p.30), ce qui eonduit & occulter
'objet de l'activité proposée . mesurer et calculer la somme des angles d'un triangle
détermming.

- en revanche 'objectif de mobilisation des conceptions, di a la nécessité d'une
décision # arrowr (pour e pari) sur la somme des angles d'un triangle, a i atieint.
Cela est attestd dans la classe D ol chaqus 8léve est explicitement confronté au décalage
éventuel entre son pari et le résultat de son calcul. Dans la classe E, 'examen de
1'histogramme des paris montre que des conceptions erronées ont dd étre mobilisées,
leur présence avait 8té par ailleurs attestée dés la premiére phase (§ [V.3.1. E2, Ele 32).
Mais cette mobilisation n'a pas le renfort de I'explicitation pusque les éléves ne seront
fras individuellement confrontés au décalage éventuel entre leur part et la mesure qu'ils
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ont proposée.

La troisiéme phase atteste de la résistance de la conception qui lie la sorme des
angles d'un triangte a sa taille. Notamment dans la classe D. Dans la classe E cette
résistance semble n'étre le fait que d'un groupe d'éléve, quoique pour les autres ont ne
putsse assurer qu'il re s'agit pas de la production d'une réponse convenue : 180° est
dans cetle classe particulisrement mis en valeur et des éléments pour prouver que c'est
fa la somme des angles de tout triangle ont été apportés. Dans les deux classes cette
troisiéme phase est 'objet d'un travail important de la part du professeur car elle doit
conduire 3 la construction et & la reconnassance de la conjecture, puis i poser ls
probléme de sa preuve. Mais ces deux classes évoluent d*une fagon trés différente I'une
de I'autre en raison principalement de ia matre du contrat didactique et de son
évolution plus qu'en raison de I'évolution des éiéves sur le terrain des conraissances :

- dans 1a classe D : le travail du professeur porte sur fa construction de la
conjecture, pour cela il apporie un soutien marqué aux éléves qui n'ont pas la
conviction que 130° est la valeur de la somme des angles d'un triangle. Ce travail vise
dans le méme temps A donner aux éléves la responsabilité et le devoir de donner une
preuve, puisque {'alternative est de produire un triangle dont la somme des angles serait
trés éloignée de 180° oude produire une preuve que cela est umpossible. Pour celale
professeur utilise sa position par rapport au savoir pour donner une légitimitd aux
éldves qui doutent de fa validité de la conjecture : en prenant leur parti il préserve 'idée
d'ure égale plausibilité, de son point de vue, des deux positions. Pour reprendre
I'expression de Brousseau (19842, p.189-90) le professeur dicwinzk son savolr pour
pouvoir légitimer fe recherche d'un triangle dont la sornme des angles serait 1507

- dans 1a classe E : fe probléme de la preuve s'est imposé de fagon prématurée au
regard de la stralégle que nous avions prévue. Elle peut n'apparaitre que comme une
activité convenue cenforms aux pratiques de valtdation explicitement en wigueur dars
cette classe. Par ailleurs e droit explicite 4 avoir éventuellement raison seud contre tous
permet A certains éléves de rester sur leurs posilions, les « enjeux & accepler »
paraissent nuls. Les paris lors de fa troisitme phase, les mesures évidemroent et
massivement corrigées vers [80°, nous conduisent & "hypothése que {'énoncé sur la
somne des angles d'un triangle a été désamorcé en tant que conjecture : fe probléme de
la preuve ne s'enracine pas dans ure problématique de validité d'une véritable
conjecture. Les éléves ne s'engagent d'ailleurs pas dans un débat sur les différentes
preuves proposées ; ils sont copvancus el montrent peu d'intérél pour leur
comparaison ou leur critique. C'est e professeur qui accomplira ce travail nécessaire.
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VY. Conclusions

V.1. Un slément de robustesse - les conceptions des dlaves

Les observations que nous avons conduites confirment fa présence et la
résistance d'une conception selon laquelle « Ja somme des angles d'un triangle est une
fonction croissante de sa “latlte” » - C'est cetle présence, pas nécessairement Iassive, et
celte résistance qui donnent 2 la situation sa robustesse. Nous soutenons |'hypothése que
la force de cette corception, « contre » de lauelle les situations sont construites, est le
garant essantiel de la reproductibilité de la séquence proposée. En faitif 5'agit moins de
1a résistance de cete conception que du fait qu'elle se constitue autour d'un véritable
théoréme-en-acte (faux) présent en tant que tel dans les décisions au moment des paris,
et engagé dans le débat de validation La construction de la conjecture contre ce
théoreme-en-arte assure justement I’ authenticité de son caractére conjectural.

En effet I'existence, fondée sur cette conception, d'un doute sur 'égalité & 180°
de la somme des angles d'un triangle quelconque face & une conviction contraire, qut
prend de plus en plus d'ampleur, permet la constilution de ce fait en une véritable
conjecture et légitime que le probléme de sa preuve soil posé. Par ailleurs, la résistance
de la conception erronde limite les comportements de conformisme @ un tel
comportement est fortement destabilisé par wre situation qui apparait suffisamment
différente de celle qui lui a donné naissance. Ainsi, lors du pari sur des Uriangles
alypiques, la conception erronfe repremd le dessus. Ceci temt a ce gue les
comportements de conformisme sontd‘abord la production de réponses « convenues
» ou supposées telles par les éléves, ils ne rendent pas comple de veritables
CONNAICTANCES.

V.2 Le talon d' Achille de la situztion : le contrat didactique

Comrmne le montre assez netlement 1'observation réalisée dans la classe E, les
situations proposées et donc la signification méme des comportements el des
productions des éléves, sont fortement sensibiles aux interventions du professeur. Flles
ont de méme une sensibilitd importante au zxdis wimadr de la classe dont nous ne
connasstons pras les caractéristigues a priori.

Par ezemple l'idée que toute activitéd de !a classe implique l'exislence de
comportements ou de réporses attendus par le professeur est trés probablement 4 la
source de la création d'une norme, ou de réponses « conformes » dés la premiére
situation, quelle que soit la classe observee. Ceci étant renforeé par la reticence que
pourratent avoir des éléves & rester en marge de ce qu apparaitrait comme le
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comportement dominant ; ce que Watzlawick désigne comme "le désir ardent et
irébranlable d'étre en accord avec le groupe” (1976, p.91) qui pewt conduire a
reponcer & la realité pour le confort "d'éire en harmonie avec fe groupe”(Ibid.)

C'est 12 le principal risgue d'schec de la sihmtion, car si la conjecture est
produite comme un énoncé convenu afors elle perd I'essentisl de sa signification, et
partant I'authenticité du débat de preuve est fortement hypothéquée. Nows avons déja
dit corament cela excluait que le professeur soit produeteur de cet énonce, mais cela fait
ausst peser des contratnles fortes sur 1'institutionnatisation de la conjecthurs construtte
par les éléves. Cette comstruction doil en fail condure 3 un comsensus vra et
problématique (lention entre les “pour” et les “contre’), puis 4 la désignation par la
classe de la recherche d'une preuve comme une tache cormune ; 1'institutionnalisation
se limitant a marquer cet état, en quelque sorte & l'entériner pour la commurauté de la
classe. Le fail que la séquence comstruite comluise & une sitmtion ayant les
caractéristiques d'une situation de preuve repose essentiellement sur la création de ce
désir collertif de savoir {auguel adhérerait chacun des éléves) L'exigerre
d'authenticité de ce désir constitue le maillon fragile de notre comstruction par sa
sensibifité aux interventions du professeur.

Ainsi les régles adoptées dans la classa E, qui régissent explicitement le débat, si
elles permettpnt la régulation de l'interaction sociale, conttennent aussi en elle-méms
les sources de difficultés 4 fa mise en place d'ume véritable situation de preuve.
Notamreent le débat contradicieire s'appuyant largement sur lobligation de
convaincre, allié 4 la légtimité d'ure solitde dans la wérité, ouvre la possibilité a
refuser d'étre convaincu. Au débat de la preuve dont I'enjeu est le savoir, se substitue
un jeu soctal dont I'enjeu est d'étre ou de ne pas étre convaincu L'sxplicitation de
regles a pour comséquence possible, mais parfois essentielle, de créer un wide
juridique - ict 'absence de régles qui font obligation d'avouer que I'on est convaincu
Par ailteurs, cetle législation n'est opératoire que si elle est surveillée : les lois rendent
nécessaires lag juges. Satisfaire lalod peut signifier d'abord satifaire le juge. Dane notre
¢as ['exastence de régles explicites, bien que précisant un fonctionnement "scientifique”,
peut provoquer le glissement vers la production de preuves ou d'arguments en fonction
de leur capacité 4 satisfaire le professeur avant les exigences inirinséques au probléme
de validité,

Cela re signifie pas qu'aucune régle ne doive exister, ne serait-ce que parce que
“des régles sont depues d'émerger et tout échange, en particulier dars 'interaction
humaine, réduit invariablement les possibitités jusque-13 ouverte aux deug partenaires”
{Watzlawick 1976 p. 97). Le probléms est celui de la possibilité, des conditions et de la
signfication de leur explicitation.

Il ne s'agit pas non plus que le professeur se désengage : la sittation ne peul
foncuonner sans lui. Eile a besoin de ce qu'il est, de sa posttion par rapport au savoir.
Aini que le souligne Brousseau (1984, p.46}, il est et demeure responsable. Comme
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nous I'avoms observé, les éléves peuvent avoir des positions trés différentes sur la
vahidité de la propnete en question : ceux qui savent déj, ceux qui rejlient, ceux qui
doutent, ceux qui adopleraient volontiers une position maritaire, ceux qui ne sont pas
intéréssés. Face aux 8léves qui soutiennent que la somme des angles d'un triangle est
invariante, dautres éléves peuvent préterdre 4 !'existence d'un cas particulier méme
s'ils sont imapahies d'en produire . Nows sommes dars une situation de conflid
essentiellernent intellectuel, aucun feedback matériel ne peut venir contredire {'une ou
l'autre des positions adopiées. En revanche, cetle ircapacilé 2 produire m
contre-exemple 3 fa propriétd peut donner de 1'intérét & la recherche d'ure preuve
intellectuelle gui trancherait le débat. Cetle problématique de preuvs et de réfutation ne
peut se développer que si la propriété (ou thése) et sa contradiction {antithésa) ont une
égale potentialité attestée. Elies doivent &tre défendues de fagon assez équilibrée dans la
classe pour que puisse se mettre en place ure authentique dialectique de 12 validation
C'est ce que le professeur permet en donnant une 1égittmité 4 la recherche ¢'un triangle
dont la somme des angles serail ires différente de 180°.

La « vérité » devient problématique pon parce que le professeur re décide pas,
mais parce qu'il atteste qu'il est prét & soutenir ou & donrer un statut a la thése et &
l'antithése. [ donne en quelque sorte un statut a incertitude, et dans le méme temps
marque l'intérét qu'tl ¥ auraif & « savoir ». Ceci assure que !'énonsé en question n'est
pas une sinple spécutation, mais bien une eonjecture.

Si dont la conjecture a ses racines dans la remise en question des savoirs, des
comceptions de chacun des éléves, notre recherche montre qu'elle pe comquiert
pleinement son statut que dans une négociation sociale qui en atteste 4 la fois I'intérét et
le caractére problématique. Cetie négociation recouvre a la fois des processus de
dévolution et d'institutionnalisation dans lesquels le professeur joue un réle ceniral,
nols |'examinerons dans un cadre différent au chapitre survant.
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