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Résumé — Nous présentons une stratégie basée sur une méthode multiéchelle avec patch afin de traiter
des problèmes stochastiques où les sources d’incertitudes sont nombreuses et dont les modèles asso-
ciés sont des modèles multiéchelles complexes de grande dimension stochastique. La méthode exploite
l’aspect localisé des incertitudes en séparant les échelles ce qui permet d’améliorer à la fois le condition-
nement du problème et la convergence des méthodes d’approximation de tenseur utilisées pour résoudre
les problèmes stochastiques de grande dimension aux niveaux local et global.
Mots clés — Quantification des incertitudes, Multiéchelle, Zoom numérique, Approximation de tenseur,
Grande dimension

De nombreuses méthodes ont été proposées ces vingt dernières années pour la propagation des in-
certitudes dans les modèles physiques utilisant les approches fonctionnelles [1, 2, 3, 4]. Alors que ces
approches sont maintenant relativement bien répandues et maîtrisées, un intérêt pour les modèles stochas-
tiques multiéchelles a émergé. Ainsi des méthodes déterministes consacrées au couplage d’échelles ont
été étendues aux problèmes stochastiques avec incertitudes. Cependant la propagation des incertitudes
dans les modèles stochastiques multiéchelles demeure un défi car ce sont des modèles de grande dimen-
sion par nature. De plus les modèles numériques monoéchelle souffrent de la complexité multiéchelle
des solutions qui présentent un contenu spectral très riche.

Dans ce travail nous nous intéressons aux problèmes multiéchelles pour lesquels les incertitudes
sont localisées dans un patch Λ représenté sur la figure 1. Les incertitudes peuvent apparaître dans les
propriétés matérielles, les termes sources ou encore la géométrie. Il s’agit donc de proposer une méthode
efficace pour la résolution d’équations aux dérivées partielles stochastiques multiéchelles définies sur un
domaine éventuellement incertain Ω(ξ), où ξ = (ξ1, · · · ,ξd) ∈ Ξ désignent les paramètres aléatoires.
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Fig. 1 – Patch Λ ⊂ Ω contenant les incertitudes localisées et interface Γ = ∂(Ω\Λ)∩∂Λ.

En présence de nombreuses sources d’incertitudes localisées, des approches dédiées doivent être dé-
veloppées afin de s’attaquer à la grande dimension et à la complexité des modèles multiéchelles associés.
Nous proposons une méthode multiéchelle avec patch qui exploite le caractère localisé des incertitudes
et qui est détaillée dans [5]. Il s’agit d’une méthode de type semi-Schwartz-Lagrange (voir [7]) associée
à un algorithme itératif global-local qu’on trouve également dans [6, 8]. Dans son extension au cadre
stochastique, un algorithme itératif efficace est proposé et requiert la résolution d’une séquence de pro-
blèmes globaux et de problèmes locaux. Les problèmes globaux à l’échelle macro sont des problèmes
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simples à opérateur déterministe définis sur un domaine fictif Ω̃ (figure 2(a)), tandis que les problèmes
locaux à l’échelle micro sont définis sur le patch Λ (figure 2(b)).
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(a) Domaine fictif Ω̃ = (Ω\Λ)∪ Λ̃ avec patch fictif Λ̃ tel que
∂Λ̃ = Γ.
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(b) Patch Λ avec une éventuelle frontière interne.
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(c) Patch fictif Λ̃ sans frontière interne.

Fig. 2 – Illustration des différents domaines.

Dans le cas où les incertitudes au niveau micro portent sur la géométrie, des reformulations spéci-
fiques des problèmes locaux basées sur les méthodes de domaine fictif sont introduites. Une méthode
de domaine fictif conduit à la reformulation du problème local sur un patch fictif Λ̃ (figure 2(c)) et par
conséquent la formulation du problème sur un espace produit de tenseurs [9, 10, 11]. Outre la possibilité
d’utiliser des espaces d’approximation différents au niveau déterministe pour les problèmes globaux et
locaux (approximations grossière au niveau macro et fines au niveau micro), la séparation des échelles
offre également l’avantage d’améliorer le conditionnement du problème. Afin de s’attaquer à la grande
dimension émanant de ces problèmes multiéchelles avec de nombreuses sources d’incertitudes, les pro-
blèmes globaux et locaux sont résolus à l’aide de méthodes d’approximation de tenseurs permettant la
représentation séparée de rang faible des solutions stochastiques paramétriques u(ξ1, · · · ,ξd) de grande
dimension. Les propriétés de ces méthodes d’approximation de tenseurs, qui sont étroitement liées aux
décompositions spectrales, profitent de la séparation d’échelle, et l’introduction de ces approximations
dans l’approche multiéchelle est un point clé pour l’efficacité de la méthode dans son ensemble. Diffé-
rents formats de représentation de tenseur sont exploités [12]. La décomposition canonique hiérarchique
introduite dans [13, 14] est particulièrement adaptée à notre problème puisqu’elle donne des représenta-
tions de rang très faible.
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