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CHAPITRE TROISIEME

LA CONTINUITE DU CONTACT
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(1.0) Dans 1'esquisse de démonstration de II.(4.5.5), on s'apergoit
que ce qui manque pour obtenir également la résolution des singularités
des espaces analytiques est un (ou des) théoréme(s) de "prolongement",
car, alors qu'en géométrie algébrique on peut prolonger un germe de
centre d'éclatement en une sous-variété fermde, en géométrie analytique
ceci n'est plus possible, Pour pallier a cette difficulté on va cons-
truire une sorte de "faisceau des résolutions", i.e. sur chaque ouvert
autour de x, on étudie tous les processus de résolutions localesibien
qu'il n'y ait aucune canonicité on définit une notion qui tient compte
de tous les processus possibles et permet le recollement : ce sera

le jardinage. Mais pour cela il faut établir des résultats non seulement
en un point mais aussi dans un voisinage. Ainsi certains de ceux-ci

sont obtenus comme conséquence des théorémes de Stabilité I et IT.

(1,1) Le but de ce chapitre est de montrer les deux théorémes sui-

vants,

Théoréme de continuité I (1.1.1) : Soit X un espace analytique complexe,

x un point de X. Soit i : X+ 7 une immersion de X dans un espace lisse.
Soit W une sous-variété lisse de Z contenant x et r : Z- W une rétrac-
tion transverse a X en x. Soit € 1'exposant idéaliste de contact de W
avee X en x (relativement a r»). Soit X0 la. strate de Samuel de X conte-

nant x, Alors il existe un vdsinage () de x dans Z tel que
1) r soit transverse a X en y pour tout yEAXOD wno

2) € est 1'exposant idéaliste de contact de W avec X en y (rela-

tivement a r) pour tout yE‘XOF]Wr]Qo
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Théoréme de continuité IT : Soit X un espace analytique complexe,

x un point de X. Soit i : X=7 une immersion de X dans un espace lisse,
Soit XO la strate de Samuel de X contenant x. Soit W une sous-varidété
lisse de Z contenant x et r : Z-+ W une rétraction ayant le contact maxi-

mal avec X en x. Alors il existe un voisinage () de x dans Z tel que
1) Xoﬂﬁlc:W(]Q

2) r ait le contact maximal avec X en tout point v € XOFWQQ

(1.1,3) Afin d'alléger les notations on notera par & = (X,Z,Wsr)

la situation décrite par le diagramme

Xe—— s 7

J/r

w

ou r est un morphisme lisse, On appellera A wune installation.

¢

Soit x € X,

Soit g : W' - W la modification normalisée de g 5 0ﬁ.8==(j,b)
est l'exposant idéaliste de contact de W avec X en x. On sait alors

définir la rétrotirette de A par g qui est encore une installation.

. - -1 G
(1,1.4) On sait que g 1(5)==(g (3),b) est l'exposant idéaliste de
| contact de W' avec X' en tous les points x' de W' tels que g(x') = x,

Mais maintenant gul(s) est un diviseur,

On voudrait obtenir une méthode pour obtenir un morphisme sur-
i . ] 1 ““1 - o -
Jectif propre g s W' W od W' est non singulier et g (%) un diviseur,Dans
un but de simplification, on appellera simplement un tel morphisme une

I simplification de & sur W. On ne connait pas d'autre méthode que la

Passage censuré,
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résolution des singularités pour obtenir une simplification de I sur W,

En faisant une modification normalisée de J on obtient W' sin-
gulier en général, Mais pour montrer la résolution d'un espace de di-
mension n en x, on peut utiliser une simplification de 3 sur W, ecar on
peut obtenir une telle simplification si on connait la "résolution"
en dimension <n-I1, C'est cette méthode qu'utilise Hironaka dans

"Bimeromorphic smoothing",

Proposition (1.1,5) : Spit A = (X,Z,Wyr) une installation. Soit
8==(S,b) un exposant idéaliste sur W et E‘::(S‘,b’) celui qu'on obtient
par rétrotirette par un morphisme g : W' « W propre et surjectif. Alors

les deux assertions suivantes sont équivalentes

i) € est un exposant idéaliste de contact de W avec X en x rela-

tivement a r ;

ii) €' est un exposant idéaliste de contact de W' avec X' en tout

point x', tel que g(x') =x relativement a r'.
Preuve : i)= ii) a déja été montré (cf. corollaire I1.(2.3.9)),

Supposons alors qu'en tout point x' tel que g(x') =x, €% s0it

un exposant idéaliste de contact de W' avec X' en x' relativement & »!

Soit D B W un disque testant de W en x.

Comme g est propre et surjectif on a des morphismes St DD,

h:D=W et un diagramme commutatif

ht

ey T 1

wn
De—nuC

g
h

—_—a W

d'aprés le critére valuatif de propretéd). Soit x' = h'(0).
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Par hypotheése on a que
Y 1 T
. (é‘,vh ) = d "(th 7X'-‘h )
o Mat
%
et
T L hS
\,@(E )y = d hS(W g X )
&
On cherche a démontrer que :
eh B - . |
VD( ) dA th s X )
X
On a que S(t) = t°+ ... (S=GO(S))n
Done :
(B9 o ay @Y,
0 ]
Soit €% = (3%,b%) un exposant idéaliste de contact de W
h
avec X :
| d LWh,Xh) - & h(a*)

h
X x

G est un idéal de @{t]}.

x5 £ S s
(E%*)" agt un exposant idéaliste de contact, done

y — g - g
d”hS(W ) v hS(( ) ) gy h( ).
X b'e %
On a donc
ah hS _hS h _h
v (E7) = = g%y = g
s )o( ) dxh(W , XD s \)Xh( ) %dxh(w ,X ) .

D'ou 3
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(1.1.6) Soit x un point fixé de X. Dans le voisinage de x on va
étudier la variation des dg ol gEAXor]WO (resp. EEAXOF\T ol
T={MeWNX ou r est transverse). Pour cela on doit étendre les no-
tions de platitude normale et de stratification de Samuel au cas ani-

sotrope.

Rappelons que si Y&V et Ves X sont des immersions fermées
telles que Ves X gsoit définie par P et Yo X soit définie par £ , alors

le cdne normal anisotrope de X le long de Y de V-tropisme d est le

X
Specan de gr(V,d) ou

Y
X
b
gr|V,d| = @ N b7} Paéf) ¥ P
Y peR™| a+b/d=p a+b/d>u

Cef. TL.{1.8.8) et II.(1.8.7j).

Rappelons que si A = (X,Z,W;r) est une installation et que
si Yes X on a noté (ef. IL,(1.4))

d
Y

L ——
o ==

w,
CX,

D'autre part si J définit 1'immersion Xes 7 alors on a une

immersion fermée

C

W,d, o W,d
LY % ¥

définie par les d-formes initiales des éléments de §.

d_(W,X)




R —

]’_ln_:|-<_-_1‘1t'i.01’1 (1.1.7) : Soit

— W

Yo
F
v
X - 7

W

un diagramme commutatif dans la catégorie des espaces analytiques au-

dessus de S, Supposons gue

1) touz les morphismes de ce diagramme soient des immersions
fermées
2) Y, W, Z soient lisses au~dessus de 5,

Alors la suite de Y-cdnes

Yé d Yx W,d W, d
s = — 5 2 —
(0==>Cyo vy "Cyex,y 7%,y ~+(0)
b »
est exacte,
Démonstration - On construit un diagramme commutatif de
Y-¢bnes
YxY,d Yox W,d
(0)— C 1*..9 —C s ==¢~Cwﬁd=é=(0)
YxY, Y YxZ,Y 7,Y
S S i
1 tor
Yx Y,d YéWd
W, d
- —
(0)—Cy, v,y YSXY Oy O

[

Les fléches verticales sont évidemment des immersions fermées.

Soit ye Y. Le choix d'une rétraction locale de Z sur W permet

,d 'Y@ng
d'identifier CL a CZTYD Y}gZ,Y a CY ngY qui sont tous deux des

fibrés localement triviaux. On vérifie aisément que la suite des
@Yumodules formée par les éléments de degré 1 (an sens usuel) est exacte
et on en choisit un scindage compatible a la bigraduation, done a la




233,

d-graduation,

Pour montrer que I est cartésien, on procéde comme d'habitu-
. o B ; ¢ S ~ L -
de germe par germe et aprés complétion. On identifie GZ y avec Sﬂyaw,iﬁou
b

A A
— ey - - o oy | Lo N -
S_-GS avee s image de y dans S, C&Yé %o s'identifie alors a

»

S[{y,y"sw',2']], le diagramme de S algébres
SEEYOwyz]] “ﬁ;gg’s[[y:y71ww*zrjj
1
ol ml(yj::y‘, wl(w): w', @1(2)::27 étant commutatif,
Soit ¢ ¢ S[[Yayq5‘”"92?]]“'5[[)’?937”5“"92']] tel que
n

aly) = y=y" , oly'") =y" , clw') = w' , d(z') = 2!

C'est un S-isomorphisme.

7
Nous pouvons maintenant identifier gr(wqd) a
- YxZ '
SL[Y9W9Z]]' ] { é
griz,d et encore a S[[y]][W,Z] et grl YX W,d]| a
(w, z) \ Yb

7', d )au encore grizf,d ) et encore

S[[y,y",w?g'z?']] J/S[[y'i,y”,w",,z"]j
gr
Yy, w2

(y-y"ow'y2")

S[[y"JI[Y",W,%2"] et posant & =groe Py
o s(ly]10wW, 2] - S[[y" J20Y", W y 2" ]

est défini par
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Tei, dans S[[y]1[W,Z], W a le poide ldet Z le poids 1,
dans S[[y']][W,Z2",Y"], W et Y" ont le poids 1det Z' le poids 1.

Rappelons que B étant un anneau nethérien, I, P, Q des idéaux

de B tels que IcQ, PcQ, par définition la suite

\

B B B/1
R _in(P_, d; 1) —_— gr(P, d) — gr(P+1/1,d) — 0
Q Q/1

est exacte,

(f3P,d) = sup {p:fe o, P @7}

Si pour f€ B, f#0, on note v i+j/d=p

Q

. B
Pl(yj; on voit facilement que in(P,d;I)
Q

an(f§P¢d)==01f1D0dZi+j/d>”

est engendrée par les inQ{nggd) o eI, 40,

Si T est donc 1'idéal de S[[y,w,z]] définissant X dans 7,
1"idéal K engendré par ¢,(I) est celui définissant YéjK dans Yé Z.
Ainsi, aprés transformation par 0 comme ci-dessus, ce que nous avons
(S[Ly"yy"sw',2"]]

finalement a prouver se réduit & in((z”),d QG(KQ est engendré
(ynﬁwyﬂzr:

‘ = S[[Yﬂ”azjj
dans S[[y']][Y",W',Z2'] par d in((z),d ) 1
(z,w)

m
Soit g€ o(K)., g= % Qifyvgy”gwlglv) fj(yvnggzq) ok
i=1
fi(yyw’zl)E Iet QiE slly",y"sw'yz']].

Seit v=v, (gs(z'),d)et écrivons

(ynngan)

n 7 i q
y' A (ytewi,zt) + Ry

Q. = : :
alsv/d

Z
i
o5

=
+
=

ou R, € Cy™) >
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m
in, o s (), d) = dn, ( i ) Na(z'),d),
(y",wi,z") = ? (y BWE:JZF)\EIaiév/dy (iE]_ QlOE fl)?(Z ) d)
Soi+ 7 21 =T
oit ga::ileim ;0 gq = et v(z?w)(gu;zydj >V - |a|/d
En effet, sinon on aurait j = ;nf Lv(zsw}kga,(z),d) +=Tr4<v
agiqlsv/d
et 0=%¢ . yne clgainod { 5 (z‘)l(z‘,wﬂ)jk
o ]G]Sv/d i+j/d>u=]m}/d

Mais C]gglmnwz(Z“)L(Z”?W?)Jk‘SEEYHJ][W?727]' Tl est donc nul et

(gaﬁ(z)gd)i>u“:!a]/d

Vo,
(z,w)

D'ovw finalement

in, (gs(z')d) =

;u"xj . (ol J"i ] ']
Oy o ) Y tilgxmnd { ¥ (z") (z',w!) ).

z
oy ja|gv/d i+ jA>v=|a|/d
Ainsi il existe des o pour lesquelles cette classe est non nulle et res-

treignant la sommation a ceux-1a

- . R _ k7 ”Oﬂ'i" ) ‘ .
ln(yuyw?gzvj(gp(z Vo) e 3 Y &(IH(ZEW)(g@?(Z)?d))E
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Corollaire (1.1,8) : Avec les notations de la proposition (1.1.7)
supposons seulement que Y soit lisse au-dessus de S. Alors la suite de
Y-cones
Y x Y,d Y x W,d
S 5 w,d
(0)-Cy o v,v ~ vy « x,v ™ CX,Y” (0)
S S
est exacte.
Remarque : Ce résultat avait 6té annoncé (chap. I, (3.4.5)) dans le
cas ou d=1,
Démonstration : La question est locale sur Y ; soit donc y un point
de Y : plongeons.:localement en ysW dans un espace lisse W, et posons
Z: = ZX“]W 3
on sait que la suite :
Y % Y,d Y x W,d
s 7 s s d
(0)'dCY‘§ v,y ” CY g X,y " C ,Y-a(O)

est exacte (proposition (1.1.7)).

D'autre part, comme la rétraction v : Z - W est lisse, la suite
§We (o
é Z, ¥ Z,Y
est exacte. On a en effet des isomorphismes canoniques (pour les espa-
ces analytiques sous-jacents)

W Y x W,d

Y ~

CZ, et CY Z,Y — CY

mX X

d .
Y~ CZ,Y 7,Y

wnX

(TT. (1.4.3)). Il suffit alors d'appliquer la proposition (1,1.7) en
faisant d=1,
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Prenons 17intersection terme a terme de ces deux suites. Si 1'on admet

Pavd
ue Cw’dr]Cw’d = Cw’d (et donc que CY x-wgdrlCY § b = CY élw ) on
4 /0 i &% XY Y x Z,Y'" VY x X,Y T e X,¥° "
S S S
voit que le corollaire est démontré.
(1.2) Nous allons maintenant généraliser au cas anisotrope la cons-

truction des faisceaux de jets (I.(3.2)); Xo étant la strate de Samuel d'un

point x de X,nous avions construit un cdne C (C= SpecangrﬁRX(Xo)) dont

les fibres étaient les cdnes tangents CX «
7

Nous allons de méme construire un espace sur Xo tel que les

fibres soient des cones anisotropes.

Soit done & = (X,Z,W,r) une installation ; nous cherchons a
construire une ”Ownx—algébre de jets de X de tropisme d dans la direc-
tion de W",

Soit VC;LQX,une immersion fermée ; notons A : VVxV

l'application diagonale,

¢1.2, 1) Posons P;;V;d = OVXX}// B P &b , ol L est un nombre réel
a+b/d>u

positif, © 1'idéal de 1'immersion de 1'immersion 1x j:VxVeVxX, et
22 celui de 1'immersion (1x j) o8 :VaVxX,

Pi;v’d est "1'Anneau du p-iéme voisinage infinitésimal de V dans Vx X

de tropisme d dans la direction de VxV". On munit cet Anneau de la

gtructure de Ov—Algéhre provenant de la projection canonique :
Vx XV,

Avant de continuer, prenons un exemple : supposons W et 7

lisses, les coordonnées sur Z étant (w,z), w étant défini par z=0.

Soit f(w,z) une section de @Z définie au voisinage de (0).
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On peut écrire, avec des notations évidentes, un développement

de Taylor

f(w,2z) -~ £(w',0) =E(}_~:—E')a—f(ﬂ‘,0) +2(z>9£(w',0) Y.
ow =3z —

Si on donne le poids 1 4 z et le poids 1/d & w-w', un jet d'ordre p
(i.e. un élément de P;§V’d

de développements de Taylor jusqu'a 1'ordre u.

) associé a f est une classe d'équivaknce

Dans le cas d'une installation A , 0N posera

W .
P;]-{? s d _ P;L{Wﬂxsd ;

et si 1:Y-WnNX est une immersion fermée,

s W, d s W, d
1 ALY _ g pHilh
(1.2,.2) PX (Y) i PX

neW,d
PX
sinage infinitésimal de x dans X, de tropisme d dans la direction de W

(ef, L.(3:2.5)).

En particulier, gi x est un point de WN X, (x) est le [-iéme voi-

Prenons maintenant p dans le groupe discret Eo-kl/dZZo, et
soit p  le prédécesseur de p dans ce groupe, on a un épimorphisme natu-

rel

usWyd gy | pit 5Wod
ey sl PPy

et on définit gr" Pg’d(Y) comme étant le noyau de cet épimorphisme
(ef. I.(3.3)).

(1 2..8) On pose

W, d LW, d
gr PX (Y) = =] gr PX (Y)

1
WETE + /dyzo




__—_———-T

239,

(avec gro Pﬁ’d(Y) =0 ) : cl'est de maniéres naturelle une OY—algébre

ey I.(3,8.1)).

I1 est alors facile de voir, comme en (I,(3.3.4)), que

Yx W,d

Wod e
Specan gr PX ) = CYXX,Y

(1.2.4) On peut évidemment faire toutes ces constructions pour une

installation au-dessus de S, On laisse le soin au lecteur d'effectuer

ce yoga.
On a maintenant
Proposition (1.2.5) : Les conditions suivantes sont équivalentes

1) quel que soit peZ_ +1/d 7 P;"WN(Y) est Oy-plat en yeY
2) grﬁPﬁ“d(Y) est OY—plat en y€Y

3) 81 Y est lisse, Cﬁ’g est plat sur Y en v,
]
Clest 1'analogue anisotrope du corollaire (3.5.12) du chapitre I.

L'équivalence de 1) et 2) est facile : 1la démonstration est

la méme que pour le cas d=1,

L'équivalence de 2) et 3) résulte du corollaire (1.1.8) qui

donne un isomorphisme

YxW,d o

~ ><CY><Y,d
YR X; ¥

¢ w,d )
XYY" YxY,Y 7

C

Yx ¥Y,d
YxY, Y

B

comme Y est supposée lisse, C g

. Y x W,d )
a CYXX,X plat. cq d,

est lisse, et C g plat équivaut
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Remarquons de plus que dans les conditions 1) ou 2) on a

1'égalité

YxW,d
Yx X,Y

W,d

C
X,y

(y) = C

7

il suffit de prendre les fibres en y des suites exactes

p W, d nsW,d L oph s W, d
0-»g1" PX (Y) —DPX (Y) PX (Y) —-iO

Pour terminer, nous allons associer a ces faisceaux de jets
une "stratification de Samuel anisotrope" en posant
1.

H () = dimg phi hal g

(H;;E’d est ainsi une fonction de R dans %O) . On a alors
?

Théoréme (1.2.6) : Soit A =(X,Z,W,r) une installation telle que r
soit une rétraction lisse, Il existe alors une partition localement fi-

nie de WNX en sous-espaces analytiques Xa d telle que
?

1) Tl existe des applications H_: B < Z, telles que

1;W,d
xe&mdﬁHLx _I%

2) ia et ia- XOC sont des sous-espaces analytiques fermés de WN X,
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(1.3) Généralisons maintenant la notion de normale platitude
soient A = (X,2,Ws r) une installation, Y un sous-espace analytique de

XNW, d un nombre réel =1,

Définition (1.3.1) : Soit x un point de Y 3 on dit que X est d-norma-

lement plat le long de Y en x si les conditions suivantes sont réalisées
1) Y est lisse en x
2) W est normalement plat le long de Y en x (cf. I.(3.5.14)).

3) pour tout nombre & vérifiant 1<6<d, Cﬁ’% est Y-plat en x,
9

Nous allons énoncer un théoréme qui caractérise la d-normale

platitude et qui résume ce que nous avons démontré dans le cas anisotrope

Théoréme (1,3.2) : Aveec les mémes notations que pour la définition pré-
cédente, supposons gque Y soit lisse en x, et que W soit normalement plat

le long de Y en x 3 alors les conditions suivantes sont équivalentes

1) X est d-normalement plat le long de Y en x.

W, 6

2) pour tout pe ]Ro et pour tout & tel que 1<6 <d, ph? est

X
GY—plat en x,

3) pour tout 6 tel que 1<6<d, gr‘Pg’é(Y) est OY_plat en x,

4)  pour tout & tel que 1<6<d, la suite

W,5

Y, s W, 8
(0) -)CY’X-’ CX’X—» (CX,Y) >Y§X-4 (0)

est exacte,

5) soit J 1'idéal qui définit X dans Z en x ; pour tout & tel que
1<d<d, il existe un systéme d'éléments (fI’“°"fm) de J (qui peut
dépendre de §) tel que

a) vY(fi,W,B) = vx(fi,wgé) (I1<i=m)

b) les inx(fiswgé) engendrent 1'idéal inx(w §) (idéal de

4

X

gr(w ? &) dans gr(W‘? 8)).
X

X
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; A
{rappelons que si fizzfiAz avec fiAEG

W, x on a
v (f,)
: Y A
vy (£, W,8) = 1nf{ e ¥ |A|} ) .

6) il existe un voisinage U de x dans Y tel que X soit d-normale-

ment plat le long de Y en tout point y€ U.

7) il existe un voisinage U de x dans Y tel que pour tout & avec
1<bd<d, on ait

w,6  ,W,6
HX,x = HX,y pour tout yeU .

8) soit XO 5 la &-strate de Samuel de X contenant x ; Y est loca-
9

lement contenu autour de x dans n X

1<b=d 058

Le lecteur est invité & se convaincre que ce théoréme a ét

(91N

pratiquement entiérement démontré dans les pages qui précédent.

Nous ajouterons seulement deux remarques :

- La raison pour laquelle on a besoin de la platitude normale de

W en x est la suivante : la condition 5) exprime que le diagramme :
Cw’é S Cw’ X X
9 X Z, Y

est cartésien. Or la suite de Y-cdnes

YxY,8 _ YxW,8

0-Cyey,v” Yyxz,¥

est exacte. Mais on ne sait montrer que la fibre au-dessus de x de
Yx W,8 W, 6 ; w, & _ ; 3 Baniveléit &
CY><Z,Y est CZ,x que si grPZ (Y) est GY plat, ce qui est équi

gryW plat puisque la rétraction r:Z-W est lisse.
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-~  On montre comme au chap. T § 4, que pour 6 fixée,1lsgd< d, il
existe un ouvert Ué de Y contenant x, tel que Cg’%
On déduit ensuite du théoréme (1.4.1) chap. II qﬁ‘au voisinage de x les
CW,&

;Y

soit plat en y€ Uéu

prennent seulement un nombre fini de valeurs distinctes quand &
K du tropisme, On pourra donc

pour U choisir N U
; 6 .
Jelade J

(L 4D Nous allons maintenant préparer la démonsiration de la semi-
continuité de 1'exposant numérique de contact,ainsi que du théoréme de

continuiteé I,

Soient A = (X,%,W,r) une installation, x un point de WNX,
W0 et XO les strates de Samuel de W et X passant par x, el Y un sous-es-

pace réduit de XO[WWO contenant x.

Proposition (1.4.1) : Soit & un nombre réel vérifiant 1<6 = dX(W9X) s
gupposonsg que Y goit contenu dans la &6-strate de Samuel Xo 5 I1 existe
)

alors un voisinage U de x dans Y, tel que pour y€ U on ait 17inégalité :
dy(w,X) Bl

Remarque : Si Y est lisse, la condition Yc:X0 est équivalente a

5O

dire que C§’6 est plat sur O, (Proposition €1..2,8)) .

.Y

Posons Céz SpecangI'Pigé(Y) 3 C(5 est plat sur Y en x, puisque

par hypothése la fonction nyé est constante au voisinage de x (1.2.,5),
La fibre en du morphisme qu wal
‘ v morphism 5 X,y

assez proche de x (1.2.5). La fonetion de Samuel relative de ce morphis-

-Y est alors isomorphe a C si y est

me est ainsi la fonction de Samuel du cdne C W. o : au point x, on
? 5
CXﬂy’ +
voit que C W. 5 = 0 , puisque 6s;dX(W,X) (si 6<idx(W,X), on a méme
c,” , x X, x
Xq X
W, &

Cy  =C par définition de d_(W,X), et si 6=d_(W,X), on laisse au

o4 Xy % X X

lecteur le se¢in de le démontrer (a partir des lemmes II.(1.4.4) a (1.4.7)
et II,(1.4,11),




On a donc H

Samuel relative (ecf.

Montrons que 1'inégalité dy(W,X)<16 est impossible : on au-
rait alors en effet 1'inégalité H we H (le lecteur est invité
Cxiyfy ng

a s'en convaincre dans le cas ouU X est une hypersurface en dessinant le

diagramme de Newton), Mais comme HX,y=‘HX,x i

YcX s on veit que 1'on obtient 1'inégalité H

car par hypothése on a

> H ce qui

Cé/Y,y Xyx !

est absurde. cqfd

Remarque : T¥1 résulte de cette démonstration que Y est contenu dans

la strate de Samuel relative du morphisme : Cé.{Y.

Avant de continuer, nous allons généraliser 1'exposant numé-

rique de contact dX(W,X) : 51 Y est un sous-espace de %F1X0,dY(W,X)
sera le premier nombre réel d (d=1) tel que C£’§ soit différent de

:
CX,Y (ef. I1.(1.4.1)). On a alors :

Corollaire (1.4.2) : Soit & un nombre réel tel que 1<6 < dX(W,X). Si
X est 6~-normalement plat le long de Y en x (1.3,1), on a 1'inégalité :
dy (W, %) 2 6.

Soit € un petit nombre positif : puisque X est &-normalement

plat, il existe un vdasinage U de x dans Y, tel que si yeU , le
£, E,%
sne CV107% 5oit Y-plat
cone X, Y soi plat en y.

D'aprés le théoréme (1.3.2), il en résulte un isomorphisme d'espaces

analytiques :

£

Y,6-¢ %Cw,a-s

C X x C
( )Yy Y,y Ly

W, 6-
X, Y

d'ou, grdce a la proposition (1.4.,1)

W (S—EN
C ! — C .
Xy X,y
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Mais X est normalement plat le long de Y en x : d'ou, si UE est assez

petit

Cx,y > Cx, ¥ X7 % Oy x

On a donc, pour tout y de Ua un isomorphisme

W,6-¢ ~
CX,Y §y —b(CX,Y) >3<(,y p
i . W,6-¢ . .
ce qui implique CX vy = CX v (car ces deux cdnes sont canoniquement
H 9
plongés dans C, Y) ;3 on a donec 6-€‘<dY(W,X) par définition de dY(W,X),
El
d'ou és{Hﬂng). cqid

Soit A = (X,%Z,W,r) une installation ; soit f=(f,,...,f )
- 1 m

une famille d'éléments de G, . » et Y un sous-espace de W contenant x.
7

; v A ‘ .
S5i on écrit fi:EZfA’iz avec fA,'E(}W,x , on peut construire
un diagramme de Newton avec les points AA,iz {vY(fA,i)’lA|}'

Posons vi==vY(fi) : si le point (O,vi) appartient a ce diagramme de
Newton, on peut parler sans ambiguité du premier c6té du polygdne de
1
Newton de fi” 51 P, est sa pente, on pose di==— E_ et
i
dy (£, W) = inf d, .
I<i<m
On a alors
Proposition (1.4.3) : Soient A =(X,2,W,r) une installation, Y un
gsous-espace lisse de WOFNXO, x un point de Y. Si i==(f1,...,fm) est
une base standard de X dans 7 en x, normalisée par rapport au systéme
(OW,X’ZI""’Zr)’ on a 1'égalité

dy (W, X) = d%‘.(i, W)

Remarguons que d;(i,W) est bien défini, puisque,la base standard f étant

normalisée, on a v, (f.)=v (f.)=v, (1<ism) et doncl point (0,v.)
Y i x i 1 i




246,
appartient au polygone de Newton de f,

Cette proposition a été démontrée dans le cas ou Y= {x)
(IT.(1.4.2)) et la démonstration se transpose aisément au cas énvisagé

ici.

Corollaire (1.,4.4) : Sous les mémes hypothéses que pour la proposition

(1.4,3), soit d un nombre réel tel que lstlgdx(W,X).

Si X est d-normalement plat le long de Y en x, pour tout nom-

bre 5 aveec 1<6<d, on a

1 \)Y(fi,w,é) = \)x(fi,W,é) = ¥y (1<i<m)

. 4 5 . .
2) 1nX(W'),{ 5) est engendré par les 1nx(fi,W,6) (I<i<cm).

Nous aveons en effet vu que dY(W,X) >d (1.4.2) et donc
d?(i,W) >d d'aprés la proposition précédente, d'ot immédiatement la pro-

priété 1), en regardant le polygone de Newton de £, .

La propriété 2) est encore une conséquence de IT, (1,4.11),
En effet, puisque (f) est normalisée en x, dx(W,X') =dx(f,-W). D' o1, pour
b € [ X,d] inx(fi,W,rS) est indépendant de & et vaut inxfi . Comme dans
W, 6

ces conditions C.,’ =C , 2) est trivialement satisfait. Mais on sait
X% X;x ‘g

alors que les'ilnx(fi,w,d) engendrent encore inX(W, d) .

Corollaire (1.4,5) : Soient A = (X,Z,W,r) une installation, Y un
sous-espace lisse de WoﬂXO , X un point de Y, et d un nombre réel tel

que 1=dx< dx(W,X). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
1) X est d-normalement plat de long de Y en x

2) localement en x, on a : Yc{ylvy(fi,W,d) 2vi], I= (fl’""fm)
étant une base standard normalisée de X en x par rapport au systeme

(C}W,x’ Zl""’Zr) et Vi étant égal a vx(fi).
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(Remarguons que puisque dxng(W,X), on a

v, = Vx(fi) = Vx(figwgd) Do

La démonstration, lassée au lecteur, est identique a celle du cas d=1
(woixr IL,(3:1.5}).

I1 résulte de ce corollaire et de la proposition (1.4.3)

que sous les mémes hypothéses, X est toujours dY(W?X)—normalement plat

le long de Y en x.

Corollaire (1.4.6) : Les hypothéses sont les mémes que pour le corol-

laire (1.4.5). Soit d un nombre tel que Ig(isdx(W3X) : alors l'ensemble
des points y tels que vy(fi,w;d}==vx(fi)==vi est (localement en x) égal
a N X 5
s<d ©?
par x, et que (fl,...,fm) est une base standard de X dans Z en x, nor-

(rappelons que X0 5 est la d-strate de Samuel de X passant
7

malisée par rapport a (@W,X’ZI""’Zr))“

La démonstration est 134 aussi analogue & celle du cas d=1
(¢f. IT.(3.3.8)) : on montre que les deux espaces analytiques en ques-
tion ont mémes germes de courbes en x , en se ramenant au cas ol ces

courbes sont lisses par des modifications ponctuelles.

Avant de montrer la semi-continuité de 1l'exposant numérique

de contact, nous allons donner un exemple qui illustre ce que nous ve-

nons de faire : considérons l'hypersurface X d'équation y2=:tx34-x

dans Z::(E3° W sera le plan des (x,t) et ¥ 1'axe des t. On peut considé-
rer X comme une famille & un paramétre de courbes planes (pour t varia-
ble) ; pour t =0, le premier exposant caractéristique vaut % , alors
que pour t#(}il vaut % ; on voit que cette famille est équimultiple,
et done que X est normalement plat le long de Y ; on a dO(W,X)= 2

3 3 i
dY{W’X):=§ g dy(W,X}::E pour yE€Y et différent de 0.
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3

3 _W,d o , ; 2 , _ W3
Pour d<§ y CX,Y est defini par 1l'équation y ; 1'équation de CX,Y est
yz— txa, et pour d>% , 1'équation de C¥”$ est th : on voit donec que

g

W, d 3 ; 3
CX,Y est plat pour d< 5 » mais pas pour d>2 .
(1. 5) On voit enfin que dy(W,X) st(W,X) si y€Y = cela est en

accord avec le théoréme de semi-continuité que nous allons montrer main-

tenant :

Théoréme (1.5.1) : Soient A = (X,Z%Z,W,r) une installation (r étant tou-

jours une rétraction lisse), x un point de X nw .

Il existe alors un voisinage U de x dans XOQWO , tel que,

gi y€U, on ait :
d (W, X)) <d (W, X)
v x

Démonstration : Sait F un sous-espace analytique fermé irréductible

de XoﬂWO contenant x ; nous allons montrer par récurrence sur dime

que la fonection yw dy(W,X) est semi-continue sur F,

Soit f= (fI, .,..,fm) une base standard de X dans 7 en x, norma-

lisée par rapport au systéme (CBW,X,ZI,,”,ZI.) ; posons

d, = inf (d_(£,W) ,
yef ¥

on a dISdX(W,X) puisque que l'on sait que dX(W,X) =dx(£9W) (IT1.(1.4.21),

dl ‘W,d1
I'espace C =~ = Specan gr PX (F) est F-plat au voisinage de x
(car FCXOQWO, et, pour tout & tel que 155£d1, la fonction de Samuel
' d
1
I-Ii’;sf est constante d'aprés le corollaire (1.4.6)) ; la fibre C (y)
)
w,d
1

est donec isomorphe & Cy g # de méme 1'espace C=Specangr Po(F) est
9

plat sur F au veoisinage de x, et C(y):-fk- CX -
bl
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W, d
: i
Soit G 1l'ensemble des y€ F tel que CX,y =CX,y (ef., IT.(1.4.8)) :
c'est aussi l'ensemble des y€ F tels que d1<dy(W,X).
G est un sous-espace analytique fermé de F, car c'est 1'ensemble des
points ou les fibres de deux fibrés plats colincident, Considérons deux

cas

a) dI:dX(W,X) . On a alors xéG, et P-G est un ouvert contenant
x sur lequel on a, par définition, dlzdy(wa) : le théoréme est donc

vral dans ce cas.

) dy<d (WX,

Nous allons montrer que 1'égalité F=G est impossible au voisi-

nage de x : si y est proche de x, on a
d (£,W) <d_(W,X)
¥y = ¥y

(ef. II.(1,4.13)) ; d'autre part, vy(fi) :vx(fi) =V, dans un voisinage
de x, v?(X,Z) est extraite de la suite \;;’:(X,Z) = (vl,...,vm) pour y assesz

proche de x dans F en vertu du lemme suivant :

Lemme (1.5.2) : Il existe un voisinage U de x dans XOQW0 , tel que
si y€U, on ait v¥(y) < v¥(x) pour 1'ordre lexicographique (en particulier,

la suite v¥(y) est extraite de la suite v#(x) ).

m
On voit done que le nombre TT (Vi d (W,X) est un entier ;

il n'existe ainsi qu'un nombre fini d(]e'sxlraleurs de dy(W,X} gui soient

plus petites que dX(W,X), soient 61"’"’61('

Si on avait G=F, on aurait d1<dy(W,X) pour tout yeY, d'ou

d1<61<...<6kng(W,X) ; si £ est un nombre tel que d1<d1+E<61, on
W,d1+e W,d,+e

aurait Cng =CX,y , et donc gr PX (F) serait OF—plat : I serait

contenu dans 1'eneemble des y tels que dy(i,w) z2d  +E (1.4.5) ; on

obtiendrait alors une contradiction puisque par définition

d, = inf (d_(£,M).
yeF Y
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On a done Gcl strictement,
si x¢ G, alors sur F- G qui est un ouvert contenant x,

dy(w,X) sdy <d_(W,X)

si x € G, par hypothése de récurrence , il existe un ouvert U tel que
sur UNG on ait dy(W,X) < dx(W,X) s sur F- G on a par définition

dy(w, X) sd1<dX(W,X), ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Corollaire (1.5,3) : Soit toujours f= (fl, ...,fm) une base standard
de X dans 7 en x normalisée (par rapport a (C}W x’zl""’Zr))' On a alors
9

d_(W,X) = d_(£,W)
y y =

dans un voisinage de x dans XOHWO .
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II - IE THEOREME DE CONTINUITE I

Pour terminer, nous allons esquisser une démonstration du

théoréme de continuité I.
D'abord un lemme

Lemme (2.1) (dit "Lemme onze") : Soit & = (X,%,W,r) une installation.
Soit y un point de WN X. On suppose

1) que r est lisse et W est lisse (donc aussi Z) en y
2) que r est transverse a X en y.

Soit f= (fl,...,fm) un systéme d'éléments de Jy 1'idéal de Gy . définis-
7
sant X dans 7 au voisinage de y tel que

1 i = (i i
) 1ny(X,Z) (1nyf1 5.3 3 Bk 1ny fm)

2) i=1 =k N i N = i
I T (R Ay cllnyfimodN.grerl-O ou N= @ gryW

i=0
B A
Soit i=1,...,my v,=v (£,), b=1Tv,! , éerivant f.=32f.,k z° ;

i y 1 j=1 1 1 1A
fiAEGW,y’ soit
b/vi—IAl
= 8 —3
3y = G iy )0y et Qy o 2 s

. . b .
871l existe & tel que § = (q ) alors les conditions suivan-

tes sont équivalentes

1) € est exposant idéaliste de contact de W avec X en y (relati-

vement a r)

2) v (&) =d (W,X).
y y

Remarque : Nous nous permettons d'insister sur le fait que dans ce

Llemme nous ne supposons pas que (f) soit une base standard de X dans %

en y.
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Démonstration : 1)=2). On sait bien que W étant lisse en y, gr W
4
est réduit. Par conséquent, si E=8170098 est une base standard nor-

malisée de X en y par rapport a ngy , on a, avec gizzzzgiA_ZA —

by = vy(gi)y
v (giA)

dy(W,X) = inf E}’T—m-

1

(voir II.(1.4,21)), le germe en y d'exposant idéaliste de contact de W

avec X en y est

i
TRt
by = 1A
6 _ ]
= ( g].A ove o‘wsyyﬂl-ll )
1r.(2.3.5), (2.8.10)
|
TR,
.- |A -
5 (&) = infv_\g. " , it — = inf —Ll-—r\) Ein) .
y y 1A nl-Li- !J“i_ A‘

2) = 1), On remarque d'abord que Gy étant régulier
H
est intégralement clos et il existe, pour i=1,...,m, iA!s‘ui,
BiAEC}W,y tel que
\)i" IAI
3 -
(%) fia = Pipd
De plus il existe au moins un (i,A) tel que !A]<ivi et BiA soient une

unité,

I1 s'agit de montrer que si h:D- W est un disque testant

quelconque de centre y

i h _h
v (bh) =v (geh) =d (W ,X")
¥y 0 h
b'¢
Supposons que pour un disque testant il n'en soit pas ainsi ; alors
2) entraine que ino(fi oh) est 1l'image canonique de inyfi dans grOZ

et par suite




253,

h ok . .
™ in (x",2%) = Cin (fy0m), ... in (£ o))

Do
~
>

Il

¢lin (f oh) mod T gr AT (T =& gr €{t}
0 0 >0 ©

v, =v (f, o h)
o i

D'apres II,(1.4.11), on a donc

v (f., oh)
h .h . o 1A
dyh(w ,X) = inf —m—vi_ Py = \)o(q°h) i

Pour ce mauvais disque, 1'inégalité précédente est stricte

h h h
dh(W 5 X )>v0(q°h) = d
y
et
M
h h h h
Xy Xy

Posant F?::ino(fi o h, W', d%), toujours de (#) on déduit que

V., = |A]
F? - 3 BiA(y)ZA[ino(qu it :
IA]sv.
i
et d'aprés II.(1.4.11), ces éléments sont un systéme de générateurs
h dh Wh dh
de 1'idéal définissant C 7 dans C,’
h h h h
Ly 27,y
h h ,h ;
Comme d > 1, dh(W y X )>1, Par su1teCh h=C 1 XTDO'
¥y X'y Nr (y)!y :
Finalement, on obtient :
(. P2 ) = (oA, L[, E)
voe e i v e PR i .. 3

L'idéal de droite étant homogéne en Z, chaque composante homogéne de

h . v.-—|A|
F; vy appartient donc et comme in (q e h) . € ¢[T], il vient finale-
ment pour i=1,,..,m, p<v.

1
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A
B., (y) &7 € (KI,.nq,K ) €[Z]
Af_u iA m

Ceci entraine que

V.-
i
]AT (y)Z (in q) E(KI,..n,Km)gryZ .
v;- 4l on a
Posant Fi= 5 BiA(y) 77 (in_ q) ’
|A|s\;i
(FI,-.o,Fm)C(KI,--.,Km) gryZ

Or avec d=v (q)—-v (€), on s'apergoit que F n'est rien d'autre que
1n (f, ,W’d), et, tougours d'aprés IT.(1.4. 11), in (W%:d) . Chifg,w,dL"J

w,d

donc C
X,y

= C _1 x T

W .
(y)sy ar

Or d = d (W, X) .

Deux cas sont alors & considérer :

ou bien d = 1, et

C oC s 1

-1
X,y XN Gy, y W,y

; . 1 il
Mais la transversalité de r en y nous dit que HX,y==H (¥) ,¥

Par conséquent cette inclusion estune égalité, TW,yC:TX,y et

dy(W,X)3>1. On obtient dans ce cas une contradietion,

ou bien d = 1, alors

et

w,d
c,’ oC :
Xy Xy

W, d

* H

0
W,y °

IT.(1.4.8) assure que Cy y.—C ’y ce qui contredit la définition de
bl

d_(W,X),
¥
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(2.2) Passons maintenant & la démonstration du théoréme (1.1.1).

Soit &= (X,b) un exposant idéaliste sur W dont le germe en x
est l'exposant idéaliste de contact de W avec X en x, On admettra l'exis-
tence d'un veisinage Ql de x dans Z tel que r soit transverse a X en

yeX nwna, .

Soit g: W' —» W une simplification de § sur W (voir (1.1.4)).
Pour tout x'¢ W', g(x') =x, E"==(g_1(§3)=,b) est exposant idéaliste de
W' avec X' en x' (1,1,5), Désignant par X'X‘ la strate de Samuel de x!'
dans X', il existe un veoisinage Q;, de %' dans 7' tel que, en un point
y‘EEQ%,F]W‘(]X;, , les hypothéses du lemme (2.1) soient satisfaites. En
effet, comme systéme (f) il suffit de choisir la rétrotirette par g d'une

base standard de X en x normalisée par rapport a (O Z). Tn restrei-

W,x;
gnant, Q;, au besoin, (1.5.3) permet de supposer qu'on a en plus

vy,(a')==dy|(W',Xﬂ) et de (2.1)on déduit que, en y' €Q, AW NX , E€r est

exposant idéaliste de contact de W' avec X' en y'.

Remarquons maintenant que r étant transverse a X en ygﬁﬂl,r'

x -1
a X' eny'eg (y), on a

H = H #* H

X,y Xﬂr-l(y),x W,y
Hey !=H * Hyy 1 ’
X'y o egty,yt Y

Wet W étant lisses de méme dimension H H , de plus Xr1r_1(y)

_ W,y W',y Y
s'identifie a4 X' N r' 1(y'). Par conséquent X&, ne dépend pas de y'€g' %yﬁ.

Désignons cette strate par X' .
y

Soit Q' = U-I
, x'eg (x)
g étant propre, il existe 0 ouvert contenant x (contenue dans Ql) tel

-1
Q;, c'est un ouvert de Z' contenant g ~(x).

=1 . _
que g () cQ'. Nous allons montrer que () convient. Soit y(EQFWXOfTW-
D'aprés (1.1,5), il suffit de voir qu'en tout y'e¢ g—l(y) €' est expo-

sant idéaliste de contact.
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. . -1
Or pour un tel y', il existe x'€ g "(x) tel que y'e;Q; . De plus, comme

HX ::HX x la transversalité de r en y et x entraine, puisque, W étant
H 7
lisse, H =H , que H =H . La transversalité aprés
-1 -
Wy Wex et xne oy
simplification entraine de méme que HX',y'==HX',x' . Par conséquent,

y' i€ X;. Finalement
1 i 1 1
y'eQrnw nx
€' est donc exposant de contact en ce point.

Ceci achéve la démonstration de (1.1.1).

A suivre

Les auteurs, rédacteurs et "techniciens"
vous souhaitent de bonnes vacances,

s*
*
*




