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Résumé – Nous présentons un modèle de minimisation d’une fonctionnelle convexe pour la segmentation binaire à partir d’histogrammes,
avec une pénalisation de la longueur de la frontière de la segmentation implémentée par la variation totale. Le terme de données compare les
histogrammes estimés sur les deux régions avec deux histogrammes de référence. La distance entre histogrammes choisie dans ce papier est la
norme l

1. La fonctionnelle obtenue est minimisée par un algorithme adapté à l’optimisation convexe non lisse. Nous discutons les avantages
de la comparaison entre les histogrammes globaux, les modifications entraînées par notre convexification et son indépendance à l’initialisation.
Nous donnons une formulation avec les histogrammes cumulés en lieu et place des histogrammes qui est plus robuste dans le cas des images en
niveaux de gris. Nous montrons également des résultats obtenus pour des histogrammes de niveaux de gris, de couleur, de Local Binary Pattern
et du tenseur de structures.

Abstract – We present a convex minimization model for binary segmentation based on histograms, with a penalization of the length of the
frontier given by the total variation regularization. The data term measures the distance between the estimated histograms in the two regions and
two given histograms. The chosen distance in this paper is the l

1 one. The functional is minimized with an algorithm adapted to non smooth
convex optimization. We discuss the advantages of the comparison between global histograms, the changes induced by our convexification, and
the independence to initialization. We give a formulation with cumulative histograms instead of histograms that is more robust for grey level
images. We also show results obtained with histograms of gray levels, color, Local Binary Patterns and the structure tensor.

1 Introduction

La segmentation d’image est l’objet de recherches actives
depuis plus de vingt ans (voir [2, 11] et les références incluses).
On peut par exemple citer l’article fondateur de Mumford et
Shah [16] et son approximation par lignes de niveaux déve-
loppée par Chan et Vese dans [10]. Ce dernier article four-
nit un algorithme très flexible pour segmenter une image en
deux parties homogènes, chacune étant caractérisée par sa va-
leur moyenne.

Pour les images texturées, un grand nombre d’extensions
[10] ont été proposées pour améliorer le modèle reposant sur
la valeur moyenne. Par exemple, des filtres de Gabor dans [26]
et [21], des paquets d’ondelettes dans [3] ou encore le tenseur
de structure dans [6, 25], sont utilisés pour caractériser la tex-
ture.

Lorsque l’on considère les histogrammes globaux des ré-
gions à segmenter, il existe également une importante littéra-
ture [1, 7, 14] qui repose aussi sur les travaux de [10]. Ces
approches nécessitent cependant des calculs complexes de dé-
rivées de formes [12] pour l’équation d’évolution de la ligne
de niveau. Il est important de remarquer que l’ensemble des
approches précédemment décrites repose sur l’utilisation des
méthodes par lignes de niveaux [20] et seulement un mini-
mum local associé à l’énergie est calculé. D’autres modèles

comme ceux de [27, 4, 13] qui utilisent des algorithmes sur des
graphes ainsi que [24] obtiennent de bons résultats sans lignes
de niveaux, mais il n’y a pas de preuve que ces algorithmes
convergent vers un minimum global de l’énergie originale.

Récemment, des méthodes de convexification ont été pro-
posées pour résoudre ce problème [18, 9, 5, 28]. Le modèle
Chan-Vese original [10] est convexifié et une solution globale
est calculée efficacement avec des algorithmes de type primal-
dual. Un simple seuillage de la solution globale donne alors un
minimum global du problème original non convexe.

La contribution de ce papier est de proposer un modèle convexe
pour segmenter une image en deux parties, chaque région étant
caractérisée par son histogramme. Ce modèle convexe est alors
minimisé efficacement par un algorithme d’optimisation convexe
non lisse [23]. Notons que des algorithmes de segmentation re-
posant sur les histogrammes ont été récemment proposés. Ces
travaux utilisent la distance de Bhattacharyya [30] ou la dis-
tance de Wasserstein [17, 22] pour comparer les histogrammes.
Cependant, comme ces méthodes reposent également sur l’évo-
lution d’une ligne de niveau, elles sont non convexes et la solu-
tion obtenue dépend de l’initialisation.

Par rapport aux méthodes de segmentation précédemment
mentionnées qui reposent sur l’évolution d’une ligne de niveau,
l’approche ici est plus simple, et malgré la simplicité de l’ap-
proche, les segmentations obtenues sont satisfaisantes tout en



étant indépendantes de l’initialisation.
Le plan du papier est le suivant. Nous introduisons notre

modèle pour la segmentation binaire reposant sur les histo-
grammes dans la section 2. Notre fonctionnelle repose sur une
norme l1 pour le terme de données, et nous proposons un schéma
numérique efficace qui repose sur un algorithme d’optimisa-
tion convexe non lisse. Nous présentons dans la section 4 des
exemples numériques pour montrer l’intérêt de la méthode ainsi
que ses limites. Nous concluons dans la section 5 et présentons
des pistes futures de recherche.

2 Modélisation

Le problème traité dans cet article est la segmentation d’une
image en deux parties à partir de deux histogrammes connus.
Pour cela, nous définissons une fonctionnelle dont la segmen-
tation sera un minimiseur. Introduisons tout d’abord les nota-
tions. Nous supposons que le domaine de l’image Ω est un ou-
vert non vide borné de ❘2 à bord Lipschtitz. Le produit scalaire
sur L2(Ω) est noté 〈., .〉. Soit I : Ω 7→ Λ ⊂ ❘

k l’image, Λ
fini, h0 et h1 deux histogrammes de références : Λ → [0; 1],
avec

∑

λ∈Λ hi(λ) = 1, i = 0, 1. Nous souhaitons estimer une
segmentation binaire representée par u : Ω → {0, 1}, où l’his-
togramme calculé sur la région Ω0 := {x ∈ Ω, u(x) = 0} est
proche de h0 (respectivement l’histogramme sur Ω1 := {x ∈
Ω, u(x) = 1} doit être proche de h1). L’histogramme sur la
région Ω1 est donné par :

hu(λ) =
1

∑

x∈Ω u(x)

∑

x∈Ω

u(x)✶I=λ(x) (1)

En notant TV (u) la variation totale de u et ‖ h ‖1=
∑

λ∈Λ
|h(λ)|

la norme l1, nous considérons la fonctionnelle :

J(u) = TV (u)+µ
∣

∣

∣
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1
+µ
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∣

1
(2)

Cette fonctionnelle n’est pas convexe. En introduisant g1λ :=
✶I=λ − h1(λ), g0λ := ✶I=λ − h0(λ), nous obtenons :

‖ hu − h1 ‖ =
1

∑

Ω u(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(〈

u, g1λ
〉

Ω

)
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∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
(3)

En supposant connue la taille de la partition minimale, le
facteur 1/

∑

Ω u(x) peut alors être remplacé par une constante
β ∈ [0, 1] pour obtenir la nouvelle fonctionnelle :

J(u) = TV (u) +
µ

β
‖ (

〈

u, g1λ
〉

Ω
)λ∈Λ ‖1

+
µ

1− β
‖ (

〈

1− u, g0λ
〉

Ω
)λ∈Λ ‖1 . (4)

Cette fonctionnelle est bien convexe, mais son domaine de
définition ne l’est pas (u(x) ∈ {0; 1}). Nous relaxons donc la
condition sur u en considérant le domaine convexe 0 ≤ u ≤ 1.
Cette nouvelle fonctionnelle peut alors être minimisée globale-
ment. Le minimiseur obtenu est finalement seuillé à 0.5 pour

obtenir une segmentation binaire. Même si rien ne garantit que
la solution seuillée du problème relaxé est solution du pro-
blème original, nous observons en pratique un très bon compor-
tement de notre algorithme. Il est cependant possible de créer
des images qui ont de nombreux minima globaux pour le pro-
blème original et pour lesquelles nous ne savons pas obtenir de
solution intéressante à partir d’un minimiseur de la fonction-
nelle convexe.

Notons que la fonctionelle compare les histogrammes globa-
lement, elle ne regarde pas pour chaque pixel dans quel modèle
il est plus probable comme dans [15], ni si localement l’his-
togramme estimé est proche de l’histogramme donné comme
dans [17]. Cela permet d’obtenir de bons résultats même si
l’histogramme de la région est très différent des histogrammes
locaux.

La distance l1 entre les histogrammes ne tient pas compte
d’éventuelles métriques sur l’espace Λ. Ceci peut être gênant
si par exemple on connaît l’histogramme d’une image avant
que du bruit ne soit rajouté. Dans le cas des images en ni-
veaux de gris, on peut pallier ce problème en remplaçant dans
notre fonctionnelle l’histogramme par l’histogramme cumulé.
On prend gC,λ =

∑

γ≤λ g
0
λ = ✶I≤λ − h0

C(λ), avec h0
C(λ) =

∑

γ≤λ h
0(γ), ce qui revient à utiliser la distance de Wasserstein

l1 entre les histogrammes. L’optimisation de cette fonctionnelle
suit les mêmes lignes que celle de la précédente.

3 Optimisation

Écrivons la fonctionnelle avec des variables duales. Soient
A et B les opérateurs linéaires, A : u 7→ (

〈

u, g1λ
〉

Ω
)λ∈Λ, B :

u 7→ (
〈

u, g0λ
〉

Ω
)λ∈Λ. On peut écrire le problème comme une

recherche de point selle :

arg max
q1,q2,q3

argmin
u

E(q1, q2, q3, u) (5)

où

E(q1, q2, q3, u) = 〈q1,∇u〉Ω + 〈q2, Au〉Λ + 〈q3, B(1− u)〉Λ
−χB(0,1)(q1)− χ[−µ 1

β
,µ 1

β
](q2)

−χ[−µ 1

1−β
,µ 1

1−β
](q3) + χ[0,1](u)

= 〈q,Ku〉Ω×Λ2 − F ∗(q) +G(u) (6)

avec q = (q1, q2, q3) ∈ (❘Ω × ❘
Ω) × ❘

Λ × ❘
Λ de dimension

2 |Ω| + 2 |Λ|, K : u 7→ (∇u,Au,−Bu), G(u) = χ[0,1](u),
F ∗(q) = χB(0,1)(q1)+χ[−µ 1

β
,µ 1

β
](q2)+χ[−µ 1

1−β
,µ 1

1−β
](q3)−

〈q3, B1〉, B(0, 1) le disque unité fermé de ❘2. χC est la fonc-
tion caractéristique de l’ensemble convexe C, c’est à dire χC(x) =
0 si x ∈ C, χC(x) = ∞ sinon.

Optimisation avec un algorithme primal-dual pré-

conditionné (PDP)

Nous donnons la forme générale de l’algorithme [23], puis
son application à notre problème.



Soient X , Y deux espaces vectoriels de dimension finie. No-
tons 〈., .〉 le produit scalaire usuel, K : X → Y un opérateur
linéaire et G : X → ❘∪{∞} et F ∗ : Y → ❘∪{∞} deux fonc-
tions convexes (F ∗ étant la transformée de Legendre Fenchel
de F [23]). Nous voulons résoudre :

min
x∈X

max
y∈Y

〈Kx, y〉+G(x)− F ∗(y). (7)

Dans [23], un algorithme primal-dual préconditionné est pro-
posé pour résoudre ce problème :

Algorithm 1 Algorithme primal-dual préconditionné ([23])

uk+1 = (I + T∂G)−1
(

uk − TKtzk
)

zk+1 = (I +Σ∂F ∗)−1
(

zk − ΣK(2uk+1 − uk)
)

avec T et Σ des matrices symétriques définies positives telles
que ‖ Σ

1

2KT
1

2 ‖2< 1 et (I+T∂G)−1(û) := argminu∈U G(u)+
1
2τ

〈

T−1(u− û), u− û
〉

. Cet algorithme converge vers un point
selle en O( 1

k
) (avec k le nombre d’itérations). Comme il est

proposé dans [23], on peut prendre T = diag(τ1, ..., τn) et Σ =
diag(σ1, ..., σm) avec τj <

1
∑

m

i=1
|Ki,j |

, σi <
1

∑

n

j=1
|Ki,j |

.

Application de PDP à la fonctionnelle (5)

Introduisons les notations suivantes :

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Tu(x) = τxu(x), τx < 1

2+
∑

λ∈Λ
(|g1

λ
(x)|+|g0

λ
(x)|)

,

Atq2 =
∑

λ∈Λ q2(λ)g
1
λ,

Btq3 =
∑

λ∈Λ q3(λ)g
0
λ,

σ1 < 1
4 ,

Σ2q2(λ) = σ2,λq2(λ), σ2,λ < 1
∑

x∈Ω
g1

λ
(x)

,

Σ3q3(λ) = σ3,λq3(λ), σ3,λ < 1
∑

x∈Ω
g0

λ
(x)

,

b = B1,
(8)

L’algorithme 1 appliqué à la fonctionnelle (5) donne l’algo-
rithme 2, où PC est la projection orthogonale sur le convexe
C :

Algorithm 2

uk+1 = P[0,1]

(

uk − T
(

Atqk2 −Btqk3 − div(qk1 )
))

qk+1
1 = PB(0,1)

(

qk1 + σ1∇(2uk+1 − uk)
)

qk+1
2 = P[−µ 1

β
,µ 1

β
]

(

qk2 +Σ2A(2uk+1 − uk)
)

qk+1
3 = P[−µ 1

1−β
,µ 1

1−β
]

(

qk3 − Σ3

(

B(2uk+1 − uk)− b
))

.

4 Résultats

La Figure 1 présente les résultats de la méthode avec des
histogrammes cumulés pour les niveaux de gris, l’histogramme
des couleurs pour les image couleurs et le tenseur de structure
[25] ou les Local Binary Pattern (LBP) [19] pour la texture. Sur
ces images, les zones d’apprentissage des histogrammes de ré-
férence sont indiquées en rouge et vert. L’inconnue est systé-

matiquement initialisée comme une constante afin de souligner
le caractère global de l’approche. Les segmentations sont satis-
faisantes. Notons que le bateau est retrouvé malgré le déséqui-
libre entre les deux régions, ici une modification du paramètre
β peut améliorer le résultat.

(a) Image initiale (b) Segmentation

FIGURE 1 – Segmentations de quelques images avec β = 0.5.
Les types d’histogrammes utilisés sont, de haut en bas : les
niveaux de gris, la couleur, le tenseur de structure, les LBP.
Les segmentations sont satisfaisantes, une modification du pa-
ramètre β permettrait d’améliorer la segmentation du navire
[29].

5 Conclusions et perspectives

Nous avons présenté un algorithme de segmentation repo-
sant sur des comparaisons entre histogrammes et nous avons
montré son intérêt pour différents types d’images et d’histo-
grammes. L’utilisation des histogrammes cumulés permet d’être
plus robuste pour les images en niveaux de gris. Même si notre
convexification fait apparaître un nouveau paramètre β, celui-



ci ne nous a pas paru critique pour les images testées. Il a
d’ailleurs été constamment fixé à 0.5 dans les exemples don-
nés dans ce papier. De futurs travaux pourraient porter sur une
version n-aire de la modélisation en utilisant les travaux de [8],
sur des tests extensifs pour différents descripteurs sous forme
d’histogrammes, ainsi qu’un examen de la relation entre le mi-
nimiseur du problème convexe et celui du problème original.
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