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EQUISINGULARITE REELLE II :
INVARIANTS LOCAUX ET CONDITIONS DE REGULARITE

Georges COMTE & Michel MERLE

(Appendice de G. Comte, P. Grafticaux & M. Merle)

Risume.  — On définit, pour un germe d’ensemble sous-analytique, deux nouvelles suites finies
d’invariants numériques. La premiére a pour termes les localisations des courbures de Lipschitz-Killing
classiques, la seconde est ’équivalent réel des caractéristiques évanescentes complexes introduites par M.
Kashiwara. On montre que chaque terme d’une de ces suites est combinaison linéaire des termes de lautre,
puis on relie ces invariants a la géométrie des discriminants des projections du germe sur des plans de
toutes les dimensions. Il apparait alors que ces invariants sont continus le long de strates de Verdier d’une
stratification sous-analytique d’un fermé.

Asstract. — For germs of subanalytic sets, we define two finite sequences of new numerical invariants.
The first one is obtained by localizing the classical Lipschitz-Killing curvatures, the second one is the real
analogue of the vanishing Euler characteristics introduced by M. Kashiwara. We show that each invariant of
one sequence is a linear combination of the invariants of the other sequence. We then connect our invariants
to the geometry of the discriminants of all dimension. Finally we prove that these invariants are continuous
along Verdier strata of a closed subanalytic set.

0. Introduction

Désignons par X un ensemble sous-analytique de R" et pour y € X, notons X, le
germe de X en y puis d sa dimension.

Dans [Co2] il est prouvé que la fonction densité locale y — ©4(X,) (la localisation du
volume) est une fonction continue le long de strates de Verdier ou méme (b*)-régulieres
de X (voir [Val], [Va2] pour une preuve du caractére lipschitzien de la densité le long
de strates de Verdier et pour la continuité le long de strates de Whitney). Il s’agissait
dans [Co2] de ramener I’étude de la demnsité & celle d'un invariant o4(X,) associé aux
discriminants des projections du germe X, sur des plans de dimension d, via une formule
du type Cauchy-Crofton localisée égalant ©4(X,) et 04(X,) ([Col], [Co2] Théoremes 1.10
et 1.16). Ce type de résultats reliant le comportement d’un invariant et la géométrie des
discriminants s’inscrit dans le programme de 1'équisingularité inauguré par Zariski pour
les ensembles algébriques complexes (Voir [Zal,2,3,4]). La condition géométrique portant
sur les discrimants (d— 1)-dimensionnels qui assure la continuité de la densité le long d’une



strate Y est que ceux-ci aient le long de Y un céne normal dont la dimension des fibres
soit majorée par la dimension générique, ie d — dim(Y) — 1. Il est prouvé dans [Co2],
Proposition 3.7, que cette condition est satisfaite le long de strates de Verdier. Dans le
cadre analytique complexe densité locale et multiplicité coincident ([Dral), de méme que
conditions de Whitney et de Verdier ([He-Mel], [Te2]). Ce faisant, le résultat de [Co2]
étend a la géométrie réelle celui de [Hil] selon lequel la condition de Whitney assure
I’équimultiplicité.

Dans le présent article, nous étendons I’étude faite dans [Co2] & toutes les dimensions
de projection : nous présentons ici des invariants polaires et de courbures dont le
comportement traduit la géométrie des discriminants de X, associés a des projections
sur des plans de dimension ¢, pour 0 < ¢ < d. Pour cela, d'une part nous considérons le
volume comme le dernier invariant de la suite :

des courbures de Lipschitz-Killing de X, puisque 1’égalité A4(X) = Volys(X) est la formule
de Cauchy-Crofton classique. La localisation en y de A,(X) permet alors de définir une
suite de nouveaux invariants attachés au germe X, :

Aﬁoc(Xy) = (Aéoc(Xy) =1,... vAfloc(Xy) = ed(Xy))-

Nous appelons ces invariants les courbures de Lipschitz-Killing locales. D’autre part la
définition de l'invariant o4(X,) se généralise & toutes les dimensions, ce qui donne lieu &
la suite des invariants polaires :

U*(Xy) = (UO(Xy) =1, 'aUd(Xy))-

L'égalité 04(X,) = AP(X,) (= ©4(X,)) est la formule de Cauchy-Crofton locale de [Co2].
Celle-ci pose la question de la dépendance des termes d’une des deux suites A%° et o, en
fonction des termes de l'autre. Cette possibilité est notamment appuyée par le probleme
posé dans [Gr-Sc] (Probléme 14 ou [Sc-McMu] 14.3) consistant & se demander si le théoréme
de Hadwiger posséde un analogue en géométrie convexe sphérique. En effet, si pour un
convexe K de la sphere unité S™~! on note K le cone de sommet 0 supporté par K,
les suites o, et AL°¢ définissent les valuations K — o, (IA(O) et K — Aﬁoc(f(o) sur les
convexes sphériques. Celles-ci sont continues relativement a la métrique de Hausdorff et
invariantes sous les rotations de la sphere. Dans le cas euclidien il est connu depuis [Had]
(voir aussi [Kl]) que les valuations sur les convexes de R" continues et invariantes sous
les isométries forment un espace vectoriel de dimension n + 1 dont une base est la famille
A.. Le probléme toujours en suspens (résolu seulement pour n < 3) posé dans [Gr-Sc] est
celui de la validité (d’une formulation équivalente) de ce théoréme de finitude dans le cas
sphérique. La solution positive de ce probleme aurait pour conséquence immédiate que
les invariants de la suite A%° sont des combinaisons linéaires de ceux de o,.

Dans cette direction, pour X, un germe d’ensemble sous-analytique quelconque,
nous montrons que chaque élément d’une des suites de A%¢(X,) ou 0.(X,) est en effet
combinaison linéaire (& coefficients universels) des éléments de l'autre. Plus précisément
(Théoreme 3.1) il existe une matrice triangulaire supérieure M n’ayant que des 1 sur sa
diagonale, telle que :

At = M - 0,.
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Puisque la derniere ligne de cette égalité matricielle redonne la formule de Cauchy-Crofton
locale ©4 = 04, on peut voir AL = M - o, comme une formule de Cauchy-Crofton locale
multi-dimensionnelle.

Pour une présentation plus large des questions liées aux valuations définies sur les
convexes ainsi que pour le calcul des coefficients de la matrice M, nous renvoyons le
lecteur a ’appendice.

En tant que moyenne, sur les projections génériques, d’intégrales (relativement a la
densité locale) de fonctions constructibles sur les projetés de X, les termes de la suite
0+(X,) sont les analogues réels des caractéristiques évanescentes introduites dans le cadre
analytique complexe par M. Kashiwara dans [Kal] et étudiées dans [Dul], [Du2], [Br-Du-
Ka], [Lé-Tel,2,3] (voir aussi [Me]). Dans le cas des hypersurfaces a singularité isolée il
s’agit (a coefficients pres) de la suite p. des nombres de Milnor des sections planes de X,.
Il est montré dans [Br-Sp] que pour une famille analytique d’hypersurfaces analytiques
complexes (X, )yec & singularité isolée et vérifiant la condition de Whitney le long de ’axe
des parametres y, la suite u. est constante. Dans le cas général, et non plus seulement
dans celui des hypersurfaces, d’apres [Du2], [Lé-Tel,3], chaque terme de la suite 0. (X,)
des invariants polaires complexes est combinaison linéaire des éléments de la suite m.(X,)
des multiplicités des variétés polaires de X,. Ces dernieres étant constantes le long de
strates de Whitney ([He-Mel], [Na2], [Te2]), la suite o, (X,) est elle-méme constante le
long de strates de Whitney d’un ensemble analytique complexe.

Nous donnons ici la version réelle de ce résultat (Théoremes 4.9 et 4.10), en montrant
que le long d’une strate de Verdier Y d’un ensemble sous-analytique fermé X, I’application
Y 3y — 0.(Xy) est continue, généralisant & toutes les dimensions la continuité, prouvée
dans [Co2|, de la seule fonction ¥ 5 y +— o04(Xy). En particulier, chaque courbure
localisée Afoc étant combinaison linéaire des invariants o;, nous en déduisons la continuité
de y — AL¢(X,) le long des strates Y d’une stratification de Verdier de X.

Notons que bien qu’en géométrie complexe il y ait équivalence entre la constance des
caractéristiques évanescentes le long d’une strate et le fait que celle-ci soit une strate d’une
stratification de Whitney, on ne peut espérer une telle réciproque en géométrie réelle. Par
exemple dans R® si Y est Paxe Oy et si X est le semi-algébrique suivant (une fronce le
long de 'axe Oy, pincée sur 'axe Oz) :

X ={(z,y,2) e R®yz = 2% - 3252, 2 >0},

avec les notations de la Définition 2.7 on vérifie que :

-VYy €Y, 01(Xy) =1. Ceci est clair pour y # 0. Mais pour y = 0 on observe, suivant
les notations du Théoreme 2.6, que pour des projections génériques sur des droites P de
R? (celles telles que Oz ¢ PL), np = 2, x¥' = x§ = 1 et ©1(KT) = 0,(K) = 1/2.
C’est-a-dire que 01(Xp) = 1.

-Vy €Y, 02(Xy) = O2(X,) = 1/2. Encore une fois ceci est clair pour y # 0, puisque
dans ce cas X, est une hypersurface & bord de bord Oy. Pour y = 0, on calcule ©2(Xj)
en calculant la 2-densité des composantes du cone tangent pur de X affectés de leur
multiplicité. On obtient ©2(Xo) = 1.(1/4) +1.(1/4) = 1/2 (cf [Ku-Ral).

Les suites A% et o, sont par conséquent continues (et méme constantes) le long de
Y, sans pour autant que X' soit (w) ou (b)-régulier le long de Y, puisque pas méme (a)-
régulier. Notons de plus que sur cet exemple les discriminants généraux (de dimension 1)
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ne satisfont pas la condition géométrique du Théoréme 4.9, dont on montre qu’elle suffit
a la continuité de nos invariants locaux.

Contenu. Cet article s’organise de la facon suivante :

Dans la Section 1, nous montrons comment les courbures de Lipschitz-Killing A;(X)
d’un ensemble X définissable dans une structure o-minimale sur les réels se localisent en
des invariants A{°°(X,) attachés au germe de X en z. Nous traitons explicitement le
cas des ensembles sous-analytiques a ’aide du théoreme d’isotopie de Thom-Mather, ce
qui n’est pas restrictif puisque les ensembles définissables dans une structure o-minimale
sur (R, +,.) admettent des stratifications de Whitney ([Lo], [Sh] par exemple), mais on
pourrait aussi bien invoquer le théoréme de décomposition cellulaire ([Dri], [Pi-St], [Kn-
Pi-St]), dont les conséquences en termes de finitude uniforme suffisent pour nos preuves.

Dans la Section 2, nous définissons les invariants polaires o;(X,.) (Section 2-a). Il s’agit
essentiellement de remarquer que les directions de projection générales ne rencontrent pas
les variétés polaires du germe X, qu’elles définissent (Proposition 2.2), pas plus que les
lieux critiques du link de X, associés & ces projections (Proposition 2.5). Nous interprétons
ensuite (Section 2-b) les invariants o; dans le cas analytique complexe et nous rappelons
que leur constance le long des strates d’une stratification équivaut a la (b)-régularité de
celle-ci (Théoréme 2.10).

Dans la Section 3, nous montrons le Théoreme 3.1 évoqué en introduction, c¢’est-a-dire
l'existence d’'une matrice triangulaire M telle que : A% = M - o,. Nous commencons
par montrer cette égalité pour les ensembles définissables (sous-analytiques dans le texte)
coniques (Section 3-a) en utilisant les techniques de calcul de [Br-Ku]. Nous montrons que
dans le cas conique A°°(X,) et 0;(X,) sont des combinaisons linéaires des courbures de
Lipschitz-Killing Aj(L) du link L = X N S(; 1) de X. Le cas général (Section 3-b) s’en
déduit par déformation transverse sur le cone tangent.

Dans la Section 4, nous établissons un lien entre la variation de A% et o, le long
d’une strate d’une stratification de X et la régularité de cette stratification : la (w)-
régularité assure la continuité des invariants polaires. Pour cela nous montrons dans un
premier temps comment la condition (b*) permet de calculer o;(X,), pour x au voisinage
de 0 et le long d’'une strate, a l'aide, pour chaque direction de projection générique,
d’un bon représentant du seul germe Xy en 0 (Proposition 4.4). Au passage, 'existence
de tels bons voisinages assure immédiatement dans le cas complexe la constance des
caractéristiques évanescentes le long de strates de Whitney (Corollaire 4.5) et ce sans
mentionner la constance des multiplicités des variétés polaires et la formule qui les relie
aux caractéristiques évanescentes (voir [Du2], [Lé-Te3]). Dans un second temps, et en
s’appuyant sur I’existence de bons voisinages, nous montrons qu’une condition suffisant & la
continuité des invariants polaires réels o; porte sur le controle de la dimension des fibres des
cones normaux aux discriminants (Théoréme 4.9) : il s’agit de la version géométrique de
I’équimultiplicité des variétés polaires et des discriminants, encore pertinente en géométrie
réelle, et le Théoreme 4.10 montre que cette condition est en géométrie réelle une
conséquence de la (w)-régularité, comme c’est déja le cas en complexe.

n
(z,

sa frontiere, H' la mesure i-dimensionnelle de Hausdorff,

j!
J = pour deux entiers 0 < ¢ < j,
7!

(G —1)

Notations. Nous noterons B, ) ou au besoin B " la boule fermée de centre x
n—1

()

et de rayon r dans R", S

o = Hi(BéO 1)), avec la convention ag = 1, Cij =
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x la caractéristique d’Euler Poincaré, 1g la fonction caractéristique d’un sous-ensemble
E de R", e(X,z) la multiplicité en = d’un ensemble analytique complexe X, O, (R) le
groupe orthogonal de R", U, (C) le groupe unitaire de C", G(i,n) la grassmannienne des
i-plans vectoriels de R™, G(i,n) la grassmannienne des i-plans affines de R™, G(i,n) la
grassmannienne des i-plans vectoriels (complexes) de C", ; ,, la mesure unitaire naturelle
sur G(i,n), ¥in la mesure naturelle sur G(i,n), et pour P un i-plan de R" ou C", 7p la
projection orthogonale sur P.
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1. Invariants de Lipschitz-Killing locaux

Dans cette partie nous montrons comment les propriétés de finitude uniforme locale
des ensembles sous-analytiques (ou plus largement des ensembles définissables dans une
structure o-minimale [Dr-Mi], [Sh]) permettent de localiser les courbures de Lipschitz-
Killing. Nous mentionnons [Be-Br2], Section 5, pour une notion comparable de localisation
des courbures de Lipschitz-Killing : les localisations de [Be-Br2] sont des combinaisons
linéaires des notres, comme cela est indiqué dans [Be-Br2]. Nous rappelons auparavant
les définitions et propriétés essentielles de ces courbures. Sur ce sujet nous renvoyons sans
plus le répéter dans la suite, entre autres références & [Be-Br1,2], [Bl], [Br-Ku], [Ch-Mii-S¢],
[Fe3], [Ful,---, 5], [Lal,3], [Laf], [McMu-Sc|, [Sc3,4], [St1,2], [We].

Considérons X un ensemble sous-analytique compact (dans toute cette section) de R™
et notons, pour r un réel > 0, 7,.(X) le voisinage tubulaire de rayon r de X, c’est-a-dire :

T.(X)= U Blor.

zeX

Nous définissons alors la quantité Vx (r) de la fagon suivante :

Vx(r) :/ oo X(X N B,y) dH" ().
EASYS
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Bien siir, lorsque X est lisse et pour r suffisamment petit :

Vx(r) = / H () = H™(T (X)),
z€T,.(X)

On appelle Vx (r) le volume modifié de T ,(X). D’apres [Fud], [Be-Br2], [Br-Ku], quel que
soit 7 > 0, Vx(r) est un polynéme de degré n en la variable r, que nous notons :

Vx(r) = An(X) + A1 (X).arr 4 oo+ A (X)o7 4 Ag(X). ™.

On dispose de plus d’une formule de représentation intégrale pour chaque A;(X) :

Théoréme 1.1. — Soit X un ensemble sous-analytique compact de R"™. Pour tout
1€{0,...,n}, on a I'égalité :
dr)/n—i,n(p)
B(n, )

n—1t+1 141 n+1 1
T T (= r 1
NP T() et T est la

o = | (X P)
PeG(n—i,mn)

ott 3(n,i) est la constante universelle T'(

fonction d’Euler.

Définition 1.2. Les quantités A;(X) sont appelés les courbures de Lipschitz-Killing
de X.

Supposons que l'origine de R™ soit dans X, et notons X le germe & origine que
définit X. Nous allons montrer dans cette section (Théoreme 1.3) que I'on peut localiser

les courbures A;(X), en établissant que les limites liH(l) —Ni(X N B ) existent. Nous
e—0 ¢;.€ ’
noterons ces limites Af°¢(Xy), et nous les appellerons les invariants de Lipschitz-Killing
locaux, ou les courbures de Lipschitz-Killing locales du germe X. Pour certaines valeurs
de i et de d, 'existence des limites Afoc est claire. En effet, lorsque :
ei=0:A(X ﬂB&E)
structure conique de Xy. De sorte que 'on peut poser AéOC(Xo) =1.

) =x(XnN B?O E)) =1, pour e suffisamment petit, du fait de la

e i > dim(Xj) : l'intersection X N P est génériquement vide, pour P € G(n — i,n),
ce qui donne : A;(X N B ) =0, et donc Afoe(Xg) = 0.

o i=d=dim(Xp) : 'intersection X NP est, pour P € G(n—d,n) général, un nombre
fini de points N(P, X) = N(P, X, y), lorsque P = 7r1§1(y). On a alors :

5 d’?nfd n(p)
Aa(X N B :/ NP, X B ) Doodel)
d( (0, )) Peé(nfd’n) ( (0, )) ﬁ(n,d)

dvin(P)
= N(P,X N B} ,y) dH (y) —3"2,
/PEG(d,n) /yEP ( ©.€) ) ( ) ﬁ(nad)

ce qui donne, d’apres la formule classique de Cauchy-Crofton pour le volume ([Fel] 5.11,
[Fe2] 2.10.15, [Sa] 14.69) :

Aa(X N B 4) = HY (X NBf,) et donc
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. 1 n . 1
lim ——Aq(X N B ) = lim

HUX N B )
e—0 g.€ e—0 (g.€ ( (O’e))

d
Or d’apres le théoréme de Kurdyka et Raby ([Ku-Ra], [Ku-Po-Ra]), qui sera par conséquent
obtenu comme corollaire du Théoreme 1.3 (Corollaire 1.4), cette limite existe bien, il s’agit
de la d-densité du germe Xy (cf [Fe2], [Le] pour le cas analytique complexe). On la note
traditionnellement :

) 1
Gd(XO) - 2% ad.ed

HUX N B.)-
En résumé, dans le Théoreme 1.3, en localisant les courbures de Lipschitz-Killing de
X, nous définissons une suite finie d’invariants du germe Xj :

(Aéoc(XO) = 17 A{OC(XO)a DRI 7A§OC(X0) = @d(X0)7 Oa e 70)7

dont le terme de rang d est la d-densité de X, c’est-a-dire la localisation habituelle du
volume d-dimensionnel Ay = H%.

Théoréme 1.3. — Soit X un ensemble sous-analytique compact de R", représentant
quelconque du germe Xg. Avec les notations précédentes, quel que soit i € {0,...,n}, la
limite suivante existe :

. 1 n
Nous notons ces limites (AfOC(XQ))ie{O,”"n} et nous les appelons les invariants de Lipschitz-
Killing locaux ou les courbures de Lipschitz-Killing locales du germe Xy. De plus :

ALC(Xo) = 1, AY4(Xo) = ©4(X0), pour d = dim(Xy) et AL°(Xy) =0, pouri > d.

Preuve. Soit i € {0,...,n}. Commengons par déformer X sur son cone tangent
dans un produit. Notons :

1 - ‘ S . S o
Xe = Z(X N B ) C Bloyy et [G(n—i,n)ly ={P € G(n—in); PNBy, #0}.

Le sous-analytique [G(n — i,n)]; de G(n —i,n) est compact. Considérons maintenant les

sous—an;lytiques suivants de G = [G(n — i,n)]; x [0,1] X B(%jf) (on identifie P N B™(0,1)
et B"*(0,1)) :
E ={(P,e,x); P€[G(n—i,n), €€]0,1], z € X. N P},
F={(P,e,x); Pe[G(n—in)i, e€]0,1], z € Bg)jf) \ (X.NP)}.
On a bien sir : G =adh(EU F).

La projection naturelle p : E — [G(n — 4,n)]1 x [0,1] est un morphisme sous-
analytique propre. La fibre de p au-dessus de (P,0) est lintersection CoX N P du
cone tangent & l'origine de X et de P, autrement dit au-dessus de {P} x [0,1], p est
la déformation de X N P sur Co X N P.

Le morphisme p est stratifiable d’apres [Th], [Hal,2], [Hi2] ou [Go-McPh] : il existe une
stratification de Whitney sous-analytique > de G compatible avec E et F', une stratification
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sous-analytique ¥’ de [G(n —i,n)]; x [0, 1], telles que la préimage par p de toute strate o’
de Y/ soit réunion de strates de ¥, et la restriction de p aux strates de p~1(¢”’) soit une
submersion au-dessus de o’.

Dans ces conditions le premier lemme d’isotopie de Thom-Mather ([Th], [Ma], [Ha2])
assure que p est topologiquement triviale au-dessus de chaque strate ¢’ de ¥/, de facon
compatible avec ¥. Comme G est compact, le nombre de strates de X’ est fini, et
au-dessus de chacune d’elles, deux fibres quelconques p~'({(P,¢€)}), p~1({(Q,n)}) sont
homéomorphes par un homéomorphisme respectant les fibres de p dans E et F. Or ces
fibres dans E sont précisément X, NP et X,N Q; leur caractéristique d’Euler-Poincaré est
ainsi la méme.
- On en conclut que la famille d’entiers (x (X ﬂP))pe[@(n_im)h,ge}Q” est une famille finie.
De plus, pour P fixé dans [G(n —i,n)]1, le segment {P} x [0,1] rencontre chaque strate
de ¥’ un nombre fini de fois.
- On en conclut que la fonction ]0,1] > € — x(X. N P) € Z converge.

Pour terminer la preuve remarquons que par homogénéité de A;, on a :

1 n 1 n D
;Az(X N B(O,e)) = —[ - . X(X N B(O,e) N P)
PeG(n—i,n)

G’L

d'_Ynfi,n(p)
B(n, i)

S d_nfi n p
Pe[G(n—i,n))1 ﬁ(na Z)

or on vient de voir que la famille de fonctions ([G(n —i,n))1 2 P — x(Xc.N ]5))
€€]0,1]
est dominée par une fonction bornée et converge simplement. Le théoreme de convergence

dominée permet de conclure. (]

Le résultat de [Ku-Ra] devient ainsi un corollaire du théoreme précédent (voir [Li]
pour la premiere mise en ceuvre de la formule de Crofton dans la preuve de 'existence de
la densité en tout point d’un ensemble semi-pfaffien).

Corollaire 1.4. — Soit X un ensemble sous-analytique de dimension d dans R™.
La densité d-dimensionnelle de X en tout point de R™ existe.

Preuve. On applique le Théoréme 1.3, avec i = d, en remarquant d’apres la formule
de Cauchy-Crofton pour le volume, que Ag(X N B ) = HY(X N Bje))- O

2. Les invariants polaires o;(Xj)
2-a. Les invariants polaires réels

Comme précédemment X est un ensemble sous-analytique de R™ qui contient I'origine
et qui représente le germe X, de dimension d. Si P est un i-plan vectoriel de R"™, nous
identifierons au besoin wp(0) et 0. Notons qu'’il n’est pas stir que la projection de X sur
un i-plan vectoriel P de R™ soit bien définie; c’est-a-dire que le germe en 0 du projeté de
XN B(’Bﬂ,) sur P n’est peut-étre pas indépendant de r. Il suffit de penser par exemple

a I'éclatement X de R? de centre Porigine, projeté suivant la direction P+ = P'(R) : si
B?x »y st une boule de R? centrée en un point = de 'axe Pt de I'hélice X, la projection
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sur P de X N Bf’x ” n’est pas indépendante de r. Cependant cette situation n’est pas
générique; on peut définir, pour des projections générales mp sur des i-plans vectoriels P

de R", le projeté du germe Xy, c’est I’objet de la Proposition 2.3.

Définition 2.1. Soit X un ensemble sous-analytique de R™ de dimension d,
i € {0,...n} et P € G(i,n). On note Px(P) la variété polaire de X associée a P.
1l s’agit de ’ensemble des points critiques de 7 Plxrés X' — P. (est-a-dire que lorsque
1 <d:
Px(P) = adh{z € X™; dim(T, X" ¢ NP >d—i+1},

et lorsque d < i, Px(P) = adh(X). Nous noterons Dx(P) l'image de Px(P) par la
projection mp qui détermine Px(P) et nous dirons que Dx(P) est I'image polaire de X
associée a P.

Nous rappelons maintenant le résultat qui stipule que les variétés polaires sont
transverses aux directions auxquelles elles sont associées, ce qui nous permettra de définir
les germes (mp(X N B(%,r)))o et (DXQBEBM (P))O indépendamment de r > 0 (Propositions
2.3 et 2.4).

Proposition 2.2. (Transversalité pour les variétés polaires absolues) —
Avec les notations de la définition précédente, il existe un ouvert sous-analytique dense
F' C G(i,n) tel que quel que soit P € F', il existe un voisinage ouvert U de 0 dans R"
tel que :

UNPx(P)n P\ {0} =0.

Preuve. On procéde par récurrence sur i. Lorsque i > d, on peut poser :
Fi = {P € G(i,n); P~ N CoX = {0}}, qui est bien dense (cf par exemple [Co2],
Lemme 1.4). Soit i9 < d et supposons montrée I'existence de F% pour iy < j < d.
Soit P € .7-"")2. Par hypothese, il existe un voisinage ouvert & de 0 dans R" tel que :
UNPx(P)NP)\{0} = 0. Soit £ une droite (générale) de P ne coupant pas Dx (P)\ {0},
dans un voisinage U’ de 0 dans P. On en déduit que U N 7' (U') N (£ @ PL) ne coupe
pas Px(P)\ {0}. En notant P’ = (¢ ® P1)* et en remarquant que Px (P’) C Px(P), on
obtient:

UNTR U )N Px(P)nP*H)\ {0} =0,
ce qui termine la preuve, puisque dim(P’) = ig — 1. (]

On peut maintenant prouver que I'image d’un germe est encore un germe pour des
projections génériques.

Soit X un ensemble sous-analytique borné de R™ dont 1’adhérence contient I'origine
et soient i € {0,...,n}, (Xj)j6{07,,,7k} une stratification sous-analytique finie de adh(X),

sans condition de régularité particuliere. Rappelons que d’apres la Proposition 2.2 et avec
k

les notations de celle-ci, quel que soit P dans I'ouvert sous-analytique dense ﬂ .7-"'Xj de
§=0
G(i,n), quel que soit j € {0,---,k}, il existe rp > 0 tel que : (Bgrp) NPxs(P)N P\

{0} = 0.



k
Notation. Dans la suite on notera &% pour ﬂ F';. Cet ensemble est associé 4 une
j=0
stratification de adh(X), que l'on pourra choisir selon la situation. On précisera, quand
cela sera nécessaire, la stratification a laquelle &% est attaché.

Proposition 2.3. (Projections sans éclatement) — Soit X un ensemble sous-
analytique borné de R" dont 'adhérence contient 'origine et i € {0,...,n}. Avec les
notations qui précedent, quel que soit P dans ’ouvert sous-analytique dense Eix de G(i,n),
pour tout r €]0,rp], il existe s > 0 vérifiant :

B(()’S) n 7TP(X n B((),r)) = B(O,s) n 7TP(X n B(O,rp))-

Autrement dit, une projection générique de Xy sur un i-plan de G(i,n) définit bien un
germe dans P.

Remarque. La preuve qui suit montre en réalité que des que U est un voisinage
de 0 dans R" tel que pour tout j € {0,---,k}, (UNPLNPx,(P))\ {0} =0, le germe
mp(U N X) est bien défini.

Preuve. Soit i € {0,...,n} et P € G(i,n). S'il existe r €]0,rp[ tel que quel que
soit s > 0, B(o,s) N 7p(X N Bo,rp)) # Bo,s)y N mp(X N Bo,ry), on obtient une suite
de points (z})een dans X telle que, si y; = m,(x}), r < ||z}|| < rp, Zlim yy = 0, et

— 00

W;l({yZ}) N B?Om) = (. Quitte & extraire une sous-suite de (z})scn, on peut supposer

que (x])sen converge vers x, € (Pl Nadh(X) N B Tp)) \ int(B(g,r)). Il existe alors un

indice j € {0,...,k} pour lequel X7 contient x,. Maintenant, si P est dans Eé(j, pour
tout z € X7 NP+ N EH T, X7 est transverse & PL. Dans ce cas :

- Soit i > dim(X7), et P+ et X7 ne se coupent pas dans Bo,rp), ce qui contredit
I'existence de x;.

- Soit i < dim(X7), et tout un voisinage de z, dans X7 se projette sur tout un
voisinage de 0 dans P. Si X est fermé, X7 C adh(X) = X, donc tout un voisinage de
x dans X se projete sur tout un voisinage de 0 dans P, ce qui contredit I’existence de la
suite (2})¢en.

Si X n’est pas fermé, aprés avoir prouvé que le projeté du germe de F° = adh(X)
définit bien un germe, pour une projection générique, on applique le méme raisonnement

a F' = adh(adh(X) \ X), puis a F? = :audh(F1 \ (adh(X) \ X)) etc... Les projetés

génériques de chacun des germes de ces fermés définissent bien des germes. Il en est alors
alors de méme du germe de X. U

Proposition 2.4. — Soit X un ensemble sous-analytique de R™ contenant ’origine,
i€{0,...,n} et £ C G(i,n) 'ouvert sous-analytique dense introduit ci-dessus et relatif
a une stratification (Xj)je{o,___,k} de adh(X). Quels que soient P € E'%, r €]0,rp], il existe
s > 0 vérifiant :

Vi e{0,---,k}, BlgyN Dxingy, , (P) = By NDPxinpn  (P),

3) 0,rp)

autrement dit pour des projections générales de G(i,n), les images polaires du germe Xg
sont bien définies.
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Preuve. D’apres la Proposition 2.3, la condition (B(g,,) N Pxs(P)NPE)\ {0} =0
assure la conclusion de la Proposition 2.4. [J

Proposition 2.5. Soient X un ensemble sous-analytique fermé de R™ contenant
Porigine, i € {0,...,n} et P € %, ou E% est relatif a une stratification (a)-réguliere
(X7)jeq0,-.- .k} de X. Il existe alors rp > 0, tel que quel que soit r €]0,7%], quel que soit
jE {077k} .

0¢&Drr (P),
ou L'y, = 5(76;1) N X7 est le link de X7 dans S(%;}).

Preuve. Soit p > 0 tel que Sy, soit transverse aux strates de (Xj)je{07...7k}, des
que 0 < p/ < p. Avec les notations précédentes, soit r €]0, min(p,rp)[. Commengons
par remarquer que quelle que soit la strate X7, celle-ci est transverse & 75 (7p(x)) =
7p(z) + P+ en x, pour z dans S(0,7), pourvu que 7p(x) soit suffisamment proche de 0.
Ceci résulte de la (a)-régularité de la stratification (X7) cqo,... k}, du fait que X est fermé et
du fait que P+ ne coupe pas Px; (P) dans S(0,7). Raisonnons par I’absurde pour prouver
la Proposition 2.5 : si 0 € adh(DL;j (P)), il existe une suite (z})sen de S(o,y N X7 telle
que Tyr L ; = TarS(o,m N szXj et P sont non transverses et Zlirgo wp(xy) = 0. Comme

np(zy) + Pt est transverse en x & X7, on en déduit que : Typ X7 NPt c Ta;S(0.r)- Une
sous-suite de (27 )¢en converge vers un point " de Sy NX, qui est dans une strate X™ et
A nouveau par la condition (a), on a: Ty X™NPL C Tyr S(,|jzr|)- En faisant maintenant
varier 7, on en déduit une suite non constante (z,)pen contenue dans une strate X™, de
limite O et telle que :

T, X" 0 PE C T, S0, )

Mais comme Pt et X™ sont transverses dans B,rp), on a:
T:cp (Xm N PL) = Tprm nPtc TxpS(()’”po).

Or X™ N Pt est un sous-analytique de dimension # 0 dont l’adhérence contient 0,
I'inclusion Ty, (X™ N Pt c T2, 50,1z, est donc en contradiction avec le lemme de
Whitney. [J

Remarque. La preuve montre que 'on peut prendre 7% de sorte qu’en tout point x
de B(0,7%), T,(X™ N P1) et la direction = ne sont pas orthogonaux, quelle que soit la
strate X™.

Nous rassemblons maintenant en un théoréme les diverses propositions établies, et
nous introduisons comme dans [Co2] le discriminant local Ax,(P), les profils polaires
locaux le , et les caractéristiques 7 du germe X, associés & une projection générale
mp, pour P € G(i,n) et i € {0,...,n}. L’introduction de ces objets et la formule
de représentation intégrale pour les courbures de Lipschitz-Killing locales Af¢(Xp) que
nous allons démontrer (Théoreme 3.1), nous permet de ramener I’étude du comportement
des courbures Af°°(Xp) & la géométrie des discriminants Ax,(P?),...,Ax,(P?), (avec
Pi,..., P¢ généraux dans respectivement G(i,n),...,G(d,n)) qui est bien comprise le
long de strates de Verdier (cf Théoreme 4.10).

Théoréme 2.6. — Soit X un ensemble sous-analytique fermé et borné de R" de
dimension d contenant l’origine et (Xj)je{o,.u,k} une stratification de Whitney de X . Soit
i1€{0,...,n}.
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Avec les notations qui précédent la Proposition 2.3, quel que soit P dans 'ouvert sous-

k
analytique dense % = ﬂ Fiy de G(i,n) :

Jj=1

(i) Quel que soit r > 0 suffisamment petit, quel que soit j € {0,...,k}, le germe
k

(P)]o

(P)]o est indépendant de r, on note Ax,(P) le germe [U DXj“BZB
=0 ’

Dxijinnn
[ XINBG )

et on Iappelle le discriminant local de X associé a P.

(i) Le germe [rp(XNB(, )]0\ Ax,(P) est bien défini pour r suffisamment petit. Il s’agit
du germe d’un ouvert sous-analytique de P. Les germes de ses composantes connexes
sont notés ICf, cee ,IC,F:P et sont appelés les profils polaires locaux (a I'origine) de Xo
associés a P.

(iii) Soit p > 0 suffisamment petit pour que S(’B*pl,) soit transverse a chaque X7, lorsque

p’ €]0, p[. Notons alors, pour r €]0, p[ et pour j € {0,...,k}, L, = XN S(%Trl), puis

k
Dy~ (P) = U Tp (PL;”_ (P)) le discriminant du link L™ = X N S(%;}).
j=0

k
Le complémentaire de Dy (P)U U ,DXjﬁB(nb , (P) dans mp(X N B ) est un ouvert
=0 ’

: P P
sous-analytique dense. On note chacune de ses composantes connexes K;", . .. ,KN’;.
. P, . N N
Pour r suffisamment petit, les germes des ouverts K j " qui adhérent a 0 sont les profils

polaires locaux ICf, ceey ICiP de Xo. De plus a chaque IC;D on peut associer un entier
Xf € 7 égal a X(T(;l(y) NnNXnN Bg) T)), cet entier ne dépendant ni de r > 0, qui est

supposé suffisamment petit, ni de y € Kf’T, pourvu que |ly|| << r.

Preuve. (i) résulte de la Proposition 2.4 et (ii) résulte de la Proposition 2.3.
Prouvons (iii) : par la Proposition 2.5 les images polaires des L', associées a P n’adherent
pas a lorigine, pour r petit, de sorte que les K;D’T qui adherent a l'origine n’ont pas dans
leur bord, au voisinage de l'origine, de points communs avec les images polaires des L% ;;
au voisinage de 'origine le bord de Kf’r est obtenu comme la réunion des images polaires
des X;. Les germes de tels Kf’r donnent donc les profils polaires locaux ICf s ,IC,ILDP de
Xo.

Enfin montrons que les entiers relatifs Xf’r = x(rp! (y)ﬁXﬂB(%J,)) ne dépendent ni de

Yy € Kf’r, ni de r, pourvu que ce dernier soit choisi petit, et que la partition (X°,..., X%)
soit une stratification de Whitney. On commence par remarquer que pour 7 fixé, quels
que soient y et z dans Kf’r, les fibres 75" (y) N X N B, et pH(z) N X N By sont
homéomorphes. Il s’agit une fois de plus du premier lemme d’isotopie de Thom-Mather;

le morphisme sous-analytique propre 7p : X N B(%m) — PN B(%m) étant stratifié par

(X7)jeq0,....ky et (Kf’r)jeu,...,zvp}-

On montre ensuite qu’'a P fixé dans &%, pour r suffisamment proche de 0, l'entier
P N Ny P
x; " associé a K", ot j € {1,...,np} (K"

Considérons pour cela E = {(y,r);y € adh(Kf’r),r € [0,€]} (e > 0 suffisamment petit),
F = {(z,7);np(z) € adh(K}"),z € X N Bpy 7 € [0}, et p: F — E définie par

adhere a l'origine), est indépendant de r.

12



p(z,r) = (mp(x),r). 1l existe une stratification 3’ de F, une stratification finie ¥ de E,
compatible avec E' = {(y,r);y € K;D’T,r € [0,¢€]}, qui stratifient p. Soit ¢ une strate de
3 qui soit contenue dans E’ et qui adhere au voisinage de 'origine & tout un segment
[0,€] C[0,€]. Sir,r" <€, etsi(y,r)et (z,7) sont suffisamment proches de (0,7) et (0,7)
respectivement dans (Kf’r x{r})No et (Kf’rl x {r})Na, les fibres p~1(y,r) et p~1(2,7")
étant homéomorphes et de caractéristique d’Euler-Poincaré respectivement Xf’T et Xf’w,

on en déduit 'indépendance de Xf’T relativement & r < €. ]

Remarque. Dans le Théoréme 2.6.(iii), on peut choisir r < r (1> donné par la
Proposition 2.5) et y dans P de sorte que ||y|| < d, ot § > 0 minore la distance de D (P)
a 0.

L’introduction des profils polaires locaux (,Cf)je{17___’np}7pegg( et des caractéristiques

(Xf)je{l’.u’n}jhpeg’)i(, qui leur sont affectées nous permet de définir des invariants polaires :
les moyennes sur G(i,n) des densités des profils polaires locaux de X associés & P, affectées
des caractéristiques locales X;D .

Définition 2.7. Avec les notations du Théoreme 2.6, nous définissons, pour
i €{0,...,n}, des invariants polaires o;(Xo) par :

ai(Xo):/P . > xF0i(KY) dyin(P).
238

=1

On note 0.(Xo) la suite (0:(Xo))ic0,--,n}-

Notons maintenant C(X) le groupe des fonctions constructibles sur X, ¢’est-a-dire les
N

fonctions du type : ¢ = Z n; - 1gi, pour n; € Z, K des sous-analytiques de X, et pour
j=1

ZCcXetyeV, f.(1z)(y) = x(f"*(y) N Z). Si on considere le foncteur suivant de la

catégorie des ensembles sous-analytiques compacts a la catégorie des groupes :

X — cX)

fl L fe
Y —— )

en vertu du Théoreme 2.6, pour 7mp une projection générale dans G(i,n), ce diagramme
admet 1’équivalent local :

Xo — C(Xo)

TPy i ! T Py *
P, — C(P)

ol pour Zy C Xg et y € P, wpy(12,)(y) = x(7p" (y) N ZN B(0,7)), r étant suffisamment
petit, et 0 < |ly|| < r. Si l'on note ensuite par 6(p) l'intégrale relativement a la
densité locale en 0 d’un germe ¢ : Py — 7Z de fonction constructible, c’est-a-dire :
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N N
0(p) = an . @(Kg) lorsque ¢ = an . 1ng pour des germes d’ensembles sous-
j=1 j=1
analytiques K3 C Py, on obtient la formule : o;(Xy) = / O(mp,«(1x,)) dP.
PeG(i,n)
La figure ci-dessous compare, pour Xy un germe de surface de R? et pour une

projection mp particuliere sur un 2-plan de R?, ce qui est respectivement pris en compte
dans le calcul de o2(Xy) et A5¢(Xp).

XN B(%J,) r

P Dy .(P) Xp=1

Sur cet exemple, on a :
- 0(mp(1x,)) = X1 - ©2((K{)o) + X&' - ©2((K3)o) + xi - ©2((K1)o) et 02(Xo) =

0(mgy+(1x,)) dQ. Notons que dans le calcul de 6(mp,«(1x,)), pour la projection

QEG(2,3)
sur P, le domaine KZ (en gris sur le dessin) n’est pas pris en compte, puisque seuls les
profils polaires locaux adhérents a l'origine comptent dans la définition de ;. Ces profils

sont ceux déterminés par Ax, (P).

- En revanche dans lleD calcul de A5°°(Xp) le terme x& - H?(KY) est pris en compte, car
tous les domaines K " interviennent dans ce calcul, y-compris ceux qui ne contiennent
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4
pas 0 dans leur adhérence. En notant v(mp.(1xnp,,)) = fo - HA(K]), on a :
j=1

1
Abee(X,) = lim / v(mox(1xnBn dQ.
O =l [ wtranxony,,)

Remarques. Trivialement, lorsque i = 0, 0;(Xo) = 1 = AL¢(Xy) et lorsque i = n,
0i(Xo) = 0,(Xo) = A¢(Xp). Enfin lorsque i = d = dim(Xy), 0;(Xo) = 04(Xp), c’est-a-
dire 0;(Xo) = A%°(Xp). Cette derniere égalité, contrairement aux deux autres n’est pas
immeédiate (cf [Co2]) :

Théoréeme 2.8. (Formule de Cauchy-Crofton locale) ([Co2], Théorémes 1.10
et 1.16) — Soit X un sous-ensemble sous-analytique de R" de dimension d et soient
G C G(d,n) un sous-ensemble sous-analytique de G(d,n) sur lequel agit transitivement un
sous-groupe G de Oy, (R) et pq,, une mesure G-invariante sur G, tels que :

- les espaces tangents a Co X sont dans G,

- il existe P° € G dont le fixateur G po agit transitivement sur le d-espace vectoriel
sous-jacent & P° et pg.n(G) = pan(G N 8%) =1.

L’égalité suivante a alors lieu :

/ d ZX;D ’ Gd(lcf) dﬂd,n(P) = @d(Xo).
PeGn&

x j=1

Dans le cas o G = G(d,n) et G = O, (R), la formule donne : 4(Xo) = ASe(Xo).
Dans le cas o X est analytique complexe, G = G(d/2,n) et G = U,,(C), la formule donne :
©4(Xo) = e(X,0).

Remarque 2.9. Lorsque (Xj)j6{07,,,7k} est une stratification de Whitney de X,
0 € X° 0;(Xo) = 1, lorsque i < dim(X?). En effet, soit une direction de projection
générale P+ (P € £%), transverse & X° en 0. Comme la stratification (X7)jcq0, k) €st
(a)-réguliere, mp est transverse aux strates adjacentes & X en 0, et d’aprés la Proposition
2.5, wp est aussi transverse aux strates du link X N S(%’r) induites par (Xj)je{o,...,k},
ceci au-dessus d’un voisinage P N B! ) de 0 dans P, pour 0 < n < r. Il en résulte

(0,m
que la restriction m, de 7p & X N B(’B_ )y pour suffisamment petit est une submersion

propre au-dessus de P N By ., stratifiée par (X7 N int(BElOm)),Xj N S%7r))je{0,~~~,k} et

les projections de ces strates dans P N B?O e Les fibres de m,. au dessus de PN B?O )
sont toutes homéomorphes et puisque 7, 1({0}) est contratile, on a bien : ¢;(Xo) = 1.
En conclusion, si (Xj)je{07...7k} est une stratification de Whitney de X et si dy est la

dimension de la strate qui contient 0, on a :

0. (Xo) = (1,-+,1,04,41(X0), -, 0a—1(X0), AP*(X0), 0, - -, 0).

Remarque. Au méme titre que les invariants A;, et donc au méme titre que
les courbures locales Afoc, les invariants polaires o; sont intrinséques : si le germe
Xo CRj C Rg“, oin(Xo) = 0int1(Xo), olt 0;,(Xo) désigne l'invariant o;(Xy), calculé
grace & G(i,n). Il s’agit & nouveau d’une conséquence de la formule de Cauchy-Crofton
pour la densité. Comme c’est le cas pour les invariants Afoc, il est facile de s’assurer que
les invariants o; ne dépendent pas de la dimension de l’espace euclidien dans lequel X
est considéré. De plus, pour i € {0,d,d+ 1,---,n}, les invariants polaires o; sont égaux
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aux courbures locales Af°°. Nous allons établir dans la section suivante, au Théoréme
3.1, que les courbures Af°¢ s'obtiennent en réalité comme des combinaisons linéaires (i
coefficients universels) des invariants o;; les égalités et les propriétés communes que nous
venons d’observer ne sont que des cas spéciaux de ce théoréme.

2-b. Les invariants polaires complexes.

On peut bien siir définir les invariants polaires o;(X¢) dans le cadre complexe, lorsque
Xo est un germe d’ensemble analytique complexe a origine de C"; pour cela il suffit
de ne considérer, dans la Définition 2.7, que les i-plans complexes de C" appartenant

a I'équivalent complexe % de I'ensemble £% du Théoreme 2.6. Pour de tels plans P
génériques, il existe un seul domaine K au-dessus duquel la caractéristique d’Euler-
Poincaré typique x* = X(ng(y) nx OB(ngr)) ne dépend ni de y générique dans P\ {0} et
suffisamment proche de 0, ni du choix du représentant X de Xy, c’est-a-dire du choix de
r > 0, lorsque celui-ci est suffisamment petit. De plus x© ne dépend pas du choix de P,
lorsque P est général. Ceci résulte des mémes arguments que dans le cas réel et du fait que
le complémentaire d’un ensemble analytique complexe de codimension plus grande que 1
est connexe. Notons 6;(Xp) l'invariant polaire complexe d’ordre i. Comme ©9;(K7) = 1,
on obtient :
7i(Xo) = x(75' (y) N X N B,

pour y € P générique suffisamment proche de 'origine et r > 0 suffisamment petit.

Dans le cas particulier important o X est I'’hypersurface f~!(0), donnée par une
application analytique f : C* — C admettant en 0 une singularité isolée, on a pour y
générique dans (C*,0) :

X(mp!(y) N X N B, = x(p(0) N f7H(e) N BE,),

ou € est générique dans C et suffisamment proche de 0. Ceci résulte classiquement
du premier Lemme d’isotopie de Thom-Mather, de la généricité de la transversalité en
Porigine, pour des (n — 4)-plans affines de C", aux strates d’une stratification de Whitney
du germe Xj et de la connexité du complémentaire dans C" d’un ensemble analytique
complexe négligeable. Dans ce cas x(75 (0) N f~1(e) N B(ngr))) est la caractéristique
d’Euler-Poincaré de la fibre de Milnor de f dans P+. Clest-a-dire : 1+ (=1)"""" 1y,
ol fin—; est le nombre de Milnor de la section (n — i)-plane de Xy (introduit dans [Tel]).
On a donc, dans le cas ot Xy est le germe d’une hypersurface complexe de C" :

Gi(X0) = 14 (~1)"

Dans [Tel] il est montré que I'indépendance de la suite (uo(X¢), -, pn (X)) relativement
aux parametres ¢ (et donc, dans ce cadre, de la suite (6o(X¢),:-+,0,(X¢))), pour une
famille analytique X = (Xi)iec C C™*! de germes d’hypersurfaces analytiques de C"
ayant 0 pour singularité isolée implique la condition de Whitney, au voisinage de 0 dans
C, pour le couple (X \ C,C). Et d’apres [Br-Sp], 'implication réciproque est vraie.

En toute généralité (X analytique complexe dans C" de dimension quelconque et non
plus seulement une hypersurface) les invariants complexes 7;(X;) ont été considérés pour
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la premiere fois par M. Kashiwara dans [Kal] (ou les boules sont ouvertes et non fermées
comme c’est le cas ici) : un invariant E())(0 y est défini par récurrence sur la dimension
de Xy & laide de g;. L’étude de cet invariant est reprise par A. Dubson ([Dul,2]) puis
dans [Br-Du-Ka] ot les auteurs en donnent une version multidimensionnelle EY, . Leur
définition est la suivante :

B%, = Z E%,  Grraim(x)+1(Xo),
X70CXI\X7, dim(X7)<dim(Xo)

olt (X7) est une stratification de Whitney de Xp, et X 70 la strate contenant 0. Les auteurs
remarquent ensuite (cf aussi [Dul,2]) que :

k
EXO == .EU)(O7

oll Fuy, est 'obstruction d’Euler locale de X en 0, introduite par R. MacPherson dans
[MacPh], et :

(=D (B T = BT = e(PH(X0),0),

0

ot e(P*(Xy),0) est la multiplicité en 0 de la variété polaire P*(Xy) de codimension k de
Xo en 0 (Voir aussi [Me], [Lé-Tel,---3], [Du2]). Il est annoncé sans preuve dans [Dul]
Proposition 1, [Du2] Théoreme I1.2.7, page 30, et [Br-Du-Ka], que les invariants &;(X,)
sont constants lorsque y varie dans une strate d’une stratification de Whitney de Xy. Mais
dans [He-Mel], [Na2], [Te2] il est prouvé que la constance des multiplicités e(P*(X,),)
lorsque y varie dans une strate d’une stratification donnée de Xy équivaut a la (b)-régularité
de cette stratification, ce qui donne une preuve, compte tenu de 1’égalité ci-dessus reliant
les e(P*(X,),y) et les 5;(X,), de la constance des &;(X,) le long de strates de Whitney.

On rassemble ces résultats dans le théoréme suivant, ott e(A*(X,),y) est la multi-
plicité en y du discriminant A¥(X,) associé & P*(X,).

Théoreme 2.10.  ([He-Mel], [Na2], [Lé-Te3], [Te2]) — Soit Xo un germe en 0
d’ensemble analytique complexe de C" muni d’une stratification (X7). Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) La stratification (X7) est de Whitney.

(ii) Les fonctions y — e(P"(X,),y) en restriction aux strates X7 sont constantes.

(iii) Les fonctions y — e(A*(X,),y) en restriction aux strates X7 sont constantes.

(iv) Les fonctions y — ;(X,) en restriction aux strates XJ sont constantes.

Nous donnons une preuve directe de (i) = (iv) au Corollaire 4.5, c’est-a-dire sans utiliser
(i) = (i) et le lien entre e(P¥(X,),y) et 0;(X,) (la preuve de (i) = (iv) est faite dans
[Br-Sp] dans le cas des hypersurfaces a singularité isolée).

3. Courbures de Lipschitz-Killing locales et invariants polaires

L’objet de cette section est de prouver le Théoreme 3.1, qui relie via la suite o, (Xo),
les courbures Afoc a la géométrie des discriminants généraux des projections du germe
Xo sur des plans de dimension 4,7 + 1,...,n. La preuve se fait en deux étapes. Tout
d’abord pour les cdnes sous-analytiques de sommet 'origine (section 3-a), ce qui permet,
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par déformation sur le cone tangent, d’établir le théoréeme pour les germes d’ensembles
sous-analytiques fermés quelconques (section 3-b).

Théoréme 3.1. — Pour tout ¢ € {1,...,n}, il existe des constantes réelles
mé,...,m} tels que pour tout germe X, d’ensemble sous-analytique fermé de R", on

ait I'égalité :

n
A (Xo) =Y ml - 0(Xo).
=i

Autrement dit il existe une matrice triangulaire supérieure (m})i<i<n,1<j<n telle que :

1 2 n—1 n

Aloe mi m% eomiT M o
n— n
0 mz; ... m, mi

AEoc o
n 0 0 0 mn "
; j aj i aj—1 i .o .
De plus : mi =1, m] = .t — J Ciy, sii+1<j<n

a0y 7 g1y
3-a. Le cas conique

Soit X un cone sous-analytique fermé de sommet l'origine dans R", c¢’est-a-dire
qu'existe L un sous-analytique compact de la sphere unité de R™ tel que : Xg = Ry - L.
On suppose que (Xj)je{o’...,gk} est une stratification de Whitney de X = Xo N B(q,1)
provenant de L, c’est-a-dire que (X7);je x+1,...,26} est une stratification de Whitney de L,
et que pour j € {1,---,k}, X/ =R’ - X9t* X0 ={0}. Puisque X, est un cone :

AL(X0) = — A4 (X).

i

On commence par rappeler le calcul fait dans [Br-Ku], section 5. Pour cela on reprend les
notations de [Br-Ku|. Soit ¥ C R" un ensemble sous-analytique compact, (Y7);cq1,... .k}
une stratification de Whitney de Y et v € R™. On note :

(Y, v,2) =1— x(B(x,6) N g, (gu(x) — €)),

pour 0 < e <6 <<1,g,:Y = Rolg,(z) = |lv—=z|® et x € Y7 est un point critique de
gulyi- On note encore :

'ytan(Ya v, x) =1- X(B(J?, 5) N g;‘%/J (gl/(x) - 6))7
pour 0 < € << § << 1 et € Y7 un point critique de gulys et enfin :
Yror(Ysv,2) =1 = x(B(w,0) N g;ﬁ/ms(gu(x) —€)),

pour 0 < € << § << 1 et € Y/ un point critique de Julyins, ol S est une variété lisse,
de dimension n — dim(Y7), transverse & Y7 en z. On a alors ([Go-MacPh]) :

VY, v, 2) = Yean (Y, 0, 2) - Ynor (Y, v, ),
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et pour presque tout v € R" ([Br-Ku], Lemme 3.5), en convenant que v(Y, v, z) = 0 lorsque
(Y, v, z) n'est pas défini, c’est-a-dire lorsque z est non critique pour g,y :

X(Y) = Z V(Ya v, x)

Notons 7 : N/ — X7 le fibré normal d’une strate X7 de X, A/} son fibré normal
unitaire et pour r € R, N, = {(t,v,7) € Ry x N1 C Ry x R" x X7:||v|| < r}, enfin soit
U : N — R", application définie par U((¢t,v,z)) =z +1t-v.

On pose :

A(X, Xj)(a:,r) :/ / Tnor (X, v, ) - §(t, v, x) dtdy,
<rJven—1(z)NNi

ou ¢ est Jac(¥). On va calculer :
2k
> / AX, X7)(x,7) dz.
zeXI

Jj=0

Pour cela remarquons que si d = dim(X7) :

1 0 0
o(t,v,x)=det | x t- I g1 0 ,
* * Ii+t-1(v,x)

ou I; est la matrice unité d’ordre d et II(v,z) = Ilx;(v,x) la matrice dans une base
orthonormée de T, X7 de la seconde forme fondamentale de X7 en z suivant la direction
normale v. La forme II(v, z) est définie de la fagon suivante : si p(s) et 7(s) sont deux
chemins différentiables tracés sur X7, tels que p(0) = 7(0) = z et si v(y) est un champ
de vecteurs normaux a X7, tel que v(x) = v et si d’autre part & = x(u1,- -, uq) sont des

coordonnées sur X7 telles que = = (0, - - -, 0), g—ux(O) = u'(0), %(0) =7(0) :
i j

0%z

(v, 2)(1'(0), 7'(0)) =< D) (1'(0))[7'(0) >= — < VIW(O) >

Les propriétés classiques de finitude en géométrie modérée montrent alors que A(X, X7)(z, r)
est un polynéme en r que l'on écrit :

A(X, X7)( Z/\anXJ()ozi-ri.
n—d

=

En observant que le signe de ¢(t,v,z) est Yign(X,twv,x) (cf [Br-Ku], (5.1.4)) et
Tnor (X, ¥, &) = Ynor (X, t.v, z), on déduit que :

/IGXJ-A(XX) - Y A / Ns(X, XY (z) da -1 =

i=n—d exd
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/ER > Xy dy,

n )
r€XI,[le—y||<r

Puis en sommant sur toutes les strates et en convenant que A\¢(X, X7) = 0si £ > dim(X7) :

2k . n 2k ' |
Z/x A A ) d‘”_g‘)‘i(;/xex.f AncilX, X)(0) do) -1 =

/ > e dy= [ x(X0BG) dy
VER™ peX,Ja—yl<r yerR™

On conclut de ce calcul que :

2k
Loc Y _ ) 7 T .
AP = M) = 03 [ M)

Dans cette somme seules les strates X7 de dimension plus grandes que i interviennent
effectivement. De la méme fagon, en faisant jouer a L = X N 5(76711) et a sa stratification

(Xj)je{kJrl’...’Qk} le role que viennent de jouer X et (Xj)je{o,...,gk}, on obtient :

2k

Ai(L) = a—ijg;l / LX) d,

la encore, seules les strates de dimension plus grande que 7 ont une contribution non nulle.

On montre maintenant que tout comme A;(L), on peut exprimer A%¢(X,) comme une

combinaison linéaire & coefficients universels des seules quantités / (L, X7)(z) da,
zEXI
pour j € {k+1,---,2k}. Ce qui permet d’exprimer A%¢(X,) comme combinaison linéaire

des Aj(L). Ceci est possible grace au caractere conique de X et montre que les invariants
introduits dans [Be-Br2] sont des combinaisons linéaires des A¢°¢ (cf [Be-Br2], Remarque
5.4), dans un premier temps pour les coénes sous-analytiques, puis d’apres la section 3-b
qui suit, dans le cas le plus général.

Soit j € {1,---,k}, X7 une strate conique de dimension d et x € X7. Alors ||z| €]0,1]
et r(z) = z/||z|| € X/T*. Pour v un vecteur unitaire normal & X7 en z, et pour 8 € [0, 7],
on note vy = sin(#).v + cos(#).r(x), un vecteur unitaire normal & X7+* en r(x). Lorsque
v décrit 71 ({x}) N N7 et 6 déerit [0, 7], vg déerit 7= ({r(z)}) NAN1. On remarque alors
que :

Ynor (X, V, &) = Ynor (X, v, u - 7(2)) = Ynor (L, vo, r(x)), Vu €]0,1[, V0 €]0, x|
la premiere égalité résulte directement de la structure conique de X, la seconde s’obtient

en faisant jouer le role de S a la sphere S(0, 1) dans la définition de vnor (X, v, u - r(z)).
Puis on remarque que :

™
’Ynor(Xv v, J)) = ’Ynor(X; Vg,?“(l‘)), Vo 6]07 5[7 (a)7
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car vy attaché a r(z) pointe en dehors de B(0, 1), pour ¢ €0, %[, tandis que toujours du
fait de la structure conique de X et du fait que vy attaché a r(z) pointe dans B(0, 1), pour
0|5, m:
T
Ynor (X, ve,r(z)) =0, VO 6]5,77[. ()

Fixons 6 € [0,7] et comparons maintenant Iy, (v, z) et IIxj+r (v, r(x)). Suivant la
direction r(z), Dy(y) est nulle du fait de la structure conique de X7, d’autre part si
vg est un champ de vecteurs unitaires normaux & X%, écrit sous la forme :

X7 3y — vo(r(y)) = sin(8).v(y) + cos(6).r(y),

X7 3y v(||z]|l.y) est un champ de vecteurs unitaires normaux & X7 en ||z|.y, et si fi
est un chemin tracé dans X7t* passant par 7(z) en 0 et tel que 2/(0) € T ()X TF est
unitaire, g = ||z||f est un chemin tracé dans X7, passant par z en 0 et p/'(0) € T, X7 est
de norme ||z|| . On a alors, puisque :

vgo ji =sin(f).v o p+ cos(f).rop
Dvgip(ay (1'(0)) = sin(8) - Dy (11 (0)) + cos(6) - Dray (1'(0))
A (0)] - Ixivn (v, r()) = sin(8) - [z - [7'(0)] - Txs (v, 2)
+cos(9) - ||| -t [4'(0)] 'HSZB]LH)(T x),x)lTij
I xj+x (vo, r(x)) = sin(0) - ||z|| - Mxi (v, ) + cos(0) - Iy—1.

On note A et C les matrices d’ordre d — 1 définie par les relations suivantes :

0 0

On a alors d’une part :

A(X, X7)(2,r) :/ / Ynor (X, v, ) - d(t, v, x) dtdv
t<r Jver—1(z)NN1

1 0 0 0
x t I, g1 O 0
= Ynor (X, v, x) - det dtdv
/tgr /1/€7r1(;c)ﬁj\f1 o * * 1 0
* * x Ig_1+t-A
1 0 0 0
x t-I,_q_1 O 0
= / / Ynor (X, v, x) - det | « " 1 0 dtdv. (1)
t<r Jver—1(z)NN;y C
* * * Id,1 +t- m

Et d’autre part, d’apres (a) et (b):

A(X, Xj+k)(r(x),r) :/ / Ynor (X, vo, r(x)) - ¢(t,ve,r(x)) ditdrg
t<r Jvgen—1(r(z))NN1
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= / / PYnor(X; v, 1[,')
t<r Jver—1(z)NN1

1 0 0
/ FO)-det | « ¢ I, 0 dtdvdd,  (2)
0€[0,3] * * Ij—1+t-(sin(d) - C 4 cos(f) - Iy_1)

avec f(#) = sin""*"1(). Notons :
det(C+ T -14-1) = Zapr, (ap = ap(r(z),v)).

D’apres (1) :

AX, X (z,7) = / / Yror (X, vy ) - t" 747 det(I4_1 + . C) dtdv
<rJver—1(z)NN; HCL‘”

X,
A(X, X7) / / DXV T) 2 gy
<rJver—1(z)NN; ||(EH P

. d—1 n—1—p X
AN =3 T [ e
= n=r=1 Lier@on TP

Soit :

Kni
/ A(X, X9)( Z Thoi1(X)- ot (3)
reXi i=n—d ¢

ou

I)(X)= / / ap - Ynor (X, v, r(x)) dvdr(z)
r(z)eXitk Jvern—1(z)NNy

et ou K, ; est une constante ne dépendant que de n et 7 et qui provient de :

X
/ / ai% dvdz = K, ; - T;(X).
zeXi Jver—1(z)NN1 ||(EH

Notons que I'indépendance de K, ; relativement & d vient du fait que X7 est de dimension

X, vz
d et que 'on calcule 1M dvdz grace au changement de
¢ 1/€7r 1(z)NNy ||| dFi=n

variables X7T%x]0,1[3 (r(x),t) — t r(z) € X7. L’égalité (3) ensuite donne :

n

/ A(X, Xj Z iz bt = Z / An—i(X, X7)-ai-rt,
TEXI { rEXJ

i=n—d i=n—d

et donc :
/ Mo(X, X7) dx =0,
reXi
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Kn,nfpfl
(m—p—1)  an—p-1

[ Aa(Xx0) de=1,(x) Cpe{0d-1}) ()

Maintenant, d’apres (2) :

A(X, XTHR)( / / Ynor(X, v, T)
<rJver—1(z)NNi

1 cos(6)
tsin(0) + sin(#)

/ £(0) - sin?=1(0) - "1 - det (c +( ) -Id_l)dedudt.
0€[0,%]

Posons :

a=af) =1/sin(d), B=p6(0)=cos(d)/sin(d) et g(0)=sin®"1(f)- f(h) = sin"%(h).

On obtient :
A(X, XTHR) (r / / Ynor(X, v, T)
<rJver—1(z)NN;
St ap - (— d0dudt
/06[0 ] Z P
A(X, XTI / / Ynor(X, v, ) dv
<rJver—(z)NN1
d—1
> et / anap Cg - B9 dfdt
q=0 0€l0,%

n i d—1
/( - AX, XTI (r(x),r) dr(z) = > % 3 LX) - 6(i,p), (5)

i=n—d+1 p=n—i
ou :

Sip)= [ g®)-amCpprn s
0€[0,%]

Notons que les 6(4,p) sont bien définis, car du fait que nos invariants sont intrinseques,

on peut toujours supposer que d < n, quitte a voir X dans R™" au lieu de R™. L’égalité

(5) donne alors :

Z / M i, XY dr(@) o= 3 DS (X)) 6(i,p)
i=n—d+1 (z)eXxi i=n—d+1 ¢ p=n—i
soit :
1 d—1
A (X, XTTRY dr(z T,(X)-6(i,p
[ XX o 2 D06

et d’apres (4) :
/ Moci (X, X7HF) dr(a)
r(z)eXitk
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d—1
n D — ]- cOp—p-1

nnpl

6(va)/ ) >‘p+1(X7Xj) dx
reX

zozz

"ﬁ
3M
L

/( yexi+k A(X, X7HE) dr(z)
r(r)eXJITF

d—1
(n— p—l COlp—p—1

8(n — ¢, / M1 (X, X7) dx
:E Qg Knn p—1 ( p) rEXI p+1( )

3

(n —pP— 1) cOp—p-1

Soit en notant M, (¢,p) = -6(n—4L,p) :
(4,p) (=0 -cnt Knn oy ( p)
d—1
/ Ae(X, XTHR) dr(z) = Y My(t,p / M1 (X, X9 dz, £€{0,---,d—1}.
r(z)eXitk ) zeXJ
(6)
ou encore si :
M,(0,0) M,(0,1) -~  My(0,d—1) \ '
o 0 M,(1,1) --- M,(1,d—-1)
Q= (Qn(%]))i,je{o,---,dq} = . .
0 0 M,d-1,d-1)
/ Aes1(X, X7) dr(x)
reXJ
d—1 _
= 3 Qutn) [ AN day e {0 d- 1), ™)
p=t reXitk
Enfin, le méme calcul montre que :
Ao (L, XTTRY dr( Iy(
/r(z)ex.f+k ( ) i Z ')

p=n—i
ou :

5i,p) = /9 900G g o,
e(0,m

Si on définit Mn(z, Jj) de la méme fagon que My (4, j), mais en remplagant 6(7, p) par g(i,p),
puis si @ désigne l'inverse de la matrice triangulaire (M, (4, j));j>i, on obtient finalement :

/ M (X, X7) dx / (X, X7t dx
z€XI zEX Itk
. — Q . .

/ (X, X7 dx / Na_1(X, X7Hk) da
reXJ TzEX itk

/ No(L, X77%) dx
reXitk

/ Aa_1(L, X7tF) dz
TzeEXItk

=Q-

24



Notons que la matrice @ = @(X 7), dont l'ordre est la dimension de X 7, ne dépend
de X7, ou plutot de dim(X7), que par sa taille; les coefficients de @ ne dépendent en effet
pas de la dimension de X7. Pour étre plus précis, si pour j,j < k, dim(X7) < dim(X7"),

@(Xj/) — (@(X]) *)

* *

on a :

De plus comme \;(X, X°) = 0, pour i # 0, on a pour i > 1 :

2%k 2%k
AP%(Xo) = O%Ai(X) = Oéiiz/zexj Xi(X, X7) do = Oéiiz/zexj Xi(X, X7) dz,
j=0 j=1
et en notant Q;(X?) la iéme ligne de Q(X7), on obtient :
A () = L3 [onxx) o
Qi i1 Jeexi
- i(zk:/ (X, X7) dx+zk:/ X(X, X7H) do)
Qi VT JeexT =1 JweXitk

/ No(L, X7TF) da
TzeEXItk

/ /\dim(xj)—l(LanJrk) dx
zeXithk
Soit :
Ao(L)
R I
A1 (L)

avec dim(X) = ¢ = dim(Xj), Q la matrice d’ordre ¢ dont la itme ligne Q; est
[Q(X7) + Q' (X7)Q(X”)];. Notons que Q est triangulaire supérieure et que :

Af°¢(Xo) ) Ao(L)

: =Q : - (8)
Afe(Xo) Ae—1(L)

Cette égalité est a comparer avec celle donnée dans [Be-Br2|, Remarque 5.4.
Exprimons maintenant o;(Xy) comme combinaison linéaire & coefficients universels
des invariants A;(L). Par définition :

1 1
0j(Xo) = / / 3 (X2 +x4) dl dvyjn(P),
P Lesk

i g0
egd J G o

ou S(I(D) 1) est la sphere unité de P, mp, la projection orthogonale de ¢ @& Pt sur ¢
(on identifie la direction ¢ et la droite qu’elle supporte) et 0 < € = €(X,{) < 1,
o= x(Xn 7713’14(—6)), i = x(Xn 7713’14(6)). Remarquons que du fait que X est un
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come, x“. = (LN 71'1;71@(] —o00,—¢])) et x4 = x(LN W;,lé([E, +00[)). Mais d’autre part, le
premier lemme d’isotopie de Thom-Mather montre que :

X(LNapy(] =00, —¢])) = x(L N 7p (] — 00,0))),

X(L N7 ([, +o00l)) = X(L Nap ([0, +o])),

puisque pour € suffisamment proche de 0, nge(e) est transverse aux strates de L (Propo-
sition 2.5). On obtient alors :

0j(Xo) =

1
/ / — - (x(LNPY) +x(LNe® P)) dl dyj.(P).
J-aj pegl Jeesf | 2

Il existe par conséquent deux constantes a(j,n) et a’(j,n) ne dépendant que de j et n
telles que :

7j(X0) = alj.n) [

L XLAPY) dy(P)+aGin) / ML H) dy;a(P).
pegl

Heelp~+!

avec 5;?_]"“ un sous-analytique dense de G'(n — j + 1,n). En notant O(S"1) le groupe
des isométries de 5(76711), il existe un sous-analytique dense O% dans O(S™ 1) tel que :

7j(X0) =ali,n) [

x(LNo-K) da+5'(j,n)/ xX(LNo-H) do,
oeO%

oeO%

ou K est la trace dans S(% 11) d’un (n—j) plan vectoriel fixé et H celle d’'un (n—j+1) plan

vectoriel fixé. En utilisant x = Ao, puis le fait que Ag (comme les A,) est combinaison
linéaire des courbures sphériques relatives /N\z ([Be-Br2], Théoreme 1.1, ou formule de
Gauss-Bonnet sphérique, [Be-Br2], Théoréme 1.2) introduites dans [Be-Br2], on obtient
en notant ¢ = dim(X) :

0;(Xo) = a(j,n Z/ (LNo-K) do

a(j,n Z/ (LNo-H) do.

La formule cinématique ([Be-Br2], Théoreme 4.4) pour les courbures sphériques relatives
donne ensuite :

-1
Xb = E: CZ L (L)

i=j—1
En utilisant encore que A; est combinaison linéaire des A,, pour p > 7, on en déduit :

£—

= 2 i) AilL).

-1

,_.

=
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En notant R la matrice triangulaire supérieure dont les coefficients sont les é(i, j,n), j—1 <
1<f—1:
a1(Xo) Ao(L)
I I (9)
U[(Xo) Ag_l(L)

Les égalités (8) et (9) donnent pour finir le Théoreme 3.1 pour les cones sous-analytiques
(la régularité des matrices @) et R est établie en appendice par un calcul explicite pour X
un coéne polyédral). U

3-b. Le cas général

Dans cette section X est un germe d’ensemble sous-analytique fermé, contenant
Porigine. Contrairement a la section précédente, on ne suppose plus ici que Xy est un
cone. On montre le Théoreme 3.1 en toute généralité, en déformant Xy sur son cone
tangent. On se donne (X7) une stratification de Whitney de X. Soit X un représentant

1 1
de Xo, notons X, le sous-analytique compact — - (X N Bg,)), Ly = — - (X N S),
r r

C.X =Ry - L,. La famille (CTX)TE]O,l] est la déformation de X, sur son cone tangent
CoX.

Lemme 3.2. — Avec les notations ci-dessus, on a, pour P dans un ouvert sous-
analytique dense de G(n —i,n) :

lim x (X, N P) = lim x(C, X N P).
r—0 r—0

Preuve. Commencons par prouver ce lemme pour P un hyperplan de R", ie
pour i = 1. Soit donc P un hyperplan affine de G(n — 1,n) ne passant pas par 0,
et F le demi-espace ne contenant pas 0 qu’il définit. L’application R : F — S('lel),
définie par R(z) = x/||z| est un homéomorphisme de P N By 1 sur Sg)_ll N E qui envoie
C.X NP sur L. N E. 1l suffit alors de prouver que lin%) x(X,NP) = 1ir%x(Lr NnE).

r— r—

Soit z € PN S(%jll). Nous appelons angle entre deux sous-espaces G et H de R" le

maximun des angles des droites de G et de H. Il s’agit d’'une quantité comprise entre 0
et g que nous notons /(G, H). L’angle entre P et TJES(%_ll)7 est plus petit que g - C,

pour C > 0 une certaine constante, puisque 0 ¢ P. On peut déformer Fj = S(%jll) NnNE

sur F1 = PN Bg,1) dans une famille telle que I'angle entre T, F; et Tr(,)Fo soit majoré
™

par 5~ C, quel que soit a € E N B,1). On note X7 la strate de X, provenant de
X7 et on suppose que X’ n’est pas de dimension n. Soit alors r suffisamment petit
pour que : Vo € X,., 3, CoX N S('B*ll), L€y, TRz Fo) > g - C/3et L(L,, T, X)) <C/3

(lorsque = € XJ). Quelle que soit la strate X7 et z € X/, quel que soit t € [0,1], 'angle
(T, Fy, T, X7) vérifie :

Z(TIFtaTIer”) > Z(TR(I)F(MZI) - Z(TR(Z')FO)TIFt) - Z(ngTerjﬂ)

>(E_

> (5-C/3) = (5F-C)=C[3=C/3>0.
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De sorte que la déformation (F})¢cpo,1] est transverse aux strates de Whitney (X7) de X,.
Le premier lemme d’isotopie de Thom-Mather assure alors que Fy N X, et F1 N X, sont
homéomorphes. Lorsque P n’est pas un hyperplan, on place P dans W‘;l(R -y (P)), ou
V est le i-plan vectoriel de R™ orthogonal & P. Comme dim(X) > ¢, le raisonnement
pécédent s’applique pour presque toutes les droites R - 7y (P) de V. O

Lemme 3.3. — Avec les notations précédant et celles du Théoréme 2.6 :

hII(l)Uj(CrX) = O'j(Xo).

Preuve. Soit P un j plan vectoriel de R™ qui coupe B 1) et y € P, par le Lemme 3.2,
pour 7 suffisamment petit on a : x(C.X N (y + P1)) = x(X,- N (y + P1)). Par définition
des constantes x{ (Xo), -+, x5, (Xo) et des domaines KF(Xo),---, ICSP (Xo) (Théoreme
2.6), on a :

lim ©,({y € P 1 Bo.1: X(X, 1 (5 + P1) = xF (X0)}) = 05 (KF (X0).

Comme les caractétristiques d’Euler-Poincaré de toutes les sections planes de X, et de
C, X sont uniformément bornées relativement a r, le théoréme de convergence dominée et
le Lemme 3.2 donnent :

”
np

lim 0 (C. X)) = lim D XE(CrX) - 0;(K(Cy X)) dvjn(P)
r—0 r—0 PEG(],’H) =1

= / | ixiD(Xo)-Gj(’qu)) dyjn(P) = 0;(Xo). O
PeG(j,n)

Preuve du Théoréme 3.1. Comme ci-dessus on utilise le fait que les familles
(CrX)repo] et (Xi)repo,1] sont des sous-analytiques compacts et donc que les carac-
téristiques d’Euler-Poincaré de toutes les sections planes de X, et de C,.X sont uni-
formément bornées relativement a r pour appliquer le théoreme de convergence dominée.
On a ainsi, par le Lemme 3.2 :

1
AP (X)) = ———— 1i X, NP) d¥p_; n(P
¢ ( 0) (673 6(71,1) T% Peé(nfi,n) X( ) 7 ’ ( )

1 _ _
=——— lim C,X NP) d¥,_in(P) = lim A°(C,. X).
Qg - B("L Z) =0 JpeG(n—in) X ) &3 ’ (P) r—0 ° ( )

Mais le Théoreme 3.1 étant vrai pour les cones :
n .
A Xo) = lim  _m] - 05(C, X).
j=i

Ce qui donne par le Lemme 3.3 1’égalité annoncée du Théoreme 3.1 :
A (Xo) = lim Y “m] - 05(C,X) =) m] - 0;(Xp). D
j=i j=i
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4. Conditions de régularité et invariants locaux

Lorsque X est un ensemble sous-analytique, les fonctions o; et Afoc sont des fonctions
Log-analytiques (voir par exemple [Li-Ro], [Co-Li-Ro]). Nous nous intéressons ici & la
régularité de ces fonctions. Nous prouvons dans cette section la continuité des invariants
o; le long de strates d’une stratification de Verdier d'un ensemble sous-analytique fermé.
Il s’agit de montrer que le long (de la projection) d’une telle strate, les discriminants
des projections sur des i-plans ont un bon comportement du point de vue de la densité
des domaines qu’ils bordent : [’équisécabilité. Dans le cadre analytique complexe,
I’équisécabilité des discriminants le long d’une strate est la constance de leur multiplicité
locale, condition que l'on sait étre équivalente a la (w), la (b*), la (b)-régularité et a la
constance des caractéristiques évanescentes (cf Section 2-b). Nous montrons au passage
(Corollaire 4.5) I'implication (i) = (iv) du Théoréme 2.10, c’est-a-dire la constance des
caractéristiques évanescentes le long de strates de Whitney d’un ensemble analytique
complexe ([Br-Sp] dans le cas des familles analytiques d’hypersurfaces a singularité isolée,
¢’est-a-dire pour les nombres de Milnor des sections planes). Bien qu’annoncée par ailleurs,
il s’agit a notre connaissance de la seule preuve dans le cas général de cette implication
qui n’utilise pas le calcul qui lie la multiplicité des variétés polaires aux caractéristiques
évanescentes.

Rappelons que si E est une condition de régularité portant sur un couple (Y, Z) de
sous-variétés de R", dans [Lé-Te3] et [Tr2] est définie la Eyq(p)-régularité (0 < £ < cod(Y"))
de la fagon suivante : le couple (Y, Z) est dit E,q(s)-régulier en y € Y, s'il existe un ouvert
dense M, dans {II € G(n — ¢,n),T,Y C II} pour lequel on ait, quelle que soit la sous-
variété W de R" telle que Y C W dans un voisinage de y, 'implication : T,W € M,
= Z et W sont transverses dans un voisinage de y et (Y, W N Z) est E-régulier en y.
Lorsque (Y, Z) est Egq(p)-régulier en y pour tout £, 0 < £ < cod (Y), on dit que (Y, Z)
est (E*)-régulier en y. On se reportera par exemple & [Nal], [Na-Tr], [Or] et [Or-Tr] pour
une étude comparée de la (r*), de la (b*) et de la (w*)-régularité. Notons que la condition
(b*) est strictement plus faible que la condition (w), méme en algébrique. En effet, d’apres
[Na-Tr], pour la catégorie sous-analytique (w) = (b*), puis d’une part d’apres [Na-Tr]
Corollaire 3.13, si le couple de strates (Y, Z) est (b)-régulier et si dim(Y) = 1, ce couple
est aussi (b*)-régulier, et d’autre part dans [Br-Tr] et [Trl] sont donnés des exemples de
couples (Y, Z) qui sont (b)-réguliers mais non (w)-réguliers et o dim(Y') = 1.

Nous utilisons dans cette partie la condition (*) suivante qui porte sur une projection
mp, avec P € G(i,n) et la stratification (X7);cqo,... s} de X que 'on se donne :

La projection mp : R® — P est une projection pour laquelle existe un
voisinage ouvert U(= Up) de I'origine tel que quel que soit la strate X7
adhérente a XO:

UNPxi(P)N (rp' (mp(XO)\ X% =0 (+)

En nous appuyant sur le Théoreme 4.10, nous remarquons dans la proposition qui
suit que la condition (*) est une condition qui a lieu pour des projections mp génériques,
des lors que la stratification (X7);eqo,... k3 est (w)-réguliere.

Proposition 4.1. — Soit X un ensemble sous-analytique fermé de R", contenant
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Porigine, muni d’une stratification (w)-réguliére (Xj)je{07...7k} et soit X(? la strate con-
tenant 0. Soit ¢ un entier. Il existe un ensemble sous-analytique dense G’ dans G(i,n),
tel que pour tout P € g”X, mp : R" — P € G(i,n) est une projection pour laquelle existe
un voisinage ouvert U(= Up) de l'origine tel que quel que soit la strate X7 adhérente a
X0:

UNPx(P)N (5 (mp(X0) \ X0) = 0 (+)

Preuve. Il s’agit d’une conséquence immédiate du Théoreme 4.10.(iii). [

Remarque. Dans la Proposition 4.1, on peut se contenter de supposer que la
stratification (Xj)je{o,___,k} est seulement (a*)-réguliére, condition ad hoc pour que (%) ait
génériquement lieu. En effet, si P € G(i,n) est tel que la propriété (x) n’a pas lieu, il
existe une strate X7 contenant dans son adhérence X°, une suite (Zn)nen de limite 0 et
contenue dans Py;(P) N (75" (X%) \ X°). Soit ¢ = dim(X7). En chaque point z,, P+
et T,, X7 ont une intersection excédentaire en dimension max(0,q — i + 1). Supposons
i € [dim(X?),dim(X)], qui est le seul cas intéressant. Supposons que dans un voisinage
de 0 la strate X° soit un sous-espace vectoriel de R de dimension d. Si P est générique,
XON P+ = {0} et si la stratification (X7)oeqo,... 4} est (a*)-réguliere, par définition méme
il existe un sous-analytique dense W,,_;+q de 'ensemble des (d + n — i)-plans contenant
X% tel que si X°@ P =W € W,,_;q, W vérifie :

7p' (mp(X")) = W coupe transversalement X7 (1)

et
(X X7 NW) soit un couple de strates (a)-régulier en 0 (2)

On a, d’aprés (1) : dim(WNX7) = ¢—i+d et d’aprés ce qui précede, P et T, (X NW)
ont une intersection en dimension au moins ¢ — i + 1. Comme P~ est transverse & X,
nli»ngo T., (X in W) ne peut contenir 'espace X qui est de dimension d, ce qui contredit
(2).

Comme la (b*)-régularité, la (a*)-régularité est une condition strictement plus faible
que la (w)-régularité et on ne sait pas, par exemple, si en sous-analytique (b) = (a*),
comme c’est le cas en complexe.

Rappelons maintenant que les caractéristiques Xf (0) sont définies de la fagon suivante
(cf Théoreme 2.6.(iii) pour les notations) : si X est un ensemble sous-analytique fermé
de R™ contenant 0 et si P est un i-plan vectoriel (général) de R", il existe un réel
non nul Ry = Ry(P), tel que pour tout r < Ry, les ensembles sous-analytiques
ouverts K f T K ]1\3,’;, qui sont les composantes connexes du complémentaire dans P de

k
Dr.(P)U U DXJth) )(P), ont une réunion dense dans P au voisinage de 0, et vérifient :
Jj=0 Y

- les germes (Kf’T)O et (Kf’s)o coincident pour r,s < Ry,
- pour tout y suffisamment proche de 7p(0) = 0 dans un domaine Kf’r, (ie

0 < |lyll < r), Ventier x¥' = x(7p" (y) N X N B, ) ne dépend pas de r (lorsque r < Rp).

Notation 4.2. On notera Rg = Ro(P) le plus grand rayon Ry qui vérifie
cette proposition.
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Remarque. D’apres les Propositions 2.3, 2.4 et le lemme d’isotopie de Thom-
Mather, Pexistence du rayon Ro(P) est garantie des que P € £% (notation qui précede
la Proposition 2.3), dés que pour tout j € {0,---,k}, P ne rencontre pas P x;(P) dans
B(0, Ro(P)) et lorsque pour tout r < Ro(P), S(0,7) est transverse & toutes les strates X7
et 0 € D, (P). De sorte que si R > Ry, pour tout n > 0, il existe y, € P, j € {0,---,k}
et x, € X tels que :

-0 < [lyyll <m, Ro < limy—o [lzy]| < R, 2y € X7 0wyt (yy),
- W;l(yn) N Ty, X7 n'est pas transverse en z; & S |, |)-

Nous montrons maintenant dans la Proposition 4.3 que la Proposition 2.5, qui est
locale en un point, admet une version le long d’une strate d’une stratification suffisamment
réguliere. En particulier : si Y est une strate d’une stratification (b*)-réguliere de X, si P
est générique dans G(i,n), il existe un voisinage U de 0 dans Y, deux réels 0 < r < R, tels
pour tout y € Y NU, pour tout z et 2’ dans le méme profil polaire Kf’R(y) avec ||z—y| <r
et |2/ —y| <7, 7p () N X N B(y,R) et 7' (2') N X N B(y, R) sont homéomorphes.

Proposition 4.3. — Soit X un ensemble sous-analytique fermé de R™ muni d’une
stratification (b)-réguliere (X7);co,... k}- Soient X© la strate contenant 0, i € {0,...,n}
et mp : R" — P € G(i,n) une projection telle qu’existe un voisinage ouvert U de 'origine
pour lequel, quelle que soit la strate X7 adhérente 4 X© :

UNPxi(P)N (rp! (rp(X)\ X°) =0 (%)

Si de plus les intersections 7" (X°) N X7 sont (b)-réguliéres le long de X°, on a :

(i) Le rayon r'x(y) de la Proposition 2.5 est minoré par un réel R > 0, indépendant de
y € XY (dans un voisinage de 0).

(i) Quel que soit j € {0,---, k}, la distance §(y) de D r (,) ay ne tend pas vers 0 lorsque
XJ
y tend vers 0 dans X°.

Preuve. (i)- Notons que pour chaque y € X°, P € £%(y), par la condition (x). Soit
y € XY, La preuve de la Proposition 2.5 (cf la Remarque qui la suit) montre que r/p(y)
est réalisé des que :

- pour 7 < 7% (y), les spheres S(y,r) sont transverses aux strates X7,

- en tout point = de B(y, %), T4(X7 N (y + P1)) et la direction y — = ne sont pas
orthogonaux.

Pour le premier point : on peut choisir un réel R > 0 indépendant de y tel que pour
tout y € X%, S(y,r) et X7 sont transverses pour r < R. Ceci résulte de la condition (b).
Le second point résulte de la condition (b) pour le couple (X, 77131(X0) N X79).

(ii)- On choisit R comme dans (i) et on regarde les links L%, (y) des strates X7 en
les points y de X°. D’apres (i), la distance de leur discriminant & y, notée J(y) n’est pas
nulle. On veut montrer que §(y) est minorée par § > 0 indépendamment de y. Autrement
dit qu’il y existe un voisinage de 0 dans P dans lequel n’entrent pas les discrimants de la
famille de links (L%, (y))yexo jefo,--k}- Sitel nest pas le cas, on trouve une suite de points
(xF)een avec zff € S(ye, R), ye € Xo telle que Txf[L% (ye)] = TorS(ye,r) N Tx?Xj et

P~ sont non transverses et elim 7p(zf) = 0. Comme on I’a remarqué dans la preuve
— 00
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de la Proposition 2.5, pour Wp(xf) suffisamment proche de 0, Wp(xf) + Pt et XJ
sont transverses en z}' (par 'hypothese (x) et la condition (a)) et de ce fait on obtient
I'inclusion : Tx?Xj NPt c Tfo(yg,R). En faisant ¢ — oo, on en déduit un point
zf € §(0, R) N X™, pour une certaine strate X™ et par la condition (a) au point x* pour
le couple (X™, X7), I'inclusion Tx;an NPt c Tx;%S(yg, R) donne par passage a la limite :
T,rX™ NP+ C T,rS(0,R), ce qui contredit §(0) #0. [

Proposition 4.4. — Soit X un ensemble sous-analytique fermé de R™, contenant
Porigine, muni d’une stratification (b*)-réguliére (X7);cqo,... k) et soit XU la strate con-
tenant 0. Soit mp : R" — P € G(i,n) une projection telle qu’existe un voisinage ouvert U
de P'origine pour lequel quelle que soit la strate X7 adhérente & X :

UN P (P) 0 (5! (mp(X0) \ X0) = 0 (+)

(i) La projection wp permet de définir les caractéristiques Xf (y) (a la fagon du Théoréme
2.6.(iii)), quel que soit y € X° NU.

(ii) 1 existe un ensemble sous-analytique L' dense dans G(i,n) tel que pour P € L
existent un voisinage ouvert U’ = U'(P) de 0 dans R™ et un réel R = R(P) > 0, tels
que pour tout j € {0, -, k} :

- J B@,R)NPxs(P)N (x5 (mp(X0)) \ X°) =1,
yeu’
- pour tout y € X°NU', R < R, (P).

En conséquence chaque caractéristique x¥ (y) en y est donnée par X(T(;l(z) NnNXn
B(y, R)), pour z suffisamment proche de y dans P.

Pour tout P dans le sous-analytique L% C G(i,n), pour le réel R = R(P) donné en (ii)
et avec les notations de la Définition 2.1 et du Théoréme 2.6, il existe un voisinage de 0
dans XO, tel que pour tout y dans ce voisinage :

k
(iii) L’ensemble U DxinB.r, (P) est un représentant du discriminant local Ax, (P) de
7=0
X en y et chaque profil polaire local ICf(y) de X en y admet pour représentant un
domaine choisi parmi les KT"7(0), - - -, Kﬁf(()) qui contiennent 0 dans leur adhérence.

(iv) Chaque entier x} (y) associé au profil polaire local Ky (y) s’obtient comme x (75" (2)N
XﬂB?O7R)), pour z suffisamment proche de y dans le domaine K%R(O) qui représente

K4 (y), et en particulier x5 (y) = Xk, (0).

Preuve. (i)- La stratification (X7);c(o,... x} étant une stratification (b*)-réguliere, il
s’agit aussi d’une stratification (b)-réguliere. D’apres les hypotheses, la projection 7p est
dans Pouvert &% = &% (y) défini dans la section 2 et attaché & chaque point y de X NYf.
On peut alors appliquer le Théoreme 2.6; mp est bien une projection qui permet de définir
les profils polaires locaux IC;D et les caractéristiques Xf qui leur correspondent.

(ii)- La stratification (X7);eqo,....x} étant par hypothése une stratification (b*)-
réguliere, en particulier ’ensemble des P € G(i,n) vérifiant la condition (x) est un sous-
analytique dense dans G(i,n) (cf la remarque qui suit la Proposition 4.1). Si de plus
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P est choisi de sorte que les couples (X, 75" (X?) N X7) soient (b)-réguliers, d’apres la
Proposition 4.3.(i) l'existence de U’ et de R est garantie. Or un tel choix donne encore
un ensemble sous-analytique dense de G(i,n), puisque la stratification (Xj)je{o,___’k} est
(b*)-réguliere.

(iii)- Pour tout y dans un voisinage de 0 dans X°, (B(0, R)N7p" (y) NPxs)\ {y} = 0,
puisque P € L:g(. La remarque qui précede la preuve de la Proposition 2.3 montre que
cette condition suffit pour que AX;' (P) = (DXjﬁB(y’R) (P))y = (DXJQB(QR) (P))y On
remarque ensuite que Ax, (P) est le bord de la réunion des profils polaires locaux K¥ (y).

(iv)- Soit § > 0 un réel minorant la distance é(y) de DU;J. (y) &y (Proposition 4.3.(ii)),

pour j € {0,---,k} et pour tout y voisin de 0 dans X°. Soit y proche de 0 dans X (et
lly|| < min(é,R)) de sorte que les profils polaires locaux de y admettent pour représentant
certains des domaines K1 '7(0), - -, Kﬁf(O) (d’apres le point (iii)) et soit z € P tel que
|y — z|| < §. Alors d'une part, pour un certain ¢, x(7p'(2) N B(y, R) N X) = xF'(y) et le
profil polaire local IC}D (y) admet le domaine K;Z’ZR(O) pour représentant, et d’autre part
x(mp'(2) N B(y,R) N X) = x(7p'(2) N B(0,R) N X), puisque ||ly|| < J et |y — 2| < 4.
Enfin x(75'(2) N B(O,R) N X) = xh, (0). O

On en vient maintenant a 'implication (i) = (iv) du Théoréme 2.10 que l'on s’est
proposé de démontrer.

Corollaire 4.5. — Soit X un ensemble analytique complexe de C" muni d’une stra-
tification analytique complexe (b)-réguliére (Xj)je{o,___,k}. La suite des caractéristiques
évanescentes (G;(Xy))ie{1,...,n} est constante lorsque y varie le long des strates de
(X])jE{O,m,k}'

Preuve. Voyons X comme un sous-analytique de R?*™ et montrons la constance des
caractéristiques évanescentes le long de la strate X° au voisinage de 0 € X°. Notons
que la stratification (Xj)je{07...7k} du sous-analytique X est (b*)-réguliere, puisque (b)-
réguliere et analytique complexe. Soit ¢ € {1,---,n}. On remarque que ’ensemble L' de
la Proposition 4.4.(ii) peut étre choisi dense dans G(i,n) aussi bien que dans G(i, n), avec
les mémes arguments. Dans ces conditions, soit P € E} et KV (0) l'unique profil polaire
local de X en 0 (puisque le complémentaire de Ax,(P) est connexe). La Proposition
4.4.(iv) montre que si y est dans un voisinage de 0 dans X°, K7 (y) et KF(0) admettent
un méme représentant K7(0) et que : 7;(Xo) = 0;(X,). U

Remarque. L’implication utile dans la preuve du Corollaire 4.5 est (b) = (b*).
Implication dont on répete qu’on ne sait pas si elle vraie en sous-analytique réel.

Pour X un sous-ensemble de R™ et ¥ = R% x {0}"~¢, on note D(X,Y") la déformation
de X sur son cone normal 3 Y. Il s’agit du sous-ensemble suivant de R x R :

D(X,Y) = adh{(y,e, u) R x R"™ x R ; (y,ul) € X \ Y}.

L’application v : D(X,Y) — R induite par la deuxiéme projection est appelée
déformation de X au céne normal a Y dans X. Cette application est compatible avec
I'action de R définie par (A, (y,¢,u)) — (y, A\, A\"'u) pour A dans R7}. Sa fibre en 0 € R
est le cone normal &Y dans X, noté Cy X et stable par 'action induite de R, décrite par
(A, (y,€)) — (y, M) pour A dans R’} SiY = {0}, Cy X est le cone tangent ¢ X en 0. La
premiere projection de R” xR induit une application p : Cy X — Y. Nous notons (Cy X),
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la fibre p~1(y). Une telle fibre est non vide si et seulement si y € adh(X \Y'). L’application
(y,¢,u) — (y,ul,u) induit un isomorphisme de D(X,Y) \ u=*(0) sur adh(X \ Y) x R%.

Définition 4.6.  On dit que X est normalement pseudo-plat le Iong de Y si la
projection p : Cy X — Y est ouverte (cf [Hil]).

La dimension des fibres de p, la pseudo-platitude normale, la condition (b) de Whitney
et I’équimultiplicité de X le long de Y lorsque X et Y sont analytiques complexes sont
liés par la proposition suivante :

Proposition 4.7. — Soit X et Y deux ensembles sous-analytiques de R, X étant
de dimension d et Y lisse de dimension k.

(i) SiY est une strate d’une stratification de Whitney de adh(X), adh(X) est normale-
ment pseudo-plat le long de Y, et siy € Y, Cyyy (XN(y+Y?1)) = (Cy X),. Enparticu-
lier le long de strates de Whitney : dim((Cy X),) < d—k (cf [Hil], [He-Me2], [Or-Tr]).

(ii) Si X est normalement pseudo-plat le long de' Y, quel que soity € Y, dim((Cy X)y) <
d —k (cf ([Hil], [He-Me2], [Or-Tr], [Co2], Lemme 2.4)).

(iii) Soit y € Y. Notons s = dim((Cy X),). Il existe un ensemble sous-analytique Q]
dense dans G(q,n), tel que pour tout P € Q] on ait I'existence d'un voisinage Uy, p
de y dans R™ pour lequel :

(adh(X NU, p)\Y) Nap'(mp(Y)) =0

si et seulement si s + k < g (cf [Co2], Lemme 2.3). Lorsque Qg existe, on dit que X
est équisécable le Iong de Y en y , cette condition équivaut a dim((Cy X),) <d —k
(cf [He-Me2]).

(iv) Si X et Y sont des ensembles analytiques complexes de C", la pseudo-platitude
normale de X le long de Y, I’équimultiplicité de X le long de Y, I’équisécabilité de X
le long de 'Y et la condition dim((Cy X),) = d —k pour tout y € Y, sont équivalentes
(cf [Hil], [Sc|, [He-Me2]).

Dans [Co2], Proposition 2.6, il est montré :

Proposition 4.8. — Soient K et Y deux ensembles sous-analytiques de R?, K étant
de dimension i et Y lisse. Notons int(K) Iintérieur de K et fr(K) = adh(K) \ int(K) la
frontiére de KC. Si pour tout y € Y, dim((Cy fr(K))y) < i —1—dim(Y), c’est-a-dire si
fr(KC) est équisécable le long de Y, la fonction : Y 3 y — ©,(K,) est continue.

Dans le théoreme qui suit on identifie une fois de plus une strate Y de (Xj){oy___,k} et
son projeté sur un plan vectoriel. Ce théoréme montre que 1’équisécabilité (ou de fagon
équivalente, d’apres la Proposition 4.7.12¢, la majoration adéquate de la dimension des
cones normaux le long de Y) des discriminants généraux en toute dimension le long des
strates d’'une stratification (b*)-réguliere implique la continuité des invariants o, et Af°°
le long des strates.

Théoréme 4.9. — Soit X un ensemble sous-analytique fermé de R"™ de dimension
d, muni d’une stratification (b*)-réguliere (X7)jeqo,..,ky dont Y soit une strate. Soient
i € {dim(Y)+1,---,d} et L% le sous-analytique dense de G(i,n) de la Proposition 4.4.(ii)
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(relatif aY').

(i) Si pour un ensemble sous-analytique dense D' C L% de G(i,n), on a :
P e D' = dim ((CyAx,(P))y) <i—1-dim(Y), Vy €Y,

alors la restriction a Y de I'invariant 0;(X,) est continue en tout point de Y.

(ii) Si le sous-analytique dense D" existe pour tout i € {dim(Y)+1,---,d}, les restrictions
a'Y des invariants o1(Xy), -+, 0n(Xy) et A{°(X,), -, A%%(X,) sont continues en
tout point de Y.

Preuve. D’apres le Théoréme 3.1, le point (i) entraine le point (ii). Montrons
alors (i). Soient y € Y et (yn)neny une suite de Y de limite y. Comme la famille
(Xf)PEE;’(,jE{l,'“,YLP} est uniformément bornée, il suffit de prouver que pour P général

dans L% a lieu 'égalité :

np(Yn) np(y)
Tim > X (ya) - Ou(KT (wa) = Y XF W) - OilKS W)
j=1 Jj=1

Soit alors P € L% ND'. D’apres la Proposition 4.4.(iii) et (iv), il existe un voisinage de
y dans Y, tel que pour tout y,, dans ce voisinage, pour tout j € {1, -+, np(yn)}, il existe
i e {l,---,np(y)} tel que Xf(yn) = XZ (y) et IC;D(yn) = KZ’T(y). Avec la convention
@i(Kf’r(y), Yyn) =08l y, & adh(Kf’T(y))7 on obtient pour n suffisamment grand :

nP(yn) nP(y) »
> X ) iKY (wn) = D X W) - 0K (y), yn)-
j=1 j=1
k k
Or puisque fr(K;D’T(y)) C U DxinB(y,r)(P) et que U DxinB(y,r)(P) est un représentant
j=1 j=1

du germe Ax, (P) par la Proposition 4.4.(iii), I'hypothese assure que la majoration
suivante a lieu : dim (C’y(fr(Kf’T(y)))yn) < i—1-dim(Y), ce qui par la Proposition
4.8 donne bien : lim @i(K;D’T(y),yn) = @i(Kf’r(y),y) = @i(le’r(y)). O

n—od

Nous allons maintenant montrer que ’hypothése du Théoréme 4.9.(ii) a lieu, c’est-
a-dire que les sous-analytiques denses Ddim(y)H, ..., D% existent bien, lorsque la strati-
fication (Xj)je{07...7k} est (w)-réguliere, ou encore, d’apres la Proposition 4.7.iii, que les
discriminants généraux sont équisécables le long de strates de Verdier.

On considere pour cela la situation suivante : X est un ensemble sous-analytique
fermé de R™ de dimension d, muni d’une stratification (w)-réguliere (Xj)je{o,...,k} dont
Y est une strate. On s’intéresse aux propriétés locales de la stratification au voisinage
d’un point de Y. Au voisinage de ce point, 'adhérence de X \ Y est X. Quitte a faire un
changement de coordonnées locales, on peut supposer que ce point est ’origine et que Y
est un sous-espace vectoriel de R™. Pour i de dim(Y) + 1 & d, et un plan P de dimension
i contenant Y, on consideére la projection orthogonale de noyau P+ sur P. On note N
le sous-espace vectoriel de dimension n — dim(Y) normal & Y et on identifie R" avec le
produit Y x N. On note G(j, N) la grassmannienne des j-plans vectoriels de N.
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A un morphisme sous-analytique lisse f : Z — R défini sur un ensemble sous-
analytique de dimension d dans R", on associe le fibré conormal relatif TJZ"R", ensemble
sous-analytique lisse de dimension n du fibré cotangent T*R™. Pour un morphisme sous-
analytique f : Z — R lisse sur un ouvert partout dense U de Z, le conormal relatif
TJZ‘ R™ est, par définition, ’adhérence de T;|U dans T*R"™. Cet ensemble est stable par les
homothéties réelles du fibré vectoriel cotangent T*R". Lorsque f est constante sur Z, on
note T4R™ au lieu de TJZ‘R". Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on abrege T;R” en T},

Théoréme 4.10. — Soit X un ensemble sous-analytique fermé de R" de dimension
d, muni d’une stratification (w)-réguliére (Xj)je{o,.u,k} dont Y est une strate. Pour i de
dim(Y) + 1 a d, les trois propriétés suivantes sont vraies :

(i) 1l existe un ouvert sous-analytique partout dense D" dans G(i — dim(Y),N) tel que,
pour P dans D', le plan P+ ne rencontre le céne normal Cy (Px (P)) qu’a Iorigine.

(ii) Il existe un ouvert sous-analytique partout dense D' dans G(i — dim(Y),N) et un
ouvert sous-analytique partout dense D"~ dans G(n —i+ 1,N), tels que, pour P
(contenant Y') dans D' et W (orthogonal Y ) dans D"~ “*', le plan W ne rencontre
le céne normal Cy (Px (P)) qu’a I'origine.

(iii) Il existe un ouvert sous-analytique partout dense Al dans la variété des drapeaux
F(1,i — dim(Y"),N) tel que pour (L C P) élément de A", L normal & Y dans P, le
plan 75" (L) ne rencontre le céne normal Cy (Px (P)) qu’a I'origine.

Preuve. On considere la déformation v : D(X,Y) — R de X au cone normal a Y,
naturellement plongée dans le produit Ty R"™ x R. Le conormal relatif de cette déformation
s’identifie & la déformation D(T%R", Ty R") de TxR™ au cone normal a Ty R", elle-méme
sous espace du produit T*(TyR") x R. Nous noterons X (resp. ¥) l'espace total de la
déformation de X au cdéne normal 4 Y, (resp. de la déformation de T%R™ au coéne normal
a Ty R™) et sa fibre spéciale Xg (resp. o). La fibre % est un sous-ensemble de T*(TyR").
On désigne par 7 la projection naturelle du fibré normal TyR™ sur Y. Elle induit une
projection pr de T*(TyR™) sur le fibré cotangent relatif 7*x. D’autre part, I'isomorphisme
hamiltonien identifie le cone normal & Ty R"™ dans T*R"™ au fibré cotangent T*(TyR™). Si
on désigne par 7’ la projection naturelle du fibré conormal Ty R" sur Y, elle induit & son
tour une projection pr’ de T*(TyR™) sur T*7’. On remarque que pr’ s’identifie & pr et
T*7" & T*m via I'isomorphisme hamiltonien.

L’énoncé qui suit a été prouvé, lorsque Y est un point par Kashiwara dans [Ka2] dans
le cadre analytique complexe.

Lemme 4.11. — L’ensemble pr(%) est un sous-ensemble relativement isotrope et
homogéne du cotangent relatif T .

Preuve du lemme 4.11. Le résultat se démontre localement en un point lisse de la
fibre % de ¥ dont la projection dans TyR"™ (resp. T3 R"™) n’est pas dans la section nulle
de Ty R"™ (resp. Ty R™). Grace au lemme d’aile ([Dr-Mi], [Lo]) on se ramene au cas ol %
est de codimension 1 dans €. Dans ce cas, 'aile est une paramétrisation locale ¢ de ¥,
v : %y x (0,a) — T telle que que @(s,t) = (p(s,0), p(s,1)).

On choisit des coordonnées locales (y,z) dans R" de telle sorte que Y est défini
par lidéal (z). On note (n,£) les coordonnées correspondantes sur les fibres du fibré
cotangent T*R"™. Sur T*(TyR"™) on en déduit des coordonnées (y, £, v, £) qui s’étendent en
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des coordonnées (y, £, v, &, u) sur le produit T*(TyR"™) x R. L’application :
(y; €, u) — (y, ul,u)
induit un isomorphisme de X\ Xp sur X x R’ . Elle se releve en une application :
(y, €, v, &, u) — (y,ul,uv, &, u)

qui induit un isomorphisme de T\ T sur TxR"™ x R} . Par définition de TxR", la forme
différentielle ndy + {dx est nulle en restriction & la partie lisse de T¥R". On en déduit
Pégalité suivante, vraie en restriction aux points lisses de T\ % :

13 g0 — v (&-0) du

femnen® = " Ternen™ ~ Temmel w

La condition (w) se traduit par le fait que la quantité :

|
€0 111l
est localement bornée. La condition (b'), conséquence de (w), se traduit par le fait que la
quantité :
(€-0)
€N 111l
-0) d
tend vers 0 avec t. La forme différentielle |<§| |£>” il s’étend donc en une forme sur ¥ au
U
voisinage des points considérés. On en conclut que la forme différentielle mdﬁ induit

une forme différentielle relative au dessus de Y, nulle sur la partie lisse de pr(%p).

Fin de la preuve du Théoréme 4.10. Considérons le fibré cotangent relatif
T*7 et sa projection canonique p sur Ty R". L’isomorphisme hamiltonien identifie T*7 au
fibré cotangent relatif 7*7’ de la projection «’ : T3R™ — Y. On a donc également une
projection canonique p’ de T*7 sur TyR". Un plan P de dimension ¢ contenant Y étant
donné dans R", il induit, grace & la structure euclidienne de R", un sous-fibré de rang
i —dim(Y) de T3R", noté encore P. D’autre part, I'orthogonal P+ induit un sous-fibré
de rang n — i de TyR"™, noté encore P+. Considérons le produit fibré P+ xy P. Le
Lemme 4.11 a les conséquences suivantes : il existe un ouvert D° partout dense dans la
grassmannienne G(i — dim(Y"), N) tel que pour V' de dimension ¢ contenant Y,

- L’intersection de Pt xy P avec tout sous-ensemble relativement isotrope de T*, en
particulier avec pr(%) est réduite & la section nulle de T*7.

- La projection p(p'~!(P) Npr(%)) est le cone normal a la polaire Px (P).

Nous venons de montrer la premiere assertion du théoreme. Pour terminer la preuve, il
suffit de vérifier que les trois assertions sont en fait équivalentes. On considere un espace
vectoriel ' de dimension k et la variété des drapeaux £ C H formés d’une droite £ et d’'un
hyperplan H de E. On la note F. Elle est contenue dans le produit P x PV du projectif
des droites par le projectif des hyperplans de E. Si on se donne un drapeau :

D:{0}=VWcCcWVcC...CVy_1 CVp=E,
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les cycles 0;(D) : ¢ C V; C H pour i de 1 & k — 1 engendrent la cohomologie de F en
codimension k£ — 1. Il en est de méme des cycles :

Gi(D): € C Vig1, Vi C H.

pour i de 1 & k — 1, puisque dans la cohomologie de F on a : ¢;(D) = 0;(D) + 0;4+1(D)
pouridel ak —1.

Donnons-nous un autre drapeau D’ : W C ... C W, = E de sous-espaces vectoriels
de E. La variété de drapeaux F est une sous-variété de codimension 1 dans le produit
P x PV ot la cohomologie en codimension k — 1 est engendrée par les cycles

(D,D'): ¢ C Wi, V; C H.

pour ¢ de 0 a k — 1. Pour un sous-ensemble ¥ de F, les quatre propriétés suivantes sont
donc équivalentes :

1- ¥ est de dimension strictement inférieure & k — 1.

2 - Il existe un ouvert partout dense de drapeaux tel que pour tout drapeau D de cet
ouvert et i de 1 & k — 1, l'intersection de ¥ avec les 0;(D) est vide.

3 - Il existe un ouvert partout dense des couples de drapeaux tel que pour tout couple de
drapeaux (D, D’) de cet ouvert et ¢ de 0 & k— 1, I'intersection de ¥ avec les ¢;(D, D’)
est vide.

4 - 1l existe un ouvert partout dense de drapeaux tel que pour tout drapeau D de cet
ouvert et i de 1 & k — 1, U'intersection de ¥ avec les ¢;(D) est vide. (]

Remarque. On note que la condition 4.10.(i) est équivalente & la condition (b*) le
long de Y et a la suivante :

4.10.(iv) : Il existe un ouvert sous-analytique partout dense G* dans G(i — dim(Y’), N)
tel que, pour P dans G*, P vérifie la condition (x) introduite au début de la
section 4.

D’autre part tout sous-ensemble isotrope de P x PY étant de dimension strictement
inférieure & k — 1, la conclusion du Lemme 4.11 implique chacune des conditions
équivalentes 4.10.(i) & 4.10.(iv). Nous ne savons pas si la réciproque est vraie.

Appendice. Polyédres et valuations sphériques - Calcul des coefficients mZ

Nous traitons ici le cas ol 'ensemble X (noté V) est un coéne polyédral de R™ de
sommet 'origine, de dimension maximale et nous expliquons comment le Théoreme 3.1
se rattache dans ce contexte a des questions de géométrie convexe sphérique. Le cas
conique polyédral permet en outre un calcul aisé des coefficients mg de la matrice M du
Théoreme 3.1.

Par polyedre de R™ nous entendons une partie de R™ qui est une intersection finie
de demi-espaces fermés. Un polyedre de R™ est ainsi une partie convexe de R™. Un céne
polyédral de R" de sommet l'origine est un polyédre de R"™ obtenu comme intersection
de demi-espaces fermés contenant tous dans leur bord 1’origine. Par polytope de R™ nous
entendons un polyedre compact de R", c’est-a-dire I’enveloppe convexe d’un nombre fini
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de points de R™. Enfin un polytope sphérique (de S™~!) est l'intersection d'un cone
polyédral (de R™) de sommet I'origine et de la sphere S™~ 1. Nous noterons K™ I’ensemble
des convexes compacts de R™ et K5~ ! I’ensemble des convexes compacts de S~ 1.

Nous introduisons maintenant brievement la notion de valuations sur les convexes.
Pour plus de détails on pourra se reporter a [Sc3,4] ou [McMu-Sc|.

Une application v : K" — R (resp. v : KS" ! — R) est une valuation réelle
(resp. une valuation sphérique réelle) si v() = 0 et si quels que soient K, L € K™ (resp.
K,L e KS" 1) tels que KUL € K" (resp. KUL € KS" 1), ona:

v(KUL)=v(K)+v(L)—v(KNL).

On dit qu'une valuation v sur K™ (resp. KS™"™1) est continue si elle est continue pour
la métrique de Hausdorff sur K™ (resp. sur £S™"~1). On dit qu'une valuation v sur K"
(resp. KS™1) est simple si la restriction de v aux convexes de dimension non maximale
est nulle. Soit Zso™ le groupe des isométries de R". Ce groupe agit sur K", de méme que
le groupe O™ des isométries de la sphere agit sur JCS™~!. On dit qu'une valuation v sur
K™ (resp. KS™™1) est invariante (sous I'action de Zso™, resp. sous I'action de O™ ) si quel
que soient K € K" (resp. K € KS™"™ 1), g € Iso™ (resp. g€ O"), on a: v(9.K) = v(K).

Soient i,5 € {0,---,n}. Si C est un céne convexe sous-analytique de R" de sommet
Porigine, par i-homogénéité de A; et par convexité, on a :

1 _

1 L .
Aboe(Cy) = —-Ni(CNB 1)) = Fn—in({P € G(n—i,n); PNCNB( 1)) # 0}) et

oy a; - B(n,i)
7o) = [ ey((mn(Cn) dyn(P)
PeG(j,n)

Notons /AXfOC et 0; les valuations sphériques sur K£S" ™!, auxquelles donnent lieu Aboc et
g 5 .

VK € KS™1, AJ(K) = A(Ky) et 63(K) = 0;(Ko),

ol K est le cone dans R™ sur K de sommet 'origine. Ces valuations sont continues et
invariantes sous I'action de O".

En tant qu'objet d’étude systématique l'introduction des valuations vues comme
invariants de découpage, remonte au troisieme probléeme de Hilbert (voir [Bo], [Sah]).
Cette étude culmine dans la caractérisation, due & Hadwiger ([Had], [KI]) des valuations
invariantes et continues :

Théoreme ([Had], [Kl]) . — Siv est une valuation sur K" continue et invariante
n
sous laction de Zso™, il existe des constantes réelles ayg, - - -, ap, telles que : v = Z ;-\
i=0

Une facon équivalente d’énoncer le théoreme d’Hadwiger est la suivante :

Si v est une valuation simple sur K", continue et invariante sous l’action de Zso", il
existe une constante réelle o telle que : v=ca-A, = a-H".
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Un probleme apparemment délicat, consiste a savoir si le théoreme d’Hadwiger admet un
équivalent sphérique :

Question ([Gr-Sc] Probleme 74, [Sc-McMu] Probleme 14.3) . — Si v est une
valuation simple sur KXS™ 1, continue et invariante sous I’action de O™, est-il vrai que v
est proportionnelle au volume H" ™' de S(%_ll) ?

Une réponse positive a cette question aurait pour corollaire immédiat le Théoreme
3.1 et inversement la preuve du Théoreme 3.1 est une réponse positive a la question de
la validité de la version sphérique du théoreme de Hadwiger, dans le cas particulier des
valuations G, et A,. Notons que l'on dispose d’une réponse positive a cette question,
dans le cas o n < 3 (cf [McMu-Sc] Théoreme 14.4) et dans le cas ou la valuation est de
signe constant. Dans ce dernier cas la continuité de la valuation n’est pas requise et la
valuation est définie a priori sur les polytopes convexes et non pas nécessairement sur tous
les convexes de S™71 :

Théoreme A.1. ([Scl] Théoreme 6.2, [Sc2]) — Soit v une valuation simple définie
sur les polytopes de S™~!, invariante sous I'action de O™ et a valeurs dans R, . Il existe
alors c € Ry tel que v =c- 'H‘”S_,Ll,l.

Venons-en maintenant au calcul des coefficients de la matrice M du Théoréme 3.1.

Si V est un polyedre de R™ de dimension n, on dit qu'un hyperplan qui le borde est
une facette de V. Le vecteur normal a une facette F' de V est le vecteur unitaire orthogonal
a F situé dans le demi-espace défini par F' qui ne contient pas V. Pour i € {0,---,n—1},
une i-face de V est l'intersection de n — i facettes distinctes de V' et de V. On note
Fi(V) I'ensemble des i-faces de V. Par convention F, (V) = {V}. Si V est un polytope
sphérique, pour i € {0,---,n — 1}, une i-face de V est définie comme étant l'intersection
de 8"~ et d’une (i + 1)-face de V. A tout point & € V on peut associer F, I'unique face
de V' de dimension minimale contenant z. Si z € 9V (le bord de V'), on définit C(z, V),
le cone conormal & V en z, de la facon suivante : C(z,V) est le cone positif de T,R"
engendré par les vecteurs normaux aux facettes de V' contenant x. On convient que :

C(z,V) = {0}, lorsque x € V' \ V.

Remarque. Si V est un polyedre de R"™, x € V, et si F, est de dimension
1€{0,---,n—1}, C(z,V) est un cone de dimension n — i. De plus quel que soit y € F,
C(z,V)=C(y,V). On définit donc le céne conormal de V' le long d’une face F' de V par :
C(F,V)=C(z,V), ou z est quelconque dans F. On a : C(V,V) = {0}.

Si V est un polyedre dégénéré de R", c’est-a-dire si le sous-espace vectoriel [V] de
R"™ engendré par V est de dimension < n, on note Crv(z,V) le cone conormal de V
en x dans [V], au sens de la définition qui précede, puisque V est de codimension nulle
dans [V]. Avec cette notation, le cone conormal de V' en = dans R", noté Crn(z, V) est
défini par Cpyy(z, V) x [V]t. Le cone conormal est ainsi relatif & I'espace dans lequel il est
obtenu, mais nous donnons une définition intrinseque attachée au cone conormal : ’angle
extérieur.

Définition A.2. Soit V un polyedre R" et F € F;(V). On définit v(F, V), Pangle
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extérieur de V' en F par :

1

On—j

Y(F,V) = (H""(C(F,V) N By 1y)) = On_i(C(F,V)o).
Par convention v(V, V) =1 (ce qui, compte tenu de C(V, V') = {0}, signifie que 'on opte
pour la convention ©¢({0}) = 1).

Remarque. Comme la densité d’un produit est le produit des densités des facteurs
(dans les dimensions adéquates), lorsque V est un polyedre dégénéré de R", égalité
Crn(z,V) = Cpyp(, V) x [V]+ montre que I’angle exterieur de V' en 1'une de ses faces ne
dépend pas de I'espace ambiant dans lequel on le calcule.

La formule cinématique principale donne l'expression de A; a l'aide des angles
extérieurs attachés aux i-faces :

Théoréme (formule cinématique principale) [Sc3] 4.5.2, [Sc4] 7.2]) . — Soit
V' un polytope de R", pour tout i € {0,---,n}, on a :

A(V) = D A(F V) - HI(F).

Le Théoréme d’Hadwiger implique alors que toute valuation v sur K™, continue et
invariante sous l'action de Zso™ vérifie :

Jag, -, a, €R, YV polytope de R", o Zaz Z EV)-H(F) (%)
=0 FeF;

Bien que nous ne sachions pas si ’équivalent sphérique du Théoreme d’Hadwiger est
vrai, nous allons montrer, pour prouver le Théoreme 3.1 sur les cones polyédraux, que
les valuations JAXi et 0; sur les polytopes de S™~1 sont des combinaisons linéaires des
équivalents sphériques des y(F, V) - H(F).

Soit V un polytope de S*! et V le cone polyédral de sommet l’origine de R™ qui lui
est associé. Si F est une k-face de V, on note F la (k + 1)-face de V qui lui est associée.
Nous allons prouver qu’existent des constantes ag, - - -, an—1,bo, - - -, bp—1 indépendantes de
V telles que :

Zak Z ~(F, V) HFF) et a,;(V Zbk Z (F.V)-H"F) (x%)
k=0  FeFr(V) k=0 FeFi(V)

En prouvant (x*) nous allons ainsi prouver 1’équivalent sphérique de (%) pour les valu-
ations sphériques particulieres que sont /AX et 65, 4,7 € {0,---,n}, c’est a-dire répondre
positivement au Probleme 15.5 de [McMu-Sc| pour les valuations A Remarquons que
dans les égalités (sx), H*(F) = H*(S*) - 9k+1(F0)

Lemme A.3. — Soit V un cone polyédral de R" de sommet 'origine. On a :

Z Z ) - Or(Fp) =1

k=0 FeF,(V)

41



Preuve. Soit F € Fy(V), le cone F + C(F,V) est de dimension n et sa densité
en lorigine est ©,((F + C(F,V)o)) = Ok(Fo) - On_r((C(F,V))o) = Or(Fo) - v(F, V).

Or comme V est convexe, U U F + C(F,V) = R" et comme lorsque F # G,
k=0 Fe Fy, (V)
(F+C(F,V))N(G+C(G,V)) est un cone de dimension < n, on en déduit que :

U U F+CE V) Z > Ou((F+C(FV)) =1 O

k=0 FeFy(V) k=0 FeF,(V)

Théoreme A.4. — Soit j € {0,---,n} et soit V un céne polyédral de R" de
sommet 1’origine. On a alors :

(Vo) =) V(E,V) - O(Fp).

k=j FeFr(V)

Preuve. Par définition o;(Vh) = / 0,((mp(V))o) dvjn(P). Par le
PeG(j,n)
Lemme A.3 on obtient :

j—1

oi(Vo) =1 /P S Y A(Gar(V) - 0u(Go) dyya(P).

€GUN) k=0 GeFn(rp(V))

Soit P € G(j,n) générique et k € {0,---,j—1}. Pour toute k-face F' de V, wp(F') est une
k-face de mp (V') si et seulement si PN C(F, V') # {0} et dans ce cas :

C(rp(F),7p(V)) = POC(F,V).

Réciproquement & toute k-face G de mp(V') on peut associer une unique k-face F' de V
telle que mp(F') = G. On peut donc écrire :

j—1

oi(Vo) =1 - /P D o ((C(E,V) N P)o) - Ox((mp (F))o) dsun(P).

€GUN) k=0 FeF(V

Soit alors [F'] l'espace vectoriel engendré par F'. On définit une application v sur les
polytope sphériques de [F] de la fagon suivante. Pour tout polytope sphérique W de [F] :

v(W) = 0,1 ((C(F, V)N P)g) - Ok ((mp(W))o) dyjn(P).
PeG(j,n)

L’application v est une valuation simple sur les polytopes sphériques de [F], invariante
sous 'action des rotations de [F]. Comme de plus v est positive, par le Théoreme A.1, v
est proportionnelle au volume H*~! sur la sphére unité de [F]. Tl existe ¢ € Ry, tel que
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pour tout polytope sphérique W de [F], v(W)j c-H*1(W). En égalant W & la sphere
unité de [F], on obtient, puisqu’alors O ((rp(W))o) =1 :

/ 0, ((C(F,V) N P)o) dyyn(P) = - HF (Sk1).
PeG(j,n)

On en déduit que :

H Y (F st

Hk 1 (S(ko 11))

o(F18"1) = . / ;-1 ((C(F.V) 1 P)o) dyyn(P)
PeG(j,n)

_@k(F)./Peg(_ 05 k((CR V)N Pho) dn(P).

Maintenant I’application u définie sur les polytopes sphériques W de [F]* par :

uw(W) = 0,k (W N P)o) dvj(P)
PeG(j,n)

est une valuation simple, positive, invariante sous l’action des rotations de [F]=. A
nouveau, par le Théoreme A.1, u est proportionnelle au volume sur la sphere unité de
[F]1 (on peut aussi invoquer la formule de Cauchy-Crofton sphérique cf [Fe2] 3.2.48), ce
qui donne :

U(F) = Gk(F) ) G)n—k((C(Fa V))O)-

On a ainsi prouvé I’égalité :

B =1-5 6 (CEVI) - —1-5 3 (B V)-eulR).
k=0 FeFy(V) k=0 FeFy(V)

Le Théoreme A.4 résulte de cette égalité et du Lemme A.3. a

Nous exprimons maintenant a leur tour les invariants Af"“, dans le cas polyédral,
comme combinaisons linéaires des produits des densités des k-faces par leur angle extérieur.

Théoréme A.5. — Quels que soient i € {0,---,n} et le cone polyédral V de R"
de sommet ’origine :

AP (Vo Z P ARV)-Ok(H),
=t F'E]:k(V)
ot quel que soit k € {i,---,n}, af =

Preuve. On a déja remarqué que AL°¢(Vp) = — - A; (VN B(g,1))- Calculons le volume
o

du voisinage tubulaire de rayon r autour de V' N B(%?l) afin d’obtenir A%¢(Vp) :

HY(T (VOB ) =D ai A(Vo) -y - 1" (1)

=0
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Rappelons que C(z, V') désigne le cone conormal de V en x. Six € S ;) NV et F(= Fy)
est la face de V contenant x, nous définissons le cone conormal de V' N B(’B_l) en x par
Ry -2+ C(F,V) et nous le notons aussi C(z, V). Avec cette notation :

T.(vNnBy,) = [ =+[C@V)nBg,).

zEVﬂBZB 1

Soit F' € Fo(V)U---UFn(V), x € FNSG, ;) ety € C(F,V)NS(, ), on note (pour r < 1) :

Azy =1[0,1] -2+ (([0.1] -y +[0,1] - 2) N Bfg 1)

On a alors :

T.(VNBjy,) = 11 11 Agy. (2)

FEF(V)UUFa(V)  (29)E(FNSE )X (CFV)NSE 1)

Si F' est une face de V' de dimension k, le théoréeme de changement de variables donne
Iexistence d’une constante ¢y ,(r) indépendante de F, telle que :

H" ( 1T Avy) = cin(r) - A(E V) - Op(Fp). (3)

(zy)EFNSE )X (C(EFEVINSE )

Si F = R" x {0}"*, comme H™( H Avy) = Hn(TT(B?O,l)))v

(@ EFNSE 1)) X (C(FVINSE, 1)

on déduit de (3) que :

n k
ckn(r) =H"(Tr B(o 1)) Z Ay B(o 1) Gn—j- Z Ay B(o 1) -y T
7=0 7=0

Or les A; ne dépendent pas de la dimension de I’espace euclidien dans lequel on les calcule,
en voyant BI(“OJ) dans R” au lieu de R™, on obtient :

k
- (L+7)" = H (Bor41) = HH(To(Bfyy) = D Aj(Blo ) - iy -7
7=0

Cette derniere égalité donne, pour tout j € {0,---,k} :

Aj(Bly ) = 2,
et donc : X
o, n Z Qg - an ] C]_Z: . T'nij. (4)
j=0 k=j

Les égalités (1), (2), (3) et (4) donnent enfin :

n k
HYT, (VOB =Y <Z % Xei .r"ﬂ') 3" AEV) - 0u(F)

k=0 ;=0 -J FeFy

44



=0 k=1
c’est-a-dire : .
Alfoc — Uk i . . D
i (V) g Ck Z 7(F7 V) @k(FO)
k=i FeFy

Des Théoremes A.4 et A.5 on déduit immédiatement les valeurs des coefficients m{

du Théoreme 3.1 :

Calcul des coefficients m{ du Théoréme 3.1. Soit V un céne polyédral de R™

de sommet l'origine et soit k € {0,---,n}. Le Théoréme A.4 donne :
> ARV)-Ou(Fo) = 0x(Vo) — oxs1(Vo), sik#n
FeFy

et > YEV)-On(F) =o0n(V) = 0,(Vp).

FeF,

Par le Théoreme A.5, on en déduit :

1 n—1
mi m m m
Aéoc V4 1 1 1_ 1 o1 Vv
(V) 0 m3 ... myi~t mj V)
: = . . : : )
Aloc(v : ) on(V
V) 0 0 ... 0 mn n(V)
avec :
i . . . i1 o . Q1 1 PR .
mi=a;=1, m}=a] —a]  =—"~L—C;—-—————C} ,, si i+1<j<n
Q- Qj_1—i - 0y
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