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Équations aux dérivées partielles/Partia/Differential Equations

Un résultat de multiplicité dans un problème variationnel
non compact

Olivier REY
Résumé—Q étant un ouvert borné régulier de RN, N^5, nous montrons que pour E>0 assez

petit, le problème —ÀH=H<N+2)/(N~2)+ ËW, «>0 sur fi, u =0 sur 5Q, admet au moins autant desolutions dans Hj (fi) que la catégorie de Ljusternik-Schnirelman de fi.

A multiplicity resuit for a variationalproblemwith lack of compactness
Abstract— We show that for e>0 small enough, the problem—Au=u(N+2)'(N~2)+eu, «>0 onfi, « =0 on ÔCI, where fi is a smooth boundeddomain in RN, NS5, has at least as many solutions inH£(fi) as the Ljusternik-Schnirelmancategory o/fi.

1. INTRODUCTION. — Q étant un ouvert borné régulier de RN, N^5, on considère le
problème :

où E>0 et p=(N+2)/(N—2),p + l étant donc l'exposant critique de Sobolev pour
l'injection de H0(Q) dans LP+1(Q), Nous savons [3] que pour 8e]0, X±[, où X1 désigne
la première valeur propre de l'opérateur —A sur Hj(Q), (PE) admet toujours une solution
dans H0(Q). Nous savons aussi ([5], [6]), en définissant sur Q. la fonction :

où H est la partie régulière de la fonction de Green associée au laplacien sur Q, que
pour tout point critique non dégénéré x0 de cp, (P6) admet pour s assez petit une solution
uz qui se concentre autour de x0 quand s tend vers zéro.
Nous établissons ici le résultat suivant :
THÉORÈME. — Pour s assez petit, (PJ admet au moins autant de solutions que la catégorie

de Ljusternik-Schnirelmande Q.
Conformément à la définition donnée dans [4], on dit que la catégorie de FezQ est k,

notée Cat(F, Q) =k, si F peut être recouvert par k ensembles fermés dans Q., chacun
contractile dans Q, mais pas par (k— 1) de ces ensembles. On appelle catégorie de Q
l'entier strictement positif Cat (Q, Q).
2. DÉMONSTRATIONDU THÉORÈME. — On introduit pour 0<s <Xt sur HQ (Q) — {0} lafonctionnelle C2 :

dont les points critiques vérifient, à un coefficientmultiplicatif près :
(PO -Au= \u\"~1u+£u SUTQ; H=0 smdQ
c'est-à-dire (PJ si u est une fonction positive non identiquement nulle, en appliquant le
principe du maximum fort. D'autre part, pour xeQet A-eR^., on considère les fonctions :
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qui vérifient sur RN:—-AU=N(N—2)IF, et leurs projections PUX>
x sur Hj(Q) qui

vérifient sur Q ; -APU=N(N-2) IF. Soit :

et

où T0, r\0 sont des constantes strictement positives. Comme dans [6], on établit; à partir
de [2]:

PROPOSITION 1. — (x, X, v) est un point critique de la fonctionnelle

si et seulement si u =PUX x+ v est un point critique de KE.
On a le développement :

où <% et co2 sont des constantes strictement positives (qui ne dépendent que de N) et V±
est une fonction C1 qui vérifie :

sur tout ferméQ.d= {x e Çi/d (x, d£ï) S; d}. Grâce à ce développementet à un développement
de JE au voisinage de v= 0 ([1], [6]), le théorème des fonctions implicites permet de
montrer :
PROPOSITION2. — // existe une application C1 qui à tout (s, x)e]0, Â-Jxfî avec e assez

petit (dépendant de d(x, dû.)) associe (X^ x,v^ x)eR^ xHj(fl) tel que (Xe<
x, ve<

x) soit
point critique de l'application :

où les estimations sont uniformes par rapport à x sur tout fermé £ld.
Dans ces conditions, le calcul nous conduit à :

ou a>3 et oe4 sont des constantes strictement positives (qui ne dépendentque de N) et V2
est une fonction C1 qui vérifie :

uniformément par rapport à x sur tout fermé Q.d. Pour obtenir un point critique de J6, et
donc de Kc, il ne nous reste qu'à trouver un point critique de x-»JE(x, X,E „ ve< x), ou
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encore de :

où V3 est une fonction C1 qui vérifie :

uniformément par rapport à x sur tout fermé Q^. Conformément à la théorie de
Ljusternik-Schnirelman,nous posons :

OÙ

[Q étant supposé régulier, pour d assez petit Cat(Q, Q) =Cat (Qd, Q) =Cat(Qd, Qd).]
Notons que nous avons l'équivalence :

cp (x)~ (2 d (x, d&))2 ~N quandd (x, 30) - 0
et donc que pour d, puis s assez petit :

Si Ck n'était pas valeur critique de cpE, nous pourrions pour un certain r)>0 rétracter
par déformation (p^k+n sur (p^k~n par le flot dp/dt=—VcpE(p), ce qui contredirait la
définition de Ck — puisqu'une déformation continue ne peut diminuer la catégorie. De
plus, si c = cm+1= ... =cm+k, alors cpE admet au moins k points critiques au niveau c [4],
ce qui montre que pour d assez petit, puis 8 assez petit, cpE admet au moins n points
critiques à l'intérieur de Qd. Pour s assez petit, KE possède donc au moins n points
critiques, c'est-à-dire que nous disposons de n solutions distinctes de (PE), de la forme

où aE est un réel qui tend vers (N(N—2))(N 2,/4 quand s tend vers 0.
Multipliant (PQ par u~ et intégrant sur Q, nous trouvons :

Le théorème d'injection de Sobolev :

et l'inégalité de Poincaré :

montrent alors que \uc \p+i est soit nulle, soit loin de 0. Comme \us | +1^ocE|t>Ei
x
|p
+ i,

u~ = 0 pour s suffisamment petit, ce qui achève la démonstration.
Note reçue le 5 février 1988, acceptée le 15 février 1988.
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