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Estimation de la valeur génétique des reproducteurs
par la méthode de Henderson (1)

J. CHESNAIS

Département de Génétigue animale,
Centve national de Rechevches zootechniques, I.N.R.A.,
78350 Jouy-en-josas

Résumé

Le but de cette note est d’exposer de fagon simple les principes de base de la méthode
de HENDERSON (BLUP). L'expression générale du BLUP est établie a partir de la notion d’infor-
mation disponible (@ prior: et a posteriori) et des propriétés désirées pour les estimateurs, Trojs
autres méthodes conduisant aux mémes résultats que le BLUP sont indiquées ici. Finalement, on
compare la méthode classique de comparaison aux contemporaines et la méthode d"HENDERSON
dans le cas de l'estimation de la valeur génétique des taureaux laitiers.

Introduction

Sous l'effet des progrés réalisés au cours des derniéres décennies (générali-
sation de I'lLA. dans certaines espéces, emploi de méthodes et de schémas de
sélection efficaces, transfert de matériel génétique d’une réglon ou d'un pays a
I'autre), plusieurs hypothéses inhérentes aux méthodes classiques d’évaluation des
reproducteurs ont été invalidées.

De nouvelles méthodes, mieux adaptées aux circonstances actuelles, sont
apparues.

Notre but est ici de faire mieux connaitre l'uné ‘d’entre elles, la méthode
d’'HENDERSON, en exposant de fagon simple son principe général. Cette méthode
est particulidrement, intéressante parce qu’elle correspond .au souci-de préciser
les hypothéses formulées pour I'évaluation des reproducteurs, hypothéses qui
n’étaient souvent pas claires lors de I'emploi des méthodes classiques.

Pour rendre l'exposé plus concret, nous nous référerons fréquemment au
cas des bovins, laitiers, bien que le cadre d’application de la méthode d'HENDER-
SON soit beaucoup plus vaste.

(‘) Cet artxcle a fait lob]et d’une commumcatlon lors du semman-e sur ¢ I/ estimation.de la valeur
génétique des Teproductets », orgamse & Toulousé: Yes 6 et ¥ octobre 1976 par le Depariement de G"nenque
Awimale de:VEN.R.A. (Ftance). . :
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Si le lecteur le désire, il pourra trouver des indications plus complétes sur
cette méthode dans les articles publiés par son auteur (HENDERSON 1963, 1966,

1972, 1974).

1. — Information disponible

Pour 1'évaluation des reproducteurs, nous disposons généralement de deux
sources d’information :

—— les productions des animaux apparentés (information a posteriori);

— la connaissance du fait qu'un reproducteur provient d’une population
déterminée (information a priori).

Illustrons ce point par un exemple simple. Soient deux taureaux — l'un tiré
au hasard de la population Frisonne Pie-Noire, 'autre de la population Charo-
laise. Comment les comparer du point de vue de la production laitiére?

— si nous ne disposons d’aucunes performances pour ces taureaux, le taureau
Frison sera considéré par la plupart comme supérieur au taureau Charolais;

— si ces taureaux ont chacun une fille et que ces filles produisent la méme
quantité de lait, beaucoup considéreront encore le taureau Frison comme supérieur
au taureau Charolais;

— si enfin ces taureaux ont chacun 200 filles dont les productions laitiéres
sont en moyenne identiques, peu de gens considéreront ce taureau Frison comme
supérieur a ce taureau Charolais.

Cet exemple est extréme mais montre bien la dualité de I'information uti-
lisée. On remarque aussi que l'information a prior: a d’autant moins de poids
que l'information a posteriori — les performances des animaux apparentés — est
plus importante.

De ce point de vue nous pourrions distinguer deux types de méthodes (sans
parler des méthodes totalement a priors)

a. — Les méthodes ne tenant compte que de l'information a posteriori

Ce serait le cas d’'une méthode de moindres carrés appliquée a un modéle
ol Peffet « reproducteur » est fixé. Une telle méthode conviendrait parfaitement
dans 'une ou l'autre des situations suivantes :

— le nombre de données pour chaque reproducteur est tel que sa valeur
génétique peut étre estimée avec une précision suffisante;

— on ne posséde aucune idée a priori sur la structure de la population des
reproducteurs.

b. — Les méthodes qui combinent les deux types d'information
Dans le cas des populations d’animaux domestiques, on a souvent quelques

idées sur la distribution des génotypes. D’autre part, pour certains reproducteurs,
I'information issue des productions d’animaux apparentés est trés réduite. On est
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Iy

donc amené a utiliser une méthode combinant l'information a priori et a poste-
riovs.

Le processus d’échantillonnage des génotypes des reproducteurs est alors
suppos¢ connu. Ceux-ci sont considérés comme tirés au hasard d’'une ou de plu- -
sieurs sous-populations, qui sont déterminées en fonction de connaissances
a priori sur la structure générale de la population.

En conséquence, le génotype de chaque reproducteur est considéré comme
aléatoire avec pour moyenne celle de la sous-population auquel il appartient et
pour variance la variance génétique intra-population soit

gi ~ L, o2)

Parmi les facteurs prévalant au choix de plusieurs sous-populations de tau-
reaux laitiers on trouve notamment

— plusieurs souches de taurcaux peuvent parfois étre distinguées dans la
population (exemple en Pie-Noire : Holstein, Frison Francais, Nord Hollande,
etc...);

— par suite de la sélection, il est probable que les jeunes taureaux et les
taureaux agés appartiennent a des populations de niveaux génétiques différents;

— les taureaux utilisés en insémination artificielle sont sélectionnés dif-
féremment de ceux utilisés en monte naturelle;

. — différents efforts de sélection peuvent aboutir & des différences régionales
dans le niveau génétique moyen des reproducteurs.

Si le choix des sous-populations ou « groupes » ne correspond pas au proces-
sus réel d’échantillonnage des reproducteurs, les résultats sont erronés, puisque les
hypothéses de départ sont inadéquates. Les estimées qui sont affectées le plus sont
alors celles des animaux pour lesquels on posséde peu de données, puisque ces
estimées sont basées essentiellement sur I'appartenance de ces animaux 4 des sous-
populations déterminées;

En résumé, de fagon a tenir compte simultanément de l'information a priori
et a posteriors, on est amené & considérer la valeur génétique des reproducteurs a
évaluer comme aléatoire. On cherche alors un prédicteur de cette valeur connais-
sant les performances des animaux apparentés.

II. — Choix d’'un prédicteur

Le probléme consiste a4 trouver un prédicteur de la valeur génétique g; d'un
reproducteur a partir des productions y d’animaux apparentés, sachant que

g ~ L(wi, of)
~ L

(8. V)
ol
p: = moyenne de la population dont est 1ssu le reproducteur considéré.
o2 = variance génétique intra population.
6 = vecteur des espérances de y.
V = matrice de variancc-covariance de 7.
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1. — Un critére logique pour le choix d'un prédicteur est qu’il minimise

I'espérance de la somme des carrés des écarts a la vraie valeur, E(g:- g
On montre alors mathématiquement que le prédicteur vérifiant cette pro-
priété est :
o ¢ = E(g: /) | (1)

2. — En TI'absence d’information sur la nature exacte de la distribution
conjointe de g; et y, on se restreint a utiliser comme prédicteur de g; une fonction
linéaire de y, ce prédicteur s’écrit :

g =i+ ¢ iV-ily — 9) (2)

ou ¢; = cov(gi, y), le vecteur des covariances entre g et y.

~Cette expressmn est plus générale que celle d’un index de sélection cla551que
dans la mesure olt u; peut varier d'un reproducteur a 'autre, s’ils sont issus de
populations de moyennes différentes.

3. — Jusque-la nous avons supposé que les premiers et les seconds moments
de la distribution, c’est-a-dire les moyennes, variances et covariances (w;, 8, o2,
¢, V) étaient connues sans erreur. Cela n’est en fait jamais le eas.

Cependant, on dispose généralement de nombreuses estimées sur les variances
et. covariances des variables considérées, et l'expérience prouve que ces esti-
mées sont relativement stables au cours du temps et pour des milieux différents.
On peut donc, en premiére approximation, les considérer comme connues (une
deuxiéme étape consistérait d’une part a étudier l'effet des erreurs d’estimation
des variances et covariances sur la précision des résultats, d’autre part & mettre
au point des méthodes permettant d’évaluer directement ces paramétres...}.

A Tinverse, il est peu justifié de considérer comme connues les moyennes
des: variables g; et ¥, dans la mesure ou I'on ne posséde pas d’estimées préalables
pour ces moyennes. Il est donc nécessaire de les estimer en méme temps que la
valeur génétique des reproducteurs. Ce qui est fait en imposant 'la condition
supplémentaire :

E(g:) = E(g9)

c'est-a-dire que lesperance du prédicteur doit égaler celle de la valeur a prédire.
Le prédicteur recherché s’écrit alors :

ge=wi+ VA y - 0) 3)

ol w et 0 sont des estimations de w et de 8 obtenues par la méthode des moindres
carrés generahses
En effet, si I'on exprime p; et & comme :

= Xb

<D

Wi = Z’{@ et

ol le vecteur ps et la matrice X décrivent l'incidence des effets a estlrner b sur
les moyennes, on trouve d’aprés les critéres fixés précédemment que :

b= (X'VIX)" X'Vl (4)
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Les effets b sont définis en fonction des hypothéses. Dans le cas de I’évalua-
tion des taureaux laitiers, ce sont souvent des effets propres au troupeau, a 'année,
a la saison, et a la moyenne génétique de la population dont est issu le taureau
considéré.

La généralisation de I'expression (3) a 'ensemble des génotypes de la popu-
lation s’écrit :

g=u+ CVIy—4) (5)

=

= vecteur des estimations des valeurs génétiques des reproducteurs
= vecteur des estimations des espérances de g

= vecteur des estimations des espérances des observations

= matrice de covariance de g et v

< Ola) T ilnr) Q

— matrice de variance-covariance des observations.

En exprimant les estimations des rﬁbyennes en fonction des paramétres du
modéle on obtient :
b) (6)

g=Pb+ CVYy—X

Pour résumer, en substituant aux moyennes leurs estimées de moindres
carrés généralisés, on obtient comme prédicteur de g une fonction linéaire des
observations qui :

— tient compte de l'information disponible sur 1'échantillonnage des repro-
ducteurs considérés;

— a pour espérance l'espérance de la valeur a prédire (dite « non biaisé »);

— minimise 'espérance de la somme des carrés des erreurs de prédiction.

Un tel prédicteur a été nommé BLUP (Best Linear Unbiased Prediction)
par HENDERSON. On peut montrer que dans 1’ensemble des prédicteurs linéaires
« centrés », le BLUP est celui qui maximise la corrélation entre le prédicteur et
la valeur & prédire.

III. — Autres méthodes permettant d’arriver au Blup

Le prédicteur décrit précédemment peut en fait étre obtenu par différentes
méthodes.

Certaines de ces méthodes sont intéressantes parce que faciles a appliquer,
d’autres parce qu’elles apportent un éclairage supplémentaire sur la signification
du BLUP.

Modéle mixte  HENDERSON

I.

Un des inconvénients majeurs de l’approche indiquée ci-dessus (dite des
index de sélection modifiés) est qu'elle requiert I'estimation des moyennes de g

et v par la méthode des moindres carrés généralisés. Ceci nécessite I'inversion de la
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matrice de variance-covariance V des observations, qui en général n’est pas dia-
gonale. Il s’en suit que la méthode n’est applicable telle quelle qu’a un nombre
limité d’observations (de l'ordre de 500 avec les moyens actuels de calcul) alors
que par exemple I’évaluation des taureaux laitiers met en jeu des milliers sinon des
millions de données.

Cependant, HENDERSON a montré I'équivalence du BLUP et des solutions du
« modéle mixte ».

Soit le modéle :

y=Xb+ Zu+ e

olt vy est le vecteur des observations

# est un vecteur de variables aléatoires non observables

e est le vecteur des variables résiduelles associées a4 chaque observation
X et Z décrivent l'incidence des inconnues & et # sur chaque observation (X et Z

sont généralement composées de o et de 1).
On suppose dans ce modéle que :

b% Xb y \'% G R
E ul = [¢] et Var ul = GZ’ G o}
e 0 e R 0 R

les équations dites « du modéle mixte » sont alors les suivantes :
X'R1X X'R1Z ] [b*] [X’R—ly]

Z'R-1X Z'R7Z + G ZRYy 7

u*

On montre mathématiquement que, par comparaison a 'expression (6), les
solutions de ces équations sont telles que :
b* = b et u* = C'V-i(y — Xb)

Le BLUP s’écrit donc, en fonction des solutions du modéle mixte :

g = Ph 4 ur ®)

Cette méthode suscite plusieurs remarques :

a. — Bien que le terme « modéle mixte » soit utilisé, il ne s’agit pas ici d’es-
timer simultanément des effets fixés et des variances d’effets aléatoires, comme ce
pourrait étre le cas pour un calcul d’héritabilité. Au contraire, la variance des élé-
ments aléatoires du modeéle est supposée connue. La signification de ce modéle
est donc bien différente de celle du modéle mixte « classique ».

b. — Le systéme d’équations (7) est en général plus facile & résoudre que
celui des équations de moindres carrés généralisés. En effet, dans la plupart des
applications, la matrice R est diagonale et l'inverse de la matrice G se calcule
aisément. Ces équations sont alors celles des moindres cairés dans I’hypothése ou
les effets » sont fixés, modifiées par I'addition des termes de la matrice G-L

¢. — En pratique, lorsque le nombre de paramétres a estimer et donc d’équa-
tions est trop élevé pour qu’on puisse résoudre le systéme directement par inver-
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sion de la matrice des coefficients, on élimine certaines de ces équations par subs-
titution. Le systéme des équations restantes est alors résolu par itérations suc-
cessives.

2. — Méthode des moindres carrés végressés

DeMPFLE (1976) a montré que la méthode des moindres carrés régressés
donne les mémes résultats que le BLUP lorsqu’elle est appliquée rigoureusement.
Dans un premier temps, les valeurs génétiques des reproducteurs sont considérées
comme fixées et estimées comme les autres effets du modéle par la méthode des
moindres carrés. Les estimations obtenues se basent alors uniquement sur I'infor-
mation provenant des performances d’animaux apparentés.

Dans un deuxiéme temps, les valeurs génétiques sont reconnues comme
aléatoires et régressées sur leurs estimées de moindres carrés. Si l'on tient compte
des variances et covariances entre estimées de moindres carrés, les prédicteurs
obtenus ainsi sont ceux du BLUP.

3. — Approche de type Bayésien

DEMPFLE (1976) montre que le BLUP correspond a I'application de méthodes
Bayesiennes a un modéle linéaire lorsque les lois des variables g et y sont normales.
On peut méme montrer que le BLUP correspond 4 l'utilisation conjointe de deux
estimateurs indépendants de la méme quantité, 'un a priors, l'autre a posteriori,
chacun de ces estimateurs étant pondéré par la quantité d’information corres-
pondante.

IV. — Méthode classique de comparaison
aux contemporaines et Blup

Jusqu’a une époque récente, l'estimation de la valeur génétique des taureaux
laitiers était principalement faite par la méthode de comparaison aux contempo-
raines. La valeur génétique d'un taureau est alors estimée & partir des performances
v de ses filles par la formule :

g = cov (g5, y) [var y]='(y —9)

soit gl = V1 (y —y)
ol chaque élément du vecteur (y —;) représente I'écart entre la performance d’une
fille du taureau 7 et la moyenne des performances de ses contemporaines d’étable.

Si nous comparons cette formule A celle donnée pour le BLUP par I'expres-
sion (3)

=

g = w + ¢V y — 6



40 J. CHESNAIS

Nous constatons les différences suivantes :

1. — Dans le cas de la méthode de comparaison aux contemporaines, g; est
régressé par rapport a une seule moyenne, supposée connue et égale a o. Ceci
suppose que les taureaux évalués sont issus d'une seule et méme population. Or,
comme nous I'avons vu au début de cet article, de nombreuses raisons font que cette

TABLEAU I

Valeur génétique moyenne des péves des contemporvaines pour 3 taureaux de vace holsiein, dans un
échantillon des troupeaux-années-saisons ou ils ont été utilisés. (D’aprés L. SCHAEFFER, 1995).

(Mean genetic value of contemponaries fathers fov 3 Holstein bulls in a herd-year-season samlgale
: where they were used) oo ‘

Valeur génétique
moyenne des peéres
des contemporaines (kg)

Nombre

Taureaux .
de contemporaines

— 297
— 375
~— 456
— 182
— 319
~— 456
+ 176
— 712
— 439
— 388

~— 268

Maple heather Rockman lad
(DSC = o, HMC = + 400)

- 274
+ 398
R 63
+ 72
— 146
— 157
+ 504
— 152

Agro acres marquis ned
(DS = — 200, HMC = — 400)

— 25

+ 12
— 571
~— 114
+ 353
+ 503
+ 18
+ 129
+ 317
+ 214
~+ 221
— 174

+ a4

= -+ +
XN N H-FWKDWNO\U\ALHIO-ANN-&N-&O\Jk\DW

—
=]

Bond haven nugget
(DSC = + 300, HMC = o)

-
‘G\\F-F-U\UJ\]N

-
)]

*DSC = Index (kg de lait) obtenu par la méthode de comparaison directe des taureaux
{BLUP).
HMC = Index (kg de lait) obtenu par la méthode de comparaison aux contemporaines.
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hypothese est probablement fausse dans les conditions actuelles. Les estimations
obtenues par la méthode de comparaison aux contemporaines sont alors biaisées
surtout celles des taureaux pour lesquels on posséde peu de données.

Le BLUP, au contraire, laisse le choix des hypothéses formulées sur 1’échan-
tillonnage des taureaux : une ou plusieurs populations (et donc une ou plusieurs
moyennes p;) sont distinguées suivant les hypothéses retenues.

2. — Avec la méthode de comparaison aux contemporaines, 1’espérance de
chaque performance est estimée par la moyenne des performances des contem-
poraines d’étable, et non, comme dans.le BLUP, par un estimateur de moindres
carrés généralisés.

Cela revient a supposer que la valeur génétique moyenne des peres des contem-
poraines est la méme dans chaque étable pour tous les taureaux évalués. Autre-
ment dit, contrairement a ce qui se passe avec le BLUP, on ne tient pas compte des
différences de compétition & laquelle sont exposés les taureaux.

Or il est clair que dans les conditions actuelles, de telles différences de compé-
tition existent (intensités ou objectifs de sélection différents dans différentes
régions, progrés génétique, utilisation préférentielle de certains taureaux dans
certains types d’élevage, etc...).

Prenons 'exemple de 3 taureaux Canadiens. Dans le tableau 1, nous avons
reporté les index de ces taureaux calculés par le BLUP et parla méthode de compa-
raison aux contemporaines, ainsi que la valeur des péres des contemporaines
de leurs filles dans un échantillon des troupeaux-années-saisons ot ils ont été
utilisés. On peut voir que les trois taureaux n’ont en moyenne pas été comparés
a des taureaux de niveau génétique semblable.

Le biais qui en résulte dans la méthode de comparaison aux contemporaines
est important, si l’on se référe aux écarts entre les index calculés par les 2 métho-
des. Notons que ce type de biais constitue la majeure faiblesse de la méthode de
comparaison aux contemporaines. Tous les taureaux peuvent étre affectés, quel
que soit le nombre de filles sur lequel ils sont jugés, et les jeunes taureaux sont
systématiquement défavorisés par rapport aux vieux en présence de progrés
génétique.

Conclusion

Deux points importants se dégagent de cette étude :

— la théorie des index de sélection s’explique bien si l'on y introduit la
notion d’information a priors; '

— la méthode d’HENDERSON permet de généraliser la théorie des index de
sélection au cas ol I'on distingue plusieurs populations de reproducteurs et jou au
cas ol les reproducteurs font face a différents niveaux de compétition.

Nous nous sommes limités ici a 'exposé du principe général du BLUP. Signa-
lons également que

— plusieurs méthodes tendent a donner des approximations du BLUP tout
en réduisant le temps de calcul lorsque le nombre de données 4 analyser est trés
élevé. L'efficacité de ces méthodes ne peut étre mesurée que si les approximations
faites sont clairement définies, ce qui est rarement le cas;

— le BLUP s’adapte bien aux raffinements apportés actuellement aux métho-

des d’estimation de la valeur génétique des reproducteurs : correction des biais dus
a la sélection des reproducteurs ou de leurs apparentés, calcul d'index sur dif-
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/férents‘:bt;ypés d’animaux apparentés, sur des répétitions de performances ou sur
plusieurs caractéres (HENDERSON, 1972, 1974, 1975, 1970, SCHAEFFER et WIL-
TON, 1976).

Regu pour publication en février 1977.
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Summary
Estimation of breeding values using Henderson’s method

An attempt is made here to present in a simple manner the basic philosophy underlying
HENDERSON’s Best Linear Unbiased Prediction method (BLUP). The concept of a priori
information is used to introduce the method. The general derivation of BLUP is given along
with two other methods leading to the same estimates. Finally, a comparison is made between
the contemporary comparison method and BLUP as used for dairy sire evaluation.
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