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Résumé :

Différentes méthodes ont été proposées dans la littéra-
ture pour fusionner les croyances potentiellement conflic-
tuelles d’agents. En particulier, lorsque les échelles utili-
sées par les agents (ou les sources) pour évaluer la perti-
nence de leurs informations sont commensurables, I’opé-
rateur de fusion basé sur la somme jouit d’une certaine
popularité. En effet, cet opérateur satisfait de nombreuses
propriétés intuitives, en particulier celle de la majorité, et
il adopte un attitude discriminante au moment de dériver
ses conclusions.

Cet article étudie en profondeur une méthode également
basée sur 1’opérateur somme lorsque les agents ne pos-
seédent pas d’échelle commune pour évaluer la fiabilité
des différentes informations dont ils disposent. Cet opé-
rateur peut étre caractérisé au moyen d’un ensemble in-
fini d’échelles compatibles, ce qui permet de restaurer
la commensurabilité, ou en terme d’ordre de Pareto sur
I’ensemble des mondes possibles. Puis nous étudions plus
particulierement des familles d’échelles compatibles afin
de caractériser des opérateurs moins prudents. Enfin nous
fournissons une analyse compléte en terme de postulats
de rationalité et de prudence des inférences de tous les
opérateurs de fusions présentés dans cet article.

Mots-clés : Fusion de croyances, incommensurabilité,
majorité, consensus

Abstract:

Different methods have been proposed in the literature
for merging multiple and potentially conflicting informa-
tions. Sum-based operators offer a natural method for
merging commensurable prioritized belief bases. Their
popularity is due to the fact that they satisfy the majority
property and they adopt a non cautious attitude in deriving
plausible conclusions.

This paper analyses the sum-based merging operator
when sources to merge are incommensurable, namely
they do not share the same meaning of uncertainty scales.
We first show that the obtained merging operator can be
equivalently characterized either in terms of an infinite set
of compatible scales, or by a well-known Pareto ordering
on a set of models. We then study different families of
compatible scales useful for merging process. This paper
also provides a postulates-based analysis of our merging
operators.

Keywords: Belief Merging, incommensurability, majo-
rity, consensus

1 Introduction

Confronter différents points de vue, malgré
leurs incohérences et leurs incertitudes, afin de
produire une image la plus complete possible
du monde est I’objet méme de la fusion de
croyances. Ce probleme de fusion d’informa-
tions survient des qu’il faut prendre en compte
des bases de données distribuées, des systemes
multi-agents ou tous les cas d’informations dis-
tribuées en général (le web restant 1’exemple
le plus frappant). Parmi les nombreux opéra-
teurs qui ont été proposés dans la littérature
pour la fusion d’informations incertaines (voir
par exemple [9, 13, 14] ou encore [5, 10, 16]),
toutes font I’hypothese que les échelles d’éva-
luation de I’incertitude ou de la pertinence des
informations est commune a toutes les sources.
En d’autres termes, ces méthodes supposent que
tous les poids, utilisés pour quantifier 1’incerti-
tude ou I'importance des formules, sont com-
mensurables. Cette hypothese de commensura-
bilité fait réellement sens lorsque, par exemple,
les pondérations représentent une ressource mo-
nétaire, lorsqu’elles sont issues de protocole
de notation ou encore lorsque les valeurs que
prennent les poids ne sont pas trop €loignées
les unes des autres. Cette hypothese est d’au-
tant plus nécessaire que les méthodes pré-
citées s’appuient généralement sur des opéra-
teurs d’agrégation. En particulier, I’opérateur de
fusion basé sur la somme jouit d’une certaine
popularité. En effet, cet opérateur satisfait de
nombreuses propriétés intuitives, par exemple
celle de la majorité, et il adopte un attitude dis-
criminante au moment de dériver ses conclu-
sions.

En revanche, ’hypothese de commensurabilité
est beaucoup trop forte lorsque les informations
proviennent de sources réellement hétérogenes
et qu’elles ne partagent pas d’échelle commune.
On ne trouve que peu de travaux qui traitent



de ces problemes dans le cadre de la fusion
de croyance [2, 8], mais aucun d’entre eux ne
traite du cas d’opérateurs de fusion basés sur la
somme, opérateur qui servira de point de départ
et de fil conducteur a I’ensemble de cet article.

Ainsi, nous présentons tout d’abord en section 3
une extension naturelle de 1’opérateur de fu-
sion basé sur la somme permettant de traiter
des bases de croyance incommensurables. Cette
extension utilise pour cela la notion d’échelles
compatibles. Nous montrons également dans
cette méme section que ce type de fusion peut
étre caractérisé par un critere de Pareto sur les
mondes possibles. Nous analysons ensuite dans
la section 4 le comportement logique de ces opé-
rateurs, que se soit dans le cas commensurable

ou dans le cas incommensurable. A titre d’illus-
tration, dans le cas incommensurable, 1’opéra-
teur basé sur la somme perd son caractere ma-
joritaire et devient méme indépendant a la ma-
jorité. En section 5, nous présentons différentes
méthodes d’inférences basée sur des restrictions
sur les ensembles d’échelles compatibles (par
exemple en ne traitant que des transformations
linéaires ou en bornant le plus haut poids pos-
sible). Nous analysons en particulier I’'impact de
ces différentes restrictions d’un point de vue de
postulats de rationalité et de prudence pour les
opérateurs de fusion induits. Nous montrons par
exemple que limiter le poids le plus élevé per-
met de retrouver la propriété de majorité, tan-
dis qu’il est impossible de satisfaire des pro-
priétés de consensus et d’équité si I’on ne sélec-
tionne qu’une seule échelle compatible. Enfin,
la section 6 fournit une comparaison en terme de
prudence et de productivité des relations d’infé-
rence des différentes approches considérées tout
au long de cet article.

Mais avant de développer 1’ensemble de ces
résultats en détail, nous rappelons dans la sec-
tion suivante une méthode bien connue de fu-
sion de base de croyance basée sur la somme,
dans le cas commensurable, sur laquelle nous
nous appuierons dans la suite de ’article.

2 Fusion de croyances

Nous considérons dans cet article un langage
propositionnel £ possédant un nombre fini de
variables propositionnelles. L’ensemble () re-
présente 1’ensembles des interprétations asso-
ciées au langage considéré et w représente un
élement de 2. Les lettres grecques ¢ et v sont
utilisées pour représenter des formules propo-

sitionnelles. La conséquence logique est notée
=, tandis que Mod(p) représente I’ensemble
des interprétations satisfiant o (c’est a dire I’en-
semble des interprétation w € () telles que
w E ¢). Les symboles T et | représentent res-
pectivement la tautologie et la contradiction.

2.1 Bases de croyance pondérées

Dans cet article, nous considérerons que chaque
agent représente ses croyances, ainsi que la
confiance qu’il a en chacune d’elles, au moyen
d’un ensemble de formules pondérées. Les for-
mules du langage £ sont I’expression logique
des différentes informations qu’il possede et le
poids associé représente la fiabilité, la certitude
ou encore la vraisemblance de ces informations.
Ces bases de croyance permettent ainsi a un
agent de modéliser des informations incertaines
et ordonnées.

Définition 1 (Base de croyance) Une base de
croyance B; est un ensemble de formules pondé-
rées, B; = {(pij, Bp,(¢ij));, J € {1,...,mi}},
avec p;; € L, et Rp,(p;;) € N*.

Un couple (y;;, Rp,(¢i;)) signifie que pour
I’agent ¢, la formule ¢;; a une priorit€é de
Rp,(i;)- Intuitivement, les formules associées
aux poids les plus élevés sont les formules les
plus crues pour un agent donné. Nous ne consi-
dérons ici que les entiers positifs. Cette repré-
sentation est intimement liée aux approches dé-
veloppées en théorie des possibilités [4] qui uti-
lise I'intervalle [0,1] au lieu des entiers, et dans
les fonctions conditionnelles ordinales (OCF)
qui quant a elles utilisent des ordinaux pour éva-
luer I’incertitude des informations [14,17, 18].

De plus, nous notons B I’ensemble des for-
mules contenues dans B;, sans considérer les
poids. Cet ensemble représente I’ensemble des
croyances de ’agent, sans priorité. Si cet en-
semble peut potentiellement étre contradictoire,
nous considérerons dans cet article que B; est
cohérent pour chaque agent.

Il est possible a partir d’une base de croyance
de définir une relation de plausibilité sur I’en-
semble des interprétations. On associera a une
interprétation w un poids x5, (w) tel que ce poids
soit égal au poids de la formule la plus impor-
tante falsifiée par w.



Définition 2 (x-functions) Une r-fonction kp,
associée a une base de croyance B; est une fonc-
tion qui associe a chaque interprétation w € )
un entier kg, (w) tel que :

0 si v(@ij) RBZ(QOU)) S Bi, w ': PYij;
maz{Rp,(pi;) : w ¥ @i, ’
(wij, R, (¢ij)) € B;} sinon.

kp(w) =

Contrairement aux poids sur les formules, plus
le poids associé a une interprétation w est pe-
tit, plus I’état du monde représenté par w est
vraisemblable pour I’agent. En particulier, les
croyances courantes de 1’agent sont représen-
tées par I’ensemble des interprétations possé-
dant le plus petit poids. C’est sur cet ensemble
que ’agent s’appuiera pour fonder ses déci-
sions.

Exemple 1 Considérons la base de croyance
suivante : B = {(—aVb,8), (aVb,5), (a,2)}. La
Table 1 présente la k-fonction kg associée a B.
ws est linterprétation préférée. Elle représente
donc les croyances courantes de ’agent.

w, €QTa b kplw)
wo 0 0 5
w1 0 1 2
wo 1 0 8
ws 1 1 0

TABLE 1 — Un exemple de x-fonction

2.2 Fusion de croyances basée sur la somme

Lorsque plusieurs agents mettent en commun
leurs croyances, celles-ci sont rarement cohé-
rentes. Aussi 1’objet de la fusion de croyances
est de résoudre les conflits dans les croyances
des agents afin d’obtenir une vision du monde
plus précise que si I’on ne considere que les
croyances d’un agent. Cette section présente
une méthode de fusion, basée sur 1’opérateur
d’agrégation somme, lorsque les agents par-
tagent une méme échelle pour évaluer la perti-
nence de leurs croyances.

Considérons un multi-ensemble F =
{Bj,...,B,} contenant n bases de croyance
et p une formule propositionnelle représen-
tant les contraintes d’intégrité a satisfaire. Le
but d’un opérateur de fusion sera, a partir de
cet ensemble F, d’ordonner les différentes
interprétations de €) en fonction de toutes les

informations données par les agents. Nous

noterons <” un tel ordre. A partir de cet ordre,
nous pouvons représenter les croyances col-
lectives issues de E, notées A¥, comme étant
les interprétations minimales de <”. Différentes
méthodes ont été proposées dans la littéra-
ture pour générer <”, la plupart basée sur des
opérateurs d’agrégations telle la somme ou le
maximum [10, 12, 13].

Afin de calculer I’ ordre <%, résultat de la fusion,
nous associons a chaque interprétation un profil,
noté vg(w), et défini par :

veg(w) = (kp, (W), ..., kB, (W))

Ce profil représente la cohérence de I’inter-
prétation w vis-a-vis de chacune des bases de
croyance. Le point de départ de cet article est un
opérateur basé sur la somme et dont nous notons
le résultat <€. Le calcul de cet ordre repose sur
I’agrégation des profils au moyen de 1’ opérateur
somme. Puis les éléments de {2 sont ordonnés
en fonction de cette agrégation : plus la somme
est petite, plus elle est représentative de E. Plus
formellement :

Définition 3 (<1§ ) Soient w et W' deux interpré-
tations de ). Soient vg(w) et vg(W') leur profil
respectif. Alors :

w<E W ssi D(vp(w)) < B(vpw)).!

Les modeles du résultat de la fusion, AL(E),
sont les modeles de ;. qui sont minimaux relati-

vement & <. Plus formellement :

Mod(AL(E)) = Min(Mod(p), <)

Exemple 2 Considérons E = {B;, By Bs}
avec By = {(a,6),(b,3)}, By = {(a V
b,3),(—b,1)} et By = {(—a,5)}. Supposons
que (n = —a \V —b. Chaque profil associé a une
interprétation est donnée par la Table 2, d’ou

I’on peut déduire que le résultat de la fusion est
Mod(Aly(E)) = {un}.

weN

\g/
—
X

B (W

a b v E
wo |0 0] (63,0 9
wi |0 1] (610 7
we |1 0] (305 8
wy |1 1]01,5) 6

TABLE 2 — Profils associés a chaque interpréta-
tion
L avec X(vp(w)) = >, kB; W)

i=1,..,n




L’ opérateur de fusion basé sur la somme est dé-
pendant de la majorité. En particulier, la répé-
tition d’une information influe sur le résultat
de la fusion. Ce comportement est particulie-
rement adapté lorsque les croyances des agents
sont indépendantes et que ceux-ci sont de fiabi-
lité équivalente.

3 Extension de ’opérateur basé sur
la somme au cas incommensu-
rable

L’ opérateur de fusion basé sur la somme défini
précédemment repose sur une hypothese forte :
I’agrégation des différents poids par la somme
impose que les poids soient commensurables.
En d’autres termes, les agents doivent possé-
der les mémes échelles d’évaluation de la perti-
nence de leurs informations. Lorsque ces poids
représentent des utilités ou des gains, cette hy-
pothese se justifie totalement. Mais lorsque ces
poids proviennent de sources hétérogenes, dont
les qualités intrinseques different et sont incon-
nues (on pourrait prendre 1I’exemple d’informa-
tions tirées du web, des témoignages de per-
sonnes dont on ne sait pas si elles ont assisté a
la scene ou encore des domaines demandant une
forte expertise), cette hypothese n’a pas de sens.
C’est pourquoi, nous présentons dans cette sec-
tion une approche basée sur les échelles com-
patibles permettant de traiter ce cadre de fusion
incommensurable.

3.1 Un approche basée sur les échelles com-
patibles

Une approche naturelle et prudente repose sur
’utilisation de 1’ensemble des échelles compa-
tibles [2]. Cette méthode affecte de nouveaux
poids aux différentes informations contenues
dans les différentes bases de croyance, tout en
maintenant I’ordre a I'intérieur de chaque base.
Plus formellement :

Définition 4 (Echelles compatibles) Une
échelle compatible S est une fonction qui
associe a ¥ = {By, ..., B,} un nouveau multi-
ensemble ES = {B¢, ..., BS}tel que pour tout
Bi ek
(i) BY = {(¢i;S(pij)) : (¢ij, Rp,(¢i5)) € By}
(i) VB; € E, Y(pij,Rp(vi)) € Bi
V(pij, Bp(pij7)) €  Bi, Rp(pi)
Rp,(pijr) ssi S(piz) < S(pijr).

IN

Nous illustrons ce concept par I’exemple sui-
vant.

Exemple 3 Considérons [’ensemble des bases
de croyance E = {By, By, B3} traitées précé-
demment dans ’exemple 2. Le tableau 3 fournit
trois nouvelles échelles : S;, Sy et Ss.

vij | B, (pij) | Silpis)  Salpij)  Salpis)
B; a 6 2 6 1
b 3 1 4 5
By [ aVb 3 2 3 3
—b 1 1 2 1
B3 —a 5 1 4 5

TABLE 3 — Exemples d’échelles compatibles

Les échelles S, et Sy sont compatibles, car
elles préservent I’ordre initial des informations
contenues dans les bases. A I’opposé, S3 n’est

pas compatible car elle inverse les priorités de
B;.

L’ensemble des échelles compatibles avec E' est
noté Sp. Notons que Sg n’est jamais vide, le
plus simple étant de considérer 1’échelle qui ne
change pas les poids initiaux. Si I’on considere
une échelle compatible S € Sg, la base de
croyance obtenue a partir de B; en utilisant S
est notée Bf . Plus formellement, Bf est obte-
nue en remplagant chaque paire (¢;;, Rp,(©ij))
par (¢i;, S(i;))- Enfin, £ représente le multi-
ensemble obtenu en appliquant S a chacune des
B; appartenant a B.

Définition 5 (45) Soient w et W' deux interpré-
tations de ). Alors :

. S
w45 W ssi VS €Sy, was W

avec qgs le résultat de I’application de la défi-
nition 3 sur E°.

Comme définis précédemment, les modeles de
AL (FE) sont :

Mod(AL(E)) = Min(Mod(u), <)

Exemple 4 Considérons a nouveau B, =
{(CL,6), <b> 3)}’ By = {(a Vb, 3)7 (_'b7 1)} et
Bs = {(—a,5}. La table 4 contient les pro-
fils associés a chaque interprétations de L. Si
[’on considere pn = T, les éléments en gras re-
présentent les modeles de N%(ES") pour une
échelle donnée S;. Par exemple, wy et w3 sont
modeles de N (ESY) pour S,.



weENfa bl vgs(w) Xs |vgs(w) Xs,
wo 0 O {2200 4 | (63,0 9
w0 1 (2100 3 | {620) 8
wo |1 0| (1,0,1) 2 | {4,04) 8
ws |1 11]/(0,1,1) 2 |(0,2,4) 6

TABLE 4 — Profils associés

3.2 Caractérisation du résultat de la fusion
incommensurable

En I’absence de borne supérieure, il est im-
possible de considérer I’ensemble des échelles
compatibles. C’est pourquoi nous caractérisons
dans cette section le résultat de la fusion basée
sur les échelles compatibles en terme d’ordre
sur les interprétations.

Tout d’abord, considérons la proposition sui-
vante qui montre qu’une interprétation w est
modele de A5, (E) si et seulement si il existe une
échelle compatible pour laquelle w est modele
de la fusion commensurable A, (E®). Plus for-
mellement :

Proposition 1 Soit £ un multi-ensemble de
bases de croyance. Une interprétation w €
Mod(A%(E)) si et seulement si il existe une
échelle compatible S € Sg telle que w €
Mod(NL(ES)).

Cette proposition peut étre généralisée en trai-
tant globalement I’ordre «4Z et non plus seule-
ment ses éléments minimaux. Ce critére s’avere
étre un critere de Pareto [15].

Proposition 2 Soient w et W' deux interpréta-
tions de §). Alors w €& W' si et seulement si :

(i) Vj € {1,..,n}, ip,(w) < kp, (W) et
(ii) Fi € {1,...,n}, kp,(w) < kg, (V).

La premiere condition signifie que w est au
moins aussi préférée que w’ dans chacune des
bases initiales et la la seconde condition sti-
pule que w est strictement préférée a w’ dans au
moins une base.

4 Comportement logique et postu-
lats de rationalité

Afin de caractériser les opérateurs de fusion, des
postulats ont été proposé dans la littérature, les

plus connus provenant de [10]. Cependant, ces
postulats ont été proposés dans un cadre diffé-
rent, ou les croyances des agents sont représen-
tées uniquement a 1’aide de formules proposi-
tionnelles. Nous avons donc adapté ces postulats
anotre propos [2], afin qu’ils puissent traiter des
bases de croyance contenant des formules pon-
dérées.

(IC0) A¥(E) |
(IC1) Si p est cohérent, alors A*(E) est cohé-
rent ;

(IC2%) Si A pep B* est cohérent avec pui, alors
AME) = Ngep B* A s

(IC3*) Si E =R Es et H1 = U2, alors
AMI (El) = AM2(E2) 5

(IC4%) Si Bf = p et By E pu, alors
AF({ By, By}) N By est cohérent ssi
AF({ By, Ba}) N\ B; est cohérent ;

(ICS) A“(El) A A“(EQ) ): A'u(El |_| EQ) N

(IC6) Si A*(Ey) N AF(E,) est cohérent, alors
AM(El I_lEg) |: A“(El) A AM<E2>;

(IC7) AM(E) A pg = A2

(IC8) Si AM(E) A uy est cohérent, alors
ANIAMZ(E) ): AM(E) /\/@-

D’autres postulats, capturant d’autres compor-
tements, ont également été proposés dans [10] :

(IC6’) Si A*(Ey) N AM(Es) est cohérent, alors
AME [ E2) | AM(EL) V AM(Ey) s

(MAJ) 3m € N: A¥(E U B") = Bf, (avec
B"™ = {B;} U...U{B;} m fois et LU I"'union
multi-ensembliste) ;

(MI) Vm, AM(El LJ Egn) = AM<E1 L Eg)

Le postulat (MAJ) caractérise les opérateurs
majoritaire : si un nombre suffisamment grand
d’agents ont les mémes croyances, alors ces
croyances doivent étre acceptées collective-

ment. A 1’opposé, le postulat d’indépendance a
la majorité stipule que le résultat de la fusion
est totalement indépendant de la répétition des
croyances des agents. La fusion obtenue dans ce
cas est alors plus robuste, mais également moins
intuitive. Le postulat (IC6’) est quant a lui un
affaiblissement de (IC6). Enfin nous introdui-
sons un dernier postulat, original, dit de consen-
sus, qui stipule que si toutes les bases sont co-
hérentes avec la contrainte u, alors le résultat de
la fusion contient au moins un modele préféré
pour chacune des bases.

(CSS) VB; € E,si B} |= p, alors Bf AN AM(E)
est cohérent.



Ce postulat généralise le postulat de tempérance
proposé dans [7].

4.1 Le cas commensurable

Nous étudions dans cette section 1’opérateur
basé sur la somme dans le cas commensurable
AL 11 s’avere que celui-ci vérifie la plupart des
postulats :

Proposition 3 AL satisfair  (IC0), (IC1),
(IC2%), IC3*), dC5), dCe6), (IC6’), (ICT),
(IC8) er (MA)).

Cependant, AL, falsifie (IC4*), (MI) et (CSS).
Le fait que AL falsifie (MI) et (CSS) est at-
tendu, puisqu’il vérifie (MAJ).

L’exemple suivant montre que Af, ne peut pas
satisfaire (IC4*) :

Exemple 5 Considérons deux base de croyance
By = {(-a,2). (b, 1)} et B> = {(a.3). (b,2)},

et un contrainte d’intégrité ;. = a V' b.

En considérant E = {Bi, By}, nous avons
By &= et By |E . De la table 5, en consi-
dérant toujours |1 = a \V b, nous obtenons que
Mod(AL(E)) = {ws}, et donc que N (E) =
aNb. Ainsi, sur cet exemple, N*({ By, B2}) A\ B3
est cohérent, mais \"({ By, Bo}) A\ B} ne ’est
pas, ce qui contrevient bien au postulat (1C4*).

a b 1 Y E
w [0 0 I 3 (1.3) 7
wr |0 1 0 3 {0,3) 3
wy |1 0 2 2 (2,2) 4
wy |1 1 2 0 (2,0) 2

TABLE 5 — Profils associés pour I’exemple 5

4.2 Le cas incommensurable

Lorsqu’on considere 1’opérateur basé sur la
somme adapté au cadre incommensurable, le
comportement differe de celui défini pour le cas
commensurable. En particulier, de dernier de-
vient indépendant de la majorité et il devient
méme consensuel.

Proposition 4 AL (E) satisfait (IC0), (IC1),
(IC2%), (IC3*), IC4"), (AC5), et ACT).

En revanche, Af; falsifie (IC6), (IC6’), (IC8),
et (MAJ). Nous fournissons un contre-exemple
pour (IC6).

Exemple 6 Considérons i = T, Ey = {B; =

a, 1 BQ = {(_|G, 1)}} et E2 = {Bg =

} La table 6 contient les profils associés

a chaque interprétation pour A%(E), A% (Es)
et A%(El |_| EQ)

a b lve W) | veW | ve| e
wo [0 0 <1a0> <1> <1’091>
wi |0 1| Wy | 0 (1,0.1)
we |1 0| (01) | (o) (0,1,0)
wy |1 1 <091> <0> <0’1’0>

TABLE 6 — Profils associés a Ay (F1), AL(EY)
et Ay, (Er | E)

Nous avons bien AL(E) = T et AL (Ey) = a.
En outre, nous avons AS(Ey| | E2) = T, mais
AL(E)) N AS(Es) = a. Ainsi, (IC6) n’est pas
satisfait car AS(Ey) N A%(Ey) est cohérent,
mais A%(El |_|E2) % A;(El) N A%(EQ)

La non-satisfaction de (IC8) est due au fait que
lorsqu’on considere des échelles incommensu-

rables, €& n’est qu'un ordre partiel. A titre
illustratif, I’opérateur basé sur 1’inclusion en-
sembliste (qui est un ordre partiel treés particu-
lier) proposé dans [6], ne satisfait pas (IC8) non
plus.

Proposition 5 A% (FE) satisfait (MI) et (CSS).

Pour ce qui est de la majorité, 1’opérateur
incommensurable basé sur la somme devient
consensuel et indépendant de la majorité : I’ opé-
rateur devient donc d’un certain point de vue
égalitariste, alors qu’il était utilitariste dans sa
version commensurable.

5 Restrictions des échelles compa-
tibles

Considérer I’ensemble des échelles compatibles
produit un résultat prudent. Mais il repose sur
I’hypothese forte d’incommensurabilité, justifié
par I’absence d’informations permettant de sé-
lectionner un sous-ensemble d’echelles compa-
tibles. Le but de cette section est d’affaiblir I’hy-



potheése d’incommensurabilité et donc de limi-
ter cette notion dans le but d’obtenir des en-
semble d’échelles compatibles plus restreints.
Nous avons pour cela besoin de définir des
classes d’incommensurabilité qui peuvent étre
découpées ainsi :

— la classe des échelles bornées S : le plus
grand poids associé a une échelle ne peut dé-
passer un seuil fixé, représenté par un entier
positif p. Cette classe empéche de considérer
des poids arbitrairement grands.

— la classe des échelles linéaires S' : cette
classe maintient la proportion entre les poids
a une constante translative pres ;

— la classe des échelles proportionnelles S* :
cette classe maintient la proportion entre les
poids d’une source donnée ;

— la classe des échelles translatives S° : cette
classe maintient la distance entre les diffé-
rents poids pour une source donnée, seule la
distance des poids a 0 peut étre augmentée.

La table 7 donne une définition formelle de cha-
cune de ces restrictions.

Classe | Notation [ {St.q.VB; € E, Vo € By : ... }

Bornée S®) S(p) <p
Linéaire St S(¢) = a;.Rp,(¢) + b;
aveca; >0, b; >0
Proport. Ssw S(p) = a;.Rp,(p)
aveca; >0
Translative S* S(p) = R, (¢) +b;
avecb; >0

TABLE 7 — Différentes classes d’échelles com-
patibles

Les échelles bornées font réellement sens,
puisque dans les cas pratiques la taille des poids

est finie. Etant donnés un ensemble de base de
croyance, la plus petite borne p possible est
Pmin = maz{|B;| : B; € E}, avec |B;| repré-
sentant le nombre des différents rangs de B;. Si
P < Pmin, alors I’ensemble des échelles compa-
tible est vide.

La classe des échelles translatives quant a elle
maintient les distances entre les différents poids.
En effet, quelque soit I’échelle translative consi-
dérée, V(pij, R, (i), (wijr, Rp,(0ij)) € Bi,
nous avons :

S(pij) — Spij) = Rp,(pi;) — B, (wijr).

Les échelles proportionnelles sont obtenues en
multipliant chaque poids Rp, (;;) d’une source

donnée par un entier strictement positif a;. Dans
ce cas, a; peut €tre vu comme un degré de
fiabilité de la source B; et I’opérateur de fu-
sion devient ainsi une somme pondérée. Enfin,
la classe des échelles linéaires généralise les
classes translatives et proportionnelles.

Un opérateur de fusion peut ainsi étre obtenu a

partir de chacune de ces classes. En effet, nous
LG < 1 1

pouvons définir 42’5(1,) (resp 42751, <5 5w, Ct

<%, ¢, ) comme étant les ordres issus de la défi-

nition 5 en remplacant S par S (resp. S', Sv,
and S°).

Nous analysons dans les section suivantes 1’im-
pact de ces différentes restrictions sur la pru-
dence et la productivité de ces opérateurs de fu-
sion ainsi que leur comportement vis-a-vis des
postulats de rationalité.

5.1 Impact sur les inférences

Le premier résultat surprenant est que la restric-
tion des échelles compatibles aux classes affines
et linéaires n’affecte pas le résultat de la fusion.

Proposition 6 Soient w, W' deux interpretations
de ). Alors :

E ! . E / . E
w 4273% w  SST W 4275}5 W SSt w 42 w .

En revanche, I’inférence basée sur les échelles
bornées est en général plus productive que Af,.
Mais cette inférence dépend fortement du choix
de p. En particulier, si I’on choisit une valeur
particuliere de p, I’opérateur de fusion standard
basé sur la somme peut étre recouvré dans cer-
tains cas bien précis :

Proposition 7 Supposons que E contiennent
des bases de croyance qui renferment exacte-
ment le méme nombre de rangs, py. Supposons
également que le poids maximal des différents
B; soit py. Dans ce cas Vw, W' € Q :

ESP0

E ! .
)y WSSt w Iz w

w <
=,5F0

Si I'on considere plus précisément I’inférence
basée sur les translations, elle est également en
général plus productive que AfL. Il est méme
possible d’exhiber un critére permettant de ca-
ractériser 1’ordre induit par 45 S5 cette carac-

térisation étant décrite dans la proposition sui-
vante.



Proposition 8 Soient w, W' deux interprétations
de Q). Alors w 455% W' si et seulement si :

(i) Y(vp(w)) < X(vep(W')) et

Le premier critere stipule que la somme des €1€é-
ments du profil associé a w doit étre inférieure
a la somme des éléments du profil associé a w’,
tandis que le second critere précise que w doit
également étre modele des bases dont w’ est mo-
dele.

L’ensemble des relations liant les différents opé-
rateurs est repris et complété par la figure 1.

5.2 Impact vis-a-vis des postulats de ratio-
nalité

La table 8 synthétise le comportement des opé-
rateurs précédemment définis vis-a-vis des pos-
tulats de rationalité traitant de majorité ou de
consensus. Nous avons également comme ré-
z . ‘u/ ‘u, .
sultats complémentaires Ag o) et Ay g qui sa-

tisfont tous deux (IC0), (IC1), (IC2*), (IC3*),
(IC5), et IC7).

[ acs*) ] ace) | acs) [ MAJ)) [ (MD [ (CSS)

% -~ [ VI V] V-

v
Al o v v v
AL s v - - v - -

TABLE 8 — Synthese des comportements lo-
giques

La principale raison du comportement non-
majoritaire de A5 (F) tient au fait que les nou-
veaux poids associés par les échelles compa-
tibles ne sont pas bornés. Par exemple, suppo-
sons qu’une base B; contienne et qu’une autre
base B, contienne —y. Comme les échelles
compatibles ne sont pas bornées, méme si B
est répétée m fois, il sera toujours possible
de construire une échelle compatible avec des
poids au moins m fois plus élevés pour By (et
donc pour =), ce qui bloquera I’inférence de

. C’est aussi pourquoi A; s Vérifie (MA]),

au contraire des autres opérateurs.

Cependant, Af, satisfait la plupart des postu-
lats de rationalité, a 1’exception des postulats
d’équité et de consensus, (IC4*) et (CSS). Une

question peut néanmoins se poser : peut-on sé-
lectionner une seule échelle compatible qui per-
mette de satisfaire a la fois (IC4*) et (CSS)?
La réponse est négative dans le cas général, sauf
dans des cas tres particuliers, comme celui dé-
crit par la proposition suivante.

Proposition 9 Soit E = {By, By} tel que
By = (p,Rp,(p)) et Ba = (¢, Rp,(¢')).
Soit S une échelle compatible avec E, alors :

A, 5 vérifie (IC4*) et (CSS) ssi S(p) =
S(¥').

Mais comme nous 1’avons précédemment indi-
qué, dans le cas général, il n’y a aucun espoir de
satisfaire a la fois (IC4*) et (CSS) en utilisant
une seule échelle compatible.

Proposition 10 I n’existe pas d’échelle com-
patible telle que Ag,s satisfasse les postulats

d’équité et de consensus pour un I/ donné :

JE, VS t.q. A5 s falsifie (IC47) ou (CSS).

Comme contre-exemple, il est possible de consi-
dérer E = { B, By, B3} avec By = {(aAc¢, 1)},
By = {(—a, 1)}, et By = {(—¢, 1), (a,2)}.

6 Etude comparative d’un point de
vue des inférences

Cette section étudie comparativement les opéra-
teurs de fusion précédemment définis entre eux,
mais aussi avec d’autres, du point de vue de la
productivité et de la prudence des différentes re-
lations d’inférence.

Par exemple, considérons les opérateurs ba-
sés sur le maximum A%, (E) (resp. Ay, (E)
pour le cas commensurable) définis exactement
comme AL (E) (resp. AL (E)) donné par la dé-
finition 5 (resp. la définition 3), excepté le fait
que I’opérateur d’agrégation somme > est rem-
placé par I’opérateur d’agrégation Maz (pour
plus de détails, voir [2]). Il est bien connu, dans
le cadre commensurable, que les opérateurs de
fusion basés sur la somme et sur le maximum
sont incomparables en terme de conclusions.
En revanche, dans le cas incommensurable, ces
deux opérateurs sont comparables, puisque nous
avons une relation d’inclusion stricte entre ces
deux relations d’inférence :

A5(E) = Ay, (E).



Une autre facon d’aborder la fusion de bases
de croyance incommensurables est de voir I’en-
semble £~ comme une base unique de croyance
partiellement ordonnée (K% <yr), avec K
un multi-ensemble contenant toutes les for-
mules de E et <yxre défini par : ¢;; <ge
i ssi dB; € E tel que p;; € B;, i €
B, et Rp,(pij) < Rp,(pix). Dans ce cas, le ré-
sultat de la fusion devient une sélection de mo-
deles préférés. Pour ce faire, la méthode basée
sur I’inclusion définie dans [3] et rappelée ici
peut étre utilisée :

Définition 6 Une interprétation w est dite Incl-
préférée & une interpretation W', noté w << o',
si et seulement si : Vo € KP t.q. w - pet =

o, W€ KEtquwlE et [E ety <ge
Q.

Ceci nous permet maintenant de définir direc-
tement un opérateur de révision A}, basé sur

alnel Les modeles de cette fusion seront les mo-
deles minimaux pour << :

Mod(Al,(E)) = Min(Mod(), 4},

La proposition suivante stipule que si chaque
base posseéde un seul élément, alors AY | et A,
menent au méme résultat.

Proposition 11 Supposons que chaque B;
contienne exactement une formule. Alors
Yo e L,

Aa(E) | ¢ ssi AG(E) = ¢

Cette proposition montre une fois de plus la
différence de comportement de 1’opérateur de
fusion basé sur la somme dans le cas incom-
mensurable. En effet, dans le cas commensu-
rable, si chaque base ne possede qu’une seule
formule pondérée a 1, alors I’opérateur basé sur
la somme est plus productif que I’approche ba-
sée sur l’inclusion. En revanche, si les bases
de croyance B; contiennent plus d’une for-
mule, A} (E) et AL(E) redeviennent incom-
parables en terme de conclusions. Nous illus-
trons ceci a I’aide de I’exemple suivant :

Exemple 7 Considérons E1 = { By, Bs, B3} tel
que By = {(a Ab, 1)}, By = {(—-a Ab1)}
et By = {(a,1)}. L'opérateur basé sur la

somme va conclure {a}, contrairement a celui
basé sur ’inclusion. Considérons maintenant
Ey = {By, By} avec By = {(b,2),(a,1)} et
By = {(—a,2)}. Cette fois-ci, I’opérateur basé
sur Iinclusion déduit {b}, ce que ne déduira pas
[’opérateur basé sur la somme.

I
A Max

A/ZL: = AE,SZ = AE,SM(E]"Zat AlItncl)

Iz Iz I
A]\f(l;lj Az,sm AZ,SU)

FIGURE 1 — Productivité et prudence des diffé-
rents opérateurs proposés

La figure 1 présente une syntheése de I’ensemble
des liens de tous les opérateurs présentés dans
cet article en terme de productivité et de pru-
dence d’inférence. La fleche Ay — A\, signi-
fie que le résultat de la fusion A\; peut étre in-
féré par A,. Le cas de bases de croyance ne
possédant qu’une seule formule est aussi repré-
senté. Dans ce cas, A}, est plus prudent que
la version bornée avec p = 1. En fait, dans
ce cas, nous retrouvons l’inférence lexicogra-
phique [1,11].

7 Conclusion

Cet article a analysé en détail différentes dé-
clinaisons de I’opérateur de fusion basé sur la
somme dans le cadre incommensurable. Nous
avons proposé plusieurs caractérisations du ré-
sultat de ces opérateurs en terme d’ordre de Pa-
reto et d’échelles compatibles. Nous avons éga-
lement étudié le comportement de cet opérateur
et nous avons montré que son comportement di-
verge dans le cas incommensurable : I’opéra-
teur somme n’est plus dans ce cas un opéra-
teur majoritaire. De surcroit, nous avons ana-
lysé différentes restrictions sur les échelles com-
patibles en définissant différentes classes. Par
exemple les échelles bornées permettent de re-
trouver la propriété de majorité. En outre, nous
avons considéré le postulat d’équité (IC4*) et
le nouveau postulat de consensus présenté dans
cet article, (CSS). En particulier, nous avons
montré I’impossibilité de ne sélectionner qu’une



seule échelle compatible et de satisfaire ainsi
ces deux postulats en méme temps. Enfin, nous
avons comparé les différentes relations d’infé-
rence d’un point de vue de productivité et de
prudence afin d’obtenir un panorama extréme-
ment complet des comportements d’opérateurs
basés sur la somme lorsque I"hypothese de com-
mensurabilité ne tient plus. Cependant, diverses
questions demeurent, en particulier I’existence
d’une caractérisation complete en terme de pos-
tulats des différents opérateurs proposés ou en-
core la complexité théorique des méthodes de
fusion définies.
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