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La conjecture de Casas Alvero pour les degré 5pe

Mustapha CHELLALI & Alain SALINIER

Résumé : Selon la conjecture de Casas Alvero, si un polynôme à une variable de degré n sur un corps commutatif de

caractéristique 0 est non premier avec chacune de ses n−1 premières dérivés, alors il est de forme c(X− r)n. Soient

p un nombre premier et e un entier, la conjecture a été démontrée pour les polynômes de degré pe, 2pe, 3pe

(p 6= 2) et 4pe (p 6= 3, 5, 7). Dans ce travail on montre que la conjecture est vrai pour les polynômes de degré

5pe (p 6= 2, 3, 7, 11, 131, 193, 599, 3541, 8009). On corrige aussi une erreur dans [4] pour les degré 4pe

1 Introduction

Soit k un corps commutatif, P ∈ k[X ] un polynôme de degré n, la conjecture de Casas-
Alvero veut que si P est non premier avec chacune de ses n − 1 premières dérivées, alors
c’est un monôme, c’est-á-dire de la forme c(X−r)n. Cette conjecture est évidement fausse si
la caractéristique de k est 6= 0 comme le montre l’exemple P = Xp+1−Xp en caractéristique
p. Suivant [6], il importe de modifier l’énoncé de la conjecture en caractéristique 6= 0,
en remplaçant les dérivés ordinaire P (i) par les dérivés de Hasse définies par P (X + h) =
∑

i Pi(h)X
i (en caractéristique 0 on a simplement Pi = P (i)/i!). Un lien intéressant a été

trouvé entre la conjecture en caractéristique 0 et la conjecture en caractéristique p 6= 0 (cf
[6] voir aussi [4] pour une preuve élémentaire), en notons Fp la clôture algébrique de Fp, il
s’énonce comme suit :

Proposition 1.1 Soit n un entier ≥ 1

• Si pour un nombre premier donné p la conjecture de Casas-Alvero est vrai sur Fp pour
tout polynôme de degré n, alors elle est vrai en caractéristique 0 pour tout polynôme
de degré de la forme npe (e ∈ N)

• Inversement si la conjecture est vrai en caractéristique 0 pour tout polynôme de degré
n, alors elle est vrai sur Fp pour tout polynôme de degré n, sauf peut être pour un
nombre fini de p.

Comme conséquence on obtient :

• Pour n = 1, il n’y a aucun mauvais nombre premier, par conséquent la conjecture est
vrai pour tout polynôme de degré pe (p premier)
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• Pour n = 2, si un polynôme de degré 2 vérifie les hypothèses de Casas-Alvero, comme
il a une racine double, c’est un monôme, par suite la conjecture est vrai pour tout
polynôme de degré 2pe (p premier)

• Pour n = 3, cherchons les mauvais nombres premiers, soit p un nombre premier , soit
P un polynôme de degré 3 sur Fp vérifiant les hypothèses de Casas-Alvero , après
transformation affine on se ramène à P de la forme X3−aX2, écartons d’abord les cas
p = 2, 3 puisque la conjecture de Casas-Alvero est vérifiée pour 3e et que on sait que
X3 −X2 est un contre exemple en caractéristique 2

{

P ′ = 3X2 − 2aX
P2 = 3X − a

Si 0 est racine de P ′′ −→ a = 0 −→ P = X3, sinon la racine de P ′′ en commun avec
P est a −→ 2a = 0 −→ a = 0. Ainsi 2 est le seul mauvais nombre premier.

Conclusion : Si p est nombre premier 6= 2 la conjecture de Casas-Alvero est vrai pour
les polynômes de degré 3pe

• Pour n = 4, cherchons les mauvais nombres premiers, soit p un nombre premier , soit
P un polynôme de degré 4 sur Fp vérifiant les hypothèses de Casas-Alvero , après
transformation affine on se ramène à P de la forme X4− aX3 + bX2, écartons d’abord
les cas p = 2, 3 puisque la conjecture de Casas-Alvero est vérifiée pour 2e et que on
sait que X4 −X3 est un contre exemple en caractéristique 3.







P ′ = 4X3 − 3aX2 + 2bX
P2 = 6X2 − 3aX + b
P3 = 4X − a

Supposons d’abord que 0 n’est pas racine de P ′′ et P ′′′ soit ab 6= 0, écrivons P =
X2(X − x1)(X − x2), soient α, β les racines de P ′′ et P ′′′ en commun avec P , on peut
supposer que β = x1, deux cas sont alors possibles (α, β) = (x1, x1) ou (α, β) = (x2, x1)

– 1 er cas : (α, β) = (x1, x1)

{

4x1 = a = x1 + x2 −→ x2 = 3x1

6x2
1 − 12x2

1 + b = 0 −→ b = 6x2
1 soit 6x2

1 = x1x2 = 3x2
1 −→ x1 = x2 = 0

– 2 ème cas : (α, β) = (x2, x1)

{

4x1 = a = x1 + x2 −→ x2 = 3x1

6x2
2 − 12x1x2 + b = 0 −→ b = −2x2

2 soit − 2x2
2 = x1x2 = 3x2

1 −→ 21x2
1 = 0 −→ p = 7

Inversement si p = 7, prenons x1 = 1 et x2 = 3x1 = 3 et P = X2(X − 1)(X − 3)
on a P ′′′(1) = 0 et P ′′(3) = 0, donc P vérifie les hypothèses de Casas-Alvero dans
F7 et n’est pas monôme, ainsi 7 est un mauvais nombre premier.

Supposons maintenant que 0 est racine de P ′′ ou P ′′′ soit a ou b = 0 (mais pas les deux
car dans ce cas P serait monôme et p un bon nombre premier )
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• a = 0 −→ x1 + x2 = 0, on peut supposer que la racine de P ′′ est alors x1 6= 0 −→
6x2

1 + b = 0 −→ b = −6x2
1 = x1x2 = −x2

1 −→ 5x2
1 = 0 −→ p = 5. Inversement si

p = 5, posons x1 = 1 et x2 = −1 et P = X2(X − 1)(X + 1) on a P ′(0) = P ′′′(0) = 0
et P ′′(1) = 6 − 1 = 0, donc P vérifie les hypothèses de Casas-Alvero dans F5 et n’est
pas monôme, ainsi 5 est un mauvais nombre premier. Ce cas est passé inaperçu dans
[4] suite a une erreur de considération de déterminant (cf page 33)

• b = 0 −→ x1x2 = 0, on peut supposer que la racine de P ′′′ est alors x1 6= 0 −→
4x1 − a = 0 −→ a = 4x1 = x1 + x2 −→ 3x2

1 = 0 −→ x1 = x2 = 0.

Conclusion : Si p est nombre premier 6= 3, 5, 7 la conjecture de Casas-Alvero est vrai
pour les polynômes de degré 4pe

2 Cas des degrés 5pe

Notre résultat principal est :

Proposition 2.2 La conjecture de Casas-Alvero est vrai pour les polynômes de degré 5pe,
e entier et p premier 6= 2, 3, 7, 11, 131, 193, 599, 3541, 8009

Preuve : Nous allons poursuivre les méthodes ci-dessus pour déterminer les mauvais
nombres premiers pour les polynômes de degré 5. Soit P un polynôme de degré 5 sur Fp

vérifiant les hypothèses de Casas-Alvero , après transformation affine on se ramène à P de
la forme X5−aX4+ bX3− cX2, écartons d’abord les cas p = 2, 3, 5 puisque la conjecture de
Casas-Alvero est vérifiée pour 5e et que X5 −X4 est un contre exemple en caractéristique 2
et X5 +X4 est un contre exemple en caractéristique 3.















P ′ = 5X4 − 4aX3 + 3bX2 − 2cX
P2 = 10X3 − 6aX2 + 3bX − c
P3 = 10X2 − 4aX + b
P4 = 5X − a

Soient α, β, γ les racines de P ′′, P ′′′, P (4) en commun avec P , nous distinguons deux cas :

• 1 er cas : 0 /∈ {α, β, γ}

Ecrivons P = X2(X − x1)(X − x2)(X − x3), on peut supposer γ = x1

– Cas (α, β, γ) = (x1, x1, x1)



























P4(x1) = 5x1 − a = 0 −→ 5x1 = a = x1 + x2 + x3 −→ 4x1 = x2 + x3

P3(x1) = 0 −→ 10x2
1 − 20x2

1 + b = 0

−→ b = 10x2
1 = x1x2 + x1x3 + x2x3 = 4x2

1 + x2(4x1 − x2) −→ 6x2
1 − 4x1x2 + x2

2 = 0

P2(x1) = 0 −→ 10x3
1 − 30x3

1 + 30x3
1 − x1x2x3 = 0 −→ 10x2

1 = x2x3 = x2(4x1 − x2)

−→ 10x2
1 − 4x1x2 + x2

2 = 0

Comme x1 est supposé 6= 0, posons r = x2/x1, on a le système :
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{

r2 − 4r + 6 = 0
r2 − 4r + 10 = 0

Le resultant de ces deux équations est 16 6= 0 puisque p 6= 2, par suite ce cas est
impossible.

– Cas (α, β, γ) = (x3, x2, x1)



















































P4(x1) = 5x1 − a = 0 −→ 5x1 = a = x1 + x2 + x3 −→ 4x1 = x2 + x3

P3(x2) = 0 −→ 10x2
2 − 20x1x2 + b = 0

−→ b = −10x2
2 + 20x1x2 = x1x2 + x1x3 + x2x3 = 4x2

1 + x2(4x1 − x2)

−→ 4x2
1 − 16x1x2 + 9x2

2 = 0

P2(x3) = 0 −→ 10x3
3 − 30x1x

2
3 + 3(−10x2

2 + 20x1x2)x3 − x1x2x3 = 0
−→ 10x2

3 − 30x1x3 + 3(−10x2
2 + 20x1x2)− x1x2 = 0

−→ 10(4x1 − x2)
2 − 30x1(4x1 − x2) + 3(−10x2

2 + 20x1x2)− x1x2 = 0

−→ 40x2
1 + 9x1x2 − 20x2

2 = 0

Comme x1 est supposé 6= 0, posons r = x2/x1, on a le système :

{

9r2 − 16r + 4 = 0
−20r2 + 9r + 40 = 0

Le resultant de ces deux équations est 32036 = 22.8009 puisque p 6= 2 cela n’est
possible que si p = 8009. Inversement si p = 8009 on va remonter ces équations
pour construir un contre exemple modulo p. eliminon r entre ces deux equations
on obtient r = 440/239 = 2113 mod 8009. En fixant x1 = 1 alors x2 = r et
x3 = 4x1 − x2 = 4− r, cela doone le contre exemple :

P = x2(x− 1)(x− r)(x− 4 + r) = x5 − 5x4 − 3309x3 + 3313x2 mod 8009

On vérifie bien que modulo 8009 on a

P4(1) = 0
P3(r) = 0

P2(4− r) = 0

– Cas (α, β, γ) = (x2, x1, x1)











































P4(x1) = 5x1 − a = 0 −→ 5x1 = a = x1 + x2 + x3 −→ 4x1 = x2 + x3

P3(x1) = 0 −→ 10x2
1 − 20x2

1 + b = 0

−→ b = 10x2
1 = x1x2 + x1x3 + x2x3 = 4x2

1 + x2(4x1 − x2) −→ 6x2
1 − 4x1x2 + x2

2 = 0

P2(x2) = 0 −→ 10x3
2 − 30x1x

2
2 + 30x2

1x2 − x1x2x3 = 0
−→ 10x2

2 − 30x1x2 + 30x2
1 − x1x3 = 0

−→ 10x2
2 − 30x1x2 + 30x2

1 − x1(4x1 − x2) = 0

−→ 26x2
1 − 29x1x2 + 10x2

2 = 0
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Comme x1 est supposé 6= 0, posons r = x2/x1, on a le système :

{

r2 − 4r + 6 = 0
10r2 − 29r + 26 = 0

Le resultant de ces deux équations est 386 = 2.193 puisque p 6= 2 cela n’est
possible que si p = 193. Inversement si p = 193 on va remonter ces équations
pour construir un contre exemple modulo p. eliminon r entre ces deux equations
on obtient r = 34/11 = 161 mod 193. En fixant x1 = 1 alors x2 = r et x3 =
4x1 − x2 = 4− r, cela doone le contre exemple :

P = x2(x− 1)(x− r)(x− 4 + r) = x5 − 5x4 + 10x3 − 6x2 mod 193

On vérifie bien que modulo 193 on a

P4(1) = 0
P3(r) = 0

P2(4− r) = 0

– Cas (α, β, γ) = (x1, x2, x1)



















































P4(x1) = 5x1 − a = 0 −→ 5x1 = a = x1 + x2 + x3 −→ 4x1 = x2 + x3

P3(x2) = 0 −→ 10x2
2 − 20x1x2 + b = 0

−→ b = −10x2
2 + 20x1x2 = x1x2 + x1x3 + x2x3 = 4x2

1 + x2(4x1 − x2)

−→ 4x2
1 − 16x1x2 + 9x2

2 = 0

P2(x1) = 0 −→ 10x3
1 − 30x1x

2
1 + 3(−10x2

2 + 20x1x2)x1 − x1x2x3 = 0
−→ 10x2

1 − 30x1x1 + 3(−10x2
2 + 20x1x2)− x2x3 = 0

−→ 10x2
1 − 30x1x1 + 3(−10x2

2 + 20x1x2)− x2(4x1 − x2) = 0

−→ −20x2
1 + 56x1x2 − 29x2

2 = 0

Comme x1 est supposé 6= 0, posons r = x2/x1, on a le système :

{

9r2 − 16r + 4 = 0
29r2 − 56r + 20 = 0

Le resultant de ces deux équations est 256 = 28 puisque p 6= 2 ce cas est impossible.

– Cas (α, β, γ) = (x2, x2, x1)



















































P4(x1) = 5x1 − a = 0 −→ 5x1 = a = x1 + x2 + x3 −→ 4x1 = x2 + x3

P3(x2) = 0 −→ 10x2
2 − 20x1x2 + b = 0

−→ b = −10x2
2 + 20x1x2 = x1x2 + x1x3 + x2x3 = 4x2

1 + x2(4x1 − x2)

−→ 4x2
1 − 16x1x2 + 9x2

2 = 0

P2(x2) = 0 −→ 10x3
2 − 30x1x

2
2 + 3(−10x2

2 + 20x1x2)x2 − x1x2x3 = 0
−→ 10x2

2 − 30x1x2 + 3(−10x2
2 + 20x1x2)− x1x3 = 0

−→ 10x2
2 − 30x1x2 + 3(−10x2

2 + 20x1x2)− x1(4x1 − x2) = 0

−→ −4x2
1 + 31x1x2 − 20x2

2 = 0
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Comme x1 est supposé 6= 0, posons r = x2/x1, on a le système :

{

9r2 − 16r + 4 = 0
20r2 − 31r + 4 = 0

Le resultant de ces deux équations est −524 = −22.131 puisque p 6= 2 cela n’est
possible que si p = 131. Inversement si p = 131 on va remonter ces équations
pour construir un contre exemple modulo p. eliminon r entre ces deux equations
on obtient r = 44/41 = 49 mod 131. En fixant x1 = 1 alors x2 = r et x3 =
4x1 − x2 = 4− r, cela doone le contre exemple :

P = x2(x− 1)(x− r)(x− 4 + r) = x5 − 5x4 + 26x3 − 22x2 mod 131

On vérifie bien que modulo 131 on a

P4(1) = 0
P3(r) = 0

P2(4− r) = 0

• 2 ème cas : 0 ∈ {α, β, γ}

Autrement dit a ou b ou c = 0, on a les resultants

Resx(P, P2) = 100 a3 c4 − 24 a2 b2 c3 − 459 a b c4 + 98 b3 c3 + 729 c5

Resx(P, P3) = 96 a3 b2 c− 18 a2 b4 − 480 a b3 c + 81 b 5 + 1000 b2 c2

Resx(P, P
(4)) = 4 a5 − 25 b a3 + 125 c a2

– 1er cas : a = 0

Dans ce cas les resultants ci-dessus deviennent :

Resx(P, P2) = c3(98 b3 + 729 c2)
Resx(P, P3) = b2(81 b3 + 1000 c2)

Si P vérifie les hypothèses de Casas-Alvero on aura alors

c3(98 b3 + 729 c2) = 0
b2(81 b3 + 1000 c2) = 0

Si c = 0 −→ 81b5 = 0 −→ b = 0 car p 6= 3. Si b = 0 −→ 729c5 = 0, soit
93c5 = 0 −→ c = 0. si bc 6= 0 le système ci-dessus a un déterminant nul :

98.1000− 81.729 = 0

Soit 11.3541 = 0 −→ p = 11 ou p = 3541
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∗ Cas p = 11 prenons c = 1 if faut que b3 = −729/98 = 3 mod 11 −→ b = −2,
d’où :

P = x5 − 10x3 − 3x2

On vérifie que

P = x2(x+ 1)(x+ 3)(x− 4) mod 11

On vérifie que

P2(−3) = 0 mod 11
P3(−3) = 0 mod 11
P4(0) = 0 mod 11

∗ Cas p = 3541 pour réaliser 81 b3 +1000 c2 = 0 il suffit de prendre b = −10 et
c = 9 :

P = x5 − 10x3 − 9x2

On vérifie que

P = x2(x+ 1)(x− 1567)(x+ 1566) mod 3541

On vérifie que

P2(1567) = 0 mod 3541
P3(−1) = 0 mod 3541
P4(0) = 0 mod 3541

– 2ème cas : b = 0

Dans ce cas les resultants ci-dessus deviennent :

Resx(P, P2) = c4 · (100 a3 + 729 c)
Resx(P, P4) = a2 · (4 a3 + 125 c)

Si P vérifie les hypothèses de Casas-Alvero on aura alors

c4 · (100 a3 + 729 c) = 0
a2 · (4 a3 + 125 c) = 0

Si c = 0 −→ 4a5 = 0 −→ a = 0 car p 6= 2. Si a = 0 −→ 729c5 = 0, soit
93c5 = 0 −→ c = 0. si ac 6= 0 le système ci-dessus a un déterminant nul :

100.125− 4.729 = 0

Soit 9584 = 24.599 = 0 −→ p = 599. Pour réaliser a2 · (4 a3 + 125 c) = 0 prenons
c = 4 et a = −5 d’où :
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P = x5 + 5x4 − 4x2

On vérifie que

P = x2(x+ 1)(x+ 269)(x− 265) mod 599

et

P2(−269) = 0 mod 599
P3(0) = 0 mod 599
P4(−1) = 0 mod 599

– 3ème cas : c = 0

Dans ce cas les resultants ci-dessus deviennent :

Resx(P, P3) = (−9) · b4 · (2 a2 − 9 b)
Resx(P, P4) = a3 · (4 a2 − 25 b)

Si P vérifie les hypothèses de Casas-Alvero on aura alors

(−9) · b4 · (2 a2 − 9 b) = 0
a3 · (4 a2 − 25 b) = 0

Si b = 0 −→ 4a5 = 0 −→ a = 0 car p 6= 2. Si a = 0 −→ 92b5 = 0 −→ b = 0. si
ab 6= 0 le système ci-dessus a un déterminant nul :

2.(−25) + 4.9 = 0

Soit −14 = −2.7 = 0 −→ p = 7. Pour réaliser (−9) · b4 · (2 a2 − 9 b) = 0 prenons
b = 2 et a = 3 d’où :

P = x5 − 3x4 + 2x3

On vérifie que

P = x3(x− 1)(x− 2) mod 7

et

P2(0) = 0 mod 7
P3(1) = 0 mod 7
P4(2) = 0 mod 7
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3 Conclusion

• Les resulats ci dessus ne permettent pas de décider pour les degrés : 12,20,24,28,30,35,36,...

• Les méthode ci dessus ne semblent pas s’étendre au cas du degrés 6, le contre exemple
de [6]

P = X6 + 3144481702696843X4 +X3 + 2707944513497181X2

p = 7390044713023799

laisse supposer que les mauvais nombres premiers de ce cas sont trés grands et leur
nombre est grand
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