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FORMES MODULAIRES DE HILBERT MODULO p
ET VALEURS D’EXTENSIONS GALOISIENNES

par

Christophe Breuil & Fred Diamond

Résumé. — Soit F' un corps totalement réel, v une place de F' non ramifiée di-
visant p et p : Gal(Q/F) — GL2(F,) une représentation continue irréductible dont
la restriction pl al(Fy /B, St réductible et suffisamment générique. Si p est modu-
laire (et satisfait quelques conditions techniques faibles), nous montrons comment
retrouver I'extension correspondante entre les deux caracteres de Gal(F,/F,) en
terme de l'action de GLg(F},) sur la cohomologie modulo p.

Abstract. — Let F be a totally real field, v an unramified place of F' dividing
p and p: Gal(Q/F) — GLy(F,) a continuous irreducible representation such that
Plea®; /F,) is reducible and sufficiently generic. If p is modular (and satisfies some
weak technical assumptions), we show how to recover the corresponding extension
between the two characters of Gal(F,/F,) in terms of the action of GLy(F,) on
the cohomology mod p.
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1. Introduction

Soit F' un corps totalement réel, v une place de F' divisant p et F), le complété de
F en v, le H' étale modulo p de tours de courbes de Shimura sur F' de niveau en v
arbitrairement grand fournit des représentations lisses de GLy(F,) sur F,, que 1'on
aimerait comprendre. Si f est une forme de Hilbert propre pour les opérateurs de
Hecke de représentation galoisienne modulo p associée p; irréductible, on aimerait
par exemple déja savoir décrire la partie p-isotypique de ces représentations de
GLy(F,). Ceci est chose faite lorsque F,, = Q, (au moins lorsque F' = Q [19],
mais cela devrait s’étendre a tout F') mais demeure largement mystérieux lorsque

FU%QP'

Une des premieres tentatives a été de comprendre les représentations de
GL3(Op,) apparaissant (& multiplicité pres) dans le GLy(Op, )-socle de cette par-
tie p;-isotypique : dans [8], les auteurs donnent une liste conjecturale explicite de
ces “poids de Serre” lorsque F;, est une extension non ramifiée de Q,,, conjecture
qui vient d’étre completement démontrée par Gee et Kisin ([24], voir aussi le
travail a venir de Newton). Cette liste ne dépend que de la représentation locale
Prlcam /r,) (et méme seulement de sa restriction a l'inertie). A la suite de [8],

des représentations lisses admissibles de GLy(F,) sur F, avec les GLy (O, )-socles
de [8] ont été construites dans [5] de maniére purement locale en supposant
Prlcam k) suflisamment générique. Des résultats partiels dans le cas de variétés
de Shimura compactes a l'infini (cf. [3]), des calculs informatiques de Dembélé
(dans le méme cadre, cf. [15]) et des résultats a venir d’Emerton, Gee et Savitt
montrent que l'on peut s’attendre a ce que la partie p,-isotypique ci-dessus
contienne l'une des représentations de [5] (lorsque pylgam,/m,) est générique).
Mais I'une des nouveauté de [5] est que, des que F, # Q, (avec F, non ramifiée),
alors il y a énormément de représentations lisses admissibles de GLy(F,) sur
F, de socle fixé (celui correspondant a Ptleam k). Plus précisément, dans
les “diagrammes” que contiennent les représentations de [5] apparaissent de
multiples “parametres” dont le nombre grossit exponentiellement avec le degré
[Fy : Q) et dont les valeurs sur la partie p;-isotypique ci-dessus (supposée
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contenir I'un de ces diagrammes) sont pour la plupart a ce jour mystérieuses (par
exemple, on ignore si toutes sont locales, i.e. ne dépendent que de p¢|q. 7 / F))-

Du coté représentations de Galois, il n’y a pas de parametres nouveaux
qui apparaissent lorsque l'on passe de Gal(Q,/Q,) & Gal(F,/F,), sauf si la
représentation de Gal(F,/F,) est une extension non scindée entre deur ca-
ractéres : on sait en effet que 'espace de ces extension est génériquement de
dimension [F, : Q] sur E. Une question naturelle se pose alors : est-ce que
parmi les nombreux parametres qui apparaissent coté GLo(F,) il s’en trouve
au moins quelques uns dont les valeurs déterminent completement 1’extension
entre les deux caractéres de la représentation de Gal(F,/F,) lorsque celle-ci est
(générique) réductible non scindée 7 Le but de cet article est de montrer que
oui : lorsque p¢lgam k) est générique réductible, nous montrons d’une part
que certains des parametres de [5] coté GLo(F,) sont bien définis (sans aucune
conjecture) sur la partie p-isotypique du H 1 étale ci-dessus, et d’autre part que
leurs valeurs permettent de retrouver effectivement 1’extension précise entre les
caracteres de Pyl /r,)- Notons que ce genre de résultat n’a d’équivalent ni
modulo ¢ # p (puisque génériquement il n’y a pas d’extension non scindée entre
deux caractéres de Gal(F,/F,) modulo ¢ # p) ni modulo p pour Gal(Q,/Q,)
(puisque génériquement il y a alors une seule extension non scindée).

Enon(;ons maintenant plus précisément les résultats principaux de D'article.
On suppose donc F, non ramifiée et on note k, son corps résiduel. On fixe
une représentation continue, irréductible, totalement impaire p : Gal(Q/F) —

GLy(F,) et on suppose que p|q. 75, est réductible générique, c’est-a-dire de la
forme (quitte a tordre par un caractere) :

nr, ” wrreth ok

Pleam my) = oiky T,
0 nrl,
ou 7,5 € {0,---,p — 3} (non tous égaux a 0 ou a p — 3), w, est le caractere

fondamental de Serre associé au plongement o et nr,,nr, des caracteres non
ramifiés. On peut alors décrire explicitement ﬁ‘Gal(E /r,) bar le truchement de
son module de Fontaine-Laffaille contravariant :

[[ (M7 =F,ec @F, (7 Filo' M =T, )

U:kv‘%ﬁ
—1
e’ = Q€7
avec {80( ) b

o1 ool
o gp”’v,v‘f‘l(fo-) - BU,O’(fO— v + xv,a'eg ks )
F,. Maintenant, on suppose p modulaire, c¢’est-a-dire :

N —X
ol e, Bve €F, et z,, €

_\ déf _ =
Tp(p) = HOIHE[GM(@/F)} <ﬂ7hﬂH§t(XU,@an)(1)> # 0
U
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ou (Xy)y est une tour de courbes de Shimura sur F' associée a une algebre
de quaternions D sur F' déployée en une seule des places infinies de F' ainsi
qu'aux places divisant p (U parcourant les sous-groupes ouverts compacts de

~

(D ®z 7Z)*). Sous quelques hypothéses techniques sur p (que nous n’avons pas

~

cherché a optimiser, cf. début du § 3.3), on peut utiliser I'action de (D ®z Z)*
sur mp(p) aux places différentes de v pour définir un “facteur local” 7p,(p) en
v qui est une représentation lisse admissible de (D ®p F,)* = GLy(F,) sur F,
(mais dont on ignore si elle ne dépend que de ﬁ|Gal(F7 / Fv))' Notons que 1’'on ne
dispose pas ici a priori d'une factorisation de 7wp(p) “ala Flath” (bien que cela soit
conjecturé, cf. [8, Conj.4.7] et le § 3.1), d’ott la nécessité de définir soigneusement

ce facteur local 7p ,(p).

Si J est un sous-ensemble des plongements de k, dans E, on définit la “frontiere
de J” F(J) comme I'ensemble des plongements o : k, — F, tels que ou bien
c€Jetogop ¢ J oubien o ¢ Jetoop ! €J ol p est le Frobenius usuel
x — 2P sur k,. Notons [(OF,) le sous-groupe de GLy(OF,) des matrices triangu-
laires supérieures modulo p et 1;(Op,) C I(Op,) celui des matrices unipotentes
supérieures modulo p. Le premier théoreme associe a mp,(p) certains invariants
x(J) de F,” qui apparaissent naturellement dans les diagrammes de [5, § 13]
(bien qu'ils n’y soient pas explicités).

Théoréme 1.1. — Soit J tel que F(J)N{o,z,, =0} = 0. Il existe a scalaire
prés un unique vecteur v € mp () OF) non nul sur lequel I(OF,) agisse par le
caractere [, ;0" 1,0 @1, 0™ g, 07" de (OF,)/I1(OF,) = k) <k

et un unique élément x(J) € T, tel que U'on ait Iégalité dans mp ,(p) :

(L) D - (er )1 )

s€ky No€J s€ky NodJ

ot [s] est le représentant multiplicatif de s dans Op,.

Lorsque {0, z,, = 0} = 0, les invariants x(J) ci-dessus sont les seuls invariants
de [5], mais il en apparait bien d’autres lorsque {0, z,, = 0} # (). Les résultats
de [5] montrent par ailleurs que I'on peut construire des représentations lisses
admissibles de GLy(F,) sur I, avec le GLy(Op, )-socle correspondant a Pleam/r)
et des valeurs presque quelconques de ces invariants x(J) (voir § 2.6), de sorte que
les valeurs prises par les scalaires z(J) du théoreme 1.1 ne peuvent pas du tout
étre prédites a priori. Le deuxieme théoréeme donne ces valeurs précises.
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Théoréme 1.2. — Soit J tel que F(J)N{o,2,, =0} =0, on a :

H xv,o(’rv,a + ]-)

UEJ

= (TTee T ) 25 e F"
g] Ugf memg ) "

00<p 1€J

En particulier, on voit que ces valeurs sont locales, i.e. ne dépendent que de
ﬁ|Ga1(E /F,)» €€ qui n’était pas évident a priori. Notons que les scalaires o, -, By, €t
Ty, e sont pas définis de maniere unique (comme le lecteur peut immédiatement
le voir en faisant un changement de base sur M7 qui respecte les structures), mais
on peut vérifier directement que les scalaires x(.J) du théoréme 1.2 ne dépendent
pas des choix faits. En particulier, on peut supposer tous les o, , (resp. B,o)
égaux & 1 sauf un, donné alors par nr/ (p~!) (resp. nr,(p~!)) et, quitte & faire un
changement de base, on peut également supposer que 1'un des z,, vaut 1 (du
moins s'il existe un z, , non nul, mais dans le cas contraire p| g,z /x,) est scindée
et les invariants x(J) donnés par les théoremes ci-dessus se limitent a nr,(p) et
nr! (p)). Le lecteur pourra alors vérifier, en prenant par exemple des J de la forme
{o,00¢,--- 00’} pour o et j convenables, que 1'on retrouve facilement les
valeurs de tous les autres z, , non nuls a partir des valeurs des z(.J) du théoreme
1.2.

Disons quelques mots sur les preuves des théoremes 1.1 et 1.2. Le coeur du
ik (Sym"™* [, ) (voir
§ 2.1 pour les notations) apparait avec multiplicité un dans le GLg((’)Fv) socle
de mp,(p) (le fait qu'il apparaisse était essentiellement déja connu). Cela se
démontre en utilisant les techniques de multiplicité un issues de la méthode de
Taylor-Wiles comme inauguré par Fujiwara ([21]) et I'un d’entre nous ([16]). Un
deuxieme ingrédient essentiel est que la représentation de GLy(Op,) sur IETp

GL @)
w55 (o Tl o T Tl

oed o¢J oed ogJ

théoreme 1.1 est de montrer que le poids de Serre ®

n’a qu’un seul de ses constituants qui apparait dans ce GLy(OF,)-socle : a savoir

le poids de Serre ®,(Sym"” IFTPQ)” ci-dessus. Cela se déduit par exemple di-
rectement de [24] et d’un calcul facile (mais peut aussi se démontrer de maniére
plus élémentaire sans utiliser [24]). Une fois ces deux ingrédients disponibles,
I'existence de x(J) se ramene essentiellement & de la théorie des représentations
(cf. proposition 2.6.1).

Le coeur du théoréme 1.2 est un calcul local coté Gal(F,/F,) et un autre
coté GLy(F,). Coté Gal(F,/F,), on calcule la réduction modulo p des valeurs
propres du Frobenius (multipliées par les bonnes puissances de p) sur les modules
de Dieudonné des représentations potentiellement Barsotti-Tate de Gal(F,/F,)
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de donnée de descente [[[,,wt '[],¢ 00" ® [[L,eswo "Il g05 "] relevant
Pleam k) ([-] est le représentant de Teichmiiller). Coté GLo(F,), on calcule

la réduction modulo p d’un scalaire Z(J) € Z, défini essentiellement comme le
scalaire z(.J) du théoreme 1.1 mais a l'intérieur de la série principale lisse usuelle
en caractéristique 0 associée (par la correspondance de Langlands locale clas-
sique) a la représentation de Weil-Deligne d’une représentation potentiellement
Barsotti-Tate comme ci-dessus, au lieu de la représentation mp,(p). Comme
ce calcul fait intervenir les valeurs propres du Frobenius via la compatibilité
local-global classique ([35]), en mettant bout a bout les deux calculs, on obtient
la formule du théoreme 1.2. Signalons que ces calculs locaux ont été étendus
par Hu ([27]) pour déterminer la valeurs de quelques autres parametres de [5]
analogues aux parametres z(.J).

Au passage, on donne aussi dans le cours du texte un résultat annexe qui a
un intérét indépendamment des deux théoremes ci-dessus. Méme lorsque D n’est
pas déployée en v, on peut définir un facteur local mp,(p). On montre que cette
représentation de (D ®p F,)* est alors toujours de longueur infinie (méme si
F, = Q,, cf. corollaire 3.5.4). La preuve utilise I'existence de représentations
irréductibles en caractéristique 0 de dimension (finie) arbitrairement grande de
(D ®F F,)*, le calcul de la réduction modulo p des types de Bushnell-Kutzko
présenté en appendice et des arguments de congruence. Evidemment, elle ne
marche plus si D est déployée en v.

Passons maintenant brievement en revue les différentes sections de I'article. La
premiere partie rassemble tous les calculs locaux et la seconde tous les résultats
globaux (dont les deux théoréemes 1.1 et 1.2). Apres des préliminaires (§ 2.1),
on calcule explicitement aux §§ 2.2 et 2.3 le module de Fontaine-Laffaille con-
travariant de la réduction modulo p de certaines représentations potentiellement
Barsotti-Tate de donnée de descente [[ [, ;wb™ 1,4 w57l © [ [, ;0o [1pg 00h -
Au § 2.4, on en déduit le calcul de la réduction modulo p des valeurs propres de
Frobenius mentionné ci-avant (théoreme 2.4.1). Au § 2.5, on calcule la réduction
modulo p des invariants Z(J) dans les séries principales modérément ramifiées
provenant des représentations potentiellement Barsotti-Tate des §§ 2.2 et 2.3
(théoreme 2.5.2). Au § 2.6, on donne des conditions suffisantes pour pouvoir
définir (abstraitement) des invariants x(J) comme dans le théoréme 1.1, on rap-
pelle des résultats de [5] et on donne le résultat local sous sa forme finale (corol-
laire 2.6.5). Au § 3.1 on introduit le cadre global et la représentation mp(p)
ci-dessus. Au § 3.2, on rappelle (et généralise tres légerement) des résultats de
Barnet-Lamb, Gee et Geraghty ([23], [1], [2]) sur P'existence de représentations
galoisiennes globales modulaires avec certaines conditions locales fixées que 1’'on
utilise pour déterminer quand 7p(p) est non nul (corollaire 3.2.3). Au § 3.3, on
définit le facteur local 7p,(p) précédent. Au § 3.4, on introduit les anneaux de
déformations de représentations galoisiennes locales et globales qui serviront a la
preuve du théoreme de multiplicité un. Aux §§ 3.5 et 3.6, on introduit les systemes
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de Taylor-Wiles dont on a besoin puis on les utilise pour montrer qu’un certain
module est libre de rang 2 sur I'algebre de Hecke (théoreme 3.6.3). Au § 3.7, on
en déduit le théoreme de multiplicité un (théoreme 3.7.1), puis on l'utilise (ainsi
que tout ce qui précede) pour démontrer les théoremes 1.1 et 1.2. Enfin, en ap-
pendice, on calcule la semi-simplification modulo p des types de Bushnell-Kutzko
(ou K-types) pour GLy ou pour les unités d’une algebre de quaternions.

On acheve cette introduction avec quelques notations générales. Dans tout
le texte, E est une extension finie de @, qui désigne le corps des coefficients,
Op est son anneau d’entiers et kg son corps résiduel. On suppose toujours E
“suffisamment grand” (cela sera explicité dans le corps du texte). Tout ce qui
est réduit modulo une uniformisante wgr de Of est surligné : par exemple, si
r € Og, T est sa réduction dans kg, si M est un Og-module, M désigne M /wpg,
etc.

On note ¢ le caractere cyclotomique p-adique usuel et w (plutdt que €) sa
réduction modulo p. On note [z]| le représentant multiplicatif d'un élément
x d'une extension finie de F,. On normalise 'application de réciprocité de la
théorie du corps de classes local en envoyant les Frobenius géométriques sur les
uniformisantes.

Si L est une extension finie de Q, d’anneau d’entiers Op, on note B(L) C
GLy(L) le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures et [(O) C GLy(Op)
(resp. I1(Or) C I(Or)) le sous-groupe des matrices triangulaires (resp. unipo-
tentes) supérieures modulo une uniformisante de Oy..

Les autres notations seront introduites au fur et & mesure des besoins.

Les auteurs remercient Toby Gee pour leur avoir signalé les résultats récents de
2] et [24] qui leur ont permis d’alléger les hypotheses techniques dans les énoncés
globaux, ainsi que Colin Bushnell et Guy Henniart pour leur avoir signalé des
références utiles pour I'appendice.

2. Résultats locaux

2.1. Quelques préliminaires. — Cette partie contient divers rappels, nota-
tions, définitions et résultats élémentaires qui seront utilisés dans la suite.

On désigne par L une extension finie de Q, non ramifiée de degré f et
d’anneau d’entiers O, et on suppose que le corps des coefficients E est tel que
| Hom(L, E)| = f. On pose ¢ 4 pf et on note ¢ le Frobenius = — 2? sur F,. On
note S 'ensemble des plongements de F, dans kr (qui s’identifie a 'ensemble
des plongements de L dans F puisque L est non ramifiée). Si o € S, on note w,
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le caractere (fondamental) induit sur Gal(Q,/L) par o composé avec :

o
™ 1 ~ g( Py _p>
Gal(Qp/L) —» Gal(L[ »f /_p]/L) — F;, g — T\/—_p‘
Via le corps de classes local on a w,(p) = 1 pour tout ¢ € S. On note [o] :
déf

F, — Og le caractere multiplicatif tel que [o|(z) = [o(x)] pour z € F, et nr(y)
le caractere non ramifié de L* ou Gal(Q,/L) envoyant p sur y.

On fixe une représentation linéaire continue p : Gal(Q,/L) — GLy(kg)
réductible et générique au sens de [5, Def.11.7], c’est-a-dire de la forme :

(nr()\) w;")w *
o= (L 00

0 nr (1)

ou\p€ky, e €{0,---,p—3} avec (ry)oes # (0,---,0),(p—3,--- ,p—3) (ce
qui implique donc p > 3) et § : Gal(Q,/L) — kj. Quitte & modifier A et p, on
ne restreint pas la généralité en supposant 6(p) = 1. La représentation p ® 6}
est alors toujours dans la catégorie de Fontaine-Laffaille, c’est-a-dire s’écrit :

PR 9_1 = HOHlFil‘#,, (M, Acris ®Zp ]Fp)

ot M est un @-module filtré de Fontaine-Laffaille ([20]) de la forme M =
[[,es M, FiI'M =], s Fil' M7 avec pour o € S :

Me = /{ZE(BU D /{ZEfU

FillM° = Me i<0

Fil'M° = kpfe 1<i<r,+1
Fil'lM° = 0 ro+2<i

(1) { p(e) = ageme

Oro+1(f7) = Bolf7F +ape™)
ol ag, By € ki et z, € kp.
On pose :
(2) Z(p) E {0 €S, x, =0}
et on note que Z(p) = S si et seulement si p est scindée.

Les scalaires oy, 5., T, ne sont pas bien définis mais on voit que 1’on doit avoir
par exemple ([T, 8,)™' = X et (], ay)" = p, de sorte que les deux scalaires
(IL, Bs)~* et (I1, @)~ * ne dépendent que de p (i.e. ne dépendent ni de 6 ni de
I'écriture (1)). On voit aussi que 'ensemble de plongements Z(p) ne dépend que
de p. Plus généralement, on a le lemme élémentaire suivant, dont la preuve est
laissée au lecteur comme (plaisant) exercice.
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Lemme 2.1.1. — Pour tout J C S tel que Z(p)N{c € S,0 ¢ J,oop~ ' € J} =
0, les scalaires :
11 =

oeJ

-1 =9
< Oy ﬁa) M c k

ogJ
cop~leJ

ne dépendent que de p.

Remarque 2.1.2. — (i) Noter les deux cas extrémes J = () et J = S qui cor-
respondent aux deux scalaires ci-dessus (lorsque Z(p) = S, i.e. lorsque p est
scindée, ce sont d’ailleurs les deux seuls cas du lemme).

(ii) Lorsque p est scindée (ce qui n’est pas le cas important de cet article), il
y a deux possibilités pour (A, u, (75 )ses, @), autre choix étant (u, A, (p — 3 —
To)oes, 0 [1,eswie™t). Nous choisissons dans ce cas une des deux possibilités.
(iii) Pour J fixé, le scalaire correspondant du lemme 2.1.1 est non nul si et seule-
ment si 'on a de plus Z(p) N{o € S,0 € Jyoop™' ¢ J} = 0. Il est facile de voir
que I'on peut retrouver p (a torsion pres par un caractere de la forme [] g ws?)
a partir de la connaissance des r,,, de Z(p) et des valeurs de tous les scalaires du

lemme 2.1.1 (voir la discussion de I'introduction apres le théoreme 1.2).

On rappelle qu’'un poids de Serre est une représentation irréductible de
GL3(OL), ou de maniere équivalente de GLy(F,), sur kg. A torsion pres par
un caractere, il est de la forme ®,cs(Sym® k%)° ol s, € {0,---,p — 1} et on
GLy(F,) agit sur (Sym® £%)? via o : F, < kg et Paction sur la base canonique de
k2. A toute représentation p de dimension 2 est associé dans [8] un ensemble de
poids de Serre que 'on note D(p). Dans le cas ci-dessus, par [3, Prop.A.3] (voir
aussi [11] pour un résultat a posteriori équivalent), ¢’est I’ensemble des poids de
Serre :

(®ocs (Sym™ k)7) © ( I] 7o det_(s"*”) ® 6 o det

copel

pour lesquels il existe I C Z(p) tel que :

nr(\) H A *

— A cop¢l —(se+1)
P = ’ so+1 ® 4 H Wo :
0 nr(p) H ws sopel
ogopel
Avec nos hypotheses sur les r,, on a [D(p)| = 2/4®|. De plus on a toujours

(®pes (Sym™ k%)7) @ 0 o det € D(p).
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Pour J C &, on définit les caracteres multiplicatifs de F)* & valeurs dans OF :

n(J) = Ol [Tl [le

3 e oeJ 7(1%]
@ W) = Bl ] [l Tl
oelJ o¢lJ

Les hypotheses sur r, entrainent n(J) # n'(J). Notons que n(S\J) = n'(J) pour
tout J et que 7(0) = (([T,eswr)0) Iz = ((ar(N) [T,es w5r)0) |y et (@) =
9|[1F;] = (HT(M)Q)’[F;]-

Nous aurons besoin du lemme qui suit (un calcul élémentaire laissé au lecteur).
Lemme 2.1.3. — On an(J) =1n'(J)[I,eslo] ot :

¢ = p—2—1, si o&lJ et coplteld
¢ = p—1—r, si o¢J e cop'é¢lJ
e = ro+1 si og€J et coptglJ
Co = Ty si o€J et coptel

On note n'(J) @ n(J) : I(Or) — OF le caractere :

() ( b) (D) @n()(d).

pc d

et 1nd§f§ (©O1) (J) ® n(J) le E-espace vectoriel des fonctions f : GLy(Op) — F

telles que :
fkE") = (0 () @ n(J))) (k) f(K)

(k € I(Op), ¥ € GL3(Op)) que 'on munit de l'action a gauche de GLy(Op)

par translation a droite sur les fonctlons Notons que cette action se factorise
par GLy(F,). On note de méme md OL)ﬁ’(J) ® 1(J) le kg-espace vectoriel
des fonctions f : GLy(Op) — kg telles que f(kk") = (@ (J) @ 7(J))(k)f(K)
muni de la méme action de GLy(Op). Rappelons que, si la E-représentation

indGLQ(OL)n’(J) ® n(J) est irréductible, il n’en est pas de méme de

la  kp-représentation indy Gl OL)ﬁ’ (J) @ 7(J). En effet, ses constituants sont
naturellement indexés par un certain sous-ensemble de cardinal > 2 de I’ensemble

des parties de S (qui coincide génériquement avec ’ensemble des parties de S),
cf. [5, § 2] ou [3, § 2].

Pour J C &, on pose :
(5) F()dﬁf{aeSaeJaogp ¢JyU{ceS,o¢ Joop e}

(F(J) pour “Frontiere de J”). On note que |F(J)| est toujours pair (éventuelle-
ment nul) et que l'on a F(S\J) = F(J).
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Lemme 2.1.4. — Soit J C S tel que Z(p)NF(J) = 0. Un seul des constituants
de mdﬁg" OL)ﬁ'(J) ® 7(J) est un poids de Serre associé a p, et c’est ( ®pes
(Sym"™ kQ) ) ® 0 odet. Dans l'indexation ci-dessus, il correspond a S\J.

Démonstration. — Fixons gy € S. Le socle de 1ndGL2 o) gy (J)®m(J) est irréduc-
tible, donc est un poids de Serre qui, par le lemme 2 1 3 et avec les notations de
3, § 4], correspond au f-uplet A = (\;(2;))jef0,.,f—1} avec :

Ni(zj)) = p—2—ux; si ool ¢ J et gpopite ]

(6) N(z) = p—1—a; si gpo@i¢J et ogopit¢J
Aj(zj) = r;+1 si opopl €J et opopit e J
)‘j(ajj) = X Ssi oggo gpj e€J et ogo SOj_l cJ

Par ailleurs on a, avec les notations de [3, § 4] (en particulier I’égalité (18) de
loc.cit.) :

(7) Z(p) = {000 ¢, j € Jp}.

Si\j(z;) € {p—2—=xj,z;+ 1}, alors ogo ¢’ € F(J) par (6), donc ogo ¢’ ¢ Z(p)
(puisque Z(p) N F(J) = 0) et donc j ¢ J; par (7). En particulier les deux
ensembles J™1 et JM* de [3, Prop.4.3] (cf. les égalités (19) dans la preuve de
loc.cit.) sont tous les deux égaux a :

(8) {7€{0,- f =11 Na(zj) € {p— 1 — @0, 2501 + 11}

Par [3, Prop.4.3], 'ensemble des constituants de ind; L2(OL) 7(J) @71(J) qui sont

dans D(p) est un singleton, formé de I'unique constltuant indexé par {ogoy’, j €
Jmindclest- ét—dire en utilisant (8) et (6) par ’ensemble des oo @’ pour j tel que
090 pUtD=L ¢ J clest-a-dire par S\J. On en déduit facilement quil s’agit du
poids de Serre (®065(Symr" k2)?) ® 6 o det. O

Remarque 2.1.5. — Par [5, § 2] et (6) on voit que (®,es(Sym'™ k%)") @@ odet

est en fait un constituant de 1ndGL2 (O) 3y (J)@m(J) pour tout J C S (voir aussi

la preuve du lemme 2.6.2(ii)).

2.2. De Barsotti-Tate a Fontaine-Laffaille I. — Cette partie et la suivante,
qui seront utilisées au § 2.4, ont pour but de calculer le module de Fontaine-
Laffaille de représentations réductibles de Gal(Q,/L) sur kg provenant de certains
modules fortement divisibles (ou groupes p-divisibles) avec donnée de descente
modérément ramifiée.

On conserve les notations du § 2.1 et on fixe un plongement o : F, — k.

Soit ¢ & p/ —1, S le complété p-adique de 'enveloppe aux puissances divisées de
Oglu] par rapport a I'idéal (u® +p)Og[u] compatibles avec les puissances divisées
sur I'idéal pOglu] et Fil’S le complété p-adique de 'idéal engendré par @

pour ¢ > p. On renvoie a [3, § 5] (et aux références données dans loc.cit.) pour
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le rappel de ce quest un Op-module fortement divisible et, si n,n" : FX — Of
sont deux caracteres multiplicatifs distincts, pour la définition d’'un Og-module
fortement divisible de type n ® n'.

On fixe n,n" : FX — OF distincts et on note ¢ € {1,---,q — 2} 'unique entier
tel que = wg ' quon écrit ¢ = Z{;OI cipt avec ¢; € {0,---,p — 1}. Pour
j€{0,---, f—1}, onnote ¢ e Zz;é Cr—(j—iD" —i—zzf;jl cipte{l,--,q—2}.

On considere dans la suite des Og-modules fortement divisibles M de type
n ®n qui ont la forme suivante :

(i) M = M x M0 - x M2 avee M0 = Seqoor et

(i) Gal(L[/—p]/L) agit sur egoo“’fj (resp. eZ?O“O_j) par 7 (resp. 7')

(iii) pour tout j € {0,---, f — 1}, on a 'une des deux possibilités ci-dessous
pour D'application ¢ : Fil' M0~ —s Mo02¢™""™ (o4 Ton remplace oo ¢~ par
J pour alléger Iécriture) :

Fil' M/ = (S(e% +au’el) ® S(ue + p)e%) + FilPSMI
(9) p1(e) + ajucg)e%/) = e%*i
p1((u® + pley,) = ef;r
(10)
Fil' M7 = (S(ue +ple) @ S(e;, + ajue_c(j)e%)> + FilPSMI
pr((u +pej) L= e
pi(e), +au"e)) = ef;rl

0

. ; j+1
pour des a; = Gy0p-i € OF, et avec oze?] et o/en, au lieu de e/*! et ef;r dans

m
Iimage de ¢ si j = f — 1 (pour des a,a’ € Op). On note I, (resp. I) le
sous-ensemble de S formé des o 0 ™7 pour M? = M°?"” comme en (9) (resp.
comme en (10)) et 1, (resp. I;) le sous-ensemble de I, (vesp. ) des og o ¢/

tels que ayy0,-i € Of.

Jusqu’a la fin de cette section, on fixe (7,)ses €t @ comme au § 2.1, c’est-a-dire
ry € {0, ,p — 3} pour tout o avec (ry)yes # (0,---,0),(p—3,--- ,p—3), et
0(p) = 1.

Définition 2.2.1. — Soit J C S et n(J), n/'(J) comme en (3). On dit qu’un
Og-module fortement divisible M est de type J si M est comme ci-dessus avec
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n=n(J),n =n(J) et sil’ona:

[;(J) C {0687009071 ¢J}
Ly € {eeS 000 teJ}
In(J)\InX(J) C {ce8S,o¢Joop ]}
[77'(])\[7;(’(]) - {O’ES,O’E J,O'O(,Oil S J}
Remarque 2.2.2. — (i) Les modules fortement divisibles de type J sont donc

des modules fortement divisibles de type n(J) @ '(J) (au sens de [3, Déf.5.1])
particuliers.

(ii) On a Iy C {0 € S,o0¢™!' ¢ J} et Iy C {0 € S,o0¢™! € J}h
Or Ly Il Iy = S ce qui force en fait Iy = {0 € S,00¢™ ! ¢ J} et
Ly = {0 € S,00¢™! € J}. En particulier on a toujours |[,;| = |S\J| et
yio) = 11

(iii) Etre de type J implique en particulier a, € O, si 0 € F(J) (voir (5)).

Nous montrons dans cette section et la suivante que les Og-modules forte-
ment divisibles de type J sont exactement les Og-modules fortement divisi-
bles de type n(J) ® n'(J) (au sens de [3, Déf.5.1]) tels que la représentation
p = Homgyp , (M, Ais ®z,Fp)Y(1) (voir [3, § 6] pour les notations) est réductible
générique avec Z(p) N F(J) = 0.

Proposition 2.2.3. — Soit p réductible générique et J C S tel que Z(p) N
F(J) = 0. Soit M un Og-module fortement divisible de type n(J) @ n'(J) tel
que :

p = I‘IOIl'lFill#p1 (M7 A\cris Xz, Fp)v(l)
Alors M est de type J.

Démonstration. — Par le lemme 2.1.4 et [3, Th.8.1(ii)], on doit avoir S = I, I
In/(J) et :
Liy={cop,ceS\J}={oc€S 009" ¢ J}.
On a donc aussi [,;() = {0 € S,00 ¢~ € J}. Par (7) et [3, Prop.7.3], on a
Z(p) ={o € S,a, =0}. Avec Z(p)N F(J) =0, on en déduit les inclusions :
Lin\Lyy € {o€S.0¢ Joop™ ¢.J}
Lyip\Lyyy € {o0€8,0€ o0 o teJ}

Soit M un Og-module fortement divisible de type J, on pose :

(11) def .
A= _/ngF(J)aU si g ¢ J
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et on remarque que A € kj par la remarque 2.2.2(iii).
Proposition 2.2.4. — Soit J C S, M un Og-module fortement divisible de
type J et p “ Homgpy (M, Auis ®z, Fp)V(1). On a:

(nr(A) Hw;")w *

ﬁ = €S ® 0.
0 nr(A™ o)
Démonstration. — On montre d’abord que M contient un sous-module libre de

rang 1 facteur direct stable par toutes les opérations (p; sur le Fil' induit et

action de Gal(L[/—p]/L)). On pose pour j € {0,---, f —1}:

e ¥ E%(J) si gpop U e et gpopdel]
e ¥ Ef%,w sigpop U J et gpop I g J
Bj déf E‘;(J) — E;flupcu_l)éi],u) si Op © gp*(jfl) ¢ J et 0p © Sp*j cJ
e ¥ E;,(J) — Ejflu”(efcu_l))éfw) si gpop U e et gpop T g J

en remplagant @', par E;ﬁl(%)_l (resp. E;ﬁlg) sij =0cetoy e J (resp.

oo ¢ J). Montrons que le sous-module Se® x --- x Se/~! de M est stable par
toutes les opérations. La stabilité par Gal(L[/—p|/L) est élémentaire et laissée
au lecteur. Considérons d’abord les cas oo 7 € F(J). En utilisant :

e—cW4+pcU=D = e(cyj+1) = e+ eCoyopi
D 4 ple— D) = elp—cyy) = et ep ol cop)
on a:
uefc(j?ej € Fillﬂ si ogo 90_3: €J et ogo go_(]:'H) ¢ J
uel € Fil'M si ggop i ¢ J et ogop @t e J
(noter que opop ™ € Iy dans le premier cas, ogpop I € 17,y dans le deuxieme).
Comme Cyyop-i = Tpyop—i+1 > 1 dans le premier cas, p—1—Cyiop—i = Topop—s+1 >
1 dans le deuxieme (cf. lemme 2.1.3), on vérifie que :

—e) _ei)—j _ :
er(u="el) = py(ue’ e = —a,;e’™  dans le premier cas
@ _j o (@) —j o — _j+1 BN

pr(uel) = (U, ) = e dans le deuxiéme

(en remplacant @; par ay_jasij = f—1letog € J, par ap@ sij=f—1
et o9 ¢ J). Dans les autres cas, c’est-a-dire oq o o7 ¢ F(J), on vérifie qu’on a
toujours o1 (ue?) = e/t sij < f—1, p1(ue’ 1) = @e si og € J, o1 (uel 1) =
a@'e’ si oy ¢ J. Pour résumer, on a donc :

o1 (e el) = —a;e’tt si o ogop T ed et ogop UtD ¢ J
(12) o1(uel) = —a;e’tt si oogop T EJ et ogop UtD e g
o1 (uce’) = T s oggop i ¢ F(J)

en multipliant a droite par @ si j = f —1 et o9 € J, par a'sij=f-1
et o9 ¢ J. Donc Se® x --- x Se/~! est stable par toutes les opérations et
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Hompyp ( H;:& Sed, Ecris ®z, IFp)V(l) est une sous-représentation de p de dimen-
sion 1 (sur kg). Notons 0 < j; < jo < -+ < o1 < Jor < f — 1 les éléments de
{0,---, f — 1} tels que opo o7 € F(J) (il y en a un nombre pair) et supposons

d’abord oy € J. On a alors par le lemme 2.1.3 :

Copop—i = P — 2 - Togop—i Sl ] = J2s

(13> Copop—i = P — 1 - Togop—i Sl J2s—1 <J <J2s
Copop—i = Togop—i +1 Sl ) = J2s—1
Co'oocp*j — 7,,a'oogp*j S1 j28 < ] < J2S+1

pour s € {1,--- ,t} et en identifiant {jo; + 1, -+ ,joyr1 — 1} & {jou + 1,--- , f —
1 I1{0,--- ,j, — 1}. Par [36, Ex.3.7], [3, (33)], (12) et (11), on a :

f-1 v
Hompgy (ngj, Aeris @z, Fp) (1) = nr(A)ﬁ(J)wao
=0

t
ol h = Z p/ 7+ Z pl =7 — Z Z pf_jcaow_j. On explicite h

J¢{js,1<s<2t} j€{jos—1,1<s<t} s=1 jos—1<j<j2s
avec (13) :
t
ho= D 0= =2 raees) =Y D P01 = ragap)
]%{325} jE{jQS} s=1 j23—1<j<j2s

f—1 t
= > =" N 1= o)

7 0 s=1 j23—1<j§j23
f-1
— p‘f—‘] —_ Z pf_'] (p — 1 - TO’OOSD_]')
Jj=0 ogop=I¢J
f—1
= > P e = Y P -1+ >
cgpop—idJ coop~IigJ j=0

To —(p—1 = _ ro _
doncw! = [Togswom [1gswo v )ngs wy. Comme 7(J) = 0] ], c jwe T 1,4 0% !
(cf. (3) vu coté Galois), on a bien :

(14) ()l = 0w [ [ w
g€ES

La forme du quotient de p se déduit de son déterminant, qui, vu les hypotheses
sur M, est wor(ad )(J)77(J) = PPwnr(@@’) [[,cgwie (cf. (3)). Le cas oy ¢ J
est strictement analogue au cas oy € J et laissé au lecteur. O]

Une des conséquences de la proposition 2.2.4 (et des hypotheses sur les 7, ) est

que p est en particulier générique au sens de [5, Def.11.7], et donc est comme en
§2.1.
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2.3. De Barsotti-Tate a Fontaine-Laffaille II. — Dans cette partie, on
détermine completement le module de Fontaine-Laffaille contravariant de la
représentation p ® 0! provenant d'un Og-module fortement divisible de type J.

On conserve les notations du § 2.2. La preuve de la proposition qui suit est con-
tenue dans celle de [4, Prop.5.1.2]. Pour la commodité du lecteur, nous redonnons
les détails dans le cas particulier qui nous concerne.

Proposition 2.3.1. — Soit J, M et p comme dans la proposition 2.2.4. On a
P ® 6071 = Hompir . (M, Acis ®z, Fp) ou M est le module de Fontaine-Laffaille :

M = M? x Mo x ... x pooee 7Y
avec (cf. (11) pour A) :

Maoowfj — kEUJOOSfj sy k:Eonowfj
Fill Mooor™ = Moooy™ i <0
FﬂfMUowj — kgwooe™ 1 <i<Tppopi+1
Fil' Mooe¥r™ = 0 Togop—i T2 <0

op—i oot
QD(UGO @ ) = 90 '

—j —(G+1) —(G+1) 0<;j<f—2
{ spTaoow—j""l(waom’p ]) = w?% ’ _Aj,UO'OOSO ’
~(f-1) o
p(v70°%? ) = Aa'a" v
ogop~(f=1) — A1y A o0
Spraow_(f_m-l-l(w ) - w = AV
ou :
_ ——9 . —i
Aj = Tyyop-i H (—agow,i) si ggop i ¢ F(J)
0<i<j—1
(15) oo L)
——1 __9 . s
A] = ao’go@—j H (_a'aoo(p_i) S1 O0p o J € F(‘]>
0<i<j—1

cpop~teF(J)

en multipliant le membre de droite de (15) par Aa—'a’~! sij = f — 1.

Démonstration. — On pose 71(J) € [0-Yn(J), 7(J) € 07/ (J) pour J C S.
On définit d’abord une suite (1,),es avec 1, € {N(J),7(J)} comme suit : si

(
J=0,n,%< 7' (J) pour tout 0 € S, 81 J =S, 1, et J) pour tout o € S et si

J ¢ {0,S} :

No “ 1(J), Noop—1 « n(J) si c€J et coplgJ
(16) def ~ def ~ : -1
770—77<J)7 Ngop—1 —77(J) S1 U§ZJ et cop—elJ
Mo = Noop—1 si o ¢ F(J)

Un examen facile de (16) montre que 1'on obtient n, = 7n(J) sio € J et n, =1 (J)
si o ¢ J. Par ailleurs, par la définition 2.2.1 et [3, (32)], on voit que (16)
implique 7yg0p-i = 1; pour tout j € {0,---, f — 1} ou 7; est comme dans [3, §
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6]. Supposons d’abord oy € J dans ce qui suit, ce qui revient donc a ny = 7(J).
Par la proposition 2.2.4 et (14), on a :

peo™) ) en(ww ' = (@Eei )o@ @)

Le module de Fontaine-Laffaille contravariant de p ® 0! est donc donné par les
formules a la fin de la preuve de [3, Prop.7.3| tordues (coté Galois) par nr(aa’).
Nous explicitons completement ce module dans ce qui suit. La définition 2.2.1 et
ce qui précede donnent les équivalences :

X

gpop € ]n(J) et n; =
ooop €Ly et =
gpop Tl € Inx,(J) et 1 =
go0 € Ly et n;=

& gpopde] et oo Ut ¢ J
& ogpopded et opo (,0*(]'“) eJ
) & opop g J et gpop Ut € J
J) & ogop T dJ et gpop Ut ¢ ]

Avec le lemme 2.1.3, on voit donc que le module de Fontaine-Laffaille contrava-
riant M = M0 x - - x M2 de la preuve de [3, Prop.7.3] (tordu par nr(aa’)
coté Galois) est donné par M7°¢ 7 = ke’ & kg f70°¢ 7 = kpel @ kpf! avec
(la définition de la filtration étant implicite) :

Tj—itl - :
ole’) - et . —J —(j+1)
‘ / a.el S1 0p© e€J et ogo J e J
g07"]*1(]07) = f]+1 - ajeHl 00 00 Y
SDT' 1 6‘7 = 6]+1 ' » »
sp(gf‘f;)( ) — fj+1 . ajejJrl S1 0p O J ¢ J et 000 @ (j+1) cJ
7 = eIt g fitl ‘ |
ZEJJCJ?)@ ) = ’ fjfff si gpop T g J et oo Ut g J

OU 7' = Typopi, Gj = Gggop—i €t avec @ 'e? et @1 fO au lieu de e/T! et f7+! dans
image de ¢ et ¢, 41 si j = f — 1. Pour j € {0,---, f — 1} on pose f7 W 1igi
ool € Jet f i i opop? ¢ J. Pour j € {1,---,f—1} on pose :

i g o si opop U N e et oggop el
¢ d:?f r si opop UV ¢ T et ogopI ¢ J
€1 L e —Tff si ogop UV eET et gpop ¢ ]
ci fl—a0¢ si oo U ¢ J et gpop el

et pour j =0 :

g0 o si opop U el

g0 X eo—ﬁjﬂl(,&)_lfo si gpop ¢ J

a/
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en se souvenant que oo € J par hypothese. Un calcul au cas par cas, un peu
. . . , ! ! .
laborieux mais sans difficulté, donne alors ¢(e?) = €' puis :

w(e?) = eIt si g0 U ¢ F(J) .
’; ’; . - 1< f=-2
{ o(e?) = —a; 1€ si gpop UV € F(J) sis/t
pr1(f7) = [T =@ sioago Tl ¢ F(J) 0<i<f_9
ety s PR 4 v TS
etsijg=f—1
e 1) = a e si ogop U e et ogpop U Ve
ele™ ) =  —a; @ e? si gpop U g T et gpop U e
el = —a; @ e? si o gpop U g T et gpop U ¢ T
eI N = Grpa; @ e’ si ggop UV eJ et gpop D ¢ g
¥ f=20f

{ rpant(f17) = @0 —a @ e i gpop Ul e
Prp1(f =) = a;;aflfo +a e si gpop TV ¢ .

Le changement de base :

L0 def 6’07 0009 def 6’1’ 00097 def (Hogigj_2<_az.))e’j si2<j<f—1
, o ieF(J)
WO deéf f’o7 w0’ def (Hogisjflai—l)f/j si1<j<f—1
ieF(J)
donne alors par un calcul facile exactement la présentation de I’énoncé (en re-
marquant que o o =Y € F(J) si et seulement si og 0 =Y ¢ J et que
[To<i<s-1(=ai) = [l,es@ car |F(J)| est pair). Le calcul lorsque oo ¢ J est
1€F(J)

analogue. O

Si J, M et p sont comme dans la proposition 2.3.1 (ou la proposition 2.2.4),
on voit avec (2) et (15) que l'on a :

Z(ﬁ) = {0'0 e} Soij,ao'oogo*j = O} = {0’ (- 8750 = 0}

(ce résultat découle aussi de [3, Prop.7.3] via (7)). En particulier, on a toujours
Z(p)NF(J) = 0 par la remarque 2.2.2(iii) si p provient d'un Og-module fortement
divisible de type J.

2.4. Valeurs propres de Frobenius. — On calcule la valuation et le “coef-
ficient dominant” des valeurs propres de Frobenius sur le module de Dieudonné
d’un groupe p-divisible provenant d'un Og-module fortement divisible de type J
dont la représentation galoisienne résiduelle associée est réductible générique.

On conserve les notations des sections précédentes. Le théoreme suivant est le
résultat local clef de cet article.



FORMES MODULAIRES DE HILBERT ET EXTENSIONS GALOISIENNES 19

Théoréme 2.4.1. — Soit p réductible générique, J QAS et M un Og-module
fortement divisible de type J tel que p ~ Hompy (M, Aais®z,Fp)V(1). Soit G le
groupe p-divisible avec donnée de descente correspondant a M et D le module de
Dieudonné contravariant associé a G. Alors la valeur propre de ¢! sur la partie
isotypique de D pour le caractére 1/(J) de Gal(L[/—p]/L) est égale a pW’la/ ot
o' € OF a pour réduction dans kj, :

1 =

oceJ

(17) a = (1) TT o TT 8, “loop-igs
(CE] Uré‘[] ) H Ty

ogJ
cop—leJ

avec (g )oes, (Bo)oes €t (Ty)oes comme en (1).

Démonstration. — Notons d’abord que 1'élément de kg en (17) est en fait dans
ki (car Z(p) N F(J) = 0, c¢f. fin de la section 2.3) et ne dépend que de p
et de J par le lemme 2.1.1. Le module de Fontaine-Laffaille contravariant de
» ® 0~! comme normalisé au § 2.1 s’exprime aussi comme dans la proposition
2.3.1 en fonction des parametres définissant M (une fois fixé un plongement
0o : F, = kg). En particulier on a A = \, @@’ = A et, par un changement de
base évident, A; = _<H0§i§j a—):c] pour 0 <j < f—2et Ay; = —A"'z; 4 (en

déf déf déf . L .
posant a; = Quyop-is Bi = Bogop—i €6 Tj = Tgpop-i). Un calcul immédiat a partir

de (15) donne alors pour j € {0,---, f — 1} (avec @ = Gypop-i)

( 51 . . .
Ej = —Zj H — H (—CL?) S1 09O @ J ¢ F(‘])
0<i<j & 0<i<j—1
(18) £ a.UOOSO teF(J)
o = - [ 7 1] -@&?% siooop”eF).
0<i<j Bi 0<i<j-1
L opopteF(J)

Comme dans la preuve de la proposition 2.2.4, notons 0 < j; < jo < -+ < g1 <
Jor < f — 1 les éléments de {0,---, f — 1} tels que gg o ¢~ € F(J). Nous allons
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déduire de (18) par récurrence les formules pour 1 < s < 2|F(J)] :

(I ) ( I %)

- = — 0<i<jas—1 i 0<k<jo;
(19)  @pay, @, , = (-1)° : — =
ijs—l O{k
L jg; ( H 5_>
i=1 L 0<k<jai ¥
o _
ay
x]211< E)
i=1 | 0<k<jo; 1
(20> Ay Ay ==~ Wjp, = (_1)8 - == T
S ak
TLjos a
i=1 0<k<joi1 I F

Pour s = 1, I'égalité (19) est juste la deuxieme égalité en (18) pour j = j;.
Montrons comment (20) se déduit de (19). La deuxieme égalité en (18) pour
J = Jas se récrit :

2s—1

a. = (11 5) [T

0<’L<]2 Z

En multipliant des deux cotés par @;,a,, - - - @j,, , on obtient :

— S | — -1
Ajy A * ** Ajpg = Ij2$< | | 5; >(a]1a]2 T ajzs—1) .
(2

0<i<jas

En remplacant @j,aj, - - - @;,, , & droite par la valeur donnée en (19), on obtient
exactement (20). En utilisant la deuxieme égalité en (18) pour j = jasi1, On
montre de maniére analogue (19) pour s+1 a partir de (20) pour s. En appliquant
(20) & s =t, on a en particulier :

LFEW) T ]
k
ijil( H E)
H Gy = (—1)3FOI =L 2 0<k<jni 1
’ HFEO T :
ceF(J) o
Tj; H B—
=1 ] 0<k<jai1 | F i
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qui se récrit, en distinguant les deux cas gy € J et g & J :

II =
oeJ

H a, = Al <H )aow—lw si op€J
II =

ogJ
cop~leJ

Il =

ogJ
I @ = (_1)%IF<J><HO‘ )m N N X
c€eF(J) oedJ H Lo

oed
cop—1édJ
Or par (11), A = Aet @@’ = Ay, on a @ = p[l,cp@ si o0 € J et
a = )\(HUGF ») L siog ¢ J, ce qui donne dans les deux cas puisque pu =

(Haes ao) /\ (ngs 50)71

I -
(21) o = (— a, | | B ﬁ.
SO e D)

aoa;%{EJ
Le module de Dieudonné D vérifie D = M ®g E ou la fleche S — FE est la sur-
jection de Opg-algebres qui envoie u et ses puissances divisées sur 0. En revenant
a la définition de I, et I,y en (9) et (10) (pour (n,7') = (n(J),n'(J))), on voit
que la valeur propre de o/ sur la partie isotypique de D pour le caractere 7'(J)
de Gal(L[y/=p]/L) est p'"@la/. Comme |Lyp| = |J| (cf. remarque 2.2.2(ii)), le
résultat découle de (21). O

Remarque 2.4.2. — Pour J =S, onad = ([[,csa,)" = pet pour J =0,
onad@ = [[,csB:)"" =M

2.5. Séries principales et sommes de Jacobi. — On calcule la réduction
modulo p de certains invariants associés aux séries principales modérément ra-
mifiées de GLy(L) sur E provenant des représentations de Gal(Q,/L) issues de
certains Og-modules fortement divisibles de type J.

On conserve les notations précédentes. On note val la valuation p-adique (sur
une extension finie de Q,) normalisée par val(p) =1 et | - | © qu%
Rappelons d’abord le théoreme suivant da a Stickelberger qui donne la valua-

tion p-adique ainsi que le “coefficient dominant” de certaines sommes de Jacobi.
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Théoréme 2.5.1 ([32]). — Soit a,b deux entiers tels que 0 < a,b < g —1 et
q — 1 ne divise pas a +b. Ecrivons :

-1 -1
a = Zp]aj7 b = p]b]
=0 =0

a+b = ipf(a+b)j+(q—1)c2

ot a;,b;,(a+b); € {0,--- ,p—1} et Q > 0. Soit 0¢ : F, — kg un plongement
quelconque. On a dans Og :

> [oa())*[L = oo(s)]” = Up" + C

ou :
1 &=
u = E(Zp—l_(aj+bj_(a+b)j))EZzo

U = (-1)/~ 1+uHJO—a”€Z
[T/=0(a +b);!

et ot val(C) > u.

Six,x : L* — E* sont deux caracteres multiplicatifs localement constants,
on note X’ ® x : B(L) — E* le caractere :

(6 )= X
GLa(L)

et IndB( L) Y ® x le E-espace vectoriel des fonctions localement constantes f :
GLo(L) — FE telles que :

fbg) = (X' @ x)(b)f(9)

(b € B(L), g € GLy(L)) que 'on munit de I'action & gauche de GLy(L) par
translation a droite sur les fonctions.

Théoréme 2.5.2. — Soit p réductible générique, J C S et M un Og-module
fortement divisible de type J tel que p ~ Hompy , (M, Acis @z, F,)Y(1). Soit G
le groupe p-divisible avec donnée de descente correspondant a M, D le module
de Dieudonné contravariant associé a G et V (resp. V') la valeur propre de ¢’
sur la partie n(J)-isotypique (resp. n'(J)-isotypique) de D. Considérons la série
principale modérément ramifiée :

7, Indg 27/ (J)ur(V1)] - | @ () )or(V)

oun(J) et n'(J) sont vus comme des caracteres de L* en envoyant p et 1+ pOy,
vers 1 et soit 0 € ") non nul sur lequel (O agit par n/'(J) @ n(J) (un tel



FORMES MODULAIRES DE HILBERT ET EXTENSIONS GALOISIENNES 23

vecteur existe). Si J ¢ {0,S}, il existe un unique élément T(J) € Of tel que
dans , :

> (H[a(s)]p—l—n,) ([i] (1)> (2 (1))5 =3())) (H[O-(S>]P—1—ra) ([i‘] é)a

s€Fy “oeJ s€Fy “odJ

De plus, la réduction de x(J) dans kg est :

H Ty(ry + 1)

oeJ

(22) 0Tl [T5,) 2t
<(E] Jlgj ) ng(rg—i—l)

o¢J
cop~leJ

avec (g )oes, (Bo)oes €t (T5)oes comme en (1).

Démonstration. — Un calcul direct et élémentaire dans m, donne :
0 1>A 1, ([t] 1>A
v=-V Z v
(p 0 q = 1 0

ce qui ameéne & calculer X & s ek, (HGGJ[U(S)]p_l_””> ([i] é) <[§] é) v. On

o () - () xe

(T () e
d’ott :

=S (eer ) (p )e
2 (H[v(s)]p—l—%)cs]ﬂﬂ (1)) ([t(‘)l] _1[t]) N

s€Fg teFy o€J

0 1
premiere somme dans X est nulle. Par (3) et la définition des ¢, (lemme 2.1.3),

(" Jg)7=ecnevmen (Tewr)e

Comme (1 M) U =1 et comme Y [[,c;[0(8)P" 7 =0 (car J # 0), la

<)
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et la deuxieme somme dans X se récrit avec un changement de variables évident
(en utilisant encore que v est invariant sous I (Op)) :

X = o-n-0=er Y ([eer ) (ITew) (*17 5)0

- e<—1><—1>zawz<2 (ITioteyp)(TTlots - t>]%)> (5 o)e

Comme J #8, on a Y,cp, (HUGJ[U(t)]p_l_’”"><HUGS [0(—75)]0“) =0, dott :

X =0(=1)(=1)>wer7 Y [( H[U(S)]p_l_r") ( H[J(S)]c”>

(S o)
teF, o€J ves

soit en utilisant le lemme 2.1.3 :

X = 0(=1)(=1)Zees™T (H[a(s)]p*%) <[i] (1]) 0

seFy  o¢J
on Ty (HUGJ[J(t)]p_l_“’)(ngs[a(l - t)]%). On a donc :

~ 1
(24) z(J) = 9(—1)(—1)Zoeﬂv—fV’T.
p
Comme J ¢ {(;S}, on peut appliquer le théoreme 2.5.1 & T (avec
o ZagocijJpj(p — 1= Tyyop) €t b ot Zaoovjespjcgowj). Un calcul élémentaire
utilisant le lemme 2.1.3 donne :
(a+0b);, = 0 si opopt €J
(a4+b); = p—1—rpop sl ogop! ¢.J
d’out on déduit :
0 si gpopl ¢ J et gpopité J

-1 si UOO¢j¢J et O'OOQOj_lej

aj +b; — (a+b); = p—1 si opop/ €J et opop’teJ

p si ogopl €J et ggopiTt ¢
On a ainsi :
1
ool ¢J ogopl ¢J ogopled

opopi =1 J ooopi—led  opopi—l¢J
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et :

H(p —-1- rg)!HCG!

U — (_1>|J|+1 oed oc€S

H(p— 1—r,)!

o¢J

En utilisant n!(p —1—n)! = (=1)""! modulo psin € {0,--- ,p—1} et le lemme
2.1.3 on obtient :

H re + 1

oeJ
F(J -1
U = (—1)+ 55 4+ e re 208

H re + 1

o¢J
oop—leJ

modulo p.

Par ailleurs les propres de ¢/ sur D sont (avec les notations du § 2.2) V =
plola = plSVla et V! = plfvinle/ = plllo/ (cf. remarque 2.2.2(ii)). On a donc
avec ce qui précede et (24) :

H re +1

oeJ

A~ 1 oo™
x(J) = 0(_1)(_1)206JT0171)Ja’(_1)1+F(zJ)+Eo€J"GLp|S\J|+5

H re + 1

o¢J
cop—led

H re + 1

oeJ
1+|F(2-7)| cop—1¢J

H re + 1

ogJ
gop~led

= 0(-1)d'(-1) +0

ou § € Og a une valuation strictement positive. On obtient alors 1'égalité (22)
avec (17). O

Remarque 2.5.3. — Si J = S, un calcul analogue a celui de la preuve du
théoreme 2.5.2 donne (rappelons que V = plS\la et V! = pl/la/) :

S (Moo =) (5 ) (0 Do=-acnw s (D)o

seFy NoeS s€lfy
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On en déduit I’équation pour J = ) en remplacant (2 (1)) v par U et en utilisant

(h0)0=adt

Z@ (1)) (2 3)@:“’(—DQ’Z(H[o(s)}p—l—%) ([f] 3) ot

s€lfy s€fy “~o€esS
p 0\ ~
Tk

2.6. Valeurs spéciales de paramétres. — On définit des parametres x(.J)
sur certaines représentations lisses de GLy(L) sur kg et on montre comment les
résultats des parties précédentes permettent de “distinguer” des valeurs spéciales
de ces parametres.

On conserve les notations des sections précédentes et, pour J C &, on note
7(J) I'unique poids de Serre tel que I'action de I(Oy) sur 7(.J)1(©r) est donnée
par le caractere 77/(J) @ 77(J) (cf. (3)). Un tel poids est unique car 77(J) #
7(J). On a par exemple 7(0) = (Qpes(Sym’™ k%)7) @ 6 o det € D(p) et 7(S) =
(®oes(Sym? ™77 k2)7) @ [[,es 0 0 det’ @6 o det. De plus 7(S\J) est le socle de

la représentation indlczéi()o 287 (J) ®@7(J) du lemme 2.1.4, 7(J) est son co-socle

([5, § 2]) et 7(0) un de ses constituants (remarque 2.1.5).

La proposition suivante définit abstraitement les parametres qui sont au coeur
de cet article.

Proposition 2.6.1. — Soit J C S et m une représentation lisse de GLy(L) sur
kg avec un caractere central et vérifiant les propriétés suivantes :

(i) 7(0) apparait dans le GLa(Oy)-socle de m avec multiplicité 1

(11) T(D) est le seul constituant commun @ indl(i(L;L()OL) 7(J)@7(J) et au GL2(Op)-
socle de m

(#ii) ™ contient ['unique quotient de indlczgi()@” 7(J) @7(J) de socle T(().

Alors il existe (a multiplication par un scalaire non nul pres) un unique vecteur
v € 71O non nul sur lequel 1(O}) agisse par 7'(J) @7(J) et un unique élément
x(J) € ki tel que U'on ait I’égalité dans T :

(o)t 96 9o ()0 )

s€Fq “NoeJ s€Fq “NogJ
Démonstration. — Par (i), (ii) et (iii), on a un unique (& homothétie pres) mor-
phisme non nul GLy(Op)-équivariant :
. 1GL2(Op) — _
(25) indyi 2" 7 () @7() — 7

et ce morphisme se factorise par 'unique quotient de l'induite de socle 7(). Tl
envoie de plus 'unique vecteur non nul de (indﬁéi()o L)ﬁ'(J ) @ n(J ))II(OL) sur
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lequel I(Oy) agit par 7/(J) @ 7j(J) vers un vecteur non nul v € 7 avec la méme
propriété. L’unicité d’'un v € m comme dans ’énoncé résulte par réciprocité de
Frobenius de 'unicité du morphisme (25). Comme 7((}) est en “position S\J”

dans I'induite de(o ©r) 7(J)®mn(J), par [5, Lem.2.7] le vecteur :

SO(IT oty ) (90)

scFy  o0eS\J

est un générateur de 7(9)"(©) dans 7. Comme 1(O}) agit sur (5 §)v € 71

par 7j(J) @7 (J), on en déduit par réciprocité de Frobenius une surjection canon-
ique :

mdf&f OL)ﬁ(J) @7 (J) - (GLo(Op) (50)v) C 7
vers la sous-GLy(Oy)-représentation de 7 engendrée par (9¢)v. Comme les
constituants de 1nd(iL2 (©On) 3y 7 (J)@7(J) et de 1nd(iL2 ©n) 5 7(J)®7(J) sont les mémes

(mais dans 1’ “ordre inverse” ), par (ii) cette surjection se factorise nécessairement
par 'unique quotient de 'induite de socle 7(0). Par (i), ce socle est aussi celui de
I'image du morphisme (25). Par le méme ralsonnement que précédemment (en

remplagant md OL)ﬁ’(J) ®@7(J) par md L)ﬁ(J) @7 (J) et v par (§)v)

le vecteur :
> (TTotr) (50 (3)e

sclFy o€J

est donc aussi un générateur de 7(())1(°r) dans 7. Comme dimy,, 7(0)©2) = 1,
il doit exister un scalaire non nul z(.J) comme dans I’énoncé. O

Notons que si J et 7 vérifient les hypotheses de la proposition 2.6.1, alors
S\J et 7 les vérifient aussi et on a la relation x(J)x(S\J) = wx(p) olt w, est le
caractere central de 7 (cela vient du fait que (0 } ) (0 : ) agit par la multiplication

par w, (7). .

Bien que nous n’en ayons pas strictement besoin pour les applications globales,
il est éclairant de replacer la proposition 2.6.1 dans le contexte de [5].

On rappelle que p est réductible générique et que D(p) désigne I'ensemble de ses
poids de Serre (cf. § 2.1). Soit D(p) la représentation maximale (pour I'inclusion)
de GLy(FF,) sur kg vérifiant les deux conditions :

(i) le socle de D(p) est @rep) T

(ii) les constituants de ce socle n’apparaissent pas ailleurs dans D(p).

On peut montrer qu'une telle représentation existe (cf. [5, Prop.13.1]). De plus,
D(p) est alors de la forme ®,cp@) D, (p) ot D,(p) est I'unique facteur direct de
D(p) de socle T et les caracteres de 1(O) qui apparaissent sur D(5)"(“2) sont
tous distincts (i.e. apparaissent avec multiplicité 1).

Lemme 2.6.2. — Soit J C S.
(i) Le poids de Serre T(J) est un constituant de D(p).



28 C. BREUIL & F. DIAMOND

(ii) Le poids de Serre T(J) est un constituant de D) (p) si et seulement si
Zip)n{oceS,o¢ JjoopteJ}t=0.

Démonstration. — (i) Comme indl(i(L;()O 2 77 (J) ®7(J) a certains de ses constitu-

ants dans D(p) (par exemple 7())), on déduit facilement de la structure de cette
induite (cf. [5, § 2]) qu’elle possede un quotient de socle un poids de Serre dans
D(p), de co-socle 7(J) et dont aucun constituant a part le socle n’est dans D(p).
Par maximalité de D(p), on en déduit que ce quotient est un sous-objet de D(p),
d’ou (i).

(ii) On fixe 0y € S et on reprend les notations de la preuve du lemme 2.1.4.

Les constituants de 1nd§é2 ©1)3(J) @ 7(J) qui sont dans D(p) sont les poids de

Serre indexés par les parties de S contenant {ogop’,j € JM"} et contenues dans
{og o0l j € J"} ot J™M et JM™ sont comme suit (cf. [3, Prop.4.3] et les
égalités (19) de la preuve de loc.cit.) :

Jmin — (5 Nit1(zj1) =p—1—1xj41 ou ()\jﬂ(xjﬂ) =Tjp1 +1
et opo @ ¢ Z(ﬁ))}
I = L, N (1) € {p— 1 — 241, 550 + 1} ou (Njwa (1) =p—2— 241
et oo’ € Z(p))}

avec (Aj(7;));eqo,,f—13 comme en (6). En particulier, on a toujours (cf. fin de la
preuve du lemme 2.1.4) :

{oooy’.j € "™} CS\J C{opoy’,j€ "™}

De plus 7(()) est indexé par S\J dans de(OQ(OL) 7(J) @ 7(J). Par construction
de D(p), on voit donc que 7(J) est un constituant de D-(p)(p) si et seulement si
S\J = {opoy’,j € J"*}. En procédant comme dans la preuve du lemme 2.1.4,
cela est équivalent & o9 o @/ & Z(p) si A\j11(zj41) = p — 2 — zj41, Cest-a-dire si
oot ¢ Jet ogop’ € J par (6). Cest donc équivalent & Z(p) N {c € S,0 ¢
JooopteJ}=0. O

La proposition suivante n’est pas utilisée dans la suite, mais donne une variante
plus précise de la proposition 2.6.1.

Proposition 2.6.3. — Soit m une représentation lisse de GLa(L) sur kg avec
un caractere central et vérifiant les propriétés suivantes :

(i) © contient D(p)

(11) le GLo(Op)-socle de 7 est celui de D(p)

(iii) D(p)""(O%) est stable par (94) dans .

Soit J C S tel que Z(p)N{o € S,0 ¢ Joop ' € J} = 0. Alors il existe (a
multiplication par un scalaire non nul prés) un unique vecteur v € D, )(p)II(OL) -
71 (OL) non nul sur lequel 1(O1) agisse par 7' (J) @ 7(J). De plus, si Z(p)N{o €
S,0 € Jjoopt & J} =0, alors il existe un unique élément x(J) € kj, tel que
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Uon ait 1’égalité de la proposition 2.6.1. Si Z(p)N{o € S,0 € J,o0p™t & J} # 0,
alors on a dans 7 :

= (T ) (T3 )0

Démonstration. — Notons que les hypotheses (i) et (ii) et la définition de D(_)
font que Homgr,0,)(D(p), 7) = kg de sorte que 7 contient D(p) de maniere
unique. Par le lemme 2.6.2, 7(J) est un constituant de D, (p) et les deux
cas correspondent respectivement a 7(S\J) est un constituant de D, (p) et
7(S\J) n’est pas un constituant de D;g)(p). On ne démontre que le deuxieme
cas, la preuve du premier étant analogue a celle de la proposition 2.6.1. Par les
hypotheses et par les définition et structure de D(p), on a (g (1)) v € D,(p) pour un
7 € D(p) qui nest pas 7(P). La sous-GLy(Oy)-représentation (GL2(Op) (54) v)
de D(p) engendrée par (8 (1]) v est contenue dans D, (p) et en particulier n’a donc

pas 7(0) dans ses constituants. Considérons la surjection canonique :
GL2(Op) — _
indy 2" () @ 7(J) = (GLo(Op) (53) v)

donnée par réciprocité de Frobenius. Dans cette surjection, le constituant 7(0)
de indlczéi()o 2 7(J) @7 (J) est nécessairement envoyé vers 0 a droite puisqu’il n'y
apparait plus comme constituant. Par [5, Lem.2.7], le vecteur :

> (HU(S)’)’””) ([f] (1)) (2 (1)) v € (GLy(Op) (p6)v) C,

sclFy o€J

s'il est non nul, est tel que I(Oy) agit sur lui comme sur 7(0)1(2). Or le caractere

correspondant de I1(Qp) n’apparait pas dans <GL2((’)L) (2 (1)) v> car aucun autre
constituant que 7(0)) ne peut le donner. Ce vecteur est donc nul. ]

Remarque 2.6.4. — (i) Soit m comme dans la proposition 2.6.3 et J C S tel que
Z(p)NF(J)=0. Alors par le lemme 2.1.4 le couple (J, 7) vérifie les hypotheses
de la proposition 2.6.1, et en particulier il existe un unique v € 7°%) non nul
(forcément dans D,y (p)"1(©) par la proposition 2.6.3) sur lequel I(Oy) agisse
parﬁ'(J)@ﬁ(J) Si Z(p)N{oc € S,0¢ Jjoop ! e J}t=0mais Z(p)N{o €
S,0 € Jyoop™t & J} # 0, un tel vecteur v n’est pas forcément unique, i.e. il peut
exister w € 7O\ D_ ) (,5)11(0” (non nul) sur lequel 1(O},) agit par 7/ (J) @7(J).
Cela vient du fait que 1ndICéI(32(OL) 7 (J)®7(J) possede alors plusieurs constituants
dans D(p) (e.g. les poids de Serre 7(() et 7, cf. preuve précédente).

(ii) Lorsque Z(p) = 0, i.e. lorsque D(p) = {7(0)}, les x(J) (pour tout J C
S) sont les seuls invariants construits dans [5] car ils déterminent dans ce cas

completement l'action de (} §) sur D(p)"(©) = D (p)1(O2),

Par [5], on peut trouver des représentations = vérifiant les hypotheses de la
proposition 2.6.3 (et donc de la proposition 2.6.1 pour J tel que Z(p)NF(J) = ()
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et avec des valeurs presque quelconques pour les x(J). Plus précisément, pour tout
v € kj, qui est un carré dans kg et tout uplet (z(J)); d’éléments de kg (ou J
parcourt les parties de S vérifiant Z(p) N{oc € S,0 & Joop™! € J} = 0) qui
est tel que :

z(J)=0 si Z(p)N{oceS, o€ Joopt ¢ J}#0D
z(J)=vz(S\J)' si Z(p)n{ceS,oeoop g =0

(notons que la condition dans le deuxieme cas est équivalente & Z(p)NF(J) = ),
alors il existe (au moins) une représentation 7 lisse admissible avec un caractere
central w, tel que w,(p) = v, qui vérifie toutes les propriétés de la proposition
2.6.3 et telle que pour tout Jverlﬁant Z(p)N{ceS,o¢ Joopltet=0:

S (e ) ()G o)== 2 (Tewr) ([ o)

s€Fy NogJ

Le corollaire suivant, qui résume l’essentiel des résultats locaux qui précedent,
montre que sous certaines conditions sur 7 (qui seront vérifiées dans un cadre
global), les scalaires x(.J) ne peuvent pas prendre n’importe quelles valeurs.

Corollaire 2.6.5. — Soit p réductible générique et J C S tel que Z(p)NF(J) =
0. Soit m une représentation lisse de GLo(L) sur kg telle que (J,7) vérifie
les hypothéses de la proposition 2.6.1 de sorte que le scalaire x(J) € kj est
défini. Soit M un Og-module fortement divisible de type n(J) @ n'(J) tel que
p ~ Hompy , (M, fAlcris®ZpIFp)V(1) et définissons m, et U comme dans le théoréme
2.5.2. On suppose qu’il existe un Og-réseau stable 7Tg dans m, contenant vV ainsi
qu’un morphisme Og-linéaire GLa(L)-équivariant ’/Tg — 7 tel que l'image de U
dans 7 est non nulle. Alors on a :
H To(re + 1)

oeJ

ZU(J (HagHﬁo‘) e lgj
oed o¢J H .I'o- To + 1)
ogJ
gop~leJ
avec (y)oes, (Bo)oes €t (T4)oes comme en (1).
Démonstration. — Cela découle de la proposition 2.2.3, du théoreme 2.5.2 avec
les remarques 2.5.3 et 2.4.2, et de la proposition 2.6.1. O

Remarque 2.6.6. — (i) Le corollaire 2.6.5 appliqué avec J et S\J pour p et
7 fixées (rappelons que Z(p) N F(J) = 0 est équivalent & Z(p) N F(S\J) = 0)
fournit z(J)z(S\J) = (w™'detp)(p) = (det p)(p).

(ii) Lorsque Z(p) = 0, on peut récrire la formule ci-dessus pour z(J) sous la
forme plus simple :

)= o0 (Lo 1) T2

oed o¢J oeJ
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3. Résultats globaux

3.1. Quelques préliminaires. — On commence par quelques préliminaires,
notations et définitions.

Soit F' un corps totalement réel. Pour chaque place finie v de F', on note F,
le complété de F' en v et on identifie Gal(F,/F,) a un sous-groupe de Gal(Q/F')

via un choix de plongement Q < F,. On note k, le corps résiduel de F,, g, «

|koly |- ] o qva% (ou val(w,) = 1 si w, est une uniformisante de F), I, C

W, les sous-groupes d’inertie et de Weil de Gal(F,/F,) et Fr, € Gal(k,/k,) un
Frobenius géométrique x +— z% " en v. On normalise la théorie du corps de classes
local de telle sorte que les relevés des Frobenius géométriques correspondent aux
uniformisantes. On normalise la correspondance locale de Langlands de telle sorte
que, si & et & sont des caracteres lisses de FX tels que &£, # | - [*1, alors la
représentation de W, qui correspond a IIldg’(LIﬁv(f7 2 §R&| | Hest & B &,

Soit D une algebre de quaternions sur F' qui est déployée en une seule des

places archimédiennes de F' notée 7 (on exclut le cas F = Q et D = GLy). On

fixe un isomorphisme D, & D ®r, R = My(R) et on pose D © (D ®gAf)* ou

Ay ¥7Z® Q est 'anneau des adeles finis de Q. Si v est une place finie de F', on
note D, “pe r F,. Pour chaque sous-groupe ouvert compact U C D;, on note
Xy la courbe algébrique projective lisse sur F' associée a U par la théorie des
modeles canoniques de Shimura [38] (voir [9, § 1.1] pour un résumé des résultats
sous la forme que l'on utilise ici, sauf que ’on prend la convention associée au
choix de signe ¢ = 1 comme dans [13, § 3.3] plutot que la convention de [9]
adoptée dans [8]). Les points complexes de Xy relativement a 7 s’identifient a :

D*\((C\R) x D7 /U)

o 'action de D* sur C\R se fait via D* < DX = GLy(R). Pour g € D} et pour
des sous-groupes ouverts compacts U,V C D; tels que g~V g C U, I'application
sur les points complexes définie par la multiplication a droite par g provient d'un
morphisme de courbes algébriques Xy — Xy défini sur F', et tous ces morphismes
induisent des applications Gal(Q/F)-équivariantes sur la cohomologie étale :

Hélt (XU,@7 QTP) - Hélt(Xv,@ @p)

On obtient comme cela des actions de Gal(Q/F) et de Df qui commutent sur :

hgl Hélt (XU,@ Qp)(1)
ou la limite inductive est prise sur les sous-groupes ouverts compacts U C D;,
ou les applications de transition pour V' C U sont induites par g = 1 et ou (1)

signifie le tordu par le caractere cyclotomique p-adique de Gal(Q/F). L’action
de Gal(Q/F) est continue et celle de D} est lisse et admissible. (On powrrait

dsf
IIp =
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aussi prendre la cohomologie étale a coefficients dans une extension finie F de
Q,, mais pour U'instant, il est plus pratique d’avoir Q,).

Fixons des plongements Q < C et Q — Q, et soit o, la représentation de
DX o (D ®g R)* qui, en 7 est la représentation de la série discrete holomorphe

de poids 2 de DX = GLy(R) de caractere central trivial et qui aux autres places
infinies est la représentation triviale. On a une décomposition :

lp = @(ﬂ-f ®@ pfr)

™

ou 7 parcourt les représentations automorphes de (D ®qg A)* telles que :
Homgpx (02, 7) # 0.

Dans la décomposition ci-dessus, 7, désigne la représentation de D; sur Q telle
que :
C ®g 7y = Homgpx, (02, )

et p, & Hom@[Dﬂ(wf, I1p) est une représentation de Gal(Q/F) de dimension 2

sur @p. Pour une extension finie E suffisamment grande, on écrit encore p, pour
la représentation Gal(Q/F) — GLy(E).

Dans ce cadre, la compatibilité local-global de la correspondance de Langlands
est due a Carayol [10] pour v /|p et a T. Saito [35] pour v|p. Chaque 7y se
factorise comme un produit tensoriel restreint sur toutes les places finies v de F' :

/
Trf = ®U7T”U

ot Q, ®g m, = mp, (WD(Pw|Gal(E / Fv))) est la représentation lisse irréductible de
D} correspondant (par la correspondance de Langlands locale) a la “Frobenius-
semi-simplifiée” de WD (px|ga#;/r,)): 1a représentation de Weil-Deligne associée
a pﬂ\Gal(F—v /r,)- En particulier, la représentation pﬂ\Gal(ﬁ /r,) st potentiellement
semi-stable pour tout v[p et la représentation WD(px|q. 7 /5,)) st indécomposa-
ble lorsque D, n’est pas déployée.

Passons maintenant & la caractéristique p. Soit p : Gal(Q/F) — GLy(kg) une
représentation continue, irréductible et totalement impaire. On suppose toujours
que le corps fini kg contient I'extension quadratique d’un corps (fini) sur lequel p
est définie, de sorte que (i) kg contient les valeurs propres de p(g) pour tout g €
Gal(Q/F) et (ii) si H est un sous-groupe de Gal(Q/F) tel que la restriction p|z
est réductible alors elle est réductible sur kg. On suppose de plus p modulaire au
sens ou elle provient d’une forme modulaire de Hilbert propre (de poids et niveau
quelconques). Comme précédemment en caractéristique 0, la limite inductive sur
les sous-groupes ouverts compacts U de Djf permet de définir une représentation
de Gal(Q/F) x Df

Ty < lim HY (X, k) (1).
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On définit alors une représentation lisse de Df sur kg par :
_\ déf =
Tp(p) = HOHlk;;[Gal(@/F)](IOa Ip)
(notons que wp(p) est la représentation associée au dual de p dans [8, § 4]). Par
[39], la représentation 7p(p) est non nulle pour certains choix de D que l'on
explicitera au § 3.2 (voir le corollaire 3.2.3). Un argument classique (voir par
exemple [8, Lem.4.11]) montre que si U est suffisamment petit, alors on a :

mo(p)” = Homy, ,icai@)r) (P H'(Xyg, ke)(1)),

en particulier la représentation wp(p) est admissible. A la suite du travail d’Emer-
ton [19] pour GL, /Q, il est conjecturé dans [8, Conj.4.7] que mp(p) se factorise
comme un produit tensoriel restreint :

(26) mp(p) = @7, (P)

ou chaque mp,(p) est une représentation lisse admissible de D, sur kg. Au moins
pour v ne divisant pas p, on s’attend de plus a ce que 7p,(p) ne dépende que
des classes d’isomorphisme de |, #;/p,) et de D,. Si v divise p et si 7 est une
représentation lisse irréductible de O, sur kg (ot Op, est un ordre maximal
dans D,), on dit que p est modulaire de poids T (en v, par rapport a D) si :

HomkE[ogv}(T, mp(p)) # 0.

Nous utiliserons le résultat récent suivant de Gee et Kisin (cf. [24, Thm.B]) sur
les poids dans la conjecture de Serre de [8].

Théoréme 3.1.1. — Supposons p > 2, ﬁ\Gal(@/F( 1)) Urréductible et, sip =5,
limage de p(Gal(Q/F)) dans PGLy(kg) différente de PGLy(F5) et PSLy(Fs).
Soit v une place de F' divisant p telle que F, est non ramifiée et D, est déployée.
Si p est modulaire de poids T (en v, par rapport a D) alors T € D(ﬁ|Gal(E/Fv))'

Il y a également une action de Gal(Q/F) x Dy sur la cohomologie étale a
coeflicients entiers : )
19, = lim 3 (X5, Op)(1).
Soit 7 une représentation automorphe de (D ® A)* telle que 7o, = 09 et p, =P
ot p, est la réduction de I'unique Op-réseau stable par Gal(Q/F) & homothétie
pres dans p,. On suppose que E est suffisamment grand pour que p, soit définie
sur E et on pose :

déf
(27) = Home, , ica@/m) (p), T13)

otl py est un Op-réseau stable par Gal(Q/F) dans p;. L’application naturelle
Q, R0, ™ — Q, ®g 7y est un isomorphisme. De plus, comme Gal(Q/F) agit sur
ligHO(XU,@, Op)(1) via Gal(Q/F)®, I'irréductibilité de 5 implique que :

(n*)" = Homy , (ca@)/m) (P), Hy, (XU,@a Or)(1))
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pour tout sous-groupe ouvert compact U C DJf. En particulier (le Og-module

sous-jacent &) ¥ n’a pas de vecteurs divisibles. Par ailleurs, I'injection :

ke ®op Hy(Xyg, Or) — He(Xyg, ke)
(en fait un isomorphisme) montre que 'application naturelle :

ke ®o, (7)Y = 7p(p)¥

est injective. En prenant la limite inductive, on obtient le lemme suivant.

Lemme 3.1.2. — L’application naturelle kg @0, 7 — wp(p) est injective.

3.2. Relevés de type fixé. — On rappelle quelques conséquences de résultats
de Gee et de Barnet-Lamb, Gee et Geraghty ([23], [1], [2]) et on en déduit
quelques autres.

Le résultat principal de Gee est inspiré d’une technique due a Khare et Win-
tenberger ([29]) pour démontrer 'existence et la modularité de relevés avec com-
portement local prescrit de représentations p : Gal(Q/F) — GLa(kg) (continues,
irréductibles, totalement impaires). Il généralise des résultats de [18] (pour v # p)
et de [28] (pour v = p) dans le cas F = Q, eux-mémes inspirés des résultats de
changement de niveau de Ribet ([33], [34]). Ce résultat de Gee est étendu et
renforcé par celui clef de Barnet-Lamb, Gee et Geraghty qui donne 'existence de
tels relevés qui sont ordinaires en des places prescrites au-dessus de p.

On conserve les notations du § 3.1. Pour v place finie de F* on note v la sur-
jection canonique Gal(F,/F,) — Gal(k,/k,) = Z ou l'isomorphisme de droite
est défini en envoyant le Frobenius géométrique Fr, sur 1. On rappelle qu’'une
représentation de Weil-Deligne (r, N) en v (definie sur Q,) est un Q,-espace vec-
toriel V' de dimension finie muni d'une représentation lisse r : W, — Aut@V

et d'un endomorphisme nilpotent N : V. — V tels que Nr(g) = qZ(g)r(g)N
pour tout g € W,. On définit un type de Weil-Deligne en v comme une classe
d’équivalence [r, N| de représentations de Weil-Deligne en v de dimension 2
ou (r,N) ~ (r',N') si (r|s,,N) est isomorphe a (r'|,, N'). On dit qu'une
représentation linéaire continue p : Gal(F,/F,) — GLy(Q,) est de type de Weil-
Deligne [r, N] si p est potentiellement semi-stable et si WD(p) ~ (r, N). On dit
que p : Gal(F,/F,) — GLy(E) est de type de Weil-Deligne [r, N] si Q, ®g p en
est.

Soit [r, N] un type de Weil-Deligne en v. On dit qu'une représentation lisse
irréductible 6, de OF sur E est un K-type pour [r, N]| si 'on a I’équivalence
suivante pour toute représentation de Weil-Deligne (r/, N) en v de dimension 2 :

Hom gpx 10y, 7p, (r',NT)) #£0 = (1",N') ~ (r,N).

Supposant E suffisamment grand, un K-type pour [r, N| existe (sans étre en
général unique) sous I'une des deux hypotheses suivantes :
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(i) D, est non ramifiée et N =0
(ii) D, est ramifiée et ou bien r est irréductible ou bien N # 0.

Le lemme ci-dessous relie poids de Serre et types et se démontre par un argu-
ment classique que 1’on omet (voir par exemple [8, Prop.2.10] pour un énoncé et
une preuve sous des hypotheses légerement différentes).

Lemme 3.2.1. — Soit v une place de F divisant p, [r, N] un type de Weil-
Deligne en v et 0, un K-type pour [r, N]. On a p = p, pour une représentation
automorphe 7 de (D ®q A)* telle que Too = 09 €t pr|ca/r,) €st de type [r, N]
si et seulement si p est modulaire de poids T (en v, par rapport a D) pour un
constituant T du semi-simplifié de 0, sur kg.

On rappelle maintenant la conséquence suivante des résultats de Barnet-Lamb,
Gee et Geraghty ([23], [1], [2]).

Théoréme 3.2.2. — Supposons p > 2, p : Gal(Q/F) — GLa(kg) modulaire,
Plea@/r oy irréductidle et, sip =5, limage de p(Gal(Q/F)) dans PGLy(kg)
différente de PGLy(F5) et PSLy(F5). Soit 1 : Gal(Q/F) — E* un caractére qui
reléve det p et tel que Ye~! est d’ordre fini, T un sous-ensemble de I’ensemble des
places de F divisant p et S un ensemble fini de places finies de F' contenant les
places divisant p et les places ot p ou ¥ sont ramifiés. Pour chaque v € S, soit
(19, Ny| un type de Weil-Deligne en v et pour chaque v € T U{v{p, N, # 0},
soit 11, : Gal(F,/F,) — kj un caractére. Supposons que, pour chaque v € S,
PlaaE /r,) admet un relevé p, : Gal(F,/F,) — GLy(E) tel que :

(i) siv|p alors p, est potentiellement semi-stable de poids de Hodge-Tate (0, 1)
pour tout F, — @p
(ii) siv|p alors p, est potentiellement ordinaire si et seulement siv € T
(iii) p, est de type de Weil-Deligne [r,, N,| (v € S)
(iv) siv € TU{vtp, N, # 0} alors p, a une sous-représentation o, de dimen-
sion 1 telle que o, reléve ,w et 005_1|1U est d’ordre fini

(v) det pulr, = ¢lr, (v €S).

Alors, quitte o agrandir E, p posséde un relevé p : Gal(Q/F) — GLy(E) continu
non ramifié en dehors de S et tel que :

i) si v|p alors = est potentiellement semi-stable de poids de Hodge-

(i) p p’Gal(Fv/FU) p p g
Tate (0,1) pour tout F,, — Q,

(ii) sivlp alors plgu k) est potentiellement ordinaire si et seulement siv € T

(iil) plga/r,) est de type de Weil-Deligne [r,, N,] (v € S)

(iv) siv € T U{vip, N, # 0} alors plgum/r,) @ une sous-représentation o, de
dimension 1 telle que o!, reléve f,w et ale|;, est d’ordre fini

(v) det p = 1.
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De plus, un tel relevé p de p provient d’une forme modulaire de Hilbert de pouids
(2,2,---,2).

Démonstration. — Ce théoreme se déduit des résultats principaux de [23] et [2]
comme expliqué dans la preuve de [24, Lem.5.3.2]. 11 differe de loc.cit. seulement
parce que le cas NV, # 0 n'y est pas considéré lorsque v|p et n’y est pas explicité
lorsque vtp. Pour obtenir le théoreme 3.2.2; il suffit de modifier les arguments
dans [23] comme expliqué ci-dessous.

D’abord, on vérifie qu’il existe une extension résoluble Fy/F de degré pair telle
que :

(i) les restrictions 7|1, Plaa@/r.w) € Ve |GaE /m.) SONt triviales pour tout
v e S et tout wlv

(ii) les hypotheses de [24, Lem.5.3.2] s’appliquent & 7' = [,/ r,) OU (changeant

Cenp, Sen ST etend|gag/m) :

— St ={wlp} 11 Sy ou Sy est 'ensemble des places de Fy au-dessus des places
v de F telles que vip et N, #0

— T, est trivial pour tout w € S*

— si w|p alors R, est la composante irréductible (de 'anneau de déformation)
paramétrant les déformations ordinaires si et seulement si w divise v pour
un v dans 7’

— si w € Sy alors R, est la composante irréductible (de I’anneau de déforma-
tion) paramétrant les déformations de la forme (§ 7 ) dans une base conven-

able.

Notant Dg I’algebre de quaternions sur Fj ramifiée exactement aux places infinies
et aux places de Sy, on obtient alors une représentation automorphe my de (D ®q
A)* telle que :

— To. est triviale si w est une place infinie ou si w € S
— o est non ramifiée si w € Sy

) ~ 5 .
Pry = p’Gal(Q/Fg)
— si w|p alors my est ordinaire en w si et seulement si w|v pour un v dans 7T

On utilise alors 'argument d’augmentation du niveau de [39] comme dans la
preuve de [30, (3.5.3)] pour remplacer Sy par l’ensemble de toutes les places
de Fy au-dessus des places v de F telles que N, # 0. Plus précisément, soit

wy, -+ ,w, les places de Iy divisant p et au-dessus d’une place v de F telle que
N, # 0. Pour ¢ =1,--- ,r on définit par récurrence des extensions F; de Fj telles
que :

— F;/F,_1 est quadratique totalement réelle

= Plaa@,r i) est irréductible

—si w € 5] alors w est totalement décomposée dans F; ou S! est I'ensemble
des places de F;_; au-dessus des places de {wy, -+ ,w;} II Sy
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— si w est une place de F;_; au-dessus d'une place de {w;1,- -+ ,w,} alors w
est inerte dans F;.

Soit .S; 'ensemble des places de F; au-dessus de celles de S, on a S; = {w}} 11.S;_4
ou w; est I'unique place de F;_; au-dessus de w;. Soit D; 'algebre de quaternions
sur F; ramifiée exactement aux places infinies et aux places de S;. On montre
par récurrence sur ¢ qu’il existe une représentation automorphe m; de (D; ®qg A)*
vérifiant la méme liste de propriétés que my (voir ci-dessus) avec Fy remplacé par
F;, Dy par D; et Sy par S; (cela se démontre en choisissant un premier auxiliaire
¢ satisfaisant [30, (3.5.6)] et en appliquant 'argument de [30, (3.5.3)], 'existence
d'un relevé de o, [gaF/r,,) de type de Weil-Deligne [r, N] avec r non ramifiée

et N # 0 combinée avec I'ordinarité de m;_; en la place w; et la compatibilité
local-global en w] assurent que les hypotheses de [30, (3.1.11)] sont satisfaites,
I'hypothese w1 p étant superflue dans la preuve lorsque la représentation 7 de
loc.cit. est triviale).

Pour finir, on procede exactement comme dans la preuve de [23, (3.1.5)] : pour
toutes les places finies v € S telles que N, # 0, on choisit la composante
irréductible (de 'anneau de déformation locale “cadrée” (framed)) paramétrant
les relevés conjugués a p, (§7) avec p, : Gal(F,/F,) — O} choisi tel que le relevé
pp de I'énoncé vérifie p, ~ 1, (§71) (cf. [29, (3.2.6)] pour une analyse de cette
composante lorsque v divise p). En travaillant au-dessus de F’ o F,., on voit
que 'anneau de déformation qui en résulte possede un point modulaire, et donc
tous ses points a valeurs dans ZTJ sont modulaires et il est fini sur Z,. Il s’ensuit
que Ri@g est fini sur Z,, donc a un point a valeurs dans ZT,. De plus, si p est la
déformation correspondante, alors p|q, g, est modulaire, et donc aussi p. Cela
conclut la preuve. O

Notons (HO) I’hypothese de compatibilité suivante entre D et p :

(HO) Pour chaque place v de F' telle que v{p et D, est ramifiée, la représentation
Plaaim/r,) est soit irréductible soit isomorphe a une représentation de la

forme 7z, (§ 1) pour un caractere i, : Gal(F,/F,) — k.

Corollaire 3.2.3. — Supposons p > 2, p : Gal(Q/F) — GLy(kg) modulaire,
Plea@/r(yy irréductible et, sip =5, limage de p(Gal(Q/F)) dans PGLy(kg)
différente de PGLy(F5) et PSLy(F5). Alors mp(p) # 0 (voir § 3.1) si et seulement
si Uhypothése (HO) est vérifiée.

Démonstration. — Notons d’abord que 7p(p) est non nul si et seulement si
P = P, pour une représentation automorphe m de (D ®qg A)* telle que 7y = 0.
En effet, si une telle 7 existe alors le lemme 3.1.2 montre que 7wp(p) # 0.
Réciproquement, si mp(p) # 0 alors p est une sous-représentation de la réduction
d'un réseau dans Hg (X g, E)(1) pour un U convenable, et la représentation
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H}(Xyg, E)(1) est une somme directe de telles représentations p, (quitte a
agrandir E). En particulier, si 7p(p) # 0 et D est ramifiée en v, alors p possede
un relevé modulaire p tel que p|g. 7 /F,) €st soit irréductible, soit un tordu d’une
représentation de la forme (§7). De plus, il est bien connu que si plgz /5,
est irréductible mais a une réduction réductible, alors c’est une induite d’un car-
actere ¢ : Gal(F,/L) — O3 tel que " =1 ol g, = —1 mod p, L est 'extension
quadratique non ramifiée de F, et o le générateur de Gal(L/F,). On en déduit
que |l r,) est dans tous les cas de la forme requise pour que (HO) soit
vérifiée.

Réciproquement, supposons (HO) satisfaite. Comme p est modulaire, on a
P = P, pour une représentation automorphe 7’ de (D' ®g A)* telle que 7/ = 09
ou D’ est une algebre de quaternions sur F' non ramifiée aux places divisant p et
en une place infinie exactement (voir par exemple [8, (2.12)]). Soit v © det py
et, pour chaque v|p, soit 7, un poids de Serre tel que p est modulaire de poids
T, (en v) par rapport a D’. Par la proposition 4.4 (ou la proposition 4.3) de
I’appendice, 7, est un constituant de la réduction d’'un K-type supercuspidal,
donc par le lemme 3.2.1 pour chaque v|p la représentation E|Ga1(F7 /F,) admet un
relevé potentiellement semi-stable p, avec tous ses poids de Hodge-Tate (0, 1)
et de type de Weil-Deligne correspondant a une représentation supercuspidale.
Pour chaque vt p ou D est ramifiée, I'hypothése (HO) assure que Plea@/r)
admet un relevé p, de type de Weil-Deligne spécial ou supercuspidal. Comme
det p|7, = 1|y, pour tout v, on peut tordre chaque p, par un caractere d’ordre une
puissance de p de sorte que det p,|;, = ¥|;,. Maintenant par le théoreme 3.2.2
et la correspondance de Jacquet-Langlands, on a p = p,. pour une représentation
automorphe 7 de (D ®g A)* telle que mo = 0. On en déduit mp(p) # 0. O

Meéme si I'objectif principal de cet article concerne les propriétés de I’hypothé-
tique facteur local 7p ,(p) en (26) pour v|p lorsque D = GLy(F),) et F, est non
ramifiée sur Q,, on en profite pour signaler le résultat surprenant suivant lorsque
D, reste une algebre de quaternions en v|p.

Corollaire 3.2.4. — Supposons p > 2, p : Gal(Q/F) — GLy(kg) modulaire,
Plea@/r(yry irréductible et, sip =5, limage de p(Gal(Q/F)) dans PGLy(kg)
différente de PGLy(IF5) et PSLy(F5). Si (26) est vrai alors pour toute place v de
F divisant p ou D est ramifiée la représentation mp ,(p) est de longueur infinie.

Démonstration. — Soit 7 une représentation automorphe de (D ®gA)* telle que
Too = 09 et p,. = p. Soit S 'ensemble des places w # v de F telles que ou bien
wlp ou bien prlg. s k) st ramifiée (S contient donc en particulier les places

finies distinctes de v ou D est ramifiée) et soit ¢ et pr. Pour chaque w € S,
s0it [ry, Ny le type de Weil-Deligne de pr|qzs/p,)- Soit 7, un poids de Serre
quelconque pour lequel p est modulaire en v par rapport a D. Par la proposition
4.7 (cf. appendice), pour tout m > 0 il existe un K-type supercuspidal 6, ,, de
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conducteur essentiel 2m+3 dont la réduction contient 7, comme constituant. Par
le lemme 3.2.1, on en déduit que p|q, 7 /) admet un relevé p, ,,, potentiellement
semi-stable a poids de Hodge-Tate (0,1) de type de Weil-Deligne irréductible
[75.m, 0] de conducteur essentiel 2m+3. Quitte a tordre par un caractere, on peut
de plus supposer det p, |7, = ¥|1,. Par le théoreme 3.2.2 et la correspondance de
Jacquet-Langlands, on a donc une représentation automorphe 7, de (D ®q A)*
telle que 0o = 02, Dr. =P, Pr | Gal(Fy/F,) €5t de type de Weil-Deligne 7wy Nowl
pour tout w € S et pr,|caF/r,) est de type de Weil-Deligne [, 0]. Pour
w € S et pour un sous-groupe ouvert compact U, C Op , la dimension (sur

Q) de wv, est indépendante de m (car la compatibilité local-global et le fait
que P, |Ga1(ﬁ /) €st de type de Weil-Deligne indépendant de m impliquent que
la restriction Wm’w‘ogw ne dépend pas de m). Soit U” “ Hw#v U, ou, pour
w € S, U, est suffisamment petit pour que W%sz # 0 et ou U, = O  pour
w ¢ S. Alors on a dim@wgff = (¢ pour un entier C' strictement positif et
indépendant de m (voir la proposition 4.7 de I’appendice). Par le lemme 3.1.2 on
a donc dimy, mp(p)Y" > Cq™. Comme c’est vrai pour tout m, on en déduit que
7p(p)V" est de dimension infinie. Si (26) est vrai, on voit donc que mp ,(p) est
aussi de dimension infinie. Comme D¢ est compact modulo son centre, toutes ses
représentations lisses irréductibles sur kg sont de dimension finie. On en déduit

que mp,(p) est de longueur infinie. O

Nous donnerons au § 3.5 ci-dessous une variante du corollaire 3.2.4 (cf. corol-
laire 3.5.4) qui s’applique, elle, & une “vraie” représentation mp,(p) (et non plus
conjecturale) que nous définissons maintenant.

3.3. Le facteur local. — Si p est modulaire et si v est une place de F’ divisant
p, on définit de maniere ad hoc (sous quelques hypotheses techniques assez faibles)
un “facteur local” 7p ,(p) dépendant de la représentation globale p.

On suppose p > 2 et on fixe une représentation p : Gal(Q/F) — GLy(kg)
continue, modulaire et irréductible en restriction & Gal(Q/F(¥/1)) telle que, si
p = 5, I'image de p(Gal(Q/F)) dans PGLy(kg) est différente de PGLy(FF5) et
PSLy(F5). On fixe une place v de F' au-dessus de p (on ne fait pas d’hypothese
supplémentaire sur v dans cette section). On fixe aussi une algebre de quaternions
D sur F vérifiant (HO), de sorte que mp(p) # 0 par le corollaire 3.2.3. On note
Op un ordre maximal dans D et Op, son adhérence dans D,, pour une place
finie quelconque w de F'. Dans toute cette section, on suppose de plus satisfaites
les hypotheses (H1) et (H2) suivantes :

(H1) Siw 'est une place finie de F' ot D est ramifiée, alors p|q. 7 /x,) st non
scalaire.

(H2) Siw # v est une place de F' divisant p, alors D,, est déployée et p|q. 75/,
est réductible non scalaire.
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L’hypothese (H1) et la condition d’étre non scalaire dans I’hypothese (H2)
sont nécessaires afin d’étre str que les facteurs locaux en dehors de v ont des
propriétés convenables de “multiplicité 1”. Il devrait étre possible de supprimer
Ihypothese de réductibilité dans (H2), i.e. de traiter des cas ol plgu/r,) €st
irréductible pour w # v divisant p, en utilisant le travail récent de Cheng ([12]).

On ignore a I’heure actuelle si I'on dispose d'une factorisation (26), mais on
définit ci-dessous de maniere ad hoc une représentation lisse admissible mp ,(p) de
D) sur kg (dépendant a priori de toute la représentation p) et dont on montrera
au § 3.7 que, au moins lorsque F, est non ramifiée sur Q,, D, est déployée et
Pl gz /F,) est réductible générique, elle coincide avec le “facteur local” en v dans
(26) si (26) est vérifiée (corollaire 3.7.2). La représentation mp ,(p) est définie
comme suit :

7p(p) = Homyqe) (M, mp(p)) ]
ott M’ est une représentation lisse irréductible sur kg d’un sous-groupe ouvert
compact U" de [],, Op, et ot m" est un idéal maximal dans une algebre de
Hecke agissant sur Homy,, [y (M",7p(p)). Plus précisément, on définit ci-dessous
des ensembles finis S’ C S de places finies de F, des représentations M, (sur kg)
de sous-groupes ouverts compacts U, C Op pour w € S, et des opérateurs de
Hecke T, et des scalaires o, € kj, pour w € S’ tels que :

vt =TIve T] 05, M = @uesdl,,
wesS  wgSU{v}

et tels que m est I'idéal maximal de kg [T, w € S'] engendré par les T, — cv, pour
w € S’. Si w est une place finie de F', w,, une uniformisante de F,, et n € Z+,
on écrit modulo w™ pour modulo ;..

On pose :
g« {w # v, wlpdisc(D) ou bien plg. 75 /p,) est ramifiée},
et :
g {w # v, wlp} H {w # v, w|disc(D) et ﬁ|Gal(E/Fw) est réductible} C S.

On définit U,, M, (pour w € S) et Ty, ay, (pour w € S’) au cas par cas en
distinguant les quatre cas suivants (pour w € S) :

Cas1 : wlp
Cas II : wldisc(D) et plgamy/r,) est réductible
Cas IIT : wipdisc(D) et plgumy/r,) st réductible (ramifiée)

Cas IV 1 DlgaEy k) est irréductible (donc ramifiée).

Notons que w € S’ correspond aux cas I et Il et w € S\S" aux cas III et IV
(par (H2)).
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Cas I : Par (H2), d’'une part l'algebre de quaternions D est déployée en w
et on a donc un isomorphisme Of = GLy(OF,), d’autre part plg. 7 /r,) est
réductible et on peut donc écrire :

E W X
p‘Gal Fw/Fw) 0 E/

pour des caracteres Ew,E; : Gal(F,/F,) — kj.

Si €l = EI |1, €t E’l ® Dl gaEs/F) est la fibre générique d’un schéma en

groupes fini et plat sur O, , on pose U, = GLZ((’)FH) Sinon, on définit U, C
GL3(Op,) comme le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures modulo
w.

s on pose M, = k:E(G ) ou
0, : U, — kf est le caractere défini par 6, (g) « fw(det(g)) si Uy, = GLy(OF,)
et 0,(g) dEfﬁ (a)€,,(d) pour g = (&%) mod w sinon.

= =
En voyant ¢,,¢§, comme des caracteres de F X

Pour T,, et a,,, on choisit une uniformisante wy de Op,, puis on définit T,

comme la double classe V,, (% %)V, ol v, & ker(@ ) et on pose ay, « Eu(Tw).

~

Cas Il : Par (HO), on a ploumy/r,) = Sw (1) pour un caractere
¢, Gal(F,/F,) — ki. De plus, par (H1), PlGai#y/r,) €st non scindée si
|kw| = 1 mod p (car alors w = 1).

On pose U, = OX et M, kg(0,) ol 0, < 5 odet (det désigne ici la norme

réduite). On ChOlSlt une uniformisante IT p,, de Op,, puis on définit T, comme la
double classe V,I1p, V., ou V,, e ker(f,,) et on pose a,, e &, (det(Ilp,)).

Cas III : On fixe un isomorphisme OF = GLy(Op,) ainsi qu'un caractere

& Gal(F,/F,) — K tel que 7, « E;lm Gal(Fy/F,) €St de conducteur minimal
parmi ses tordus. On note n,, 'exposant du conducteur de 7,, (un entier positif
ou nul) et @, : F) — kj le caractere correspondant a det(a,,).

Si 7, est non ramifiée, on pose U, = GLQ(OFw) Sinon, on définit U, C

GL3(Op,) comme le sous groupe des matrices triangulaires supérieures modulo
w™. On pose M, = kE(G ) ol Oy : Uy — kg est le caractere défini par
Oulg) = Eu(detlg)) si U = GLy(Or,) et Bulg) = Eu(det(9))(d) pour g =

(&%) mod w™ sinon, et Vo, % ker ().

Cas IV : Soit p,, : Gal(F,,/F,) — GLy(E) un relevé quelconque de Plea®s/F)
et soit 0, un K-type pour [r, N] (voir début du § 3.2) o r = p,ls, et N = 0.
Par des résultats de Vignéras, la représentation 6,, reste toujours irréductible (si
D est déployée en w, cela suit de [43, 1.6] et [43, 3.11], et si D est ramifiée en
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w, cela suit de [42, Prop.9], [42, Prop.11] et [42, Cor.12]). On pose U, o Op.»
déf = déf =

Vi = ker(0,,) et M, = 0,,.

Ayant défini U,,, V,, et M, pour tout w € S, on pose :

v déf » déf
v o I 05, v 11w I o5
weS wgSU{v} weS wgSU{v}
ot M ¥ Quwes M. Notons que M est une représentation de U V.
Lemme 3.3.1. — Pourw € S’, laction naturelle de T, sur WD(ﬁ)VU mnduit une
action sur :

HOHIkE[Uv] (Mv, WD(ﬁ)) = HomkE[Uv/Vv] (MU, WD(ﬁ)Vv).

Démonstration. — 11 suffit de montrer que (pour w € S’) laction de U, sur
7p(p)V" commute avec celle de T,,. Lorsque w|p (cas I), on peut choisir des
représentants dans U, de U, /V,, qui commutent avec (% {), et donc pour g € U,

on a :
wy 0\ wy 0
9(0 1)9 EVw(o 1>VW'

Comme V,, est distingué dans U, on en déduit que g commute avec T,,. Lorsque
w| disc(D) (cas II), le caractere 6, s’étend & DX. On a donc 0, (gllp, g7 ") =
0.,(Ilp,) pour g € U, = Op, dou gHDwg_ll_IBi € ker(6,) N Op. = Vi et en
particulier gIlp, g~' € V,,IIp, Vi Donc g commute encore avec Ty, O]

Pour w € S, les opérateurs T, agissent sur Homy, (M, 7p(p)) par le lemme
3.3.1 et ils commutent de plus entre eux puisque tel est le cas sur 7p(p)"". On a

donc une action de T' & kp[Tw, w € '] sur Homy,, (M, 7p(p)) et on pose :

_\ déf — _
(28) Tp(P) = Homyye) (M-, mp(p)) ']
ou m’ est I'idéal maximal de T’ engendré par les T,, — «, pour w € S’. Clest
une représentation lisse admissible de GLy(F,) sur kg de caractére central

wtdet Pleal®Fy)-

Remarque 3.3.2. — (i) La définition de 7p,(p) en I et II ne dépend pas des
choix des uniformisantes w,, et Ilp,. Si, dans le cas I, plq 7 /r,) st scindée,
ses sous-représentations de dimension 1 sont par hypothese distinctes et il y a
donc deux choix possibles pour définir €, et E/w De méme dans le cas 1T avec £,
st Pl Gai(my/m,) €St scindée et si |k,| = —1mod p (car alors w = w™'). Dans ces
situations nous choisissons a chaque fois une des deux possibilités. Il est probable
que la représentation obtenue mp,(p) soit indépendante de ces choix, mais nous
ignorons comment le démontrer pour I'instant.

(ii) I1 y a d’autres choix possibles pour les définitions de U, et M,,. Par exemple,
on aurait pu procéder en IIT comme on 'a fait en IV, c¢’est-a-dire introduire des K-
types. Mais il aurait alors fallu utiliser une notion de type plus étendue de maniere
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a inclure la représentation de Steinberg lorsque ﬁ'Gal(E /F,) €st spéciale. De plus,
pour avoir une représentation M, irréductible, il aurait fallu choisir un relevé
irréductible de P 7/ r,) lorsque Ple. @ r,) est spéciale et [k,| = —1 mod p.
Inversement, on aurait pu aussi utiliser en IV une définition similaire a celle de
IIT (sauf dans le cas |k,| = —1 mod p et plqm;/k,) est induite de I'extension
quadratique non ramifiée de F,). Il n’est pas difficile, 1a, de vérifier que ces
variantes donneraient la méme représentation mp ,(p).

(iii) Enfin, on peut remarquer que 'opérateur de Hecke T, est vraiment nécessaire
dans le cas I seulement si p|;, est une représentation scalaire, et dans le cas II
seulement si p|q,75/r,) est scindée et |k,| = —1 mod p.

3.4. Déformations. — On définit les anneaux de déformations de représenta-
tions galoisiennes locales et globales que 'on utilisera dans la section suivante.

On suppose dans cette section p > 2, p: Gal(Q/F) — GLy(kg) irréductible et
PlGai#y/r,) Téductible non scalaire pour toutes les places w de F' divisant p.

Soit ¥ un ensemble fini de places finies de I’ contenant les places divisant p et
les places ou p est ramifiée. Soit ¥’ un sous-ensemble de ¥ tel que :

— si wlp ou si ply, est réductible non scindée (donc en particulier plq. 7/ x,)
est alors réductible ramifiée), alors w € ¥
— si wip et w € X, alors plg,#;/k,) st isomorphe & une représentation non

scalaire de la forme p|q @/ p,) = (ESw E* >

Donc, pour tout w € ', on peut écrire :

P|Gal(ﬁ/Fw) = 0 g’

pour des caracteres Zw,E;, . Gal(F,/F,) — kj. Lorsqu’il y a plusieurs choix
possibles pour le caractere £, on en fixe un (voir la remarque 3.3.2(i)).

On commence par les anneaux de déformations de représentations locales. On
note Co la catégorie des Op-algebres locales noethériennes completes de corps
résiduel kg. Si A est un objet de Cp, on note m, son idéal maximal.

On note ¢ : Gal(Q/F) — O% le relevé de Teichmiiller de w™'detp. On rap-
pelle qu’il existe un anneau de déformation “cadrée” (framed) RY qui parametre
les relevés de plqa r,) de déterminant ev|q7r/p,). Plus précisément Ry
représente le foncteur de Cp vers les ensembles qui envoie A vers I'ensemble des
relevés o : Gal(F,/F,) — GLy(A) de Pleams/F,) tels que det o = edb|qu@r/my)-

Pour w € ¥ on définit un foncteur D% de Cp vers les ensembles comme suit.
Soit A un object de Cp. Siw ¢ X', alors D% (A) est par définition 'ensemble des
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relevés o : Gal(F,/F,) — GLy(A) de Pleams/F,) tels que deto = gz my)
et o(I,) = p(I,). Siw € ¥, alors D2 (A) est par définition I'ensemble des paires
ordonnées (o, L) ot o : Gal(F,/F,) — GLy(A) est un relevé de Pleamy/r,) tel
que det o = €1 Gal(Fy/Fy) €0 L est un facteur direct de rang un de A? (I'espace de
o) sur lequel Gal(F,,/F,) agit par un caractére de la forme ne, ol  est un relevé
de €, tel que n(IL,) = €,(I,). Dans le cas ot w|p, £, = &, et Z;l ® Plaas/Fu)
est la fibre générique d’'un schéma en groupes fini et plat sur Op,, on demande
de plus que n7 ' ®o ®4 A/m’} soit aussi la fibre générique d’un schéma en groupes
fini et plat sur Op, pour tout n > 1. On définit D% sur les morphismes de la
maniere évidente.

Lemme 8.4.1. — Le foncteur D% pour w € X est représentable par un anneau
R% qui est formellement lisse sur Og de dimension relative 3+[F,, : Q] (resp. 3)
siwlp (resp. wip). Siw & X' ou si p|r, n'est pas scalaire, alors le morphisme
R — Ry est surjectif. Siw € X' et ply, est scalaire, alors Ry est topologique-
ment engendré sur RY par "™V (g) ou n'™V : Gal(F,/F,) — (R5)* est défini

par Uaction de Gal(F,,/F,) sur L'™ pour la paire universelle (o™, L™) sur
R% et ou g € Gal(F,/F,) est un relevé quelconque de Fr,,.

Démonstration. — La preuve est essentiellement dans [29]. On explique ci-
dessous comment la déduire des résultats qui y sont énoncés.

(i) Supposons d’abord w ¢ ¥’ donc en particulier w t p. Dans ce cas, la
représentabilité de D2 par un objet RZ de Co et lexistence dun relevé po
de plga;/r,) dans D%(Og) sont des résultats standards. Considérons la Op-
algebre EE,O,H associée a py dans [29, § 2.7]. Comme Eio,ﬂ est un quotient

de RS (par [29, Prop.2.11]) et que }_%iojﬂ[l/p] est régulier de dimension 3 (par
[29, Prop.2.10]), il suffit de montrer que l'espace tangent de R5 ®o, kg est
de dimension au plus 3. Comme p > 2, on peut identifier cet espace tangent
D% (kgle]/(2)) avec le noyau de P'application naturelle Z'(Gal(F,/F,), M) —
HY(I,, M) ot M © ado(ﬁ]Gal(E/Fw)). Le quotient de ce noyau par les cobords
B'(Gal(F,/F,), M) est isomorphe & H'(Gal(F,/F,)/L,, M"™), qui a méme di-
mension (sur kg) que H°(Gal(F,/F,), M). On en déduit que la dimension de
I’espace tangent est bien :

dimy, B'(Gal(F,/F,), M) + dimy, H*(Gal(F,/F,), M) = dim;, M = 3.
La surjectivité du morphisme RY — R2 dans ce cas est claire.

(ii) On suppose maintenant w € ¥'. Comme D2 est isomorphe au foncteur
obtenu en remplacant la représentation ﬁ|Ga1(FTJ /F,) Par une de ses conjuguées et
en la tordant par un caractere, on peut supposer :

—_ gww Zﬁ
p‘Gal(E/Fw) = 0 1
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pour un cocycle 2, € ZY(Gal(F,/F,), kg(&,w)).

On considere d’abord le cas w|p et &, # 1. On va construire explicitement un

relevé universel (o', LWV) € D2(R2) ot RS « O[T, X1, -+, Xas1, Y]] et
déf
d = [Fy,:Qyl
aét =

Soit Y : Gal(F,/F,) — Og[[T]] le caractere &,nr(1 4+ T) ou &, = [€,] est

w —_—
le relevé de Teichmiiller de &, et nr(1 + 7T') est le caractére non ramifié envoyant

—univ univ

un Frobenius géométrique vers 1 + 7. On note ="V = nr(1 + T)ni*Ve. Par [29,
Lem.3.7], le Og[[T]]-module des cocycles :

7 S Z24(Gal(Fy/ Fu), Os([TI)(E"™)
est libre de rang d + 1 et pour tout morphisme 5 : Og[[T]] — A dans Co, on a :
ZN(Gal(F,/Fu), A(B 0 E™Y)) = 2™ @oym) A.

(Notons que [29, Lem.3.7] suppose en fait F,, non ramifiée sur Q,, mais cela n’est
pas nécessaire dans la preuve.) En particulier, on a Z'(Gal(F,/F,), kp(§,w)) =
Z1niv ®op(r) ke et on peut choisir un relevé z; € Z"Y de z; ainsi qu'une base
{z1,-++ , 2441} de Z"V sur Og[[T]]. On définit alors :

oV Gal(F_w/Fw) — GLQ(Rﬁ) = GLy(Op([T, X1, -+, X411, Y]])

o dé _ 1 0 Euniv 5 d+1 . 1 0
o Y E) (4 ).

1> € (R,%)2 (en particulier

par :

Y

et L' comme le sous-R%-module engendré par (
on a bien det(a™V) = &,¢).

Maintenant que nous avons défini un élément o™ de D% (R%), nous devons
montrer que, pour A dans Co et (o, L) € D2(A), il existe un unique o : R2 — A
tel que 0 = oo™ et L = L' ®,a A. On remarque d’abord qu'il y a des

éléments t,y € m, uniques tels que L est engendré par (;) et Gal(F,/F,) agit
sur L par ne ou n = &,nr(1 +t). Comme det(c) = {,&, on a :

nr(l —|—t) <—1?J (1]) o0 o <; (1)> _ (ﬁoglmlv i)

pour un z € ZY(Gal(F,/F,), A(3 o ™)) ou B : Og[[T]] — A est défini par

B(T) =t. Comme z est un relevé de z;, ona z = 1 ® Z; + Zj;rll x; @ z; pour
des z1,- -+, 2441 € my uniques. On en déduit que o : RS — A défini par T + t,
Y= yet X;— a;pouri=1,---,d+1 est Punique a transformant (o™, L")

en (o, L).
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Les cas restants olt w € X' se traitent par des variantes de 'argument ci-dessus.
Si wlp, &, =1 et plgay/r,) est la fibre générique d’un schéma en groupes fini
et plat sur Op,, on remplace le module des cocycles par le module :

ZH(Gal(Fu/ F,), O([T))(E™))

comme défini dans [29]. Siw|p, £, = 1 et PlcaiFy/F,) e provient pas d'un schéma
en groupes fini et plat, on remplace Og[[T]] par O, N par le caractéere trivial
et d+1 par d+2. Enfin si w{p, argument est le méme que dans le cas précédent

mais en remplacant d 4+ 2 par 2.

(iii) Pour montrer la derniére assertion, supposons que p|;,, est scalaire et soit
S la sous-R-algebre de RS topologiquement engendrée par 72V (g). Alors o™

est & valeurs dans GLy(S) et 72" dans S*. Comme p(g) n’est pas scalaire, on

voit que la matrice B 4 univ (9)—(n=Ve)(g)I € My(S) a une réduction non nulle
modulo mg. Comme det(B) = 0, on en déduit que L “f ker(B) est un facteur
direct de S? de rang 1 et donc que L™V = R2 ®g L. La propriété universelle de
(o'miv LWV donne donc une section RS — S de Pinclusion S C R%, d’ott il suit

que S = R%.

Si p|;, nest pas scalaire, soit S I'image de RY dans R2. Alors o™V est &
valeurs dans GLo(S) et nV|;, dans S*. On choisit g € I,, tel que p(g) n’est pas

w
scalaire et on montre exactement comme ci-dessus que S = R%. [

Remarque 3.4.2. — Si 'on remplace E par une extension finie E’, alors on a
une application naturelle R’ — Op ®0, R% ot B> est défini en utilisant £’ au
lieu de E. Un argument standard utilisant le sous-anneau de R/ des éléments
se réduisant dans kg montre que cette application est un isomorphisme.
Remarque 3.4.3. — Lorsque w|p, 'anneau R% coincide avec I'anneau Ei’w
considéré dans [29] sauf si p|gar;/r,) est la tordue par un caractere d’une
représentation non ramifiée réductible non scindée, auquel cas I'application na-
turelle RDY — R2 n’est pas surjective.

On définit maintenant les anneaux de déformations de représentations globales
qui vont intervenir. Pour un ensemble fini ) de places de F', on note Dg le
foncteur de Cp vers les ensembles qui envoie un objet A vers I’ensemble des
classes d’équivalence des relevés o : Gal(Q/F) — GLy(A) de p non ramifiés
en dehors de ¥ U @ et tels que det o = e, deux relevés étant équivalents s’ils
sont conjugués par une matrice g € GLy(A) dont la réduction modulo m4 est la
matrice identité. Comme p est irréductible, le foncteur D¢, est représentable par
un anneau de déformation universelle Rg. On note RS I'objet de Co représentant
le foncteur qui associe a A ’ensemble des classes d’équivalence de paires ordonnées
(0, {Buy}wex) ot o est un relevé de p comme dans la définition de Dg(A) et
chaque B,, est une base de A? qui se réduit sur la base standard de k%, et ol
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(0,{Bu}wes) ~ (9097, {9By }wes) pour toute matrice g € GLay(A) qui se réduit
modulo m4 sur l'identité.

A def
R

On pose R, “ RuesRY et RS, = ®yuexR%. On a des applications naturelles

Ry — Rg, Ry, = Ry et Rij, — Rﬁc On note enfin RA « RQ® RO RloC Lorsque
Q@ = ), on supprime l'indice Q.
5. Multiplicité un I. — Dans cette section et la suivante, on applique la

méthode de Taylor-Wiles comme modifiée par Diamond, Fujiwara et Kisin (cf.
[16] et [30]). Cette premiere section contient essentiellement des préliminaires.

On conserve les notations et hypotheses du § 3.3 et on suppose de plus que
la place v|p fixée est telle que F, est non ramifiée sur Q,, D, est déployée et
Pleam/r,) est réductible générique (cf. § 2.1 et rappelons que la généricité im-
plique p > 3). On fixe un isomorphisme de Op, -algebres Op, = My(OF,) pour
chaque place finie w ou D est déployée.

Notons qu’avec (H2), on suppose en particulier que pour toute place w|p, D
est déployée et plg.Fy/r,) est réductible non scalaire. (Comme déja remarqué
au § 3.3, les résultats de [12] devraient permettre de traiter les cas ol plq#s k)
est irréductible pour w # v divisant p.)

Rappelons qu’au § 3.3, on a défini des sous-groupes ouverts compacts U,, D V,,
et des représentations M, de U, [V sur kg pour w € S. On définit maintenant
de maniere similaire U, comme le sous-groupe de le)v =~ GLy(Op,) des matrices
triangulaires supérieures modulo v. On écrit :

Ew  *
p|Ga1Fv/Fv) 0 E/

pour des caracteres EU,EL . Gal(F,/F,) — k’X et on pose v, < ker(0,) et M,
(

kg (0,) ou 0, : U, — kj est défini par 0,(g ) 5 (a )f (d) pour g =
v.

def

%) modulo

Pour w € SU {v}, on releve la représentation M, en caractéristique 0 comme
suit. Dans les cas I, IT et III du § 3.3, on a défini M,, = kg(6,,) pour un caractere
0, : U, — kf., on pose alors M, o Og(0,) ou 0, est le relevé de Teichmiiller
de 0, et Op est supposé suffisamment grand. Dans le cas IV (ot w{p), on a
defini M,, comme la réduction d'un K-type 6, pour un relevé o de Pleams F)
On suppose maintenant que ce relevé est choisi tel que deto = 5¢|Gal(ﬁ /i) €t
o(l,) = p(I,) ou ¢ est le relevé de Teichmiiller de w™!detp (voir § 3.4). On
définit M,, comme un modele de 6, sur O (en supposant O suffisamment grand

pour que 6, ait un tel modele). Dans tous les cas on a M,, = kg ®p, M, comme
module pour kg[U,/Vy).
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On définit aussi des sous-groupes U,, C UJ) de O = GLy(Op, ) pour les places
finies w € S U {v} qui vérifient la condition :

(Q) le quotient des racines du polynéme caractéristique de p(Fr,,) n’est pas dans
{1, N(w), N(w)~'}

ott N(w) ¥ |k,| = e71(Fr,)). Pour une telle place w, on définit U? C GLy(Op,)

comme le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures modulo w et U,

comme 'ensemble des g € U tels que g = (¢?) mod w.

Si maintenant () est un ensemble fini quelconque de places finies de F' qui ne
sont pas dans S U {v} et qui satisfont toutes (Q), on pose :

U Tl U T 03, et Vo= J[VellU. ][ 9.

weSU{v}IUQ wgSU{v}uQ weSU{v} weQ  wgSU{v}IuQ

On voit Ug/Vg = [luesuqu) Uw/Vi comme agissant sur le Op-module M ©

Quwesufv} My (le produit tensoriel est sur Og). Comme 1) est totalement pair
(car p est modulaire), on peut l'identifier par la théorie du corps de classes a
un caractere des adeles finis AE s trivial sur F*. Comme ¢ coincide avec 6, sur
Or. pour w € SU{v} et est trivial sur O, sinon, on peut étendre I'action de
Uq/Vg sur M via 1 pour obtenir une action du groupe fini G « UgAf ;/ V™.
Notons que ce groupe est indépendant de () et agit naturellement sur la courbe
de Shimura Xy,,, donc sur la cohomologie Hélt(XVQ’@, Og)(1). On pose :

déf
CQ = HomoE[G] (M7 Hgt(XVQ,@’ OE)(l))

Pour w ¢ {v} US U@ on définit 'opérateur de Hecke T, agissant sur le Op-
module Hl(XVQ’@, Og)(1) par la double classe OF (% 7) O pour un choix
quelconque d’uniformisante w,, de Op,. De méme pour w € ), on définit T,
agissant sur Hl(XVQ@, Og)(1) par la double classe U, (% ) U,. Attention que
lopérateur T, pour w € Q) dépend du choix de w,,. Pour w € S’ on définit T,
exactement comme au § 3.3. On vérifie comme dans la preuve du lemme 3.3.1 (et
plus simplement méme lorsque w € S U Q) que chaque T,, induit une action sur
Cq. De plus, ces opérateurs commutent deux a deux ce qui permet de définir une
action de la Op-algtbre commutative T % Op [T, w & {v}US\S’| engendrée par
des variables formelles T,, pour w ¢ {v} U S\S’. On note T I'image de T dans
Endp,(Cg) : c’est un Op-module de type fini.

Rappelons que, pour w € S, on a défini des éléments «,, € kj. Pour w € Q,

on pose ay, = N(w)a;, pour un choix de valeur propre a;, de p(Fr,). On note
¢¢o I'homomorphisme de Opg-algebres T — kg défini par ¢o(T,) = o, pour
w e S'UQ et ¢pgo(Ty,) = N(w) tr(p(Fr,,)) pour w ¢ {v} U S UQ, et on pose

déf
mq = ker(¢q).
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On pose maintenant ¥ < 5 U {v} et:
> €8 U {o} U {w, pl;, est réductible non scindée} C 3.

Notons que les hypotheses du § 3.4 sont satisfaites pour p, ¥ et ¥'. En particulier,
pour tout w € ¥, on peut écrire :

a. 711) w = pad
Gal(Fy /Fu) 0 £

pour des caractéres &, &, : Gal(Fly/Fy) — k%. De plus, on a toujours &, = €, si
w1tp (par (HO) ou car I'extension est non scindée). Lorsqu'il y a plusieurs choix
possibles pour le caractere £, on en fixe un (voir la remarque 3.3.2(i)).

Proposition 3.5.1. — On a des isomorphismes Q,®0,. Comg = ©pr el Q,®0,
Tom = DQ, 00 Q,®0, Tom, agit composante par composante sur Q,®0, Co mq,
et ot les sommes directes sont sur les représentations automorphes w de (D®A)*
telles que :

— oo =09 (cf. § 3.1)

— det pr = e

— pr est un relevé de p

— px est non ramifiée en dehors de XU Q)
— siw € X\Y, alors pr(L,) = p(L,)
—siw € ¥, alors prlgams/r,) = ("

0
tel que (L) = & (L)
— siwlp, |1, = &1, et E;lmGal(F—w/Fw) est la fibre générique d’un schéma

) pour un caractere 1, relevant £,

en groupes fini et plat sur O, , alors n;1Pw|Ga1(FTU/Fw) est la fibre générique
d’un groupe p-divisible sur Op,, .

De plus, I’ensemble de telles m est non vide.

Démonstration. — (i) On a des isomorphismes :

Q@ ®o,; Comg = Homoyq) (M,Q, ®o, Ha(Xy, 5 Op)(1)ng)
et :
@p Qop Hélt(XVQ,@: OE)(l)mQ = @ Hét(XVQ,@: @p)(l)p
p

ou la somme est sur les idéaux premiers p de @ R0y T tels que pN T mg et
qui sont dans le support de Hélt(XVQ’@,QTp). En tant que Q, ®¢,, T-module, on a
une décomposition :

n Ve
HY (X, 50 @) (1) = @n(pr 8 7°)

ou la somme est sur les représentations automorphes 7 de (D ®q A)* telles que
Too = 09 et 7y est comme au § 3.1 mais avec les scalaires étendus a Q, au lieu
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de C. On en déduit que @, ®o, Com, est la somme directe sur de telles 7 des
Q,-espaces vectoriels :

v,
pr ®g, Homoy(c (M, ©p(7,),)

pour p comme ci-dessus. Comme cet espace vectoriel est nul sauf si ¢ est le
caractere central de 7, ou de maniere équivalente det p, = e, on a seulement
besoin de sommer sur ces 7 la et on peut alors remplacer G' par Ug/Vy. Dans
le produit tensoriel restreint usuel 7; = ®;,m, I'opérateur de Hecke T,, agit par
I'identité en dehors de w. Comme on a :

W;/Q = (Quesmy”) ® (Queqmy”) ® <®;€EUQ 71(3%)

on en déduit que les idéaux premiers p de Q, ®o,, T tels que (W}/Q)p # 0 sont
précisément les noyaux des homomorphismes définis par T, — a,, (w ¢ X\S’) ou
a, € Q, est une valeur propre de T, sur le facteur en w. Notons que pN'T C mg

(pour le p correspondant) si et seulement si a,, se réduit sur «,, pour w € S’ UQ
et sur N(w) tr(p(Fr,,)) pour w € ¥ U Q. On en déduit :

Homo, (M, @y (1%),) = &/, X,,

ou :
Homo,(v,) (M, Ty, ) siw e B\S
dét HomOE[Uw](Mw, (wa)aw) stwe S
KXo =9 (70),, siweQ
o5 '
(70" )N (w) t2(3(Fra)) sinon,

et ol a en indice veut dire la somme des espaces propres généralisés pour T,
associés aux valeurs propres a,, € Z, qui se réduisent sur o € kp. Pour w ¢ ¥UQ,

X

@
les espaces m,"”" sont de dimension 1 et a,, = N(w) tr(p,(Fry)), donc la dimension

X

@) . 7 1os _ .
de ®§U€EUQ(7TWD“’)N(M) tr(p(Fro)) €St 1 81 pr se réduit sur p et 0 sinon. On peut donc
supposer que p, est un relevé de p en déterminant les autres facteurs.

(i) Supposons d’abord w € S\S" (donc en particulier w {p). Si plgars/r,)
est irréductible, alors le facteur en w est Homog (0w, Tw), qui est non nul (et

~

nécessairement de dimension 1) si et seulement si p.|;, = o|r,, i.e. pz(ly) =
(1) (cf. le choix de o au début de cette section).

Si ﬁ|Ga1(E /£, st réductible et w ¢ Y, alors pl;, =&, EBE;U pour des caracteres

Ew,au Iy, — ki et indaf’w 0, est un K-type pour [0,0] (cf. § 3.2) ou o|;, =

[€,] ®[€,]. On en déduit comme dans le cas précédent que :
Homy,, (0., my) = Homog (indgfw Oy )

est non nul (nécessairement de dimension 1) si et seulement si p, (1) — p(1).
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Si Plaaimy k) €st réductible et w € X, alors Pl @y k) = £, ®(%1) pour un

caractere &, : Gal(F,/F,) — k} et E;l ® PlgaFy/F,) st ramifiée. Dans ce cas
Homy, (0., m,) est non trivial si et seulement si 7, est de la forme 7, o det @7/,
oil 1, est un relevé de &, tel que 1,(I,) = &,(I,) et 7, est soit une série
principale non ramifiée soit la représentation de Steinberg. Comme pr|c. @/ r,)

- =1 _ _ e .
releve plga s r,) et due &, ®Plaa @ /k,) est ramifiée, on ne peut avoir pour o,
une série principale non ramifiée. On en déduit que Homy, (6,,, 7,,) est non nul
(nécessairement de dimension 1) si et seulement si pr| a7/, = N0 @ (§1), qui
est équivalent & pr|qa 7 k) de la forme demandée dans I'énoncé.

(iii) Supposons maintenant w € S’. Considérons d’abord le cas w{p. On
a alors E;U = ¢,, D, ramifiée et U, = Op,. . D’apres les définitions de M, et
de T, on voit que Homo, v, ](Mw, Tw)a, 7# 0 (nécessairement de dimension 1)
si et seulement si m, = 7, o det pour un caractere 7, : F — ZTJX tel que
"hv‘o;w = [fw”o;w et a, = ny(det(Ilp,)) releve «,, (rappelons que Ilp,, est une
uniformisante de Op,), ce qui par compatibilité local-global est équivalent a
PrlcaFy/r,) de la forme demandée.

— — [0}
Supposons w|p, w # v et £,|5, # £;|Iw. Dans ce cas ind;;”* 6, est un K-type

pour [[€,] ® [€,],0], et donc Homo,,](My, Ty) est non nul si et seulement si
WD (prlgazs/ry)) = Ml - | © 1, (avec N = 0) pour des caracteres 1y, 1, : Wy —

@pX tels que 9|1, = [§u)lr,, Molr, = [f;UHIw et 1, = Ylgaw,/r,)- De plus dans
ce cas Homo,](My, m,) est de dimension 1 avec T, agissant par a, = 17y (@),
de sorte que Homo 17,1 (M, Tw)a,, st non nul (nécessairement de dimension 1) si
et seulement si la représentation de Weil-Deligne WD (px|ga75/r,)) €st comme ci-

dessus avec 1, (w,) € Z,  relevant ay, = &, (wy,) (et donc avec aussi 7/, (wy,) €
ZT,X). Une représentation potentiellement semi-stable pr|qa 7y r,) @ une telle
représentation de Weil-Deligne si et seulement si p,,]Gal(Ffw/ ) ©st comme dans
I’énoncé.

Supposons w|p, w # v et &,|5, = auhw. La preuve est similaire au cas
précédent avec les modifications suivantes. Si E;l ® p’Gal(Tw/Fw) n’est pas la

fibre générique d'un schéma en groupes fini et plat sur Op,, alors on a
WD (prlgams/my) = Mol - | & mw avec N # 0 et T, agissant par 7, (w,). Si

E;l ® PlaaFs/F,) est la fibre générique d'un schéma en groupes fini et plat
sur Op,, alors U, = GLy(OF,) et on a WD(pr|qums/r,) = Ml - | © 7, (avec
N = 0) pour des n,,n,, comme dans le cas précédent, mais maintenant T,, agit
par Ny (wy) + 1., (ww)N(w). C’est une unité p-adique si et seulement si soit
Nw (o) soit 0 (w,)N(w) Pest. Quitte a échanger n,| - | et 7/, on voit comme
précédemment que pr|ga#;/F,) €St comme dans I'énoncé.
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Supposons maintenant w = v. Comme p|g, 7/, est (réductible) générique,

on a&,|;, # EL] 1, et encore une fois Home,,)(M,, 7,) non nul (nécessairement
de dimension 1) si et seulement si WD(px |75 /5,)) = Mol | @1, avec N = 0 et des
caracteres 1,, 7, comme ci-dessus. Comme pr|q. @/ F,) releve Pleam, F,)» ON en
déduit par la proposition 2.2.3 que dans ce cas le Og-module fortement divisible
qui donne pr |7/, est de type 0 (cf. définition 2.2.1), et par le théoreme 2.4.1

que 7,(p) est une unité p-adique qui releve &, (p). (Notons que le caractere n'(()
du § 2.1 est la restriction a I, du caractere noté ici 7,.) On conclut exactement
comme précédemment.

(iv) Supposons enfin w € @ (donc en particulier w{p). Par la condition (Q), on
a Dl GaFy/F) = &, @5 pour des caracteres distincts &, §/w : Gal(F,/Fy) — k

~Y

dont le quotient n’est pas w*!. Comme p, releve p, on en déduit PrlGal(Fy Ry =

[

Nw @ 1., pour des caracteres 7, et 7/, qui relevent &, et ZU On a donc m, =
Indngw)(nﬂ |7t @ n!,) de sorte que Homy,, (7, M,,) est de dimension 2 avec
Nw(0w)N(w) et 1., (ww,)N(w) pour valeurs propres de T,,. Comme une seule de
ces valeurs propres se réduit sur «,,, on obtient que Homy, (7, My )a, est de
dimension 1.

Ceci acheve la preuve de Q, ®o, Com, = ©pr avec  comme dans 'énonceé.

Notons que T agit sur la composante en 7 via un homomorphisme T — @
envoyant T, sur N(w) tr(p;(Fr,)) pour w € Y UQ. Comme ces homomorphismes
sont tous distincts, la conclusion concernant Tg m, s’ensuit.

(v) Le fait que l'ensemble de ces 7 est non vide découle du théoreme 3.2.2
apphque avec S = X, 1 = e et T =1’ensemble des places de F' divisant p. Posons

= ¢, pour w € Z’ et choisissons les types de Weil-Deligne [r,,, N,,| pour w € ¥
comme ceux apparaissant dans la preuve ci-dessus. Un relevé p,, provenant d'un
point a valeurs dans @p quelconque de anneau R% du lemme 3.4.1 est du type
demandé. Le théoreme 3.2.2 produit alors un relevé p = p, qui a les propriétés
requises. O

Remarque 3.5.2. — Notons que, dans la preuve ci-dessus, le cas w = v se
distingue des cas w|p, w # v car nous n’introduisons pas d’opérateur de Hecke
T, en v. Nous aurions pu, comme pour les places w|p, w # v, rajouter un tel
opérateur et remplacer dans ’énoncé les hypotheses F, non ramifiée, D, déployée
et lgaz, r,) réductible générique par juste D, déployée et p|g. 7k, réductible
non scalaire. Mais cela aurait alors compliqué I’énoncé et la preuve du théoreme
3.7.1 ci-apres qui, de toute maniere, requierent ces hypotheses plus fortes en v.
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Nous aurons besoin d’une variante de la proposition 3.5.1 dans le cas Q = 0.
Ecrivons :

Ew x\ o (&0 w
(29) Pleam ) = (0 E;):( 0 et ® 6,

ot , est 'unique caractere de Gal(F,/F,) qui coincide avec E; sur U'inertie et qui
vaut 1 en p (si ﬁ|Gal(E /) est scindée on fait un choix pour £, E;, et donc pour

0,, cf. les remarques 2.1.2(ii) et 3.3.2(i)). Notons S, 'ensemble des plongements
de k, dans kg, on a :

£0r =m0 [L g et £, =nlu)

O’GSU
pour A\, i, € ki et desr,, € {0,---,p—3} uniques avec (r,,)s # (0,---,0), (p—
3,---,p—3). Rappelons que l'on a alors défini en (4) le caractere n'(J) @ n(J)
de I(Op,) = U, pour tout J C S,. Définissons les Og-modules M (J) et C(J)
exactement comme 'on a défini M et C' au § 3.5 pour ) = () mais en remplacant
M, par M,(J) = « Or(n'(J) @ n(J)) (en particulier M, (@) = M,). On note T(J)
le Og-module de type fini image de T dans Ende, (C(J)).

Proposition 3.5.3. — Pour tout J C S, on a des isomorphismes @p R0y
C(N)m = Bpr et Qu0, T(J)m =2 BQ, 01 Q,®0,T(J)m agit composante par com-
posante sur Q, ®o, C(J)n et ou les sommes directes sont sur les représentations
automorphes m de (D ® A)* telles que :

— Moo = 09

— det p, = e

— pr est un relevé de p

— pr est non ramifiée en dehors de 3

— siw € X\Y', alors pr(I,) = p(I,)

— siw € ¥"\{v}, alors pr|cums/r,)
Ew tel que 1y (L) = gw(lw)

— st w = v, alors px|gam/r,) st potentiellement Barsotti-Tate de type de

Weil-Deligne [n (J) ®n(J), 0}

— siwlp, &l = §w|1w et £, p|Gal(ﬁ/Fw) est la fibre générique d’un schéma
en groupes fini et plat sur O, , alors nilpﬂcal(Tw/Fw) est la fibre générique
d’un groupe p-divisible sur Op, .

* \
;U) pour un caractere 1, relevant

De plus, I’ensemble de telles m est non vide.

Démonstration. — La preuve est en tout point similaire a celle de la proposition
3.5.1, sauf pour la derniere assertion (cf. (v) dans la preuve de loc.cit.) ou, pour
pouvoir utiliser le théoreme 3.2.2, il faut vérifier que la représentation ﬁ\Gal(E R
admet un relevé potentiellement Barsotti-Tate de type de Weil-Deligne [/(J) &
n(J),0]. Cela se déduit par exemple de [4, Thm.5.1.1(i)] en se souvenant que
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7(0) € D(Plgar;/r,)) est un constituant de indﬁéﬁ?F”)ﬁ'(J) ®@mn(J), cf. § 2.6

(cela se déduit aussi du lemme 3.2.1 en utilisant que p est modulaire de poids
7(0) en v par la preuve du théoréme 3.7.1(i) ci-apres). O

Pour terminer cette section, nous revenons au cadre du § 3.3 (ou il n’y a plus
d’hypothése sur v) pour montrer le corollaire suivant qui compléte le corollaire
3.2.4.

Corollaire 3.5.4. — Supposons p > 2, p : Gal(Q/F) — GLy(kg) modulaire,
Plea@/r(yy trréductidle et, sip =5, limage de p(Gal(Q/F)) dans PGLy(kg)
différente de PGLy(F5) et PSLy(F5). Supposons également satisfaites les hy-
pothéses (HO), (H1), (H2) (c¢f. §§ 3.2 et 3.3). Si D est ramifiée en v alors la
représentation mp,(p) en (28) est de longueur infinie.

Démonstration. — Soient 7, 0,,, et r,,, comme dans la preuve du corollaire
324 et « [w™l det p]. On applique le théoréme 3.2.2 avec pour T I'ensemble

des places w # v divisant p, pour S l'ensemble ¥ = S U {v}, avec [, « £
si w e X'\ {v}, avec le type de Weil-Deligne [r,,,,0] en v et avec les types
de Weil-Deligne de la preuve de la proposition 3.5.1 aux places w # v de X,
c’est-a-dire :

— [0,0] comme dans le (ii) de cette preuve si w ¢ ¥
— [[€L)] - | @ [£w]; Nw] avec N, # 0 si w € X' mais w { p, ou bien si w|p,

Wl = aﬂhw et £, ® Pleaims/r,) 1est pas la fibre générique d'un schéma
en groupes fini et plat sur Op,

— [ @ [Siu], 0] sinon.

(L’existence des relevés locaux se déduit des lemmes 3.2.1 et 3.4.1.) Soit m,
une représentation automorphe de (D ®g A)* donnée par le théoreme 3.2.2 et la
correspondance de Jacquet-Langlands. Sur une extension suffisamment grande
FE,, de E, on obtient comme dans la preuve de la proposition 3.5.1 :

HomoE[U”}(Mva Qp Rog,, ﬂ-gn) = @P ®@ Tm
ou M+ ¥ Ques My, T, est un O, -réseau de T, ; comme en (27) et T, pour w €
S” agit par multiplication par un scalaire dans OF, qui se réduit sur o, € k. On
déduit de la proposition 4.7 que le Op,,-rang de Homo o) (MY, 79,) est Cq!* pour
un entier C' strictement positif indépendant de m. Soit wg, une uniformisante
de Op,,, Vinjection naturelle 7%, /g, — kg,, Qk, mp(p) (cf. lemme 3.1.2) induit
des injections compatibles avec 'action de T, pour w € S :

Home ey (M, W?n)/wEm — HomkE[Uv}(M’U7 ng/wEm)

— kg, Qkp HOIﬂkE[UU](MU, 7p(p))
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et I'image de l'injection composée tombe donc dans :

kg, ®tp Homy o) (M, 7p(p) ] = kp,, @y, 70,0 (P)-

On en déduit que mp,(p) est de dimension (sur kg) supérieure ou égale a Cq)"
pour tout m et on conclut comme dans la preuve du corollaire 3.2.4. O]

3.6. Multiplicité un II. — On montre que le module Cy, = Cp p, est libre de
rang 2 sur Ty = Ty,

Beaucoup des arguments sont similaires a ceux que 'on trouve dans les articles
généralisant [44] et [40]. Une différence cependant est que le but de ces articles
étant typiquement de montrer la modularité de représentations galoisiennes, les
méthodes de changement de base peuvent y étre utilisées afin de simplifier les
hypotheses sur le niveau. Nous donnons par conséquent des preuves completes
aux endroits ol cette différence intervient. On conserve les notations des sections
3.3, 3.4 et 3.5 et les hypotheses de la section 3.5.

Pour une représentation automorphe 7 de (D® A)* comme dans la proposition
3.5.1, la représentation p, est naturellement définie sur un objet de la catégorie
Co (cf. § 3.4) : prendre par exemple {a € Op/, @ € kg} pour une extension
E' suffisamment grande de E. Elle définit donc un morphisme de Og-algebres

Ry — @, qui envoie N(w)tr(pg™ (Fr,,)) sur la valeur propre de T, agissant

sur %" powr w € L UQ (ot p&™v = Gal(Q/F) — GL3(Rg) est dans la

classe d’équivalence de la déformation universelle de p correspondante). Par la
proposition 3.5.1, on obtient donc un morphisme g — @@OE Tqm, qui envoie
N(w) tr(p™ (Fry)) sur 1® T, pour w ¢ XU Q. Comme Ry, est topologiquement
engendré sur Op par les traces {tr(p"(Fry)), w ¢ ¥ U Q}, ce morphisme est
donc a valeurs dans Tqm,. On voit aussi que si Q' C @), on a un diagramme
commutatif :

RQ — RQ/

1 1

TQ,mQ — TQ’,mQ/

ou la fleche du haut est la surjection canonique, les fleches verticales sont celles
que 'on vient de définir et la fleche du bas peut étre caractérisée comme 1'unique
application (surjective) qui envoie T}, € Tgm, sur 'unique racine é, € T m o
de X? — T, X + ¥(w,)N(w) (donnée par le lemme de Hensel) qui se réduit sur
ay, siw € Q\Q' et sur T, sinon. Pour voir qu’une telle application existe et rend
le diagramme commutatif, notons qu’il suffit de le vérifier apres avoir tensorisé la
ligne du bas par Q, et avoir projeté sur chaque composante de Q,®0, T/ m o dans
la décomposition de la proposition 3.5.1. L’application de R vers la composante
correspondant a 7 se factorise par la composante de @@OE Tqm, correspondant

a m ou 'image de T, y est déterminée par p, comme suit :

(i) si w & XU Q alors I'image est N(w) tr(pr(Fry))
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(ii) si w € S alors il existe un unique caractere 1, de Gal(F,/F,) relevant &,

~ [ Nw€ *

tel que pﬂ\Gal(Ffw/Fw) & ( o n;) et Ny (lw) = &, (1), 'image est alors n,,(wy,)
sauf si w|p et n;lpﬂ\eal(fw /) est la fibre générique d’un groupe p-divisible
auquel cas 'image est 1, (@) + N(w)n,, (@)

(iii) si w € Q alors prlguEs/ry) = Mo ® M, OU Ny(wyw) releve a,, mais pas
., () (voir (iv) dans la preuve de la proposition 3.5.1) et I'image est alors
N (101 ().

Considérons maintenant le morphisme canonique Ry — Tg o « Ro @rqp Toumeg-

Lemme 3.6.1. — (i) Il y a un unique morphisme de Rg-algébres : aq : RS —
0

TQme'

(ii) Si w € S', alors Uapplication induite RS — TD,mQ correspond a une paire

(0w, L) ot Gal(F,/F,) agit sur Ly, par un caractére nye tel que 1, () = T

(i1i) Le morphisme o est surjectif.

Démonstration. — Supposons d’abord O suffisamment grand pour contenir 1’i-
mage du morphisme Tq , — @ pour chaque m comme dans la proposition 3.5.1
(iln’y a qu'un nombre fini de telles 7). Donc, pour chaque 7, on a une déformation
correspondante o : Gal(Q/F) — GLy(OF) de p non ramifiée en dehors de LUQ.

Soit OF « OF ®g, RS, on a alors pour chaque w € ¥ un relevé canonique :
oy Gal(F,/F,) — GLy(OF)

de Blga s r,) de la forme Ayoq|qa g m,) Ay pour une matrice A, € GLy(OF)
relevant la matrice identité de GLy(kg). Montrons que le morphisme correspon-
dant RY) — OF se factorise en un unique morphisme R — O%F. Siw ¢ ¥, alors
0x(Iw) = P(Ly), donc également o (I,) = p(Ly,) et le fait que R — OF se
relevant £, et tel que 1, (I,) = &,(I,). On en déduit un unique facteur direct
de (O%)? sur lequel Gal(F,/F,) agit par n,e. De plus si w € S’ alors 7,(w,)
est 'image de T, dans Op. On en déduit que RY — OF se factorise de maniere
unique en RS — OF, et de plus que n'"™V(cm,,) € RS s’envoie vers 'image de T,

dans Op pour w € " (™™ est le caractere Gal(F,/F,) — RS relevant £, dans
le lemme 3.4.1).

factorise par R%. Si w € X', alors Ol Ga(Fy JFy) = ( ) pour un caractere 7,

Il suit du lemme 3.6.1 que pour chaque m comme dans la proposition 3.5.1
la fleche R, — RCD? — O se factorise de manieére unique en un morphisme

A
R

e — OF, et donc que la fleche Ry — OF se factorise de maniére unique en un

morphisme RS — 0%, On en déduit que :

Rg = T, = -0
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se factorise de maniere unique en un morphisme RS — ®,0%. Comme, par le
lemme 3.4.1, RS est topologiquement engendré sur Ry par {ny""(w,), w € '},

w
on voit que ce dernier morphisme est encore a valeurs dans TH

Qmg-

Maintenant ne faisons plus I’hypothese que F est suffisamment grand. Si E est
remplacé par une extension E’, les Og-algebres TamQ, RE? et RS sont remplacées
par leur extension des scalaires & Qg (voir la remarque 3.4.2). Donc, pour E’
suffisamment grand, par le raisonnement précédent le morphisme :

O Kopg RS — O Koz TS»mQ

. .\ : : A
se factorise de maniere unique en un morphisme Op ®o, Ry — O Qo To no

vérifiant le (i) de I’énoncé. On en déduit que I'image de RS est contenue dans

Tg,mq ce qui démontre (i) et (ii).

Enfin, pour démontrer (iii), rappelons que si w ¢ ¥ U Q alors T, € Tgm,
est I'image de N(w) tr(pg™ (Fry)) € Rg. Siw € Q, soit g, € Gal(F,/F,) dont
'image dans Gal(F,/ Fw)ab correspond a 'uniformisante w,,. Le polynome car-
actéristique de p3™ (g,) a une unique racine dans Rg qui se réduit sur N(w) ™' ay,
et cette racine s’envoie sur N(w)™'T,, € Tgm,- On en déduit que TDmQ est
topologiquement engendré sur RS par les éléments T, que 1’on n’a pas considérés,
i.e. les T, pour w € S’. Mais par (ii) ces éléments sont encore dans I'image de
ag, donc ag est surjectif. O

Notons que si Q' C @, alors RS, s’identifie a Rg ® RS, Rg, et donc TS,,mQI
s’identifie a Rg ®Rg Tq/m, - De plus la surjection induite TDmQ — TD,,mQ, est
compatible avec les applications de source R pour w € X de sorte que 1'on en
déduit un diagramme commutatif ou toutes les fleches sont surjectives :

A A

Di/ | \L
TQﬂnQ —> T /7le .

On pose Cg o « R ®roy Cqumg que I'on voit comme Rg -module via le mor-

phisme g du lemme 3.6.1.

Pour w € @, soit A, le sous-groupe de p-Sylow de k; et Ag « I A

wer —w
L’argument de [14, Lem.2.44] montre que pg™| g7 /F,) €st la somme de deux
caracteres et I’on note n™™V celui qui se réduit sur £, o &,,(Fr,,) = o/, = N(w)~*.
Comme n"™V|;, a une réduction triviale, donc est d’ordre une puissance de p, il se
factorise par I, — Op — kJ (rappelons que w{p). Sil'on restreint I’application
induite k,; — Ré a A, on a un homomorphisme A, — Ré pour chaque w € Q.

En prenant le produit sur w € () on obtient un homomorphisme Ay — Ré,
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donc un homomorphisme de Og-algebres Og[Ag] — Rq par lequel on voit Cg m,,
comme un Og[Ag]-module.

On peut aussi définir une action naturelle de A, sur Cg n, comme suit. On
identifie A,, & un sous-groupe de U? /U,, via Iisomorphisme U /U, = k défini
par :

a b —1
(c d) — ad”" mod w,OF,.

Alors 'action naturelle de Uy /U, sur Hg (Xy, 5, Or)(1) commute avec celles de G

et T et donc induit une action sur CQmg- La compatibilité avec la correspondance
de Langlands locale nous dit que A,, agit via n,, sur (7V*),,, pour chaque m comme
dans la proposition 3.5.1 (en utilisant les notations de sa preuve) ce qui entraine
que les deux définitions de 'action de A,, coincident. Notons en particulier que,
pour chaque représentation automorphe 7 qui contribue a la décomposition de
Q,®0, CQmg, le facteur local m,, est une série principale qui est non ramifiée si et
seulement si UY agit trivialement sur la composante correspondante de @p Rop

Come-

Supposons maintenant Q' C Q. Soit T° la sous-Op-algebre de T engendrée par
les T, pour w ¢ (X\S') U (Q\Q'), T{, (resp. T¢,) 'image de T° dans Ende, (Co)

(resp. Endo, (Cor)) et soit m° « moNT? = moNTC. La preuve de la proposition

3.5.1 est encore valable lorsque T o st remplacé par ']I‘%, o €t montre que
’ Q/
TOQ/,mOQ et Tq'm, ont méme rang sur Og, de méme que Cg o et Corm o La

construction de la fleche Ry — Tg est aussi valable, et montre qu’elle se

My
factorise par T%’,m% - Comme T, esthans I'image de R¢g pour chaque w €
Q \ @', on en déduit que I'application naturelle ']TOQ,’mO — Torm o €st surjective,
donc est un isomorphisme. Comme 'application naturelle Cgy no — Cor o €st
automatiquement surjective, c’est aussi un isomorphisme. L’injection naturelle
Co — Cg est TOlinéaire, donc induit un morphisme Cgypo — Como, €t on
considere ’application composée :

18 Cmy = Crmo = Coumo = Coumg-

En tensorisant par @ et en appliquant la décomposition de la proposition 3.5.1,
on voit que Lg est Tq m,-linéaire ou I'action de Tq m, sur Cgm o €st définie via

la surjection Tgm, — Tq/m, précédente (envoyant T, sur @&, pour w € Q\Q').

déf
On pose A\ = HweQ\Q' Ay .

~ A /
30 A\Q

Lemme 3.6.2. — (i) L’application Lg induit un isomorphisme Cey Qe -

(ii) Le module Cqm,, est libre sur Op[Ag)].

RUPY



FORMES MODULAIRES DE HILBERT ET EXTENSIONS GALOISIENNES 59

Démonstration. — (i) Pour w € Q\Q', soit U/, la préimage de A,, dans U? (
a donc U, CU! C U?). On pose

Ug CUS €U [[ UL CUS, g T] U8 C U =Uq [] 05,
weQ\Q’ weEQ\Q' weQ\Q'
Vo VS SV [T UL Vs E v [T VS € Vi = Vo [ 05
weQ\Q' weEQ\Q' weEQ\Q'
ainsi que :
Q' déf
CQ

Homo,,q) (M, Hi (X Ve @ Op)(1))
1 dét

0870 = HOIII@E[G} (M,H ( VQ, ,Q’OE)( ))
L’application Lg est alors la composée des applications

Q' Q'
CQCle — CQ,O,mQ — OQme — OQ,mQ'
D’apres la preuve de la proposition 3.5.1 (et la compatibilité entre les deux de-

scriptions de 'action de A,,), on voit que les trois premiers Og-modules ont méme
Ao o
rang que le Og-module C,2\?

Qmg -
ii) Montrons que la fleche Cor ., — c9 est un isomorphisme. Par induc-
Q’ Q Q,O,mQ
tion, il suffit de montrer que ’application
0: CQ

70,m, Q! CQOmQ7

avec Q' C Q" et Q = Q"U{w} pour une place w ¢ Q' est un isomorphisme. Pour

cela, comme les deux Og-modules ont méme rang, on voit qu’il suffit de définir
une application Og-linéaire :

Q'
CQ 0,mg CQ" 0 Mg

telle que € o 9 est bijectif. Soit 7w le morphisme naturel X ve = X,o (m n’est
VG Q"0
pas une représentation automorphe ici !), § provient donc de 'application :
* 1 1
T Hét(XvQQ,’l’O@7 Op)(1) = Hy (X vg, Q70E>( )-
Soit g, & (6o ), ona g, Udg, C OF et donc g;vaQ’é]gw C VQ,,O Soit 7 le
morphisme associé XVQ/ — XVQ/

On ne va pas utiliser I'application (7’)* sur
) Q"0
la cohomologie, mais plutot les deuX applications trace

mml s Hy(Xyg 5. Op)(1) = Hy(X,qr 0. Or)(D).
(L’application 7, peut étre vue comme associée a la double classe Of, g, U,.)
Les applications 7, et 7, commutent avec 'action de G et celle des opérateurs



60 C. BREUIL & F. DIAMOND

Ty pour w' ¢ (¥ U {w})\S’". Un calcul standard de doubles classes donne la

relation :
Ty 0 Sy,N(w Ty
(2)om= (4 )= (2)
Ve, @ Or)(1) — Hélt(XVg/;’O’@, Ogr)(1)?, oule T, & gauche

est un endomorphisme de H L(X Ve @ Og)(1), le T,, a droite un endomorphisme

de H (X ,Og)(1), et ou S, est défini par l'action de w, € D). Notant

entre applications H}, (X

/ —_
Ve o Q
/

_ 9
= CQ,,Om ,, on en

et

. . . . /
encore m, et 7, les applications induites C’g om0 C’Q,,Omo

déduit que 7, — &, o 7w, se factorise par la localisation C’Q om0 CQOmQ

on définit € comme 'application induite C’g Comme m,7* =

,0,mg
N(w) + 1 et w.7* = ST, on en déduit :
€0 =N(w)+1—¢(wy) '@l = 1= (@) 'al = 1= N(w)awB," € Tormy,

ol B, est lautre racine de X? — T, X + ¢(w,)N(w). Par P'hypothese (Q), on
voit que 1 — N(w)a, B, a une réduction non nulle, et donc est une unité dans
T Donc € 0§ est un isomorphisme.

—>CQ

”Om A

Mg

Q/
(iii) Montrons que C

omg C’S:mQ est un isomorphisme. L’application :

X Q' — X Q/
15 Va0

étant de degré premier a p, la composition avec 'application C’S:m C’QOmQ

induite par la trace est un automorphisme de Cg Comme les deux Opg-
modules CS:O,mQ et C’Q:m ont méme rang, on en dedu1t que C’Q — C’g:mQ est
un isomorphisme.

0,mg

(iv) On introduit maintenant une place auxiliaire pour simplifier le reste de
largument. Par [18, Lem.3], il y a un nombre infini de places finies w vérifiant
(Q) telles que N(w) # 1 mod p (le lemme de loc.cit. ne dit pas que les racines
du polynome caractéristique sont distinctes, mais sa preuve montre que 1’on peut
toujours le supposer lorsque p > 3). On peut donc choisir une telle place wy & @
telle que wy ne divise aucun nombre premier ¢ vérifiant [F ((VT) : F] <2. Comme
Ay, est trivial, on a :

CQ' Q"U{wo}
QU{wolmouiwgy  ~ QU{w0}mQU (ug)
ce qui montre déja (par ce qui précede) que les applications horizontales dans le
diagramme :

Q' Q'U{wo}
Comg = Comg ™ Coutue, MQU{wo }
1

CvaQ - CQU{wo},mQu{wo}
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sont toutes des isomorphismes. On peut donc remplacer @) par Q" U {wy} et Q
par Q U {wy}, i.e. supposer que @' contient wp.

L’hypothese sur wqy assure que, pour z € D;, le groupe :

L, € (D*NaUS z 'ARDY) [ F*
n’a pas d’élément non trivial d’ordre fini. (Pour voir cela, notons que si yF* € T',,
est d’ordre premier ¢, alors le quotient des racines du polynome caractéristique
de 7 est une racine g-ieme de 1 et [F(¥/1) : F] < 2. Comme d’autre part
Yo € TuwoUueZs Fof,» 1a réduction de ce quotient est congrue & 1 modulo wy, ce
qui implique que wy|q et est impossible par choix de wy.) Cela entraine que, dans
l,’aﬁction a droitg Flu groupe G' X Ag\qo = Ug Ap s / VQF x sur %a 'courbe Xvy, 1e§
éléments non triviaux de G x Ag, o ne fixent aucun point géométrique. En effet, il

suffit de le vérifier pour I'action sur les points complexes de D*\((C\R)x D} /Vq).
Siue US/A;J@ fixe le point D*(z,2Vg) (avec z € C\R,z € D7) alors (2, 7u) =
(7-(2),7xv) pour v € D*, v € V. Comme v; = zuv~'z™!, on en déduit que
vF* € T',, mais 'image de I, dans l'injection D*/F* — DX/F* = PGLy(R)
est discrete et le stabilisateur de z est compact, donc vF'* est d’ordre fini, ce qui
implique v € F* et donc u € Vo F™.

On a donc un diagramme commutatif de revétements galoisiens étales de
courbes connexes sur F":

XV — X

Q Vg’
i b
Xq — X§.

ou Xgl ol XVS' /G, Xq « Xy, /G, les applications horizontales ont comme

groupe de Galois Ag\ ¢, les applications verticales G, et ot on fait agir a gauche
les éléments de ces groupes via l’action a droite de leur inverse.

Soit F le Og-faisceau lisse sur la courbe Xg associé a 'action de son groupe
fondamental (ng) sur Home (M, Og(1)) ou m (Xglj) agit sur M via son
quotient G (5 est un point géométrique). On note encore F son image inverse sur
Xg pour toutes les courbes X du diagramme ci-dessus. Notons que Cg s’identifie
alors a H 1(XVQ@, F)€, et la suite spectrale de Hochschild-Serre donne donc une

suite exacte de Og[Gal(Q/F)]-modules :

Q’
A /
CQQ\Q — H2(G X AQ\Q/, HO(XVQ’@,.F)).

0— H' (G x Ag\g, H (X, 5, F)) = Hl(Xg F) =

Comme DPaction de Gal(Q/F) sur HO(XVQ@,F) se factorise par Gal(Q/F)® et

que Cgm, est un réseau dans une somme directe de représentations p, dont la
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réduction p est irréductible, on en déduit que I'application composée :

1 yv@ Aave! Aove!
H (XQ’@, F) = Cqy = Come
/ A ’
est surjective. Elle se factorise par Cng —C 721\5 qui est donc aussi surjective.
Cela acheve la preuve de (i) puisque ces Og-modules ont le méme rang.
(v) Comme H’ (X5, F) et H (Xgé, F) sont nuls pour j > 2 et comme 'action
de Gal(Q/F) se factorise par Gal(Q/F)® pour j = 0,2, la suite spectrale de

Hochschild-Serre appliquée au revétement X5 — Xg@ montre que, pour ¢ >
0, le Op[Gal(Q/F)]-module H (Aqg\q, H' (X5, F)) a une filtration finie pour
laquelle Gal(Q/F) agit via Gal(Q/F)* sur chaque gradué. De plus la suite
spectrale de Hochschild-Serre pour le revétement XVQ’@ — Xgg montre que

Paction de Gal(Q/F) sur les noyau et conoyau de H' (X, g, F) — Cq se factorise
par Gal(Q/F)*. On en déduit que H'(Agg,Cg) a une filtration finie pour
laquelle Gal(Q/F) agit via Gal(Q/F)*® sur chaque gradué. Comme Cg m,, est un
facteur direct de Cg en tant que Op[Ag o x Gal(Q/F)]-module, ceci reste vrai
avec CQm,, au lieu de Cq. Par ailleurs, par dévissage on voit que H* (Ag\q/, Comg)
a une filtration finie par des sous-Og[Gal(Q/F)]-modules tels que chaque gradué
est isomorphe & p. On en déduit finalement que H*(Ag\ ¢, CQmy) = 0 pour tout
i >0, ce qui implique que Cg n,, est libre sur Og[Ag\ ] par [6, VI(8.7)]. ]

Tous les ingrédients sont maintenant en place pour appliquer le “patching argu-
ment” de Taylor-Wiles et démontrer le résultat principal de cette section. Lorsque
Q = ), on omet 'indice Q.

Théoréme 3.6.3. — (i) Le Ty-module Cy, est libre de rang 2.
(i1) L’anneau local Ty est un anneau d’intersection compléte sur Op.

Démonstration. — On le démontre exactement comme dans [30, Thm.3.4.11].
Aux notations pres, la seule différence est que 'anneau jouant le role de B dans
loc.cit., c’est-a-dire Rﬁc, est ici formellement lisse sur Og et il n’y a donc pas
besoin d’inverser p dans la conclusion de [30, Prop.3.3.1] (et en fait la preuve
devient plus simple, voir [16, Thm.2.1]). On conclut par conséquent que R> —
TY = R ®p Ty est un isomorphisme d’anneaux locaux d’intersection compléte
sur Og et que RY ®p Oy, est libre de rang 2 sur TE. Comme R est formellement
lisse sur Og, on en déduit que Ty, est un anneau local d’intersection complete sur
Og et que Cy, est libre de rang 2 sur T,. O

3.7. Résultats principaux. — On montre les deux théoremes énoncés dans
I'introduction.



FORMES MODULAIRES DE HILBERT ET EXTENSIONS GALOISIENNES 63

On conserve les notations et hypotheses des sections précédentes. Rappelons
ces hypotheses. On fixe un corps totalement réel F' et une représentation :

continue, modulaire, irréductible en restriction & Gal(Q/F(%/1)) (o1 kg est une
extension finie de [, suffisamment grande comme au § 3.1), telle que I'image de
p(Gal(Q/F)) dans PGLy(kg) est différente de PGLy(F5) et PSLy(F5) sip = 5 et
vérifiant les hypotheses :

(1) Plaamy/r,) est réductible non scalaire aux places w de F' divisant p

(ii) il existe une place v (fixée) de F' divisant p telle que F, est une extension
non ramifiée de Q, et plg, 7/ p,) est générique (réductible).

Rappelons que (ii) implique p > 3.
On fixe une algebre de quaternions D sur F' vérifiant les hypotheses :

(iii) D est déployée en une seule des places infinies et aux places divisant p

(iv) si w est une place finie de F' ot D est ramifiée, alors p|g @ k,) €st soit
irréductible soit non scalaire de la forme 7, (§7) pour un caractere i, :

Gal(F,/F,) — k.
Rappelons que (iv) implique 7p(p) # 0 par le corollaire 3.2.3.

On éerit pl a7, r,) comme en (29) et on rappelle que 7(0) € D(p|gum/r,)) est
I'unique poids de Serre tel que I'action de U, = I(OF,) sur 7(())"(°m) est donnée
—_— _ _ = —/
par M, = 7(0) ©7(0) = €,y © El s (ef. § 26)

Théoréme 3.7.1. — (i) On a dimy, Homy,(ar, (04, )] (T(@),?Tpm(ﬁ)) =1.
(i) Pour tout J C S,, on a :

.. 1GL2(O — — —
HomkE[GL2(OEU)] (lndl((;p(u)Fv) 77,(‘]) & 77(‘])7 7TD,v(p)) # 0.

Démonstration. — (i) Par le théoréme 3.6.3(i), on a Cy/wg libre de rang 2 sur
Tw/wg. Par le théoreme 3.6.3(ii), I'anneau artinien T,,/wg est d’intersection
complete, donc Gorenstein. Par conséquent (Ty/wg)[m| est de dimension 1 sur
kg, et donc (Cy/wg)[m] de dimension 2 sur kg.

Montrons que 'application naturelle injective :
C/WE = ]CE ®(9E HOIH@E[G] (M, Hl(va@, OE)(l)) —>
Homy, g (M, H'(Xyg, ke)(1))

. . . N o w7 def N
est un isomorphisme apres localisation en m (ou M = M/wg et ol on omet
@ = 0 en indice). Posons @ = {wp} ou la place wy est comme dans la preuve
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du lemme 3.6.2, on a un isomorphisme Cy, = CQm (lemme 3.6.2) et un isomor-
phisme défini de maniere analogue :

HomkE[G} (H, Hl(XVV@, k’E)(1>)m ;> HomkE[G] (M, Hl(XVQ,@7 ]{]E)(l))

mQ'
Considérons le diagramme commutatif :

Hl(XQ@,]-") — Hl(XQ’@,f/wE) — HZ(XQ,@,]-")

\ \
Homo,¢) (M, H'(Xy, 5, Or)(1)) — Homy,e) (M, H'(Xy, g, ke)(1))
1

H2 (G, HOIHkE (W, HO(XVQ7@, kE)(l)))
avec X et F comme dans la preuve du lemme 3.6.2. Comme la ligne du haut et
la colonne de droite sont exactes et que I'action de Gal(Q/F) sur H*(X, g, F)
et HO(XVQ@, kg(1)) se factorise par Gal(Q/F)*", on a (comme dans la partie (v)
de la preuve du lemme 3.6.2) que I’application composée :

H'(Xo5 F) — H' (X, F/we) — Homy,q (M, H'(Xy, 5, ke)(1))

mQ
est surjective, et donc qu’il en est de méme de :
CQMQ = Hom@E[G] (M, Hl(XVQ,@7 OE)(I))mQ —

Homy,iq) (M, H' (X, 5, k&) (1))

mQ’
On en déduit avec ce qui précede que :

C’m/wE — HOH]kE[G] (M, HI(XM@, kE)(l))m
est un isomorphisme et donc que :

dimkE HOHlkE[G] (M, Hl(Xv,@, k?E)<1)) [m] = dimkE (C’m/wE)[m] = 2.

Montrons maintenant que HomkE[Uv]<Mv>7TD,v(ﬁ)) a dimension 1. Par [8,
Lem.4.6] et [8, Lem.4.10] (aux changements de convention pres, cf. § 3.1), on a
l'isomorphisme d’évaluation ([8, Lem.4.11})) :

p ®kE 7-‘-D(p)v :> Hl (XV,@v kE)(l)[m%:]
ot m> est I'idéal de kg[Ty, Swlwgs engendré par les éléments T, — N(w) tr(p(Fr.,))
et Sy — N(w) det(p(Fr,,)) pour w ¢ ¥. On a donc les identifications par (28) :
@t Homyg v, (M., 7p,o(0)) =P @x,, Hom ) (M, @k M, 7p(p))[m]
= Homy /v (M, @rp M, 5 @4y m(p)Y) [
_HomkE[U/ViM HY (X, g, kg)(1)[m3]) [m]
= HOIHkE[G] (M, Hl (XV,@’ ]{E)(l)) [m]

oll, dans la derniere égalité, on a identifié 'action des opérateurs S, avec celle
des éléments correspondants de G = UAf, ;/V F*. Comme on vient de montrer



FORMES MODULAIRES DE HILBERT ET EXTENSIONS GALOISIENNES 65

que ce dernier espace a dimension 2, on en déduit que Homy,,p,1(M,, 7p(p)) a
dimension 1, ou encore par réciprocité de Frobenius :

dlmkE HomkE[GLQ(OF )] (lndGL2 Or) ﬁl((b) @ ﬁ(w)v TDw (p>) =1L

Par le lemme 2.1.4, le seul constituant de mdGL2 ?F D5 (0) ® 7(0) qui est dans

D(Plgair/F,)) est son co-socle 7(0). Le theoreme 3.1.1 implique alors que les
homomorphismes :

GL2(OF,) —r

de(O 7 (0) @7(0) — 7p.(p)

sont exactement ceux qui se factorisent par le co-socle 7(0)). On en déduit que
Homy, (L, (05, ) (T(9), 70,0 (p)) a aussi dimension 1.

(ii) Par la proposition 3.5.3, on a C'(J), # 0 et I'injection :
C(J)m/wp = Homyiq) (M (J), H (Xyg, ke) (1))

implique donc en particulier Homy, (¢ (M (J), H (X, g, kg)(1))[m] # 0. On mon-
tre comme dans le (i) ci-dessus 'identification :

P @, Homy 0, (Mo (J), 7po(p)) = Homyyiey (M (J), H' (X g, ke)(1)) [m].

On voit donc que :

2(0F,) — — — _
HomkE[GLz(OFU)] (Hldl((lé ( )F )77,<‘]) & U(J)7 7TD,v(p>) = HomkE[Uu] ( v(‘])a 7'(-D,’u(p))

est non nul. ]

Donne tout de suite le corollaire satisfaisant suivant.

Corollaire 3.7.2. — Sila factorisation (26) est vérifiée, alors la représentation
Tpw(p) (comme définie en (28)) est nécessairement le facteur local en v dans (26).

Démonstration. — Sil'on a 7p(p) = @, 7p,,(p) pour 7, (p) représentation lisse
admissible de D5 sur kg, alors 7p,(p) = X ®4, 7p,(p) ou :
déf
X = HomUU (M ®w;£’u7TD w(p)) [m/]

(avec action triviale de GLy(F,)). On en déduit par le théoreme 3.7.1(i) que le
kp-espace vectoriel :

X Ok HomkE[GM(OFU)} (T(®)7 7T/D,v (ﬁ)) = HomkE[GI—Q(OFUH (7—(@)7 TDw (ﬁ))

est de dimension 1. Il en est donc de méme du kg-espace vectoriel X. O

Choisissons une écriture (¢ )oes,, (Bvo)ocs, €t (Tvo)ses, comme en (1) pour
le module de Fontaine-Laffaille contravariant de plg. @/ r,) © 0, !. Rappelons que
Pon a défini F'(J) en (5) et Z(p|gum/r,)) en (2).
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Corollaire 3.7.3. — La représentation lisse admissible wp ,(p) vérifie les hy-
potheéses de la proposition 2.6.1 (pour la représentation locale ﬁ‘Gal(FT,/FU)) pour

tout J C S, tel que Z(plgar;/r,)) N EF () =0.

Démonstration. — L’hypothese (i) résulte du théoreme 3.7.1(i), ’hypothese (ii)
du théoreme 3.1.1 et du lemme 2.1.4, et I'hypothese (iii) du théoreme 3.7.1(ii) et
de I'hypothese (ii). ]

Signalons la conjecture suivante qui contient strictement le corollaire 3.7.3 (voir
[3, Conj.1.2] et [3, Thm.1.5] pour une conjecture analogue lorsque D est ramifiée
en toutes les places infinies et sans I'hypothese de réductibilité de plg. 7 ,/r,))-

Conjecture 3.7.4. — La représentation lisse admissible mp ,(p) vérifie les hy-
pothéses de la proposition 2.6.3 (pour la représentation locale ﬁ‘Gal(FT/Fv))-

Remarque 3.7.5. — Lorsque Z(p|g.7;/r,)) = 0, on peut facilement montrer
en utilisant par exemple les résultats de [5, § 18] que le corollaire 3.7.3 et le
théoreme 3.1.1 impliquent la conjecture 3.7.4.

Par le corollaire 3.7.3 et la proposition 2.6.1, pour tout J C S, tel que
Z(Plears/r,)) N F(J) = 0 la représentation 7p,(p) fournit donc un invariant
x(J) € k. Pour une représentation (lisse avec caracteére central) arbitraire 7 de
GLy(L) sur kg vérifiant les hypotheses de la proposition 2.6.1, ces z(.J) peuvent
étre essentiellement quelconques (cf. § 2.6).

Corollaire 3.7.6. — Pour J C S, tel que Z(plgar;/r,)) N F(J) =0, les in-
variants x(J) € kj, de la représentation mp,(p) sont donnés par :

H Tyo(Tpe +1)

oeJ

— -1 oo 71¢J
Qf(J) = _gv(_1)<Hav,UHBv,U) d
oeJ U¢J H xv,a(rv,a + 1)
ogJ
oop~led

avec (Qyo)oesys (Poo)ocs, €t (Tyo)ses, comme en (1).

Démonstration. — On va appliquer le corollaire 2.6.5 & J et m = mp ,(p), il faut
donc vérifier toutes les conditions de ce corollaire. Notons qu’il suffit de démontrer
I’égalité du théoreme dans n’importe quelle extension finie de kg, et on peut donc
agrandir arbitrairement E dans ’application du corollaire 2.6.5, ce que 1'on fait
de maniere tacite dans la suite de la preuve.

Soit 7 une représentation automorphe de (D ® A)* telle que p, contribue a
Qp ®0, C(J)m comme dans la proposition 3.5.3. Comme dans la preuve de la
proposition 3.5.1 (pour @ = ), on voit que 'on a Home ) (M", Q, ®g ) =
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QTP®@ m, ou 7, est le facteur local de m en v, ou S et U" sont comme au § 3.3 et
M? = ®uesM,, avec M,, comme au § 3.5. Soit 7° un Op-réseau de T comme en
(27), alors Home o) (M", 7°) est un Op-réseau m) de 7, (stable par GLy(F,)) et
le Og-module :

Homo iy (M (J), 7°) = Home w1 (M, (J), m) # 0

est non nul, donc libre de rang 1. On note ¥ € 7° un générateur du sous-

Ogp-module (de rang 1) des éléments de 70 sur lesquels U, agit par le caractere
M,(J) =n'(J) @ n(J).

L’injection naturelle 7 & kp ®0, 7° < 7p(p) (lemme 3.1.2) induit une injec-
tion Homy, o) (M ", 7°) — Homy, (M, 7p(p)) qui, par construction, tombe
dans HomkE[Uv}(Mv, p(p))[m'] = 7p»(p). On a ainsi des injections :

kg ®oy 7T3 = Homo,, v (M°, WO)/wE — HomkE[UU](MU,ﬁO) — Tp.(P)

de sorte que l'image de v dans 7p ,(p) est non nulle.

Le fait que pf| g7 /r,) = Homgy ,, (M, Aais)V (1) (ot p2 est un Op-réseau sta-
ble par Gal(Q/F) dans p,) pour un (unique) Op-module fortement divisible M
de type n(J) ®n'(J) provient de Homo,,1,](My(J), 7,) # 0 et de la compatibilité
avec la correspondance de Langlands locale ([35]).

On peut donc appliquer le corollaire 2.6.5 avec J, 7p.,(p), M, 70 et v, ce qui
donne le résultat (le lecteur pourra vérifier sur toutes nos normalisations que la
représentation 7, est bien alors la représentation 7, du théoreme 2.5.2). O

Remarque 3.7.7. — (i) Notons que les valeurs des x(J) du corollaire 3.7.6 ne
dépendent que de plqam/r,). Si Tpw(p) vérifie bien la conjecture 3.7.4 et si
Z(Plaars k) # 0, alors il existe par les résultats de [5] de nombreux autres
invariants que 'on peut associer & mp ,(p), par exemple les invariants “cycliques”
de [3, Ques.9.5] lorsque PlGam;/r,) st (générique) semi-simple. Nous ignorons
comment calculer ces invariants cycliques en général, mais on peut se demander
si leurs valeurs conjecturales explicitées dans [3, Ques.9.5] ne seraient pas aussi
celles données par mp,(p). Notons que, dans [27], d’autres invariants de [5] sont
calculés pour 7p ,(p) (si 7p,(p) vérifie la conjecture 3.7.4 et Z(plgaiz k) 7 9);
mais ils sont analogues & ceux du corollaire 3.7.6 (en particulier ils ne dépendent
que de ﬁ’Gal(E/Fv)>-

(ii) Il est vraisemblable que le corollaire 3.7.6 reste valable dans le cas ou les 7, ,
sont tous nuls mais ou ﬁ|Ga1(FT, 17y © 0, L est supposée de plus dans la catégorie de
Fontaine-Laffaille.



68 C. BREUIL & F. DIAMOND

4. Appendice : Réductions de K-types

On donne des formules explicites pour la semi-simplification modulo p de tous
les K-types pour GLy(L) ot L/Q, est une extension finie quelconque.

On note M T'extension quadratique non ramifiée de L, o I’élément non trivial
de Gal(M/L) et F,, F2 les corps résiduels de L et M. On note I, le sous-groupe
d’inertie de Gal(Q,/L), wy, une uniformisante de L et vy, la valuation sur L telle
que vy (wp) = 1.

On rappelle que 11 (Or) C GL2(Op) est le pro-p-sous-groupe de Sylow du sous-
groupe d’Iwahori I(Op) des matrices triangulaires supérieures modulo une uni-
formisante wy, de Op. On note I(F,) C GLy(F,) le sous-groupe des matrices tri-
angulaires supérieures et I;(IF,) son p-sous-groupe de Sylow. Pour n > 1, on note
I(n) le sous-groupe de I(Op) des matrices triangulaires supérieures modulo w?}
et I1(n) son pro-p-sous-groupe de Sylow (donc I(1) =1(Op) et I;(1) = 1,(Or)).

Pour un groupe profini G contenant un pro-p-sous-groupe ouvert et pour A €
{E,kg}, on note Ry(G) le groupe de Grothendieck des représentations (lisses
de dimension finie) de G sur A. Rappelons que Ry, (G) = Ry, (G/N) pour tout
pro-p-sous-groupe N de G, et qu'un élément de Ry, (G) est déterminé par son
caractere de Brauer, qui est une fonction a valeurs dans Op sur I’ensemble des
classes de conjugaison p-régulicres de G (ou de G/N). Si § € Rg(G), on note 0
I'élément dans Ry, (G) donné par la réduction de . Rappelons que le caractere
de Brauer de 6 est juste la restriction du caractére de 6 & ensemble des éléments
p-réguliers de G. On suppose toujours que kg est suffisamment grand pour que
toutes les représentations irréductibles de G en caractéristique p soient définies
sur kg.

Pour un caractere ¢ : F, — kg, on note ©(¢) I'image dans Ry, (GLa(F,)) (ou
dans Ry, (GL2(Op))) de la réduction de la représentation irréductible de GLo(F,)
de degré ¢ — 1 sur E associée a [£] si {7 # £ ou bien de ([x] odet) ® (Sp—1) €
Rp(GLy(F,)) si & = x o NF . /F, (o Sp désigne la représentation spéciale de
GLy(F,) sur E). Le caractere de Brauer de ©(&) (sur les classes de conjugaison
p-régulieres de GLy(IF,)) envoie donc la classe de g vers (¢—1)[{(c)] si g = c € F,
vers —[¢(c)] — [£(c)]? si g a pour valeurs propres ¢, c? € F7, \ F, et vers 0 sinon.

Si [r, N] est un type de Weil-Deligne (cf. § 3.2), on définit son conducteur
essentiel comme le conducteur minimal parmi tous ses tordus par des caracteres.

On note d’abord la formule suivante :

Lemme 4.1. — Pour tout caractere ¢ : Ff — kg, on a :

. GLy(F,
Z O = 1nd]FqXIQl((Fq)) P = Z m,T
13 T
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dans Ry, (GLo(F,)), ou la premiere somme est sur tous les caractéres
IFqXQ/IFqX — kj tels que ¢ = §|qu, ot la deuxieme somme est sur toutes les

représentations irréductibles T de GLy(F,) sur kg de caractére central ¢ et ot :

dét 2val(q)—val(dim'r) sidimT > 1
T gvalla) _ 1 sidim7 = 1.

Démonstration. — Pour démontrer la premiere égalité, on vérifie facilement que
les deux sommes ont méme caractére de Brauer, qui envoie g vers (¢* — 1)[¢(g)]
pour g € F et vers 0 sinon. Il suffit de démontrer la seconde égalité en sommant

sur tous les caracteres centraux possibles Y Fy — kf., i.e. de démontrer :

> ind Y x @ X —me

XX

ot la premiere somme est sur tous les caracteres x, x' : Fyf — k7 et la deuxieme
somme est sur toutes les représentations irréductibles 7 de GLy(F,) sur kg.

(Fq)

Comme les constituants irréductibles de chaque indI%EL‘Q) X ® x’ sont distincts,

on doit montrer que m, = m/ ot m, est le nombre de paires ordonnées (y,x’)

telles que 7 est un constituant de 1nd%§2 (Fa) X ® x’. Quitte a tordre par une puis-

sance de det, on peut supposer T = ®,cs(Sym’™ k%)° ou S est 'ensemble des
plongements F, — kg. Par [17, Prop.1.1], m/ est le nombre de sous-ensembles
J C S tels que les équations :

r, = Co si o o€J et copteld

Ty = Co—1 sio o€ et coptéJ

T = p—2—c, si og¢J et coptelJ

re = p—1l—c, si o¢J et copteJ
aient une solution avec 0 < ¢, < p—1 pour tout ¢ € S et au moins un ¢, < p—1.
On trouve qu’il y a une solution si et seulement si J est tel que :

(i) {o,ro =p—1}NF(J) =0 (ot F(J) est comme en (5))
(i) si r, = p—1 pour tout o € S alors J # S
(iii) si r, = 0 pour tout o € S alors J # .

On en déduit facilement m, = m/’. O

On fixe dans la suite un type de Weil-Deligne [r, N|.

Proposition 4.2. — Supposons que 1 est décomposable, i.e. r|;, = x1 D X2
pour des caractéres lisses x; : OF — E*. Soit n le conducteur de x1/x2 (i.e. le
conducteur essentiel de [r,0]) et 8 un K-type correspondant a [r,0] (cf. § 3.2).
(i) Sin =0, alors 0 = Y odet ot x = x1 = Xa.
(i1) Sin > 1, alors :

_ n—1

_ (i 1GL2(OL) (— ~ ¢ —= 1 GL2(O1)
0= (de(OL) (X1 ® X2)> + q—1 1ndo 1 11(Or) v
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dans Ry, (GLy(Or)), ot ¢ = XX, est la réduction du caractére central de 6.

Démonstration. — Sin = 0 alors x1 = x2 et # = y o det, 'assertion est alors
claire. Sin > 1 et ¢ > 2, alors il y a un unique K-type correspondant a [r, 0], a

savoir 6 = (det oy;) ® 1ndGL2( 2y oty ((29)) « (x2/x1)(d) (cf. [22, § A.2.5]).

On a donc 0 = 1ndGL2 OL) resf(( ))X1 ® X5- Nous allons montrer la formule de

I’énoncé :
-1
. GLy(Or) . I(n) 2(oL _ " =1, a0
(30) ind 3" resyg, ) X1 @ X2 = (md (X1®X2))+q_—11ndo (O )@D
par récurrence sur n. Le cas n = 1 étant clair, on suppose n > 1 et (30) vraie
avec n remplacé par n — 1. On montre d’abord que :

I(n O} Ii(n-1) -
(31) nd resI(( ))X1®X2 = resl(( ))X1®X2+1ndo Ty () esI(OLl) X1®Xo
dans Ry, (I (n—1)). Les classes de conjugaison p-régulieres de I(n—1) sont celles

[a] O
0 [d]

telle matrice des deux cotés de (31) est donnée par gxi([a])x2([d]) si a = d et par
x1([a])x2([d]) si a # d. L’égalité (31) et I'hypotheése de récurrence donnent :

des matrices ( ) pour a,d € F. La valeur du caractere de Brauer sur une

indGLQ(OL) resl((g) ) X1 ®Xp =

@) I(n OrIi(n—1 —
nd](n (1 : eSI((O )) X1 @ X2 + 1nd )reSI(OLl)( )X1 QX2 =
dGLg Or) — 9"72 -1 dGLg Or)
(in 10p) (X1 ® X2)) + =1 in 1(O1) (8
+ lndGL2(0L . dOLI]_(OL) Ozll(nfl) /l/b

OF1(0) " " Ofh(n—1)" "0 (0r)

Comme les éléments p-réguliers de O} 1; (O} ) sont centraux et comme [O;1;(Or) :
O (n—1)] =¢" 2% on a dans Ry, (O;1,(0r)) :

. ,O0FX11(0r) OfLi(n—-1) ,

mdo%h(nq) Iox1,(01) Y =q""
ce qui donne (30). Sin>1etqg=2,ilya deux K-types associés a [r, 0], I'un
donné par la méme formule que dans le cas ¢ > 2, 'autre par son complément

dans detoy; ® ind I:jr?)L) res%";rl) (cf. ][22, § A.2.7]). Notons que si ¢ = 2

alors I(n) = I;(n) et Xy, Xa, ¥ sont tous triviaux. Le méme calcul que dans

le cas ¢ > 2 montre que la réduction du premier K-type est 2"~ 1mdGL2 Or) P

(comme demandé). De plus la réduction de detox; ® ind, L2 OL) E”;’l) X est

2" 1ndGL2(OL 1. On en déduit que les deux K-types ont méme reductlon O

On rappelle que si r est irréducible, alors son conducteur essentiel est pair si
et seulement si 7 est 'induite d’un caractére du groupe de Weil de M (voir par
exemple [31, Cor.4.1.9]).
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Proposition 4.3. — Supposons que r est irréductible de conducteur essentiel
pair n = 2m (avec m > 1), de sorte que r|;, = & ® £ pour un caractére lisse
€: 05 — E* tel que £/€7 est de conducteur m. Soit 0 le K-type correspondant
a[r,N]=[r,0]. On a :

0= (-1)""eE) + ¢ - ) indL2(98) 4,
B g+ 1 01,(01)

dans Ry, (GL2(OpL)), ot ¢ = E’@E est la réduction du caractére central de 0.

Démonstration. — 1l y a dans ce cas un unique type 6 associé a [r, 0] dont nous
rappelons la définition suivant [25, § 3] (voir [22, § A.3] pour son unicité). On
identifie My(L) avec End (M) = M & Mo et My(Op) avec Oy & Opro. On pose

Uy « GL2(Op) et on définit des sous-groupes ouverts compacts de Uy par :

U, € {a+bo,a € O, be @Oy}

pour n > 0. Pour n > m/2, la formule S¢(a + bo) = {(a) définit un caractere

de U,. Alors 0 = 0, = indg[er/(Q?L) ag ol les représentations a, pour pu # pu° sont

déterminées par les formules :

: . 1GLy (O :
(i) @, ®Sp = 1ndU12( 2 Busim=1
(ii) v, = B, si m est impair
U
ceey . (m—1)/2 o . . . \
(iii) 1ndU<m+1>/2 By = @uz10pu, si m > 1 est impair, olt la somme est sur les
caracteres non triviaux w : Fo /F — E*.

On démontre maintenant la proposition par récurrence sur m. Si m = 1, alors o
est précisément la représentation supercuspidale associée a & et la proposition est
immédiate dans ce cas. Si m = 2, alors le caractere de Brauer de 6 = indg‘f Be vu
comme représentation de GLy(IF,) envoie la classe de conjugaison d'un élément
p-régulier g vers (¢ — 1)q[§(c)] si g = ¢ € FY, vers [£(c)] + [£7(c)] si g a pour
valeurs propres ¢, o(c) € Fz, \ Fy, et vers 0 sinon. On en déduit que 0+0() =
inng;Qli%Z) 1 (voir la preuve du lemme 4.1). Supposons maintenant m > 2 et soit
L

¢ Oy — E* tel que ¢ a méme réduction que £ mais avec £'/(£')? de conducteur
m — 1. Nous allons montrer que :

(32> 55 = Zgﬁ’w

w#1

ou la somme est sur tous les caracteres non triviaux w : F; JFx — E*. Sim > 2

est pair, alors Bg = Bg/ et les formules définissant les représentations ci-dessus
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donnent :

o GL2 OL) . U(m 2)/2 4
0 = indy e dy s Be

o GL2 OL) . U(m 2)/2 Q Z GLQ OL Z
— lnd )/2 U )2 /851 — lnd 2)/2 95/

w#l w#1

comme demandé. Si m > 2 est impair, alors (32) découlera de la formule @, =
> wz1 Ber, dans Ry, (Un—1)/2). Les caractéres de Brauer des @, pour p € {{w,w :
F./Fy — E*} sont déterminés par :

Ul 1)/2 } :
indye, 0y B Qo

w#1
Comme 3, = resUEmf;jz B, (ot p/ = &'w si p = &w), il suffit de montrer :
o qUon-ny2 Utz 7o 7
(33) 1ndU(m+1)/2 resy B = 5 B ron
w,n#l

pour pi' € {{w',w’ 1 Fy /F — E*}. Notons que le terme de droite dans (33) est
juste qﬁg +(@—-1)>, 21 ng et que les classes de conjugaison p-régulieres dans
U(m-1)/2 sont précisément celles des éléments [c] pour ¢ € IF;Q. Le caractere de
Brauer du terme de droite dans (33) envoie un tel élément vers q(¢—1)£([c]) sic €
Fx et vers £([c]) sinon. En utilisant le fait que, sic € F et g € Upn-1)/2\Ugmn+1)/2,
alors g[clg™" & Ugmn1)/2, on trouve que le caractere de Brauer du terme de gauche
dans (33) est le méme. Cela termine la preuve de (32). En appliquant (32),
I’hypothese de récurrence et le lemme 4.1 donnent alors :

e = 3 e

w#1
m—2 m—2

_(_q1ym-2 — "= (D)™ o)

= (=1) é@(fw) +q g+l mdogll(oL)w

_ (_1)m71@(5) + (_1)m72 ind€k2(©r) W+ "t — <_1)m_2q ind€k2(©r) ¥

OrLi(OL) q+1 O (OL)
m—1 m—1
_ (_1\m-1Q(F q — (=1 . 1GL2(0p)
= (=)™ e+ g+ 1 mdo;h(owﬁb-
O

Proposition 4.4. — Supposons que r est irréductible de conducteur essentiel

impairn = 2m+1 (avec m > 1). Soit 0 le K -type correspondant a [r, N] = [r,0].
On a :

a GL2(Op)
0=qm 1ndo 10y )¢

dans Ry, (GLy(Oyr)), ot ¢ est la réduction du caractere central de 6.
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Démonstration. — 1l y a dans ce cas un unique type 6 associé a [r, N| dont nous
rappelons la définition suivant [26, § 5] (voir [22, § 3] pour son unicité). On
identifie d’abord My(L) avec Endy(M’) et My(Op) avec Endp, (Opr) pour une
extension quadratique ramifiée M' de L (qui dépend de r) en chosissant {1,y }
comme base de M’ sur L (ol wy, est une uniformisante de M’). Pour n > 1, on
définit des sous-groupes ouverts compacts de GLy(Op) par :

V, € {5 € GLy(01), g(a) — o € awl, }

de sorte que V; = 1,(01), [L(O1) : Vo] = ¢*™ Vet Opp NV, =1+ w3, Onp. La

seule chose que I'on a besoin de savoir sur 6 est qu’il est de la forme ind, LQ(OL )

pour un caractere « : OV, — E*. Comme [O;1;(Of) : On/Viy] = qm 1 et
que les classes de conjugaison p-régulieres de OV, et OF11(Oy) sont celles des

I 1((9L)

éléments [a] pour a € F), on voit que le caractere de Brauer de 1nd0 o est

celui de g™ . Ceci acheve la preuve. O]

Soit maintenant D une algebre de quaternions sur L, Op un ordre maximal

dans D, K = &t 05, Z = & OF et I le pro-p sous-groupe de Sylow de K. On note

IIp une uniformisante de D. On a I = 1+ [IpOp et on pose I, e + 1I,0p

pour n > 1. On choisit un plongement M < D ce qui permet d’ 1dent1ﬁer les
représentations irréductibles de K sur kg avec les caracteres de K/I; = ]FZQ.

Notons que I'analogue du lemme 4.1 dans ce contexte dit juste que ideZ(I1 1 est
la somme des g 4+ 1 caracteres £ de caractere central 1.

On fixe un type de Weil-Deligne [r, N].

Proposition 4.5. — Supposons que N # 0, de sorte que r|;, = x & X pour un
caractére lisse x : OF — E*. Soit § le K-type correspondant a [r, N]. On a :

0 =Y odet.
Démonstration. — C’est clair puisque 6 = x o det. O
Proposition 4.6. — Supposons que r est irréductible de conducteur essentiel

pair n = 2m (avec m > 1), de sorte que r|;, = £ ® £ pour un caractére lisse
€: 05 — E* tel que /&7 est de conducteur m. Soit 8 un K -type correspondant
a[r,N]=[r,0]. On a:

m—l _ (_ )m—l
qg+1

dans Ry, (K), ot p € {£,E7} ety = E|OE est la réduction du caractére central de
6.

6= (-1)"" 1ﬁ+ deIJﬂ

Démonstration. — Dans ce cas la construction de [25, § 5] montre qu'il y a deux
types associés a r, chacun déterminé par un choix de p € {£,£%}. La définition des
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types est analogue a celle pour GLy(Op ), mais avec le role des parités inversé. En
particulier, si m est impair, alors # est induit d’'un caractere oy, : Oy 1, — E*, et
si m est pair, alors 6 est induit d'une représentation de dimension ¢ de O}, 1,,_;.
On omet la preuve de la proposition, qui est tres similaire a celle de la proposition
4.3. ]

Proposition 4.7. — Supposons que r est irréductible de conducteur essentiel
impair n = 2m+1 (avec m > 1). Soit 0 le K-type correspondant a [r, N| = [r,0].
Ona: B

0 = ¢™ 'indy, ¥
dans Ry, (K), ou v est la réduction du caractére central de 6.

Démonstration. — Ici encore on omet la preuve car elle est tres similaire a celle
de la proposition 4.4 en utilisant [7, § 54] pour déterminer le type, qui est unique
dans ce cas et est induit d'un caractere de O3, I, pour une extension quadratique
ramifiée M’ de L plongée dans D. O

Remarque 4.8 — Dans ce cas des algebres de quaternions, des résultats si-
milaires (rédigés avec plus de détails) ont été aussi récemment obtenus par Toki-
moto ([41]).
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