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Imaginarquadratische Einbettung von Ordnungen
rationaler Quaternionenalgebren, und die nichtzyklischen
endlichen Untergruppen der Bianchi-Gruppen

Norbert Kramer

20. Dezember 2016

Zusammenfassung

Seien k ein imagindrquadratischer Zahlkorper, F' eine rationale Quaternionenalgebra
und M eine Erweiterung von F' zur k-Quaternionenalgebra.

Wir klassifizieren die F-Ordnungen, die als Durchschnitt einer M-Maximalordnung
mit F auftreten. Wir zeigen, dass der Isomorphietyp einer M-Maximalordnung durch
die Diskriminante ihres Durchschnitts mit ' bestimmt ist. Wir setzen dann diesen
Durchschnitt in Beziehung zum Durchschnitt einer zweiten M-Maximalordnung mit
einer zweiten rationalen Quaternionenalgebra in M (Satz 5.10).

Damit kénnen wir ermitteln, ob die Bianchi-Gruppe iiber der Hauptordnung von k
3-Dieder-, Tetraeder- oder maximalendliche 2-Diedergruppen enthélt (Satz 6.8).
Zusétzlich bestimmen wir die Anzahl der M-Maximalordnungen, die mit F' jeweils
denselben Durchschnitt haben. Damit berechnen wir die Konjugationsklassenzahlen
der nichtzyklischen maximalendlichen Untergruppen der Bianchi-Gruppe (Satz 7.5).
Im weiterfithrenden Kapitel 8 untersuchen wir nichttriviale Durchschnitte von nicht-
zyklischen endlichen Untergruppen der Bianchi-Gruppen (wird fortgesetzt).

Im Schlusskapitel 9 dehnen wir die Ergebnisse der Kapitel 6 bis 8 auf Eichler-
Ordnungen und speziell auf die Bianchi-Kongruenzuntergruppen aus
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1 Einleitung

Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(Z\/E) mit Hauptordnung o. Sei F' eine Q-Quater-
nionenalgebra, und sei M = k ®q F eine Erweiterung von F' zur k-Quaternionenalgebra.

Ist & eine F-Ordnung und n?Z die Diskriminante von & mit n € N, dann sei A(®) :=
+n oder —n, je nachdem, ob F' an der Stelle co zerfillt oder verzweigt ist. Ist § eine
F-Maximalordnung mit & C §, so sei A(®) := [§ : &]. Wir nennen & dann o-kompatibel,
wenn &, an allen Stellen p von Q mit p | A(&) eine zu o, isomorphe Ordnung enthélt.

Wir untersuchen die Existenz und die Struktur der o-kompatiblen F-Ordnungen (Satz
5.3 mit den Sétzen 4.1, 4.2 und 4.4), und wir zeigen, dass eine F-Ordnung & genau dann
o-kompatibel ist, wenn es eine M-Maximalordnung 9% mit & = F N9 gibt (Satz 5.7),
und dass der Isomorphietyp von 9t dann nur von A(®) abhéngt (Satz 5.8).

Unser Hauptergebnis ist der nachstehende Satz 5.10, der die Durchschnitte F' N 99 und
F' N9 zweier Q-Quaternionenalgebren F, F’ mit zwei M-Maximalordnungen 901, 0V
zueinander in Beziehung setzt. Wir verwenden darin die folgenden Notationen: Fiir eine

b F
Stelle p von Q und a,b € Q, sei <a, ) das Hilbert-Symbol. Sei <— = +1 oder —1,
p p

je nachdem, ob F' an der Stelle p zerfillt oder verzweigt ist. Sei ¥y (F') das Produkt der
Verzweigungsstellen von F, die in k zerlegt sind. Und sei A9 NI) := [ : (MNN)].

Bemerkung: Der Isomorphietyp von 9 relativ zu 9 hiangt nur von der Gesamtheit der

/ [e—
Hilbertsymbole <A(9ﬁ N), —d
p

f € N gibt mit: f | X (F) und <

ab. M, M’ sind genau dann isomorph, wenn es ein
FAM N ), —d
p

> =1 fur alle Stellen p (Lemma 5.4).

Satz 5.10. Sei d € N quadratfrei, und sei k = @(Z\/E)

Seien F, F' zwei Q-Quaternionenalgebren, sei M eine gemeinsame Erweiterung von F
und F' zur k-Quaternionenalgebra, und seien I, M’ zwei M -Mazimalordnungen.

Dann gibt es ein f € N mit f | X (F), so dasss fir alle Stellen p von Q gilt:

(A(F A FAON NI)A(F N, —d) B <F> <£’>

p p p




Wir zeigen die oben genannten Aussagen iiber die Einbettungen & = F N und schliefs-
lich Satz 5.10, indem wir erstens (Kapitel 3) je zwei Q-Quaternionenalgebren F, F' C M
zueinander in Beziehung setzen (Satz 3.4), zweitens (Kapitel 4) die lokalen Einbettungen
&, = F, NN, an den endlichen Stellen p von Q untersuchen, an denen M, zerfallt, und
drittens (Kapitel 5) die lokalen Sétze und Lemmata global synthetisieren und schliefslich
mit Satz 3.4 kombinieren. Fiir den Fall, dass k ein Zerfallungskorper von F ist, lassen sich
die Satze 3.4 und 5.10 auf die einfacheren Klassifizierungssétze 3.5 und 5.11 reduzieren.

Fiir eine o-kompatible F-Ordnung & bestimmen wir zusétzlich die Anzahl der M-Maxi-
malordnungen 9t mit & = F NN und jeweils die Anzahl der 91*-Konjugationsklassen
von Einbettungen j : & — 91 mit j(&) = j(F) NN (Satz 7.3 mit Satz 4.8).

Als Anwendung von Satz 5.11 kénnen wir dann unter anderem kléaren, welche nichtzykli-
schen endlichen Untergruppen die Bianchi-Gruppe PSLa(0) = SLa(0)/{£1} enthalt:

Satz 6.8. Sei d € N quadratfrei, und sei k = @(Z\/E) mit Hauptordnung o. Dann gilt:

(i) PSLs(0) enthdlt genau dann eine 3-Diedergruppe Ds,
wenn p =1 (mod 3) fiir alle Primteiler p # 3 von d.

(i1) PSLs(0) enthdilt genau dann eine Tetraedergruppe T,
wenn p =1 oder p =3 (mod 8) fiir alle Primteiler p # 2 von d.

(i1i) PSLs(0) enthdlt genau dann eine mazimalendliche 2-Diedergruppe Do,
wenn p =1 (mod 4) fir alle Primteiler p # 2 von d.

Und mit Satz 7.3 bestimmen wir zusétzlich unter anderem die Konjugationsklassenan-
zahlen der nichtzyklischen maximalendlichen Untergruppen von PSLy(0) (Satz 7.5).

Unter Verwendung der Ergebnisse von [5] lassen sich dann auch unter anderem die Kon-
jugationsklassenanzahlen der zyklischen Untergruppen einer Bianchi-Gruppe angeben.
Rahm hat in [8] die homologische Torsion und die Farrell-Tate-Kohomologie der Bianchi-
Gruppen ermittelt und als Funktion dieser Konjugationsklassenanzahlen ausgedriickt.

Wir fiihren Satz 6.8 wie folgt auf Satz 5.10 zuriick: Enthélt PSLy(k) eine Untergruppe
vom Isomorphietyp D3, T oder Dy, dann erzeugt deren Urbild in SLs(k) iiber Q eine Qua-
ternionenalgebra F' C Ms(k) und iiber Z eine F-Ordnung §. Wir setzen dann die Einbet-
tung von § in eine My (k)-Maximalordnung in Beziehung zur Einbettung Ms(Z) C Ms(o).
Wir erhalten die Satze 6.4.(1), 6.4.(ii) und 6.6, und Satz 6.7 mit dem Spezialfall Satz 6.8.

Im weiterfithrenden Kapitel 8 untersuchen wir nichttriviale Durchschnitte von nichtzykli-
schen maximalendlichen Untergruppen unter anderem der Bianchi-Gruppen: Wir zeigen
fir m = 2,3, wie sich m-Diedergruppen in Gruppen der Ordnung m schneiden (Sétze
8.3, 8.4, 8.5). Wir ermitteln so auch neu die bekannte Anzahl der Konjugationsklasssen
von Gruppen der Ordnung m, die in m-Diedergruppen enthalten sind (Satz 8.6).

Im Schlusskapitel 9 dehnen wir die Ergebnisse der Kapitel 6 bis 8 auf Eichler-Ordnungen
und speziell auf die Bianchi-Kongruenzuntergruppen aus (Sétze 9.2 - 9.4 und 9.7 - 9.10).



Ich danke Alexander D. Rahm fiir seine Ratschlédge und die technische Unterstiitzung,
und Jiirgen Rohlfs fiir die kritische Durchsicht des Manuskripts und hilfreiche Vorschlége.

2 Bezeichnungen und Grundlagen

Fiir die in diesem Artikel benutzen zahlentheoretischen Grundlagen verweisen wir sum-
marisch auf [2] fiir imagindrquadratische Zahlkérper und [6] fiir Quaternionenalgebren.
Fiir die speziellen Bezeichnungen und Grundlagen zu Bianchi-Gruppen siehe Kapitel 6.

In einer abelschen Gruppe G sei G die Untergruppe der Quadrate.

In einem Ring R mit Eins sei R* die Gruppe der multiplikativ invertierbaren Elemente.
Fiir kommutatives R sei My(R) die R-Algebra der 2x2-Matrizen mit Koeffizienten in R.
Fiir z € C bezeichne z — 7 die komplexe Konjugation und |z| = v/2Z den Absolutbetrag.

Sei im Folgenden stets d € N quadratfrei und k = Q(Z\/E) C C ein imagindrquadratischer
Zahlkoérper mit Hauptordnung o und Diskriminante D. Die Einschrankung der komple-
xen Konjugation auf & stimmt mit der nichttrivialen Galois-Involution von k/Q iiberein.
Bezeichne I die Gruppe der o-Ideale und H C I die Untergruppe der Hauptideale.

Sei p stets eine Stelle von Q, d.h. eine Primzahl p € N oder die unendliche Stelle p = cc.
Sei p stets eine Stelle von k, d.h. ein Primideal p C 0 oder die unendliche Stelle p = co.

Ist p eine endliche Stelle von Q, dann ist k£ auf natiirliche Weise eingebettet in die halbein-
fache quadratische Erweiterung k, = Q, ®q k von Q,, mit der Hauptordnung o, = Zo.
Die Galois-Involution a — @ von k/Q setzt sich auf natiirliche Weise auf k,/Q, fort.

Ist p verzweigt oder trdge in k mit Primteiler p, dann ist auf natiirliche Weise k, = k;
und o, = op. Fiir die jeweils einzige unendliche Stelle von Q und k gilt: Qo = R, ks, = C.
Ist p zerlegt in k mit den Primteilern p und p, dann ist k, = ky X ky und o0, = 0 X 0.

a,b

Fiir eine Stelle p von Q und a,b € Q' sei > das Hilbert-Symbol.

p
Fiir Rechenregeln zum Hilbert-Symbol siehe [2, Kapitel I, § 6, Formeln (9)-(13), Satz 7|.

Eine Q-Quaternionenalgebra F'ist auf natiirliche Weise eingebettet in ihre p-Komponente
F, = Q, ®q F. Wir identifizieren Q und Q, mit den Zentren von F' und F,. Fiir p € N
und einen Z-Modul § C F ist §, = Z,§ die p-Komponente von §.

Fiir eine k-Quaternionenalgebra M ist analog k C M C My = ky ®, M und ky, C M,. Ist
p endlich und 9 C M ein o-Modul, so ist M, = 0,9. Wir identifizieren M, mit M>(C).

Definition 2.1. Sei F' eine Q-Quaternionenalgebra, und sei & eine F-Ordnung.
Ist n*Z die Diskriminante von & mit n € N, dann sei A(®) := +n oder —n,
je nachdem, ob F an der Stelle co zerfdllt oder verzweigt ist.

Bemerkung: Das Z-1deal A(®)Z wird in [3, § 2| als Stufe von & bezeichnet, Auch eine
Bezeichnung als reduzierte Diskriminante von & liegt nahe, siehe [6, Definition 2.7.4].

Sind p € N eine Primzahl, F' eine Q-Quaternionenalgebra und M = k ®q F' eine Erwei-
terung von F' zur k-Quaternionenalgebra, dann bezeichne M, = k, ®; M = k, ®q F die



p-Komponente von M. Auf natiirliche Weise ist M C M, und k, das Zentrum von M,,.
Ist p verzweigt oder trage in k£ mit Primteiler p, so ist auf natiirliche Weise M, = M,,
und fiir einen o-Modul 9 C M ist M, = M.

Ist p zerlegt in & mit den Primteilern p und p, dann ist M), = M, x Mz = F, x F,. Wir
nennen dann M), eine k,-Quaternionenalgebra (obwohl k, = k, x ky kein Korper ist).
Ist M eine M-Ordnung, dann nennen wir M, = 0,9 = M, x Mg eine M-Ordnung.
Diese Benennungen erméglichen uns einheitliche und unkomplizierte Formulierungen von
Sétzen und Lemmata in Kapitel 4. Die Aussagen iiber M, und 91, leiten sich natiirlich
jeweils aus ihren Eigenschaften als direktes Produkt von Algebren bzw. Ordnungen her.

Eine F-Ordnung & heifst optimal eingebettet in eine M-Ordnung 91, wenn & = F NN
gilt. Eine F-Maximalordnung § C 9 ist stets optimal in ) eingebettet.

Fiir ein Element A einer Quaternionenalgebra () bezeichne A* das konjugierte Element.

N(A) = AA* und S(A) = A+ A* sind dann die (reduzierte) Norm und die Spur von A.

Ist K ein Korper und @Q = Ms(K) eine K-Quaternionenalgebra, dann heifen, in dieser
Reihenfolge, U1, Ui, Ua1, Uz € @ Matrizeseinheiten in @, wenn fiir alle r, s, € {1, 2} gilt:
UriUis = UpaUss = Uy 7é 0 und Uy1Uszs = UpaUis = 0. Dann ist {U117U127 U217U22} eine
Basis von @ tiber K, und fiir ein A = aU11+8U12+7U21+0U22 € Q mit o, 5,7,6 € K gilt

beziiglich dieser Matrizeseinheiten die Gleichung (oder Darstellung) A = (3 g) Fiir

eine Darstellung beziiglich Matrizeseinheiten gelten die bekannten Matrix-Rechenregeln.

Lemma 2.2. Sei K algebraischer oder p-adischer Zahlkdrper, und sei Q) eine K-Quater-
nionenalgebra. Seien A, B € Q mit N(A) = N(B), S(A) = S(B) und S(A)? # 4N (A).
Dann gibt es ein J € Q* mit JAJ! = B.

Beweis. Falls K[A] Korper ist, siche [6, Theorem 2.9.8].
Andernfalls zerfallt @, wir kénnen Q = Ms(K) annehmen. Das charakteristische Polynom
von A hat dann in K zwei Nullstellen a # b. Nun folgt leicht, dass es X,Y € GLy(K)

gibt mit XAX ! = YBY ! = <8 2) Wir setzen J := Y1 X.

O

Ist K ein algebraischer oder p-adischer Zahlkérper mit Hauptordnung O, und ist 2 ein
O-Ideal, dann bezeichne Ng,(2A) € QT die Absolutnorm von 2, und fiir A € K* sei
Nabs(A) = Nabs(AD)- Falls 2L C O, ist Nabs(Ql) = [D : 52[]

Lemma 2.3. Sei K ein p-adischer Zahlkorper mit Hauptordnung O und Primelement T1.
Seien Q = My (K) eine K-Quaternionenalgebra und O, MM zwei Q-Mazimalordnungen.
Dann gibt es genau ein r € Ng mit den folgenden Figenschaften.

(i) Es gibt Matrizeseinheiten in Q, beziglich derer gilt:

(O O , (O IO\ 1 ., . (1 0
9)?—(0 D> undi))?-(nrg o >-J9)TJ mth-(O H7">'



(ii) N(OVM)~L = N(OmM')~! =10"O.
(iii) Sei J' € M~ TIM mit M = J'MJ'~L. Dann ist N(J') € TI"O*.
(iv) MNIM' hat die Diskriminante 1?9, und es gilt [N : (MNM')] = N (TIO)".
Beweis. Wir zeigen die Existenz von r. Die Eindeutigkeit folgt dann sofort, etwa mit (ii).
(i) Fiir einen kurzen Beweis siehe [3, Beweis von Satz 7, Fall b)].
(ii) Man priift leicht nach, dass MM’ = MJ L. Also gilt N(MM')~! = N(J)O =1I"9.

(iii) Wegen I = J'OMJ'~! = JMJ L ist J~LT'DM = MJ~LJ’ ein zweiseitiges M-Ideal.
Mit [6, Theorem 6.5.3.2] folgt J' = II¢JY fiir ein e € Z und ein Y € M.
Wegen J, J' € M und J, J" € IIM ist e = 0. Also gilt N(J')O = N(J)O =1I"D.
(iv) Nach (i) hat NN’ die Diskriminante 112”9, und es ist [ : (MNM)] = [O : I"O].
O
Lemma 2.4. Sei K ein p-adischer Zahlkorper, und sei Q eine K-Quaternionenalgebra.

Sei L C Q eine halbeinfache quadratische Erweiterung von K, und seien 9,9 zwei
Q-Mazimalordnungen mit LN = LOMY. Dann gibt es ein J € L* mit M = JMJ L.

Beweis. Spezialfall einer lokalen Version von [3, Satz 7|, Beweis siche dort, Fall b).

O

Lemma 2.5. Sei K ein p-adischer Zahlkorper, und sei QQ = My(K) eine K-Quaternionen-
algebra. Seien M # M sowie N # N jeweils Q-Mazximalordnungen mit IMNM' = NNN.
Dann gilt entweder M = N und M = N oder M =N’ und M =N.

Beweis. Sei 9 die Hauptordnung von K, und sei IT € O ein Primelement. Nach Lemma

2.3.(1) gibt es ein r € N und Matrizeseinheiten in @, beziiglich derer gilt: 9t = <D D) ,

O 9O
O IO o 9O K 0
!/ __ / . L .
M = <H7"D o > und MMM’ = (HTD D>' Dannist L := (O K) halbeinfache
quadratische Erweiterung von K mit Hauptordnung £ := }é)) g CMNM =NNN.

Speziell gilt £ C LNNM. Da £ die Hauptordnung von L ist, folgt LN = £ =L NM.
Nach Lemma 2.4 gibt es ein J € L* mit 9 = JMJ L. Wir kénnen o0.B.d.A. annehmen,

(1 0 . _ O 11590 . ,
dass J = <O H3> mit s € Z, also dass 9 = <HSD o > gilt. Aus MNIM C N
. . . , , O IO
folgt 0 < s < r. Genauso gibt es ein ' € Z mit 0 < s’ <r und N = 'O o )

O Ito
o O

entweder s = r und s’ = 0 oder s = 0 und s’ = r, was zu beweisen war.

Dann ist NN = <

) mit ¢ = max(s,s’) = r und ¢’ = min(s,s’) = 0, also

O



3 Einbettung rationaler Quaternionenalgebren

Definition 3.1. Sei d € N quadratfrei, und sei k = @(1\/3) Sei F' eine Q-Quaternionen-
algebra, und sei M eine Erweiterung von F zur k-Quaternionenalgebra.

F
(i) Fiir eine Stelle p von Q sei | — | := +1 oder —1,
p

je nachdem, ob F' an der Stelle p zerfdllt oder verzweigt ist.

(ii) Sei X(F) das Produkt der endlichen Verzweigungsstellen von F,
multipliziert mit —1, falls F' an der Stelle co verzweigt ist.

(11i) Sei Xy (F) das Produkt der Verzweigungsstellen von F', die in k zerlegt sind.
(i) Sei ®p : M — M die Abbildung mit ®p(A +ivVdB) := A —iVdB fir A,B € F.
(v) Fir T € M* mit ®p(T) =T* sei F(F,T):={A€ M |Top(A)T! = A}.
Bemerkung: Fiir eine F-Maximalordnung § gilt offenbar A(F) = X(F).

Lemma 3.2. Sei d € N quadratfrei, und sei k = @(1\/3) Sei ' eine Q-Quaternionen-
algebra, und sei M eine Erweiterung von F zur k-Quaternionenalgebra. Dann gilt:

(i) M ist ist an einer Stelle p von k genau dann verzweigt, wenn X (F) € p gilt.

(ii) Eine Q-Quaternionenalgebra E kann genau dann in M eingebettet werden,
wenn X (E) = Xp(F) gilt.

(11i) Es gibt bis auf Isomorphie genau eine Q-Quaternionenalgebra E
mit [S(E)| = Sy(F) = Sy (F).

Beweis.
(i) Ist p # oo in k nicht zerlegt, dann zerféllt M, siehe [6, Theorem 2.6.5], und es gilt
My = M3(C). Ist p # oo in k zerlegt, po = pp, dann gilt M, = M, x My = F, x F,.
(ii) folgt aus (i), siehe |6, Theorem 2.7.5].

(iii) Sei S die Menge der Stellen p von Q mit p | ¥4 (F'). Dann hat S oder S U {co} eine
gerade Anzahl von Elementen. Die Behauptung folgt mit |6, Theorem 7.3.6].

O

Lemma 3.3. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d).

Sei B eine Q-Quaternionenalgebra, und sei p eine Stelle von Q. Sei p in k nicht zerlegt.
—d

Dann gibt es ein T € Z mit <T’ = —1, so dass Q(\/7) Zerfallungskorper von E ist.
p




Beweis. Wir bestimmen 7 so, dass alle endlichen Verzweigungsstellen von E in Q(/7)
verzweigt sind und dass 7 < 0 gilt, falls £/ an der Stelle co verzweigt ist. (Dann ist Q(y/7)q
Zerfallungskorper von E, fiir alle Verzweigungsstellen ¢ von E, siehe |6, Theorem 2.6.5].)

M(E), — Y(E), -
Falls <M> = —1, sei 7 := X(F). Nachfolgend nehmen wir <M> =1 an.
b p

e Falls p # oo in k verzweigt ist, gibt es ein zu DX (F) teilerfremdes ¢ € N

—d
mit (6’ > = —1. Dann sei 7 := eX(E).
p

Y(E —
e Falls p # oo in k trédge ist, gilt p 1 ¥(FE), denn sonst wéire <M> = -1,

p
Widerspruch. Dann sei 7 := pX(E).
e Falls p = oo ist, sei 7 := —X(E).
]

Satz 3.4. Seid € N quadratfrei, und sei k = @(1\/8) Sei E eine Q-Quaternionenalgebra,
und sei M eine Erweiterung von E zur k-Quaternionenalgebra. Dann gilt:

(i) ®p ist Q-Algebrenautomorphismus von M mit ®p(AA) = A0 (A) und ®%(A) = A
und p(A*) = ®g(A)* fir alle N €k, A€ M. Es gilt E={Aec M| Pg(A) = A}.

(ii) Sei T'€ M* mit ®g(T) = T*. Dann gilt:
F(E,T) ist Q-Quaternionenalgebra mit ®pp 1)(A) = Top(A)T! fir A € M,

und N(T) € Q* sowie (W) = <§> (@) fiir alle Stellen p von Q.

(i1i) Sei F C M eine Q-Quaternionenalgebra. Dann ist F = F(E,T) mit T € M* und
®p(T) = T*, und T ist bis auf einen Faktor aus Q* eindeutig. Falls S(T)? # 4N(T),
ist ENF = Q[ivd(T — T*)] eine halbeinfache quadratische Erweiterung von Q.

Bemerkung: Fiir jede Stelle p von Q ist @ auf natiirliche Weise zu einem Q,-Algebren-
automorphismus von M, mit Fixalgebra E, fortsetzbar, den wir auch mit ® g bezeichnen.

Beweis. Wir kiirzen ® := &g und F(T) := F(E,T) ab.
(i) rechnet man leicht nach.

(ii) F(T)ist eine Q-Algebra und via Zuordnungsvorschrift A — iv/dA als Q-Vektorraum
isomorph zu F(T,—) = {A € M | T®(A)T~ = —A}. Es gilt T®(T) € Q*, und
mithilfe der Zerlegung A = (A + T®(A)T1)/2 + (A — T®(A)T~1)/2 folgt, dass
M = F(T)® F(T, —) gilt. F(T) hat iiber Q die Dimension 4. Wegen iv/d ¢ F(T) ist
F(T') eine zentrale Q-Algebra, und wegen M = k®q F' (1) auch einfache Q-Algebra.
Sei A € M. Dann gibt es A’, A” € F(T) mit A = A’ + iv/dA”, und damit gilt:
Opy(A) = A —iV/dA" = TO(ANT —i/dT (AT~ = TO(A' +i/dA")T L.



N(T),—d E\ (F(T
Sei p eine Stelle von Q. Ist p in k zerlegt, so ist <¥> =1= (—) <L>,
p p p
siche Lemma 3.2.(ii). Wir kénnen nun also p als nicht zerlegt in k& annehmen.

E (T

e Im Fall (—) <L> =1, ist E, isomorph zu F(T'),. Einen Isomorphismus
p p

E, — F(T), konnen wir zu einem k,-Algebrenautomorhismus von M,, fortset-

zen. Also gibt es ein J € M mit F(T), = JE,J~ L. Fiir alle A € E,, gilt dann
JAJ ™t = Opiry(JAT ) = TOJAJT T~ =T(J)A®(J) 1T
Also gibt es ein A € k; mit T' = A®(J)™ und N(T) = TO(T) = A\

Sei 7 wie in Lemma 3.3. Es gibt ein U € EX mit U? = 7. Sei 7" := i7/dU. Dann gilt

B(r') = T Aus N(T') = d foge (=) = runa () (F)

E\ (F(T
e Im Fall <—> <L> = —1 ist F(T"), isomorph zu F(T),, also gibt es
p p
ein J € M) mit JAJ™' = ®piy(JAJ ) fiir alle A € F(T"),, also mit
JAJ P =TO(N)®(A)®(J) T =TT ' ppn (A)T'®(J) 1T
Also gibt es ein A € kX mit T = AJT'®(J) " und N(T') = T®(T) = AN (T").

(ili) Wegen ®p(P(NA)) = APp(P(A)) fir A € k, A € M ist ®p o @ ein k-Algebren-
automorphismus von M. Nach [6, Corollary 2.9.9] gibt es also ein T' € M* mit
Pp(A) = TO(A)T ! fiir alle A € M, und aus 9%.(A4) = ®?(A) = A folgt dann
TO®(T) € k*. Sei ®(T) = AT* mit A € k*. Dann ist T = ®(\T*) = AT, und daher
gilt A\ = 1. Also gibt es ein p € kX mit A = ', Wir ersetzen T durch pT.
Dann ist (7)) = T*, und offensichtlich gilt ®p = ® (1), also F' = F(T).

Fiir S(T)? # 4N(T) sei X € ENF. Dann gilt X = &p(X) =T®(X)T ' =TXT™ !,
also X € k[T]. Mit iv/d(T —T*) € ENF folgt die Behauptung X € Q[ivd(T —T*)].

O

a,bék}.

F —d
Damit gilt <—> - (= ) fiir alle Stellen p von Q. Man kann o0.B.d.A. annehmen,
p p

dass T € Z quadratfrei und teilerfremd zu D ist, und dass T =1 (mod 4) gilt, falls 2 | d.
Dann hat die F(7)-Ordnung §(7) := F(1)NMs(0) die Diskriminante t>?D?Z. Falls 7 # 1,
gilt dann auflerdem F(1)NM2(Q) = Q(\/7) und F(7)NMa(Z) = F(1)NM2(Z) = Z[\/T].

Beweis. Seien E' = M(Q) und M = M (k). Dann sind E eine Q-Quaternionenalgebra

Satz 3.5. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d) mit Diskriminante D.
Sei ' eine Q-Quaternionenalgebra mit Zerfallungskorper k.

Dann gibt es ein 7 € Q*, so dass F isomorph ist zu F(1) := {(;% g)

E

mit (— = 1 fiir alle Stellen p von Q und M eine Erweiterung von E zur k-Quaternionen-
p

/ /

P
algebra. Fiir A = <CCL, 2,) € M gilt Pp(A) = (% %) Nach Voraussetzung kann F'
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in M eingebettet werden, und nach Satz 3.4.(iii) gibt es ein T € M* mit ®x(T) = T*,
so dass F isomorph ist zu F'(E,T). Nach Satz 3.4.(ii) héngt die Isomorphieklasse von F'

N(T),—d
nur davon ab, welche Werte <¥> fiir die Stellen p von QQ annimmt.
p
Sei 7 = N(T)/d. Wir kénnen dann zunéchst T' durch iv/d <?_ (1)> ersetzen.

F —d
Damit folgt leicht FI(E,T) = F(r) und <—> = (T’ > fiir alle Stellen p von Q.
p p
Es gibt genau ein r € QF, so dass 772 € Z quadratfrei ist. Wir ersetzen 7 durch 7r2.
Sei g der grofte gemeinsame Teiler von 7 und d, und sei 7 = g7’ und d = gd’. Wegen

d+ g% —d —d 2:(d + g), —d
<L> =1 gilt (T’ ) - (9 T(d +9). ) Falls g > 1 ist, ersetzen wir 7
p p p

durch den quadratfreien Anteil von 7/(d’ + g). Dann ist 7 teilerfremd zu d. Falls 7 und D
einen gemeinsamen Teiler ¢’ > 1 haben, ist ¢ =2 und d =1 (mod 4), und wir ersetzen
7 durch den quadratfreien Anteil von 7(d + 1)/4. Dann ist 7 teilerfremd zu D.

Falls 2 | d und 7 # 1 (mod 4), ist d = 2 (mod 4) und 7 = 3 (mod 4). In diesem Fall
ersetzen wir schlielich 7 durch den quadratfreien Anteil von 7(d + 1).

Die Diskriminante von §(7) kann man leicht elementar berechnen. Die letzte Behauptung

folgt aus F(r) N My(Q) = { (T“b Z) a,be @} ~Q KS é)} sowie (2 (1)>2 _;

4 Einbettung p-adischer Quaternionenordnungen

Satz 4.1. Sei p eine endliche Stelle von Q.

Seien I, eine Qp-Quaternionenalgebra, §p eine Fy,-Maximalordnung und Kp,KI’, C F,
zwei quadratische Korpererweiterungen von Q, mit den Hauptordnungen O, D;, C Sp-
Sei p verzweigt in K, und trige in KI’,. Sei II € O, Primelement, und sei D;, = Z,[9].

(i) Sei &, eine F,-Ordnung mit O, C &, C §p.
Dann gibt es ein r € Ng mit &, = Op, + O,II"Q und [Fp : &p) = [Op : OLII"] = p".

(i) Sei &, eine Fp-Ordnung mit O, C &, C §p.
Dann, gibt es ein r € Ng mit &, = O, + p"OLI1 und [§p : &, =[O}, : p"O)] = p".

(i4) Seir € Ng. Dann sind Op + Op11"Q und O}, + p" O, 11 jeweils Fy,-Ordnungen.

() Sei F, = M>(Qp), und sei &, eine Fy,-Ordnung mit O, C &,.
Dann ist 1'[31,1_[*1 eine F,-Maximalordnung mit O, C ngH*I # Sps
und es gilt entweder &, C §, oder &, = ngﬂ_l.

Bemerkung: Eine quadratische Kérpererweiterung von Q,, ist stets in F}, einbettbar, und
ihre Hauptordnung ist stets in eine Fj,-Maximalordnung einbettbar. Alle Fj-Maximalord-
nungen sind isomorph zueinander. Die Voraussetzungen von Satz 4.1 sind also erfiillbar.

Bewezrs.
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(i)

(iii)

Wir zeigen zuerst durch Widerspruch, dass {1,1I, 2, IIQ2} eine Z,-Basis von §,, ist.
Wir nehmen also an, dass es «,3,7,0 € Z, gibt, nicht alle durch p teilbar, mit
A = a+ BII + +Q + 01IQ € p§,. Wir multiplizieren A von links mit IT*.

Wegen p | N(II) = IT*II gilt dann auch B := oIl* + ~II*Q € pF,, also p? | N(B).
Wegen p? + N(II) folgt p | N(a +~9). Daraus folgt o+~ € PO, also a, 7, € pZy.
Dann gilt auch C' := BII + 0112 € p§,. Wie fiir B folgt 3,0 € pZ,, Widerspruch.
{1,1I, Q, IIQ} ist eine Z,-Basis und {1,Q} eine O,-Basis des Linksmoduls §.

Sei B, ={B € K, | B € &,}.

Wegen O,, C &,, C g, ist B, ein ganzes O,-Ideal, also gilt B, = O,II" mit r € Ny.
Nach Konstruktion gilt 8,0 C &,,, wegen O, C &, also O, + B, C &,,.

Seien umgekehrt A, B € K, mit A+ BQ € &,,.

Aus &, C §), folgt dann A, B € O,,, und wegen O,, C &, ist BQ € &,,, also B € B,,.
Da p in K, verzweigt ist, gilt [O, : O,II] = p und [§p : &) =[O, : By =p".

Wie in (i) folgt, dass {1, Q,II, QII} eine Z,-Basis von §, ist. (Man multipliziere mit
IT* von rechts statt von links.) Analog folgt dann, dass {1,II} eine O}-Basis des
Linksmoduls §), ist, und dass &, = D'g + B 1T fiir ein ganzes O)-Ideal B, = p" O},
ist, mit r € No. Wegen [97, : pO}] = p? ist dann [§), : &,] = [O], : B ] = p*'.

Zum Beweis, dass &, := O, + O,II"Q eine F),-Ordnung ist, miissen wir nur zeigen,
dass &, multiplikativ abgeschlossen ist. Seien also A;, Ay € O, und By, By € O,I1".
Da §, multiplikativ abgeschlossen ist, ist Q(As + B2Q) = A'+ B'Q mit A, B’ € O,,.
Dann ist (Al + BlQ)(AQ + BQQ) = A" + B"Q mit A" = A1As + BlA/ S Dp und
B" = A1 By + B1B' € DpI1". Genauso folgt, dass O}, +p"O, 1T eine F,-Ordnung ist.

Sei §), eine Fj,-Maximalordnung mit O, C §,,. Dann gilt O, = K, N §, = K, N F,.
Daher gibt es nach Lemma 2.4 ein X € K¢ mit 3;, = X§,X L.

Wegen II2p~! € O gibt es ein r € Z und Y € O mit X =p"Y oder X =1Ip"Y.
Also ist Sfo = §p oder Sfo = 1§11, und wegen II ¢ Q)3 silt OF,I11 #£ §,, siehe
[6, Theorem 6.5.3.2]. Damit folgt &, C §, oder &, C ngﬂfl. Falls &, ; ngﬂfl,
gibt es nach (i) ein r € N mit &, = O, +O,II'TIQI ! = O, N(II) 1" QI* C §),.

O

Satz 4.2. Sei p eine endliche Stelle von Q.
Seien F, = My(Qp) eine Q,-Quaternionenalgebra, §, eine F,-Mazimalordnung und
K, C F, eine halbeinfache quadratische Erweiterung von Q, mit Hauptordnung O, C §p.
Sei p zerlegt in K, sei also K, kein Korper.

(i) Sei &, eine F,-Ordnung mit O, C &, C §p.

Dann gibt es Matrizeseinheiten in F),, beziiglich derer O, = (Zop ZQ > gilt.
P
- Sy : : r+s Ly  p°Ly
Diesbeziiglich gibt es dann r,s € Z mit [§p : &, =p"° und &, = o7, 7 )
P P
Man kann tberdies die Matrizeseinheiten so wdhlen, dass r € Ny und s = 0 gilt.

11



(11) Seten r,s € Z mit r+s > 0, und seien (beliebige) Matrizeseinheiten in F), gegeben.

7 57
Beziiglich dieser Matrizeseinheiten ist dann <p”£ p 7 P > eine F,-Ordnung.
P P

Beweis.

(i) Je zwei zerfallende halbeinfache quadratische Erweiterungen von Q) sind isomorph

zueinander. Nach Lemma 2.2 gibt es also Matrizeseinheiten Uiy, Ui, Ua1, Uas € F,

beziiglich derer O, = <Zop ZQ) gilt. Fiir A = (j ?) € 6, mit o, ,7,0 € Q,
D

gilt dann U2 = U11 AUz € &), und yUs = Uy AUy € &, sowie o, 0 € Z;,. Also

ist {U11, p°Ui2,p"Ua1, Uze} mit geeigneten r, s € Z eine Z,-Basis von &,,. Da &, die

Diskriminante pz(Hs)Zp hat, gilt [§, : &,] = p" 5. Beziiglich der Matrizeseinheiten

U1, p°Uia, p~*Ua1, Usy gilt schlieflich O, = <Zop ZQ> und &, = <pr%fz %p)
D p  Lp

(ii) leicht nachzurechnen
O

Lemma 4.3. Sei p eine endliche Stelle von Q, und sei F), eine Q,-Quaternionenalgebra.
Seien 3,,,3;, zwei F,-Mazimalordnungen und Kp, KI’) C F), zwei halbeinfache quadratische
Erweiterungen von Q, mit den Hauptordnungen O, C p, D;, C %;,, Seien &, Qﬁ;, zwet
F-Ordnungen mit O, C &, C §),, O, C &), CF), und [ : &, = [§), : &)]. Dann gilt:
Fin Isomorphismus O, — D;, lasst sich zu einem Isomorphismus &, — Qﬁ;, fortsetzen.

Beweis. Ein Isomorphismus 9, — D; ist nach Lemma 2.2 zu einem Automorphismus
j: Fp = F), fortsetzbar. Wegen KN j(F,) = j(9O,) = O, = K,NF, gibt es nach Lemma
2.4 ein X € KJ* mit §), = Xj(F,)X ', und es gilt O € Xj(6,) X! C F),

Falls K, Kérper ist, folgt mit Satz 4.1.(i) bzw. 4.1.(ii), dass Xj(&,)X ! = &,

Falls K, zerfallt, gibt es nach Satz 4.2.(i) Matrizeseinheiten in Fj, und r,s,r’, s’ € Z mit

. 1 . Y/ 0 . Z psZ
/ ! . / P —1 P P
r+s=r"4¢, beziiglich derer gilt: Dp = ( 0 Zp), X]((’5p)X = ( "z, 7, > und

Z, p°Z , P 0 . e
6 = (ﬂ’%p pr>' Mit YV := (0 pr/> € KX folgt YXj(&,)X 1Y~ =@,
O

Satz 4.4. Sei p eine endliche Stelle von Q, und sei F), eine Q,-Quaternionenalgebra.
Sei §p eine Fy-Mazimalordnung, und sei &, C §p eine F,-Ordnung mit [§p : &,] = p.

(i) Falls F, Divisionsalgebra ist, gilt &, = {A € F, | S(A)> —4N(A) € pZ,}.
. . . . S . . Ly Ly
(it) Falls F, zerfdllt, gibt es Matrizeseinheiten in F,, beziglich derer &, = vZ, Z,)°

Bewezrs.

12



(i) Seien K, KI’, C F), quadratische Korpererweiterungen von Q, mit den Hauptord-
nungen O,,0),. Sei p verzweigt in K}, und trége in K. Sei IT € O, Primelement,
und sei O, = Zp[]. Da §), die einzige Fj,-Maximalordnung ist, gilt K, N§, = O,
und KI’) NSp = D;. Wir zeigen zunéchst durch Widerspruch, dass IT € &,,.

Es gibt «, 8,7, 8',7,7" € Zyp, so dass {1, a0 + SOII + ~II, §'QII + /11, 4”11} eine
Zy-Basis von &, ist. Falls I ¢ &,, konnen wir wegen [§, : &,] = p annehmen,
dass a = 8/ =1, 4" = p, § = 0. Und wir kénnen Q durch Q + ' ersetzen, also
annehmen, dass {1, Q2 +~IL, QII, pI1} eine Z,-Basis von &, ist. Wegen 171,11 = §,,
ist N (Q)IT = (2 +AT1)*QIT — AIT*QIT = (Q + A1) *QI — YN (INIT QI € &, + p3,,
und deshalb II € &, + p§, C &,, Widerspruch.

Nach Satz 4.1.(i) gilt also &, = O, + O,1IQ, und {1,1I, pQ, IIQ} ist eine Z,-Basis
von &,. Damit folgt, dass K,N®, = O, = {A € K,NF, | (S(A)?—4N(A)) € pZ,}
und K, N &, = Z, + pL,Qt = {A € KN, | (S(A)? —4AN(A)) € pZy}.

Sei nun A € §, beliebig. Dann ist A in einer quadratischen Korpererweiterung
K] C F, von Q, enthalten. p ist entweder verzweigt oder trage in K. Wir kénnen
0.B.d.A. annehmen, dass K] = K, oder K] = K,,, womit die Behauptung folgt.

(ii) siehe [3, Satz 3]
O

Lemma 4.5. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d).
Seien I eine Q-Quaternionenalgebra und M eine Erweiterung von F zur k-Quaternionen-
algebra. Seien § eine F-Maximalordnung und p eine endliche Verzweigungsstelle von F.

(i) Falls p in k verzweigt ist, gibt es genau eine My-Mazimalordnung M, mit F, C M.

(11) Falls p in k trdge ist, gibt es genau zwei My-Maximalordnungen O, # 9)?;, mit
Sp €My, und F, C M. Es gilt (I, : (9, NI,)] = p? und Sp(M,) = M.

Beweis. Sei K, C F, quadratische Korpererweiterung von Q, mit Hauptordnung O,.
Falls p verzweigt in k ist, sei p trige in K. Falls p trage in k ist, sei p verzweigt in K,.
L, = kyK, ist quadratische Korpererweiterung von k, mit Hauptordnung £, = 0,9,.
Seien 9, und ?J)?;, zwei My,-Maximalordnungen mit §, C 9, und §, C S)ﬁ;). Dann gilt
£y = 0,0, = 0,(K, NM,) C L,NM, C £, also gilt £, = L, N M, und genauso
£y = L, N M, Daher gibt es nach Lemma 2.4 ein X € L) mit M), = Xom, XL

(i) Sei m € 0, Primelement. Dann ist 7 auch Primelement in £,. Daher gibt es r € Z
und Y € £ C M) mit X =7"Y. Also gilt 93?;, = WTYEDTPY_lw_T =M,.

(ii) Sei IT € O,, Primelement, also auch Primelement in £,. Es gilt [I?p~1 € O, Daher
gibtesr € Zund Y € £7 C M7 mit X =p"Y oder X =1Ip"Y. Also gilt Dﬁ; =M,
oder 90, = II9,IT1. Sei nun 9, = II9N,II!. Die ky-Algebra M, zerfillt, siehe
Lemma 3.2.(i). Wegen IT ¢ kD¢ gilt daher 9, # M, siehe [6, Theorem 6.5.3.2].
Aus N(II) € p'O) folgt mit Lemma 2.3, dass [, : (M, NOM))] = Nops (pOp) = p*.
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Da F}, bis auf Isomorphie eindeutig ist, gibt es (vergleiche Satz 3.5) Matrizeseinhei-

ten in M, beziiglich derer §, = { (}?E 2) a,b e op} und 0.B.d.A. M, = M>(0)),

-1 .
, (o plop) . o 0 0\ . 0 1\ 0 ivd
zmp = <p0p o > gilt. Mit 2p2\/3 <1 0) = ivd <p 0 —pz'\/a 0

-1
folgt ®p <<(1) 8)) = <8 pO >, also @ (9,) # My, das heiflt Op(M,) = N,

O

Lemma 4.6. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d).

Seien I eine Q-Quaternionenalgebra und M eine Erweiterung von F zur k-Quaternionen-
algebra. Seien § eine F-Mazimalordnung und p eine endliche Stelle von Q. Falls F),
zerfdllt oder p in k zerlegt ist, gibt es genau eine My,-Maximalordnung M, mit §, C M,,.

Beweis. Sei p C o ein Primteiler von p.

Falls F), zerfallt, hat §), die Diskriminante Z,. Dann hat 9, := 0,5, die Diskriminante

0p, ist also die einzige M,-Maximalordnung 9, mit §, C M,. Ist p in £ verzweigt oder

trége, bleibt nichts zu zeigen. Ist p in k zerlegt, folgt die Behauptung mit 91, := My, x M.

Falls F, Divisionsalgebra ist und p in k zerlegt ist, gilt M), = M, X Mz = F, x F}, und

M, = §)p ¥ §p ist die einzige M,-Maximalordnung. (§, ist darin diagonal eingebettet.)
O

Lemma 4.7. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(ir/d) mit Hauptordnung o.
Seien F eine Q-Quaternionenalgebra, M eine Erweiterung von F zur k-Quaternionen-
algebra und N eine M -Mazimalordnung. Sei p eine endliche Stelle von Q mit p t Xx(F).

(1) Dann enthdlt F, "M, eine zu o, isomorphe Ordnung.

(it) Sei §p eine Fp-Mazimalordnung mit F, N N, C §p. Dann gibt es genau eine
M,,-Mazimalordnung M, mit §, C My, und [§p : (F,NN,)] = [N, + (M,NN,,)]. Die
Inklusion §p, — My, induziert einen Isomorphismus §p/(FpNI,) — M,/ (M, NN,).

Beweis. Sei &, = F,, NN, und sei §, eine Fj-Maximalordnung mit &, C §,.

® Sei zunéchst p zerlegt in k.
Wegen p { Xi(F) gilt F, = M3(Qp). Sei po = pp. Dann gilt 9N, = N, x Iy, Wegen
F, = M, = Mg gibt es F,-Maximalordnungen §,, §, mit 0, = 0,5}, und Nz = 05F.

Es gibt ein 7 € No und Matrizeseinheiten in F},, beziiglich derer §, = (Zp Zyp > und

Ly Zp
_r _ —r_
3y = < er p Zp) gilt. Dann ist N, = <0p 0p> X ( fp p 0p>. Daraus folgt
P Ly Ly 0p 0p poy 0
Z Z Z, O
G, =FNMN, = < b p>. Also gilt 0, = ( P > C &,. Nach Satz 4.2.(i) gilt
p p P per Zp p 0 Zp p

—S
Sp = <psZ£p prZp> mit s € Z. Wegen &, C §, gilt 0 < s < r und [§, : &,)] = p.
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Nach Lemma 4.6 gibt es genau eine M,-Maximalordnung 9, mit §, C 9M,. Dann gilt

s B —s. _ —54_

M, = Sp P Sp P %) und aus M,NN, = Sp %) 2" P %
pop  0p p oy Op p°op  0p plog o

folgt [, : (M, NN,)] = p°p" % =p", und §,/G, — M, /(M, N N,) ist Isomorphismus.

® Sei nun p verzweigt oder trige in k.

ky ist quadratische Korpererweiterung von Qp, und es gilt M, = Ms(k),), siche Lemma
3.2.(1). Sei 0, = Zp[w], und sei T € o, ein Primelement. Falls p in k verzweigt ist, sei
w = 7. Falls p in k trége ist, sei 7 = p. Sei M,, eine M,-Maximalordnung mit §, C I,
Nur falls p in k trége ist, miissen wir 97, im Beweisverlauf eventuell ersetzen, siehe
Lemma 4.5. Die induzierte Abbildung §,/®, — 9,/(M, N N,) ist injektiv. Es gibt ein

r € Ng und Matrizeseinheiten Uyq, U2, U1, Usa € M, beziiglich derer 9, = <Zp ZP)
p Op
-r

und N, = < o T O

o 0 > gilt. Wir zeigen (i) und (ii) zuerst fiir den Fall, dass 7" ¢ po,,.
p P

e Dann ist entweder r = 0, also M, = N, und &, = §,, also nichts weiter zu zeigen.

o Oder esist 7 = 1 und p ist verzweigt in k. Dann ist [§), : &,] < [, : (M,NN,)] = p.
Falls &, = §,, wire 9, = N, also doch r = 0. Also ist [§) : &,] = p, und nach
Satz 4.4 ist &, bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt, enthélt nach Satz 4.1.(i)
also eine zu o, isomorphe Ordnung, und §,/®, — M,/ (M, NN,) ist surjektiv.

Wir kénnen nun also annehmen, dass 7" € po,, oder gleichwertig [, : (90, N N,,)] > p°.

(i) Wir entwickeln (unabhéngig von r) ein U € &, so dass Zy[U] isomorph zu o, ist.

F, und <k0p ];p ) haben als Q,-Algebren die Dimensionen 4 und 6. Ihr Durchschnitt
P
a b

hat also eine Dimension > 2. Daher gibt es a, b, c € k, mit U := (0 .

) € F,\Qy.

Wir zeigen zunéchst, dass wir ¢ = @ annehmen koénnen.

Falls ¢ # @, gilt c—a = S(U) — (a+a) € Q, und wegen a(c—a) = N(U)—aa € Q,
sind a, c € Qp. Wir ersetzen U durch U —¢, kénnen also ¢ = 0 und a # 0 annehmen.
Man rechnet leicht nach, dass UM,U™* C k,Ui2 und speziell UU12U* = a?Uys. Also
gilt UM,U* # {0} und wegen M, = F), + wF}, auch UF,U* # {0}. Sei X € F), mit
UXU* # 0. Wir ersetzen U durch UXU* € F), und erhalten so ¢ =a = 0.

Wir kénnen also U = <8 2) annehmen, mit a, b € op, nicht beide durch p teilbar.

Wir zeigen nun, dass wir a = w annehmen koénnen.

Es gibt a € Zy, B € Z,; und s € Ny mit a = a oder a = a + Bp°w. Sei t € Ny
maximal mit p’ | (a — ) und p' | b. Wir ersetzen U durch (U — «a)/(Bp"). Dann gilt
a =0 oder a = p°w mit s € Ny. Wir zeigen durch Widerspruch, dass a # 0, s = 0.

-1
Andernfalls gilt p~'U € (067 p 0 0p>, wegen p | 7" also p~'U € N,. Daher gilt
p
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p U € F,NMN, = &, andererseits gilt wegen p{b aber p~ U ¢ 9, und deshalb
p U ¢ Sp, Widerspruch. Wir kénnen also U = <

w

b
_> annehmen, mit b € o).
0 w

(ii) Wir wollen zeigen, dass §,/®, — M,/ (M, NN,,) surjektiv ist. Dazu geniigt es, die
B

Surjektivitét von fa1 : §p — 0, mit Zuordnungsvorschrift <: 5> — 7y zU zeigen.

e Falls p in k verzweigt ist, sei K, C F}, eine quadratische Korpererweiterung
von Q, mit Hauptordnung O, C §,. Sei p trage in K, und sei O, = Z,[Q].

. . (o B _ (ow ab+ fw
Es gibt a, 8,7,0 € 0, mit ) = (7 5) und QU = (’yw 7b+5w>' Nach
0p T

Lemma 4.5.(1) und Lemma 4.6 gilt §, ¢ ( 0p>. Also gilt: v € o,

TO,  Op
{v,yw} ist Z,-Basis von o0,, und fa; : §p — 0, ist surjektiv.

o Falls p in £ trige ist, sei K}, C F}, quadratische Korpererweiterung von Q, mit
Hauptordnung O, C §p. Sei p verzweigt in K, und sei II € O,, Primelement.

Es gibt o, 8,7v,6 € 0, mit II = <: ?) Falls v € o), folgt wie in (i), dass

f21 surjektiv ist. Wir diirfen also v = +/p® mit v € 0o, und s € N annehmen.
Beziiglich der Matrizeseinheiten Uy1,p~*Uiz, p*Ua1, U2 € M, gilt dann:

U= <0 o )7 IT = (7/ 5 >, U = <7’w b+ 65 ) Speziell gilt

S
o, Dp°0p
p Op

—(r=1)
und es gilt s =1, also 9N, = < o P 0”) und M, = < _Of p°p>'
p Op D 0p 0p

Sp C ) . Also ist F, Divisionsalgebra, &, hat die Diskriminante p?Z,,

Wir ersetzen 9, durch <Zp Zp>. Wegen +/ € o, ist fa1 dann surjektiv.
p Op

Falls p Verzweigungsstelle von F' ist, miissen wir noch die Eindeutigkeit von

9, zeigen. Das verschieben wir als Anhang auf den Beweis von Satz 4.8.(ii).

O

Satz 4.8. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d) mit Hauptordnung o.

Seien I eine Q-Quaternionenalgebra und M eine Erweiterung von F zur k-Quaternionen-
algebra. Sei p eine endliche Stelle von Q mitp { X (F'). Seien §, eine F,-Mazimalordnung,
O, C §p eine zu oy isomorphe Ordnung und &, eine F,-Ordnung mit O, C &, C §p.
Bezeichne C(®,,) die Anzahl der My,-Mazimalordnungen 2N, mit &, = F, N IN,,.

(i) Seip zerlegt in k.
Es ist C(Fp) = 1. Fiir &, # §, ist C(&,) = 2.

(ii) Sei p trige in k.
Falls F, = M3(Qy), ist C(§p) = 1. Falls F,, 2 M3(Q)) oder &, # §p, ist C(&,) = 2.
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(11i) Sei p verzweigt in k.

Es ist C(§p) = 1. Fiir &, # §, wird C(&,) durch die folgenden Tabellen dargestellt.
| [3p: 6y | C(®,), falls p # 2 |
‘ ‘ FngQ(@p) ‘ Fp%MQ(@p) ‘

P 1 p+1
P’ p—1 2p
> p’ 2p 2p
‘ [Tp : &) ‘ C(8,), falls p=2 ‘
d=1 (mod 4) d=2 (mod 4)

F, = My(Qy) [ By 3 My(Qy) | Fp = My(Q,) | Fp ¥ M(Qy)

2 1 3 1 3

4 1 2 1 2

8 2 4 2 4

16 4 8 4 4

32 8 8 4 8

64 8 8 8 16

> 128 8 8 16 16

Beweis. Die Behauptungen fiir §,, folgen mit den Lemmata 4.5 und 4.6. Sei nun &,, # §).

(1)

Sei po = pp. Nach Satz 4.2.(i) gibt es € N und Matrizeseinheiten in F},, beziiglich

derer O, = (Zop ZQ ) und &, = < TZZ % > gilt. &, ist diagonal in N, x Nz
P

eingebettet. Wegen O,, C &, gilt <0 00> X (00" 00> C My x Ny Mit Satz 4.2.(i)
p b

—s —s'
folgt aus o, = o5 = Z,, dass 9, = M, x Ny = < Sp p 0”> X < % P 0”>
p Up Up p Up OE
mit s,s’ € Z. Wegen &, C N, gilt 0 < s, < r. Man erkennt dann leicht, dass
&, = F, N9, genau dann, wenn entweder s =0 und s’ =r oder ' =0 und s = r.

F, ist isomorph zur p-Komponente einer Q-Quaternionenalgebra mit Zerfallungs-
korper k. Es gibt also ein 7 € Z mit den Eigenschaften laut Satz 3.5 und Matrizes-

einheiten in M, beziiglich derer F), = { (;% 2) a,be kp} gilt.
T,—d

F, zerfallt genau dann, wenn

v {(5 )

. . o a_ p'b
Fir r € Nsei &(r), 1= { <pr7'b 6 )
mit &(r), C Fp. Es gilt [§, : &(r),] = p*", und &(r), enthélt die zu o, isomorphe

Ordnung O, := { < >

= 1, also wenn p { 7 gilt. Die F),-Ordnung

a,b e op} hat die Diskriminante 72Z,, ist also Maximalordnung.

a,be op}. Dann ist &(r), eine F),-Ordnung

a € op} Wegen &,, = &(r), fiir ein » € N geniigt es,
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(iii)

T
die Behauptung fiir &, = &(r), zu zeigen. Seien N(r), := (pofo p00p> und
p O

op (') oy -

N(—r)p:=1{ , . Dann gilt F, N9(r), = F, NN(—7), = &(r)p.
p'TO, op

Sei umgekehrt N, eine M,-Ordnung mit F,NIN, = &(r),. Es geniigt zu zeigen, dass

S
N, = (p_of pg;p > mit s € Z. Da p im Quotientenkorper K, von O, trage ist, gilt

0 o 0 kK
Also gibt es nach Lemma 2.4 ein X € L mit 9, = X Ms(0,)X 1. Es gibt dann

p® 0
S,tGZundeinYES; mitX:pt<O 1

Anhang zum Beweis von Lemma 4.7.(ii): Sei p trige in k und Verzweigungsstelle von
-1
F. Nach Lemma 4.5.(ii) sind 9(+), = <0p 0p> und M(—), := <0p b 0p>
Op Op pop  Op
die beiden einzigen M,-Maximalordnungen mit §, C M(+), und §, C M(—),.
Bs gilt [M(+), + (M(+)p N N(r)p)] = [M(=)p = (M(=), N N(—7)p)] = p* und
[D(+)p + (MU+)p NN(=7)p)] = [M(=)p : (M(=), NN(r),)] = p* 2. Die in Lemma
4.7.(ii) angegebene Zuordnung N, — M, ist wegen [F, : &(r),] = p*" also eindeutig.

£y = <0p 0) C Ny Sei Ly, == <kp 0). Dann gilt L,N, = L,NMs(0,) = £,.

) Y. Damit folgt die Behauptung.

Wie in (ii) gibt es ein 7 € Z mit den Eigenschaften laut Satz 3.5 und Matrizes-

einheiten in M, beziiglich derer F, = 7{% 2) a,be k:p} gilt. Diesbeziiglich
. . 0 po . . _ a pb .
sei M), 1= <p_f’0p opp>' Dann ist &), := F, N9, = { <p7_5 6) a,be op} ei-

ne F,-Ordnung mit Diskriminante p4D2Zp. Seien §, eine Fj-Maximalordnung mit
&, C §p und M, die M,-Maximalordnung mit §, C M. Dann gilt [F, : &] > 2.
Sei m € 0, ein Primelement. Wie im Beweis von Lemma 4.7 folgt nun, dass es
b,a,3,0 € 0y, v € o, und Matrizeseinheiten in M, gibt, beziiglich derer gilt:
m, = <0p 0p>, und {1,1'[ = <7T E) Q= <a 5) ,HQ} ist Z,-Basis von §,,
0, 0p 0 7 v o

und p ist trige in K, = Q,(Q2) mit Hauptordnung 9, = Z,[Q?]. Sei O,, := Z,[I1] und
&(r)p = O, +O,II"Q fiir r € N. Es geniigt, die Anzahl der M,)-Maximalordnungen
N, mit &(r), = F, NN, zu berechnen, siehe die Lemmata 4.1.(i) und 4.3.

Sei zunéchst N, eine M,-Maximalordnung mit &(r), = F, N MN,. Nach Lemma
4.7.(ii) und den Lemmata 4.5.(i), 4.6 ist dann [§p, : &(r),] = [, - (M, NN,)] =p".
Nach Lemma 2.3.(i) gibt es J € M, ~ 79, mit JM,.J 1 =N, und N(J) € 770"
Fiir jedes m € Ny wéhlen wir eine Représentantenmenge t,(m) C o, von o,/7™0,.
™ ¢
0o ="
annehmen kénnen, mit m,n € Ng, m +n =r, ¢ € o, fiir die dariiberhinaus gilt:

Mit [6, Theorem 6.5.3.3] folgt dann leicht, dass wir J = J(m,n,c) :=

(C1) c €ty(m), und c € o, falls mn > 0.
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Die Abbildung mit Zuordnungsvorschrift 9, — (m,n,c) ist wohldefiniert und in-
jektiv, und man tiberpriift leicht, dass II € 9, oder J —1J € M, dquivalent ist zu:

(C2) (m—=T)c+7"b e o).

Wir berechnen fiir jedes (m,n) € Ny x Ny die Anzahl C(m,n) der ¢ € oy, die die
Bedingungen (C1) und (C2) erfiillen. Dazu benétigen wir zwei Vorbemerkungen:

o Falls p # 2, gilt (7 —7) € 7o,

Falls p=2und d =1 (mod 4), gilt (7 —7) € 7%0).
Falls p =2 und d = 2 (mod 4), gilt (7 —7) € w0
Zum Beweis ist nur zu beachten, dass wir 7 — 7 = 2iv/d annehmen kénnen.

Genau dann gilt b € o, wenn F}, zerfillt. Falls p = 2, gilt stets b ¢ 720,
Zum Beweis der ersten Behauptung sei zunéchst b € wo,. Dann ist II/7 € 9,
also 0,8, S M. Also hat §, die Diskriminante P*Zy.

Sei umgekehrt F), eine Q,-Divisionsalgebra. Wir zeigen, dass der 0,-Modul Dﬁl’n
mit Basis {1, II/7, Q,IIQ/7} multiplikativ abgeschlossen, also M,-Ordnung ist:
(9, ist dann Maximalordnung, nach Lemma 4.5.(i) also 2, = 9, b € 7oy,.)
Multiplikation von links mit (II/7) oder von rechts mit € iiberfiihrt 9t in sich.
Die Behauptung folgt nun mit QIT/7 = (II/x)(II"1QII) € (II/m)F, C My,
Zum Beweis der zweiten Behauptung nehmen wir b = 726 mit ¥’ € o, an.

8 (1)> =z + ull/7 4+ vQ + wlIQ) /7. Daraus folgt
0 = vy+wyT/7, also v+w € wop,, und 1 = (u+wd)wb' +(v+w) B, Widerspruch.

Es gibt z,u,v,w € 0, mit

Nun kénnen wir die C'(m,n) elementar berechnen. Wir fithren die Details hier nicht
aus, sondern fassen nur die Ergebnisse in den beiden folgenden Tabellen zusammen.

‘ m,n ‘ C(m,n), falls p # 2 ‘
‘ ‘Fp%MQ(Qp) ‘ Fp¥M2(Qp) ‘
m=0,n>0 1 1
m>1,n=0 0 P
m=1n2>1 p—1 p—1
m>2n=1 P 0
m>2,n>2 0 0
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m,n C(m,n), falls p =2 ‘

d=1 (mod 4) d =2 (mod 4)

£y = My(Qp) | By % My(Qp) | Fp = Ms(Qp) | Fp % My(Qp)
m=0n2>0 1 1 1 1
m=1n=20 0 p=2 0 p=2
m=1n2>1 p—1=1 p—1=1 p—1=1 p—1=1
m>2n=0 0 0 0 0
m=2n=1 0 p>—p=2 0 p—p=2
m=2n>2| p'—p=2| p’—p=2| p'-p=2| p*-p=2
m>3,n=1 0 p? =4 0 0
m=3n=2 p> =4 0 0| pP—p?=14
m=3,n2>3 0 0 PP —p? =4 P> —p? =
m>4,n=2 p? =4 0 0 p? =
m>4,n=23 0 0 p> =8 0
m>4,n>4 0 0 0 0

Seien nun umgekehrt m,n € No, m +n =r, ¢ € o, fiir die (C1) und (C2) gelten,
und seien N, := J(m, n, )M, J(m,n,c)~! und H, := F, NN,. Dann gilt O, C 5H,.
Falls $),, C §p, folgt mit den Lemmata 4.7.(ii) (sowie 4.5.(i) und 4.6) und 2.3.(iii) (iv):
[$p : Hp] = M, - (MNN,)] = p", mit Lemma 4.1.(i) also H, = &(r),. Ist H, Z §p,
folgt mit den Lemmata 4.1.(iv) und 4.5.(i): $, = HIF,II~! und 9N, = TIM, L.
O.B.d.A. sei b € ty(1). Wegen IT = J(1,1,b) kénnen wir zusammenfassen:

Sei [§p : &) = p". Dann ist C(8,,) gleich der Summe der C(m,n) mit m,n € Ny
und m + n = r, vermindert um 1, falls F}, zerfillt und r = 2 ist.

O

Lemma 4.9. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(in/d) mit Diskriminante D.

Seien E eine Q-Quaternionenalgebra und M eine Erweiterung von E zur k-Quaternionen-
algebra. Sei T € M* ganz mit ®g(T) = T*, S(T) € AZ und S(T)* # 4N(T).

Sei p eine endliche Stelle von Q, an der E zerfdillt. Dann gilt:

Es gibt eine E,-Maximalordnung &, und eine My-Maximalordnung I, mit €, C N,p,

so dass die F(E,T),-Ordnung F(E,T), NN, die Diskriminante D*d*> N (T)?Z,, hat.

Beweis. Wegen ®p(T) = T* gibt es 0,a,3,7 € Q, und Matrizeseinheiten in E, mit
T = (U :Z,‘\)‘/%/E . fi;/fﬁ) Sei 7 := (a?+Bv)d = —(S(T)?>—~4N(T))/4 € Z. Dann gilt
o €2Zund N(T) = 0% +7. Wegen 7 # 0 gibt es a,b € Q, mit j := a?8—2aba—b*y # 0.
Sei J := (aaa—/i—dby aﬁbidbo)' Dann ist N(J) = j/d und JTJ ! = <7_;/E i\/f/d>.
Tii/& Z\/g/d> gilt.

Diesbeziiglich sei €, = M3(Z,) und N, = M(0,). Man rechnet elementar nach, dass

Also gibt es Matrizeseinheiten in F), beziiglich derer T' = <
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(e (8 )= () e (28 ) o)

eine Z,-Basis einer F(E,T),-Ordnung &, C M, mit Diskriminante 16d* N (T)%Z, ist.
Falls p = 2 in k verzweigt oder p # 2 ist, sieht man leicht, dass &, = F(E,T'), NN, gilt.
Falls p = 2 in k trége oder zerlegt ist, ist {1, (U +V)/2,V, (1 +W)/2} eine Z,-Basis der
F(E,T),-Ordnung F(E,T), NN, Die Diskriminante ist in diesem Fall also d*N(T)?Z,,.
O

5 Einbettung rationaler Quaternionenordnungen

Definition 5.1. Ist K ein algebraischer Zahlkérper, Q eine K-Quaternionenalgebra,
M eine Q-Mazimalordnung und N C M eine Q-Ordnung, dann sei A(M) = [N : NJ.

Bemerkung: Sei F' eine Q-Quaternionenalgebra, und sei & eine F-Ordnung. Dann gilt
offenbar A(®) = X(F)A(®), siehe auch die Bemerkungen zu den Definitionen 2.1, 3.1.

Definition 5.2. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d) mit Hauptordnung o.
Sei F' eine Q-Quaternionenalgebra. FEine F-Ordnung & heifft o-kompatibel genau dann,
wenn fir alle Stellen p von Q mitp | A(&) gilt: &, enthdlt eine zu o, isomorphe Ordnung.

Satz 5.3. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(Z\/E) mit Hauptordnung o und Ideal-
gruppe I. Sei F' eine Q-Quaternionenalgebra, und sei § eine F-Maximalordnung.

(i) Sei & C § eine o-kompatible F'-Ordnung.
Dann ist A(B) teilerfremd zu Xp(F), und es gilt A(B) € Nyps(I).

(ii) Sei A € N teilerfremd zu Xp(F'), und sei A € Nyps(I).
Dann gibt es eine o-kompatible F-Ordnung & C § mit A(&) = \.

(1i1) Seien &, & zwei o-kompatible F-Ordnungen mit A(&) = A(&).
Fiir alle endlichen Stellen p von Q gilt dann: &, ist isomorph zu 05;).

Bemerkung: Wir haben die Struktur der &, in den Satzen 4.1, 4.2 und 4.4 dargelegt.

Beweis. Die Behauptungen (i) und (ii) folgen sofort durch globale Synthese der folgenden
lokalen Resultate. Zu deren Beweis sei im Folgenden p stets eine endliche Stelle von Q.

(i) Falls p | Ex(F'), ist F, eine Divisionsalgebra und die zerfallende quadratische
Erweiterung k, von Q) lasst sich nicht in F), einbetten. Daher gilt p t A(&).
Falls p { X1 (F) gibt es nach den Sétzen 4.1 und 4.2 ein r € Ny mit [§, : &,] = p",
falls p in k verzweigt oder zerlegt ist, und mit [§, : &,] = p?", falls p in k trige ist.

(ii) Sei A, der p-Anteil von A. Dann gibt es ein 7 € Ny mit A, = p” oder mit A\, = p*",
je nachdem, ob p in k verzweigt oder zerlegt ist, oder ob p in k trige ist.
Falls p{ A, sei &, = Fp.
Falls p | A, gilt p { 35 (F) und §, enthélt eine zu 0, isomorphe Ordnung O,,. Nach den
Sétzen 4.1, 4.2 gibt es eine F)-Ordnung &, mit O, C &, C §, und [§) : B,] = A,.
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(iii) Falls p | ¥4 (F), ist &, = &, die F,-Maximalordnung.
Falls p { ¥ (F'), gibt es nach Lemma 4.3 einen Isomorphismus &, — &,

O
Lemma 5.4. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d).

Sei F' eine Q-Quaternionenalgebra, sei M eine Erweiterung von F' zur k-Quaternionen-
algebra, und seien N, N zwer M -Mazximalordnungen. Dann gilt:

(i) ATNI) = Nyps (N (MN)) L.
(ii) Sei M eine M -Mazimalordnung. Dann gilt AN )A(DNNIM)AMNN) € Q*3),

(111) N ist genau dann isomorph zu N, wenn es ein f € N gibt mit:

I J—
f 1 Zk(F) und <fA(‘ﬁ ﬂp‘ﬁ ) d> =1 fiir alle Stellen p von Q.

Beweis.

(i) Die Behauptung folgt sofort durch globale Synthese der folgenden lokalen Resultate.
Sei p eine endliche Stelle von k, und sei 7 ein Primelement in oy.
Falls p | X5 (F), gilt 9N, = Ny, also [N, : (NN N),] =1 und N(NN'), = oy.
Falls p t 3 (F'), gibt es nach Lemma 2.3.(iv) und 2.3.(ii) ein r € Ny, so dass gilt:
(9% : (NN N)p] = Naps(m0p)" = Naps (N (NN),) .

(i) A := (MMAIN)~L = (MMMIVN'N) ! ist ein zweiseitiges ganzes N-Ideal und
teilerfremd zu X (F'). Daher gibt es ein ganzes o-Ideal a mit 2 = Na, siehe dazu
etwa [6, Lemma 6.7.5]. Dann gilt a?> = N(21) = NOUN) "IN ON) "IN (M) L,
nach (i) also A(DV NOAIRNN)ADMNM) = Nyps(a)? € Q*3),

(iii) Bezeichne R die von den Verzweigungsstellen von M erzeugte o-Idealgruppe.
Nach [6, Chapter 6.7] ist 9 genau dann isomorph zu 9, wenn N (NN) € RIPH,
also wenn es ein 0.B.d.A. ganzes f € R gibt mit fN(MN')~! € I@H.
Nach [2, Kapitel 11, § 8, Sitze 6 und 7] gilt fN(0V)~! € I® H genau dann, wenn
Nabs(f)A(m n m/) = Nabs(fN(mm,)_l) € Nabs(kx)7 nach [27 I<apite1 L § 7, Satz 1]
N, A N, —
abs (DAL N V), d> =1 fiir alle p.
p
Falls 91 isomorph zu 9 ist, sei f der quadratfreie Anteil von Nyps(f). Nach Lemma
3.2.(1) gilt dann f | Xp(F). Falls es umgekehrt ein f € N gibt mit f | Xx(F) und

AMNN), —d
<f O p‘ﬁ ) > =1 fiir alle Stellen p von Q, gibt es ein f € R mit f = Nys(f).

(Minkowski-Hasse) also genau dann, wenn

O

Satz 5.5. Sei d € N quadratfrei, und sei k = @(Z\/E)
M, MM seien Mo (k)-Mazimalordnungen mit N(OMON)~1 = N(OMm”)~L.
Dann gibt es ein A € T(9M) mit AAVA~L =9m".
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Beweis. Wir zeigen fiir alle endlichen Stellen p von k, dass es ein A € I'(9M,) gibt mit
AL A1 = 9. Die Behauptung folgt mit [6, Theorem 7.7.5 (Strong Approximation)].
Sei m € o, Primelement, und N(9,9M})~! = N(O,MM)~! = 7”0, mit 0.B.d.A. r € N.
Es gibt Matrizeseinheiten in M,, beziiglich derer M, = Ms(0p) gilt. Fiir m € Ny sei
tp(m) C o, Reprisentantenmenge von o,/7™o, mit 0 € tvy(m). Fir m,n € Ny und
m
c € op sei J(m,n,c) = <7TO 7Tcn> Nach [6, Theorem 6.5.3.3] gibt es m,n € Ny und
¢ € ty(m) mit (MM))~! = J(m,n,c)M, und m +n = r, sowie ¢ € o, falls mn > 0.
Man rechnet leicht nach, dass die Zuordnung 93?; — (m,n,c) umkehrbar eindeutig ist.
Offenbar gilt 9)?{3 = J(m,n,c)MyJ(m,n,c)~!. Es geniigt daher zu zeigen, dass es fiir alle
(m,n,c) ein A(m,n,c) € T'(M,) gibt mit A(m,n,c)J(m,n,c)M, = J(r,0,0)M,, also mit

J(r,0,0)"A(m,n,c)J(m,n,c) € T(9My). Sei A(r,0,c) :=1, A(0,7,0) := <_01 (1)>, und
" —c

fiir mn > 0 sei A(m,n,c) = (c_l(l —7") 1

). Dann erfiillt A(m,n, c) die Bedingung.
]

Lemma 5.6. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d).
M # M seien Ma(k)-Mazimalordnungen, und 0,9 seien isomorph zueinander.
Dann gibt es ein A € GLa(k) mit AAMA™L = M und A AL = M.

Beweis. Sei A € GLy(k) mit AMA~! = M. Wir zeigen fiir alle endlichen Stellen p von
k, dass es ein E € T'(9My) gibt mit (AE)M,(AE)~! = 9, und (AE)D (AE)~! = 9,
Die Behauptung folgt dann mit [6, Theorem 7.7.5 (Strong Approximation Theorem)].

O.B.d.A.sei A € M. Sei 7 € o, ein Primelement. Es gibt ein » € N und Matrizeseinheiten

‘s
in Ms(ky), beziiglich derer M, = <Zp Zp> und 9, = <ﬂ__0f0 Woop> gilt. Dann ist
p p p p

My, = AMGATL = A, AL mit A’ = (75 (1)> und A = m°A’'B mit s € Ng, B € M.

0 7 5N(A)

Sei E := B! (_01 NE)B)> € M. Dann ist AE = (—71'3 0 ), und es gilt

N(E) =1 und S(AE) = 0, also (AE)I,(AE)™! = (AE)*M,(AE)™? = M,
O

Satz 5.7. Sei d € N quadratfrei, und sei k = @(1\/3) mit Hauptordnung o. Sei F eine
Q-Quaternionenalgebra, und sei M eine Erweiterung von F zur k-Quaternionenalgebra.

(i) Sei N eine M -Mazimalordnung.
Dann ist F NN eine o-kompatible F-Ordnung.

(11) Sei umgekehrt & eine o-kompatible F'-Ordnung.
Dann gibt es eine M -Mazximalordnung 1 mit & = F NN,

(113) Sind N eine M -Mazimalordnung und § eine F-Mazimalordnung mit FNN C §, so
gibt es genau eine M -Mazimalordnung M mit § C M und A(F NIN) = AT NN).
Die Inklusion § — 9 induziert einen Isomorphismus §/(F NN) — M/ (M NMN).
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(iv) Seien M, N zwei M -Mazimalordnungen.

Dann gilt: A(F N O)AMNN)A(F NN) € Q*OP).

Beweis. Sei im Folgenden p stets eine endliche Stelle von Q.

(i)

(i)

(iii)

Falls p | £ (F), ist (F'NN), die F,,-Maximalordnung, also gilt speziell p { A(F'NIN).
Falls p f £ (F'), enthélt (FN9), nach Lemma 4.7.(i) eine zu 0, isomorphe Ordnung.

Falls p | £, (F), gilt pt A(®), also ist &, die F,,-Maximalordnung,

und fiir jede M-Maximalordnung 0 gilt &, = (F NN),.

Falls p t £, (F'), sei M eine M-Maximalordnung mit &, = (F' N MN),, siehe Satz 4.8.
Wir wihlen 9 so, dass dies fiir alle p | A(&) gilt, und dass &, C N, fiir p{ A(&).

Falls p | X (F), ist (F NN), = §p die F,,-Maximalordnung, und es gilt 9, = 9,
fir jede M-Maximalordnung 9, also ist [§p : (FF N N),] = [, : (M NN),] = 1.
Falls p f £, (F'), gibt es nach Lemma 4.7.(ii) genau eine M,-Maximalordnung i,
mit §, C M, und [§p : (F, NN,)] = [, : (M, NN)].

M setzt sich eindeutig aus den lokalen Komponenten zusammen. Die Abbildung
S/(FNN) — M/(OMNMN) ist [somorphismus, da fiir alle p # oo ein Isomorphismus.

Seien §¥,§ zwei F-Maximalordnungen mit F N9 C F und F NI C §F'.

Nach (iii) gibt es M-Maximalordnungen 9%, 9 mit § C 9% und §' C M’ sowie mit
AFNN) = A NN) und A(FNN) = A NN). Mit Lemma 5.4.(ii) folgt:
AMAN)AFNONANNN) € Q%@ und AN )ANM)A(FN) € Q*?),
und miteinander multipliziert folgt: A(FNI)A(MNN)A(ENI)A(INNM) € Q*2),
Es geniigt also zu zeigen, dass A9 NIM) € Q*?).

Die Behauptung folgt sofort durch globale Synthese der folgenden lokalen Resultate.

e Falls F' an der Stelle p verzweigt ist und p in k verzweigt oder zerlegt ist, dann
ist §, = §},, und nach Lemma 4.5.(ii) bzw. Lemma 4.6 gilt 90, = 9.

e Falls F' an der Stelle p verzweigt ist und p in k trdge ist, dann ist §, = ;,,
und nach Lemma 4.5.(ii) gilt entweder 90, = 90, oder [, : (MNM'),] = p*.

e Falls F' an der Stelle p zerféllt, gibt es nach Lemma 2.3.(i) ein 7 € Ny und Ma-

. C . - 2y Zy | Zyp DL,
trizeseinheiten in F),, beziiglich derer §, = (Zp Zp), Sp = <p7"Zp z, .
Alsogilt 0, = (7 7)o = % P ) und [, : (MA),] = p?
So gl P~ \, T\ p und [ p-( )p]—p .

p Op "o, 0p
(Falls po = ph, ist [, : (MNIM),)] = [, = (IMNIN),,] [ = (MMM )] = p*".)

T

O

Satz 5.8. Sei d € N quadratfrei, und sei k = @(Z\/E)

Seien F,F' isomorphe Q-Quaternionenalgebren, sei M eine gemeinsame Erweiterung
von F und F' zur k-Quaternionenalgebra, und seien M, N’ zwei M -Mazimalordnungen.
Dann gibt es ein f € N mit f | Xi(F), so dass fiir alle Stellen p von Q gilt:
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=1.

(A(F AN FAMN)A(F "), —d

p
Insbesondere gilt: M ist isomorph zu N, falls A(F NN) = A(F' NIY).

Beweis. Ein Isomorphismus: j : F” — F ist zu einem Automorphismus von M fortsetzbar.

AW "), —d
Nach Lemma 5.4.(iii) gibt es ein f € N mit f | £;(F) und <f GET) AI), ) =1

p
fir alle Stellen p von Q. Mit A(F N j(N')) = A(F' NN') folgt daraus die Behauptung,

denn nach Lemma 5.4.(if) gilt: A(DTNOV)A(DTN()AGOY) NI) € Q<3
und nach Lemma 5.7.(iv) gilt: A(F NO)ADM N (OV)A(F NF(N)) € Q*2.
O

Lemma 5.9. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d).

Sei E eine Q-Quaternionenalgebra mit |X(E)| = i (E), sei M eine Erweiterung von E
zur k-Quaternionenalgebra, und sei F' eine weitere Q-Quaternionenalgebra mit FF C M.
Dann gibt es ein e € N mit e | X (E), eine E-Mazimalordnung € und eine F-Mazimal-
ordnung §, sowie M-Mazimalordnungen N und £ mit € C N und § C £, so dass gilt:

(E(F)eA(E ﬂp‘ﬁ)E(E)v —d> _ (%) (%) fiir alle Stellen p von Q.

Beweis. Nach Satz 3.4.(iii) gibt es ein T' € M* mit ®g(T) =T, so dass F' = F(E,T).
O.B.d.A. sei N(T') € Z und S(T') € 4Z.

Falls S(T)? = 4N(T), gilt N(T) € Q*®. Nach Satz 3.4.(ii) ist F isomorph zu E, also
N(F) = %(E). Sei J € M* mit F = JEJ!. Seien € eine E-Maximalordnung und 91
eine M-Maximalordnung mit ¢ C 1. Dann ist § := J&J ! eine F-Maximalordnung und
£ := JNJ ! eine M-Maximalordnung mit § C £. Nach Lemma 5.4.(iii) gibt es ein e € N
mit e | X (F) und (W) =1= <E> (%) fiir alle p.

p
Wir kénnen nun also annehmen, dass S(T)? # 4N (T) gilt. An den Stellen p von Q mit

p | Zk(E) ist F, NN, die F,-Maximalordnung, hat also die Diskriminante p?Z,. Sei
DdN(T) = tg mit t € Z und g € N, so dass t teilerfremd zu ¥j(F) ist und alle Primteiler
von g auch Teiler von ¥ (F) sind. Nach Lemma 4.9 gibt es eine E-Maximalordnung &
und eine M-Maximalordnung 91 mit & C 91, so dass an allen endlichen Stellen p von Q
mit p{ Yk (E) gilt: Die Fp-Ordnung F, NN, hat die Diskriminante D2d2N (T)?Z,,.

Dann hat F' NN also die Diskriminante (DdN(T)Xx(E)/g)?Z. Andererseits hat F NN
die Diskriminante (X(F)A(F NN))?Z. Unter Beachtung des Vorzeichens (Satz 3.4.(ii) fiir
p = 00) gilt also |D|dN(T)X(E) = gZ(F)A(F NN). Sei nun § eine F-Maximalordnung
mit F' NN C F. Nach Satz 5.7.(iii) gibt es eine M-Maximalordnung £ mit § C £ und
AFNN) = AENMN). Sei e € N der quadratfreie Anteil von g. Die Behauptung folgt

N(T),—d E F
dann, weil nach Satz 3.4.(ii) gilt: <¥> = (—) (—) fiir alle Stellen p von Q.
p p p

Satz 5.10. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d).
Seien F, F' zwei Q-Quaternionenalgebren, sei M eine gemeinsame Erweiterung von F
und F' zur k-Quaternionenalgebra, und seien M, M’ zwei M -Mazimalordnungen.
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Dann gibt es ein f € N mit f | Xp(F), so dasss fir alle Stellen p von Q gilt:
<A(F AIM) FAORNIM)A(F NM), —d> B <F> (5’)

p p p
Beweis. Sei §' eine F-Maximalordnung mit F N9 C §'. Nach Satz 5.7.(iii) gibt es eine
M-Maximalordnung £’ mit § C £ und A(FNM) = A(L'NM), und nach Lemma 3.2 gibt
es eine Q-Quaternionenalgebra £ C M mit [X(E)| = X (E). Seien e, €, §,91 und £ wie
in Lemma 5.9. Nach Lemma 5.4.(ii) gilt A(€NOMA(LNL)A(L MDA NN) € Q*3),
und nach Lemma 5.7.( iv) gilt A(€N L) = A(F N &AENLHAF N L) € Q¥ Mit

Y(F)eA(F A Y(E),— EN\ (F
Lemma 5.9 folgt < (F)eA(F 0 9) p(mmm) (E), d) = (;) <E> fiir alle Stellen

p von Q, also <A(F NMeA(INNZ(E), _d> = <E> <E> fiir alle Stellen p von Q.
p p p

Entsprechend gibt es ein ¢ € N mit ¢’ | X4 (E) und eine E-Maximalordnung €', sowie

eine M-Maximalordnung D" mit & C 9, so dass fiir alle Stellen p von Q gilt:
(A(F’ﬂi)ﬁ’)e’A(S)ﬁ’ﬂ‘ﬁ’)Z(E),—d) - <E

F/
—) <—> . Bezeichne f den quadratfreien
p p p

Anteil von ee’. Die Behauptung folgt dann durch Multiplikation der beiden Gleichungen,

denn nach Lemma 5.7.( iv) gilt AMNN) = A(ENMAMNN)A(ENN) € Q*3),
und mit Lemma 5.4.(ii) folgt daraus A(DTNOY)ADNI)AMNR)ADN NN) € Q*?),
U

Satz 5.11. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d) mit Hauptordnung o.

Sei F' C Ms(k) eine Q-Quaternionenalgebra, und sei M eine Ms(k)-Mazimalordnung.
A(F NOMA(OR N My (o)), —d) B (E)

Fiir alle Stellen p von Q gilt dann
A(F N Ms(o)), —d
p
Beweis. Seien F' = My(Q), M = Ms(k) und D' = Msy(0). Damit gilt ¥x(F) = 1 und

!/

F

A(F' NIM) =1 sowie (—) = 1 fiir alle Stellen p. Die Behauptung folgt mit Satz 5.10.
p

]

b

F
Speziell gilt < > = <—> fiir alle Stellen p von Q.
p

6 Die nichtzyklischen endlichen Untergruppen

Definition 6.1.

(i) Bezeichne P : SLy(C) — PSLy(C) die kanonische Projektion.
Fiir Untergruppen I' C SLy(C) kiirzen wir PT := P(T") 2 T'/(I' N {£1}) ab.

(11) Fiir einen Ring R C My(C) mit Eins sei I'(R) :={A € R| N(A) =1}

(iii) Fiir eine endliche Menge G C PSLo(C) seien F(G) C Ms(C) der von P~1(G)
erzeugte Q-Vektorraum und F(G) der von P~Y(G) erzeugte Z-Modul.
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Bemerkung: Speziell ist PT'(Maz(0)) = PSLa(o0) eine Bianchi-Gruppe.

Fiir 2 < m € N bezeichne D,,, C PSLy(C) stets eine (projektive) m-Diedergruppe, und
T C PSLs(C) bezeichne stets eine (projektive) Tetraedergruppe. Dann ist P~1(D,,)
bzw. P~(T) eine biniire m-Diedergruppe bzw. biniire Tetraedergruppe. D3, T bzw. Dy
sind isomorph zur symmetrischen Gruppe Ss, alternierenden Gruppe A4 bzw. Kleinschen
Vierergruppe V4. Eine Tetraedergruppe 7 enthélt genau eine 2-Diedergruppe Do, und
umgekehrt ist eine 2-Diedergruppe Do Normalteiler in genau einer Tetraedergruppe 7T .
Wir fassen die bekannten Grundlagen in den Lemmata 6.2 und 6.3 zusammen:

Lemma 6.2. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d).

Sei M eine Q-Quaternionenalgebra oder eine k-Quaternionenalgebra.

Ist G C PT(M) eine nichttriviale endliche Gruppe, dann hat G die Ordnung 2 oder 3,
oder G ist eine 3-Diedergruppe, Tetraedergruppe oder 2-Diedergruppe.

Beweis. Sei G eine nichttriviale endliche Untergruppe von PI'(M), und sei C,,, C G eine
zyklische Untergruppe der Ordnung m > 1. Dann ist P~'(C,,) zyklisch und hat die
Ordnung 2m. Sei U ein erzeugendes Element von P~1(C,,), und sei ¢ € C eine primitive
2m-te Einheitswurzel. Dann ist S(U) = (+( € oNR = Z. Daher muss m = 2 oder m = 3
sein. Nach [9, Chapter 4.4] ist P~1(G) also eine zyklische Gruppe der Ordnung 4 oder 6,
oder eine bindre 3-Diedergruppe, bindre Tetraedergruppe oder binédre 2-Diedergruppe.

O

Lemma 6.3. Sei G eine 3-Diedergruppe D3, Tetraedergruppe T oder 2-Diedergruppe Ds.
Dann ist F(G) eine Q-Quaternionenalgebra, §(G) ist eine F(G)-Ordnung, und es gilt
P~YG) =T(3(G)) = F(G)*. Im Einzelnen gilt:

(i) P=Y(D3) wird von zwei Elementen U,V erzeugt, mit U3 = —1 und VUVt = UL
S(F(Ds)) = —3 und AF(Ds)) = 1, also A(F(Dy)) = —3.

(ii) P~Y(Ds) wird von zwei Elementen U,V erzeugt, mit U?> = —1 und VUV 1 = UL,
Falls Dy C T, wird P~YT) von U,V und W := (1 -U —V —UV)/2 erzeugt.
Dann gilt F(D9) = F(T), X(F(Dy)) = X(F(T)) = —2 und §(D3) C F(T),
AF(T)) =1, also A(F(T)) = =2, und A(F(D2)) = 2, also A(F(D2)) = —4.

Beweis.

(i) P~Y(D3) wird von zwei Elementen U, V erzeugt, mit U? = —1 (U2 — U + 1 = 0),
V2= -1, VUV~L = U~ siehe [9, 4.4.7]. U, V erzeugen iiber Q eine Quaternio-
nenalgebra F'(D3) und iiber Z eine F(D3)-Ordnung §(Ds3) mit Diskriminante 97Z.
Also zerféllt F(D3) an allen Stellen p # 3,00 von Q. Jedes A € F(Ds) ist dar-
stellbar als A = a+ U + 4V + UV mit o, 5,7, € Q. Falls A # 0 ist, ist
N(A) =a? + af + % + 42 +~v5 + 62 > 0. Daher ist F(D3) Divisionsalgebra.

Die Anzahl der Verzweigungsstellen von F'(Ds) ist gerade. Also ist F'(D3) genau an
den Stellen 3 und oo verzweigt, und §(Ds3) ist eine F(Ds)-Maximalordnung.
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(i) Sei Dy C T. Dann wird P~1(D3) von zwei Elementen U, V erzeugt, mit U? = —1,
V2= -1, VUV~ = U siehe [9, 4.4.7]. P~Y(T) wird von U und V sowie von
einem Element W erzeugt, mit W2 = —1, UWU ! = VW und WV = UW. Eine
elementare Rechnung zeigt, dass W = (1 —-U —V — UV)/2 gilt, sieche |9, 4.4.10].
U, V, W erzeugen iiber Q eine Quaternionenalgebra F(7) = F(D5) und iiber Z eine
Ordnung §(7) mit Diskriminante 47Z. Also zerfillt F/(T) an allen Stellen p # 2, co.
Jedes A € F(T) ist darstellbar als A = a+ BU +~V +5UV mit «, 8,7,d € Q. Falls
A #0,ist N(A) = o® + 2 +~% + 6% > 0. Daher ist F(T) Divisionsalgebra. Die
Anzahl der Verzweigungsstellen von F(7) ist gerade. Also ist F'(7) genau an den
Stellen 2 und oo verzweigt, und F(7) ist eine F(T)-Maximalordnung. Man rechnet
nun leicht nach, dass §(D2) die Diskriminante 16Z hat, also [§(7) : §(D2)] = 2 gilt.

Bei den Erzeugendenrelationen fiir P~1(D3) und P~(D;) kénnen wir die Gleichung

V2 = —1 weglassen, denn aus V2UV 2 = VU 1V~! = (VUV~1)~! = U erhalten wir

V2 e ClUINC[V] =C, wegen V ¢ C also S(V) =0 und V2 = —-N(V) = —1.

Wegen N(F(G)*) C Qt ist F(G)* = I'(F(G)) endlich. Wegen G C PT(F(G)) folgt mit

Lemma 6.2, dass PT'(§(G)) € {Ds,T,Ds}. Falls G € {D3,T}, ist also G = PI'(F(G)).

Falls G = Dy, gilt W & (D), also PT(§(D2)) & PT'(F(T)) = T und PI(F(Dz)) = Do.
O

Satz 6.4. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d).
Seien D3 eine 3-Diedergruppe und T eine Tetraedergruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt bis auf Isomorphie genau eine k-Quaternionenalgebra M mit D3 C PT'(M)
und bis auf Isomorphie genau eine M-Mazimalordnung 9 mit D3 C PT'(IN).
Genau dann gilt M = My(k), wenn d # 2 (mod 3).

(ii) Es gibt bis auf Isomorphie genau eine k-Quaternionenalgebra M mit T C PT'(M)
und bis auf Isomorphie genau eine M-Mazimalordnung 9 mit T C PT(9N).
Genau dann gilt M = My(k), wenn d # 7 (mod 8).

Bemerkung: Im Fall M = Ms(k) leistet Satz 6.7 die genaue Typisierung von 1.

Beweis. Sei M eine k-Quaternionenalgebra, und sei G = D3 oder G = T

G C PT(M) gilt genau dann, wenn M eine Erweiterung von F(G) zur k-Algebra ist, was
den Isomorphietyp von M festlegt. Der Isomorphietyp von 9 ist eindeutig nach Satz 5.8.
Nach Lemma 3.2.(ii) ist M = M (k) genau dann, wenn X (F(G)) = X,(M2(Q)) = 1 gilt,
also wenn die einzige endliche Verzweigungsstelle p von F(G) in k nicht zerlegt ist,

(i) also wenn 3 in k nicht zerlegt ist, also wenn —d # 1 (mod 3).
(

(ii) also wenn 2 in k nicht zerlegt ist, also wenn —d # 1 (mod 8).
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Wir behandeln in den Kapiteln 6 und 7 die maximalendlichen Untergruppen von PI'(9N).
D3 C PT(9M) bzw. T C PT'(M) ist stets eine maximalendliche Untergruppe von PI'(90).
Ist aber Dy C PI'(9M), so gibt es (genau) eine Tetraedergruppe T mit Dy C T C PT' (M),
und Dy ist genau dann maximalendliche Untergruppe von PI'(9t), wenn 7 ¢ PT'(9M).

Lemma 6.5. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d) mit Hauptordnung o.
Sei Dy eine 2-Diedergruppe, und sei M eine k-Quaternionenalgebra mit Dy C PT'(M).

(i) Ist M eine M-Maximalordnung, so gilt: Genau dann ist Dy eine mazimalendliche
Untergruppe von PT'(OM), wenn F (D) NI = F(Da).

(ii) Genau dann ist §(D2) eine o-kompatible M -Ordnung, wenn d # 3 (mod 4).
Beweis. Wir kiirzen F := F(Dy) = F(T) ab.

(i) Genau dann gilt Dy C PT'(9) und 7 ¢ PT(M), wenn F(D2) C M und F(7) ¢ M.
Wir zeigen die Aquivalenz zu F N9 = F (D) durch Widerspruch. Wir nehmen also
§(D2) G FNON an. Wegen A(F(Dz)) = 2 ist dann F NN eine F-Maximalordnung.
Da F' an der Stelle 2 verzweigt ist, ist §(7 )2 die Fr-Maximalordnung und §(7") die
einzige F'-Maximalordnung, die §(D2) enthilt. Also ist FNM = F(T ), Widerspruch.

(ii) Nach Satz 4.4.(i) gibt es genau eine Fy-Ordnung & C F(7 )2 mit [F(T )2 : Ga] = 2,
also genau eine F-Ordnung & C §(7) mit A(®) = 2. Nach Satz 5.3 ist F(D2) also
genau dann eine o-kompatible F-Ordnung, wenn 2 { X5 (F) und 2 € Nys(1) gilt,
also wenn 2 in k nicht zerlegt und nicht trége ist, also wenn —d #Z 1 (mod 4) gilt.

O

Satz 6.6. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d).

Genau dann gibt es eine k-Quaternionenalgebra M und eine M -Maximalordnung 99 mit
einer mazimalendlichen 2-Diedergruppe Dy C PT'(ON), wenn d # 3 (mod 4).

In diesem Fall gilt M = My (k), und I ist bis auf Isomorphie eindeutig.

Beweis. Die erste Behauptung folgt mit Lemma 6.5.(i), Satz 5.7.(1) und Lemma 6.5.(ii),

beziehungsweise umgekehrt mit Lemma 6.5.(ii), Satz 5.7.(ii) und Lemma 6.5.(1).

Die zweite Behauptung folgt wegen d # 7 (mod 8) mit Satz 6.4.(ii) und mit Satz 5.8.
O

Satz 6.7. Sei d € N quadratfrei, und sei k = @(Z\/E)
Sei M eine Msy(k)-Mazimalordnung. Dann gilt:

(i) PT(OM) enthdlt genau dann eine 3-Diedergruppe Ds,

_3A M _
wenn fiir alle Stellen p # 3,00 von Q gilt: < AR Mp(0)), d>
p

1.

(i) PT'(OM) enthdlt genau dann eine Tetraedergruppe T,

—2A (M N M- —d
wenn fir alle Stellen p # 2,00 von Q gilt: < ( . 2(0)), )

1.
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(i1i) PT'(9M) enthdlt genauw dann eine maximalendliche 2-Diedergruppe Do,
—A M- —d
wenn fiir alle Stellen p # 2,00 von Q gilt: < (N My(0)), ) =1.

p
Beweis. Wir kiirzen A := A(9 N Mz (o)) ab.
(i) Sei D3 C PT'(9M), oder dquivalent §(D3) C M, oder dquivalent F(D3) = F(D3)NM.
-3\, —d
Nach Satz 5.11 und Lemma 6.3.(i) ist dann <%> =1 fiir alle p # 3, c0.

-3\, —d
Sei nun umgekehrt <7’ =1 fiir alle p # 3, c0. Die Anzahl der Stellen p mit
-3\, —d -3\, —d
<7’> = —1 ist gerade. Also ist T’ = —1, speziell d Z 2 (mod 3).
p

Sei Dj eine 3-Diedergruppe. Nach Satz 6.4.(i) gibt es eine My (k)-Maximalordnung
M mit Dy C PI'(M') oder dquivalent mit F(D5) = F(D5) N M. Dann gilt

—3A( N M. —d =3\, —d
< 3A(OY N My (o)), ) = 1 fiir alle p # 3,00, also = <L> fiir alle p.
P p

Nach Lemma 5.4.(ii) gilt AN )AA(Mo(0) M) € Q*?). Nach Lemma 5.4.(iii)
ist also 90t isomorph zu 9. Daher gibt es eine 3-Diedergruppe D3 C PT'(9M).

(ii) folgt mit Lemma 6.3.(ii) und umgekehrt mit Satz 6.4.(ii) wie im Beweis von (i).

(iii) Sei Dy € PT'(M) und T ¢ PT'(IM). Nach Lemma 6.5.(i), Satz 5.11 und Lemma
-, —d
6.3.(ii) ist dann < A > =1 fiir alle p # 2, c0.
p

-\, —d
- = 1 fiir alle p # 2, 00. Die Anzahl der Stellen p mit
p
<_)\’ _d> = —1 ist gerade. Also ist <_)\’2_d> = —1 und speziell d # 7 (mod 8).
p
Falls d = 3 (mod 8), wére 2 in k trége. Nach Lemma 5.4.(i) gilt A € Nyps(I). Daher

wire der quadratfreie Anteil von A ungerade, Widerspruch. Also ist d # 3 (mod 4).
Nach Satz 6.6 gibt es eine My (k)-Maximalordnung 9V mit D) C PT(OM’) und

fe— / [e— [e— [e—
T' ¢ PT(9). Dann gilt < ABR 0 My (o)), d> = <M> fiir alle Stellen p,
p p

und nach den Lemmata 5.4.(ii), 5.4.(iii) ist 9 isomorph zu 9.

Sei nun umgekehrt

O
Satz 6.8. Sei d € N quadratfrei, und sei k = @(Z\/E) mit Hauptordnung o. Dann gilt:

(i) PSLs(0) enthdlt genau dann eine 3-Diedergruppe Ds,
wenn p =1 (mod 3) fiir alle Primteiler p # 3 von d.

(i1) PSLs(0) enthdilt genau dann eine Tetraedergruppe T,
wenn p =1 oder p =3 (mod 8) fiir alle Primteiler p # 2 von d.
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(i1i) PSLs(0) enthdlt genau dann eine mazimalendliche 2-Diedergruppe Do,
wenn p =1 (mod 4) fir alle Primteiler p # 2 von d.

Beweis. Nach Satz 6.7 gilt:

(i) PSLy(0) enthélt genau dann eine 3-Diedergruppe Ds,
-3,—d
wenn fiir alle Stellen p # 3, 00 von Q gilt: < . > =1.
p

(ii) PSLa(o) enthélt genau dann eine Tetraedergruppe T,
-2,—d
wenn fiir alle Stellen p # 2, 00 von Q gilt: <’7> =1.
p

(iii) PSLy(0) enthélt genau dann eine maximalendliche 2-Diedergruppe Da,
—1,—d
wenn fiir alle p # 2, oo gilt: ( : ) =1.
p

Die Behauptung folgt dann jeweils durch Auswertung der Hilbertsymbole.

7 Konjugationsklassenanzahlen

Definition 7.1. Seid € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d). Sei G eine endliche Gruppe.
Seien F eine Q-Quaternionenalgebra und M eine Erweiterung von F zur k-Quater-
nionenalgebra. Seien & eine F-Ordnung und N eine M -Ordnung.

(i) Bezeichne (G, N) die Anzahl der PT(M)-Konjugationsklassen mazimalendlicher
Untergruppen G' C PT(M) vom Isomorphietyp G.

(11) Bezeichne B(®, M) die Anzahl der M -Konjugationsklassen optimaler Einbettungen
Jj:® =N, und B1(B,N) die entsprechende Anzahl der I'(N)-Konjugationsklassen.

(i1i) Fir © = & oder O = N bezeichne A(D) die Gruppe der Automorphismen von O
und Z(O) C A(9O) die Unterguppe der Konjugationen mit Elementen aus O*.

Bemerkung: Die Bezeichnungen u(Ds, M), pu(7T,M) und p(Da,N) entsprechen den in
5, § 22 und § 24] definierten Bezeichnungen j3(MN), p7(MN) = pJ (N) und py (N).

Lemma 7.2. Seid € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d) mit Diskriminante D. Seien F

eine Q-Quaternionenalgebra und M eine Erweiterung von F zur k-Quaternionenalgebra.

Seien t die Anzahl der verschiedenen Primteiler von D, r die Anzahl der Primteiler von

Yk(F), und S die Anzahl der f € N mit f | Xx(F), fir die an allen Stellen p von Q gilt:
—d

<f’—> = 1. Dann ist S = 2° fiir ein s € Ny mit s < r.

p
Ist M eine M -Mazimalordnung, dann gilt [A(DN) : T(IM)] = 217 +s—1,
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—d
Bemerkung: (r — s) ist der Rang der txr-Matrix (hpg) mit hpq := 1 — (q, ,

p
wo p die verschiedenen Primteiler von D und ¢ die Primteiler von ¥ (F") durchlauft.

Beweis. Bezeichne R die von den Verzweigungsstellen von M erzeugte o-Idealgruppe.
Sei j € A(OM). Dann gibt es ein J € M* mit j(A) = JAJ ! fiir alle A € M. Dann
ist J := 9NJ ein zweiseitiges M-Ideal ist mit j := N(J) € RI? N H. Ist umgekehrt
j € RI® N H, dann gibt es genau ein zweiseitiges M-Ideal J mit N(J) = j und ein
J € M* mit J = 9MJ. Die Zuordnungsvorschrift j : A — JAJ~! definiert dann ein
Jj € A(MN). Zum Beweis siehe [6, Corollary 2.9.9, Lemma 6.7.5 und Theorem 7.7.7|.

Die Zuordnungsvorschrift j — J bestimmt J eindeutig bis auf einen Faktor a € k*.
Wegen N (a) = a? induziert die Zuordnungsvorschrift j + j also einen surjektiven Homor-
phismus A(OM) — (RI® N H)/H® , und mit [6, Lemma 6.7.5] sieht man leicht ein, dass
der Kern der Abbildung gleich Z(9M) ist. Also gilt [A(M) : Z(M)] = [(RIP N H) : H?)].
Wir formen die Terme in [A(ON) : Z(M)] = [(RIPNH) : IO nH)][(IPNH): H®] um.
Die Einbettung I «— I® H induziert einen Isomorphismus I® /(IYNH) — 1@ H/H.
Also gilt [I® : (IPNH)] = [I®H : H] und ebenso [RI? : (RIPNH)] = [RI®H : H).
Daraus folgt [RI® : (RI® N H)] = [RIPH : IPH|[(I? : (I® n H)).

Wegen [RI?) : IO][(I?) . (IO nH)] = [RI? . (RIPNH)|[(RIPNH) : I®NH))| gilt
also [(RIPNH): I®nH)] = [RI®: IDRIPDH : IDH])"! = 2> [RIPH : @ H]~.
Fiir die Umformung des Terms [(I®) N H) : H®)] bemerken wir, dass die Zuordnungs-
vorschrift a — a? fiir a € I einen Isomorphismus I/H — I®/H®) induziert. Also gilt
[[:H)=[I%:H® und [I: IPH|[IPH: H = [I® (I nH)IPnH): H?)].
Wegen [I?) : (I® 0 H)| = [I®H : H] gilt also [(IP N H): HY] =[I: 1@ H] =271,
Wir miissen jetzt also noch zeigen, dass 2" = S[RI® H : I® H] gilt.

Wir wahlen ein ganzes v € I mit Nyps(t) = Xg(F). Sei R die Menge der ganzen a € [
mit a | v. Fiir a,d’ € R bezeichne gg7T'(a,a’) € I den groften gemeinsamen Teiler.
Die Verkniipfungsvorschrift a x o := aa’ggT(a,a’)~2 definiert eine Gruppenstruktur
auf R, und die Einbettung R — RI@ H erzeugt einen surjektiven Homomorphismus
R — RI®H/I® H, denn fiir alle Primteiler p € I von X4 (F) gilt p?> € I? und pp € H.
R enthilt 2" Elemente. Wir miissen zeigen, dass R N I?) H genau S Elemente enthélt.
Die Zuordnungsvorschrift f — Ny (f) induziert eine Bijektion zwischen R und der Menge
der f € Nmit f | Xx(F). Nach [2, Kapitel III, § 8, Sétze 6, 7 und Kapitel I, § 7, Satz 1]

Nabs{f)a -

d
gilt f € I® H genau dann, wenn < > =1 an allen Stellen p von Q.
p

O

Satz 7.3. Sei d € N quadratfrei, und sei k = @(Z\/E)

Seien F eine Q-Quaternionenalgebra und M eine FErweiterung von F zur k-Quater-
nionenalgebra. Seien & eine F'-Ordnung und N eine M -Mazimalordnung mit & = FNN.
Bezeichne C(®) die Anzahl der M -Mazimalordnungen M mit & = F NN'. Dann gilt:

(1) C(®) ist das Produkt der in Satz 4.8 angegebenen C(®,), wobei p die Primteiler
von A(®) mitsamt der in k tragen Verzweigungsstellen von F durchlauft.
Ist £ eine M -Maximalordnung mit & = F'N L, dann ist £ isomorph zu N.

32



(1) B(&, M) = C(&)[AN) : Z(MN)]

(iii) By(®,9) = 2B(®,N)

Beweis.

(i)
(i)

(iii)

klar, bzw. siehe Satz 5.8.

Ist £ eine M-Maximalordnung mit & = F'N £, so gibt es (Lemmata 5.7.(iv) und
5.4.(iii)) einen Automorphismus j von M mit j(£) = 9 und j(&) = j(F)NN. Fir
jedes £ mit & = FN L wihlen wir einen Automorphismus jg von M mit N = je(L).
Eine Einbettung j : & — 91 mit j(&) = j(F) NN ist zu einem Automorphismus
von M fortsetzbar. Mit £ := j71(M) gilt & = FN £ und a(j) := j Oj)g1 e AM).
Die Abbildung mit Zuordnungsvorschrift j — (£, a(j)) ist injektiv. Sind umgekehrt
eine M-Maximalordnung £ mit & = F N £ und ein a € A(I) gegeben, dann ist
j :=ao je ein Automorphismus von M, und seine Einschrankung auf & induziert
eine Einbettung j : & — M mit j(B) = j(F) NN.

Zwei Einbettungen j,j" : & < 9N mit j(6) = j(F) N9 und j/(8) = j/(F) NN sind
genau dann D1*-konjugiert, wenn j' = aoj fiir ein a € Z(N), also genau dann, wenn
771N =571 und a(5') o a(4)~! € Z(DN). Damit folgt die Behauptung.

Sei Z; (M) die Gruppe der Konjugationen von 91 mit Elementen aus I'(91). Wie in
(i) folgt B1(®,MN) = C(S)[AMN) : Z1(M)]. Also ist zu zeigen: [Z(D) : Z;(N)] = 2.
Ist a € Z(M), so gibt es ein X € N* mit a(4) = XAX ! fiir alle A € N
Die Zuordnungsvorschrift a — X induziert Isomorphismen Z(90) — 9MN* /0™ und
Zy (M) — I'(M)/{£1}. Nach [6, Theorem 11.6.1] gilt N(M*) = 0>, also induziert
die Norm eine exakte Sequenz {1} — I'(M)/{x1} — N /0* — 0% /0% — {1}.

O

Lemma 7.4. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d).
Sei M eine k-Quaternionenalgebra, und sei N eine M-Ordnung.
Sei G C PT'(M) eine nichtzyklische mazimalendliche Untergruppe.

(i) Dann ist (G, M) = B1(§(9), MIAF(9)) : Z(§(9))]
(ii) Ist G eine 3-Diedergruppe oder Tetraedergruppe, dann ist [A(F(G)) : Z(F(G))] = 2.

Ist G eine 2-Diedergruppe, dann ist [A(F(G)) : Z(F(G))] = 6.

Beweis. Nach Lemma 6.3 gilt §(G)* =T'(F(G)) = P71(G).

()

Wegen P~1(G) = §(G)* induziert die Zuordnungsvorschrift G’ +— F(G’) eine Bijek-
tion zwischen den maximalendlichen Untergruppen G’ C PT'(91) vom Isomorphietyp
G und den optimal eingebetteten Ordnungen § C 91 vom Isomorphietyp §(G).
Zwei solche Gruppen G, G” sind genau dann PI'(N)-konjugiert, wenn P~!(G’) und
P~YG") T(MN)-konjugiert sind, also wenn F(G') und F(G”) I'(N)-konjugiert sind.
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Also ist u(G,MN) = B1(F(G), M[A(G) : T(G)]~!, wo A'(G) die Gruppe der Ein-
bettungen j : §(G) — MM mit j(F(G)) = F(G) ist, und Z’(G) die Untergruppe der
j € A'(G), die durch Konjugation mit einem Element aus I'(N) erzeugt werden.

Offenbar gilt A'(G) C A(F(G)) und Z(F(9)) C Z'(9). Ein j € A(F(G)) induziert ge-
nau einen Automorphismus von M mit j(F(G)) = F(G), also gilt A'(G) = A(F(9)).
Falls J € T(M) mit JF(G)J ! = F(G), so ist wegen P~1(G) = I'(F(G)) auch
JP7YG)Jt = P7L(G). Weil P~1(G) C I'(M) maximalendlich, also sein eigener
Normalisator in T'(N) ist, folgt J € P71(G) = F(G)*. Daher gilt Z'(G) = Z(T(G)).

(il) §(G)* hat das Zentrum {£1}, also ist Z(F(G)) = F(G)* /{£1} = 4.
F(D3)* = P~1(D3) wird erzeugt von U und V mit U? = —1 und VUVt =U"1.

j € A(F(D3)) ist durch j(U) € {U, U1}, j(V) € {£V,£UV,£U 1V} definierbar.
A(F(D3)) enthilt also 12 Elemente, und Z(F(Ds3)) = D3 = Sz enthilt 6 Elemente.

F(Do)* = P~1(Dy) wird erzeugt von U und V mit U? = —1 und VUVt = U~
Jj € A(F(Dy)) ist durch j(U) und j(V') definierbar. Dafiir gibt es 6 x4 Moglichkeiten.
A(F(D3)) enthilt also 24 Elemente, und Z(F(D2)) = D2 =V, enthilt 4 Elemente.

J(T)* =P~ Y(T) > P Y(Dy) wird erzeugt von U, Vund W = (1-U -V -UV)/2.
j € A(F(T)) ist durch j(U) und j(V') definierbar. Dafiir gibt es 6 x 4 Moglichkeiten.
A(F(T)) enthélt also 24 Elemente, und Z(F(7)) = T = Ay enthilt 12 Elemente.

O

Satz 7.5. Sei d € N quadratfrei, sei k = @(1\/3) mit Diskriminante D, und bezeichne t
die Anzahl der verschiedenen Primteiler von D.
Sei M eine k-Quaternionenalgebra, und sei N eine M -Mazimalordnung.

(i) Sei D3 C PT'(N) eine 3-Diedergruppe. Dann gilt:

e Fallsd=0 (mod 3), ist u(D3,MN) = 271
e Fallsd=1 (mod 3), ist u(D3,MN) = 2°.
e Falls d=2 (mod 3), ist
— u(D3, M) = 2¢, falls d einen Primteiler p = £5 (mod 12) hat
— u(D3,M) = 21 falls p = +1 (mod 12) fiir alle Primteiler p # 2 von d
(ii) Sei T C PT'(MN) eine Tetraedergruppe. Dann gilt:

o Falls d # 3 (mod 4), ist u(T,M) =271,
e Falls d =3 (mod 8), ist u(T,MN) = 2¢.
e Fallsd="T (mod 8), ist
— (T, M) =2, falls d einen Primteiler p = £3 (mod 8) hat
— u(T, M) =21 falls p = £1 (mod 8) fiir alle Primteiler p von d

(i1i) Sei Dy C PT'(N) eine mazimalendliche 2-Diedergruppe.
Dann ist d # 3 (mod 4) und (D, M) = 271
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Bemerkung: Satz 7.5 geht schon aus [5, Sétze 20.39 und 26.12] hervor, wird dort aller-
dings unter Riickgriff auf PI'(91)-Konjugationsklassen zyklischer Untergruppen bewiesen.

Beweis. Wir berechnen p(G,91) mit Lemma 7.4 mithilfe von Satz 7.3. Zur Berechnung
der Faktoren C(F(G)) und [A(MN) : Z(N)] greifen wir auf Satz 4.8 und Lemma 7.2 zurtick.

(i) u(Ds,N) = C(3(Ds))[AM) : Z(N)]. Es ist A(F(Ds)) =1 und F(D3)3 # M2(Qs3).
Falls d =1 (mod 3), ist 3 trige in k, also C(§(D3)) = 2. Sonst ist C(F(Ds)) = 1.
Falls d # 2 (mod 3), ist X4x(F(D3)) = 1. Daher gilt dann [A(DM) : Z(N)] = 2L
Falls d = 2 (mod 3), ist £ (F(D3)) = 3. Gilt in diesem Fall <3’ _d> =1 an allen

p
Stellen p von Q, dann ist [A(M) : Z(N)] = 2!, sonst ist [A(D) : Z(M)] = 2¢. Die
3 —
Auswertung der Hilbertsymbole liefert hier: { —— | = 1 an allen Stellen p von Q
p
ist dquivalent zu p = +1 (mod 12) fiir alle Primteiler p # 2 von d.

(i) w(T,9) = CS(T))[AM) : Z(M)]. Es ist AF(T)) =1 und F(T)2 # Ma(Q2).
Falls d = 3 (mod 8), ist 2 trige in &, also C(F(T)) = 2. Sonst ist C'(F(7)) = 1.
Falls d £ 7 (mod 8), ist Xx(F(T)) = 1. Daher gilt dann [A(M) : Z(N)] = 2L

) :

2,—d
Falls d = 7 (mod 8), ist X4(F(7)) = 2. Gilt in diesem Fall < > =1 an allen
Stellen p von Q, dann ist [A(M) : Z(MN)] = 2+L, sonst ist [A(‘ﬁ) : Z(M)] = 2'. Die

—d
Auswertung der Hilbertsymbole liefert hier: { —— ] = 1 an allen Stellen p von Q

ist Aquivalent zu p = £1 (mod 8) fiir alle Primteiler p von d.

(i) (Da, M) = C(F(D2)) LA : T(M)]/3. Es ist A(F(Ds)) = 2 und F(Dy)s % M
Nach Satz 6.6 ist d Z 3 (mod 4), also ist 2 verzweigt in k, also gilt C(F(D3)) =
und X (F(Ds)) = 1. Daher gilt [A(M) : Z(N)] = 2t

(@2)

8 Durchschnitte von nichtzyklischen endlichen Gruppen

Bezeichne C,, C PT'(9M) eine zyklische Untergruppe der Ordnung m = 2 oder m = 3.

In diesem Kapitel untersuchen wir die Durchschnitte vom Typ Co = TNT’, Co = T NDo,
Cy = Do N'D), und C3 = D3 N Dj, (Sdtze 8.3, 8.4 und 8.5). Diese sind relevant fiir die
Berechnung der 2- bzw. 3-Torsions-Kohomologie der Bianchi-Gruppen, wie Rahm in [7]
gezeigt hat. Aus den Sétzen 8.3 und 8.4 folgt eine Klassifikation der Zusammenhangs-
komponenten von sogenannten reduzierten 2-Torsionsunterkomplexen, was die Aufstel-
lung von Formeln fiir die 2-Torsions-Kohomologie erlaubt, siehe [1, Corollary 7].
Demgeméf untersuchen wir hier (vorerst) nicht die Durchschnitte vom Typ Co = D3N D5,
Co=D3NT,Co=D3NDy oder C3 = TﬂT’, C3 =T NDs.

Lemma 8.1. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(in/d) mit Hauptordnung o.
Sei d # 3 (mod 4). Dann ist 2 verzweigt in k. Sei m € 09 ein Primelement.
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Sei M eine k-Quaternionenalgebra, und sei Dy C PT'(M) eine 2-Diedergruppe.
Seien U,V Erzeugende von P~Y(Ds) mit U2 = —1 und VUV~ =U~L. Dann gilt:

(i) Seien T C PT'(M) die Tetraedergruppe mit Do C T und M die M -Mazimalordnung
mit F(T) C M. Fir alle X € {U,V,UV} gilt dann k[X]2 N M = 02[(1 + X) /7).

(ii) Sei M eine M-Mazimalordnung. Sei Dy C PT'(M) mazimalendliche Untergruppe.
Fiir genau ein X € {U,V, UV} ist dann k[X] NN die Hauptordnung von k[X].

(a) E[X] NN =o[(ivd+ X)/2], falls d =1 (mod 4).
(b) k[X]2NNy = 02[(1 4+ X) /7], falls d =2 (mod 4).

FirY e {U,V,UV} mit Y # X gilt dann k[Y] NN = o[Y].

(i1i) Es gibt genau eine M -Mazimalordnung N mit Dy C PT'(MN), fir die k[U]NI = o[U]
und k[V] NN = o[V] gilt. Dy ist dann mazimalendliche Untergruppe von PI'(M).

Beweis. Nach Satz 4.8 gibt es genau eine M-Maximalordnung 9t mit §(7) C 9% und
genau drei M-Maximalordnungen 91 mit §(Dg) = F(D2) NN.

(i) Sei W= (1-U -V —UV) € P"YT). Wir definieren einen o-Modul 9t wie folgt:
Sei {1, (14U) /7, (1+V)/m, W} eine 02-Basis von 9y, und fiir alle endlichen Stellen
p # 2 von Q sei {1,U,V, W} eine o,-Basis von 9,. Man priift elementar nach, dass
M eine M-Maximalordnung mit §(7) C 9 ist und die angegebene Gleichung gilt.

Zum Beweis von (ii) und (iii) sei 9 der o-Modul mit o-Basis:

(a) entweder {1,U, (iv/dU + V) /2, (iv/d +UV)/2}
oder {1,V, (iv/dV + UV) /2, (iv/d + U)/2}
oder {1,UV, (iv/dUV + U) /2, (ivVd + V) /2}.

(b) entweder {1,U, (ivd+ U +V)/2,(1 +iVdU +UV)/2}
oder {1,V,(iv/d+V +UV)/2,(1 +ivVdV +U)/2}
oder {1,UV, (iv/d +UV +U)/2,(1 +i/dUV +V)/2}.

Man priift elementar, dass DM eine M-Maximalordnung mit §(Ds2) = F(D2) NN ist.
Existenz und Eindeutigkeit von X bzw. 91 sowie die Aussage fiir Y folgen dann leicht.
O

Lemma 8.2. Seid € N quadratfrei, d # 1, und sei k = Q(iv/d) mit Hauptordnung o.
Sei U € SLy(C) mit U? = —1, und sei K := k(U) mit Hauptordnung O.

(i) Seiky = Q(iv/dU) mit Hauptordnung o, und sei U C T'\(o[U]) die von U erzeugte
Untergruppe. Dann ist U ist die Gruppe der Einheitswurzeln in K mit Norm 1,
und es gilt [['(O) : UT(04)] < 2. Weiterhin gilt [['(O) : UT'(o4)] = 2 genau dann,
wenn es x,y € 7 gibt mit 2> — dy® = 2.
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(ii) Ty(o[U]) := {A € T(o[U]) | (A —1) € 20[U]} ist Gruppe mit T'(o[U])? < T'5(o[U])
und [Fg(o[ 1) : T(o[U)P] < 2. Genau dann gilt [T2(o[U]) : T(o[U])?)] = 1, wenn
d=7 (mod 8) gilt und es z,y € Z gibt mit x> — dy? = 2.

(i) Falls d =2 (mod 4), gilt [['(D) : T(o[U])] < 2, speziell also T'(O)?) c I'(o[U]).
Genau dann gilt [0(D) : T(o[U])] = 2, wenn es x,y € Z gibt mit x> — dy* = 2.

Bemerkung: Aus x? — dy? =2 (mod 8) folgt leicht d = 2 (mod 4) oder d = 7 (mod 8).

Beweis. Man sieht leicht ein (siehe Lemma 6.2), dass U die Gruppe der Einheitswurzeln
von K mit Norm 1 erzeugt. K ist ein algebraischer Zahlkorper mit zwei komplexen
Stellen. Also ist I'(O) direktes Produkt von U und einer zyklischen unendlichen Gruppe.
Wegen U ¢ UP) = {41} folgt daraus [['(D) : T(D)P] = [[(o[U]) : T'(o[U])?)] = 4.

Sei U’ die Gruppe aller Einheitswurzeln von K, und sei € eine Grundeinheit von K.

(i) Sei €4 eine Grundeinheit von k.
Falls d = 2, wird U’ von U’ := iv/2(1 — U)/2 erzeugt. Wir konnen e, = 1 + i/2U
annehmen, und wegen N(U’) = N(ey) = —1 konnen wir € = €4 annehmen, siehe
[4, § 26 (9)]. Daher wird I'(Q) von U = U’? und U'ey erzeugt. Wegen U'e, ¢
UT (04), aber (U'ey)? € UT (04) gilt also [['(D) : UT (04 )] = 2, und die Gleichung
22 —2y? = 2 ist mit = 2, y = 1 lésbar. Wir konnen also ab hier d # 2 annehmen.
Fiir d = 3 sieht man leicht ein, dass T'(O) N U0} = UT' (o) gilt. Fiir d > 3 gilt
sogar U' = U. Nach [4, § 20, Satz 14| gilt also [I'(O) : UT'(04)] < [O* :U'0}] < 2.

Fiir d =1 (mod 4) ist [['(O) : UT(04)] = [O* : U'0]] = 1, siche [4, § 26 (1011)],
und 22 — dy? = 2 ist (mod 4) unlésbar. Wir kénnen also d # 1 (mod 4) annehmen.
Es ist € = (a + bU)/2 mit a,b € 0 und a = a + o/iVd, e, = (v + ~'iVdU)/2 mit
a,d/,y,7" € Z. Falls [O* : U'0%] = 2, kénnen wir e; = €U € I'(0) annehmen,
siche [4, § 26 (8)]. Dann folgt 2N (€) — v'iv/d — yU = 2N (€) 4 2¢% = a® + abU, also
N(e) ++'ivd = a* = (o? — da'?) + 2ad/iv/d, und speziell o — da'> = 2N (e).

e Sei [I(O) : UT'(04)] = 2. Dann gilt auch [O* : U'0] = 2. Wire N(e) = —1,
so wiirde I'(9) von U und €2 = —e, U erzeugt, also wire I'(9O) = UT'(04),
Widerspruch. Daher gilt N(e) = 1, also a? — da'? = 2.

e Sei umgekehrt N (z+4yivdU) = 2% —dy? = 2 mit z,y € Z. Nach [4, § 26 (1211)]
gilt dann [D* : U'0}] = 2. Aus N(e) = —1 folgt N(a + o/iv/dU)) = —2, also
N(eq) = —1, Widerspruch zu [4, § 26 (9)]. Also gilt I'(D) = O*, I'(o4) = 0.

(i) Fiir A = 1+ 2B € T'y(o[U)) gilt A=t = A* = 1 4+ 2B* € T'y(o[U]), und T'y(o[U])
ist multiplikativ abgeschlossen, also eine Gruppe. Fir A = a + bU € I'(o[U]) mit
a,b € o folgt mit U* = —U, dass A — A* = 2bU, also A% =1+ 2bAU € Ty(o[U]).
Wegen U & T'y(o[U]) gilt [T(o[U]) : T2(o[U])] > 2, also [T2(o[U]) : T(o[U])?)] < 2.
Sei zuniichst d # 7 (mod 8), also 2 in k verzweigt oder trige, 20 = p? oder 20 = p.
Fiir A = a+bU € T'(o[U]) mit a,b € o gilt N(A) = a® + b*> = 1 oder gleichwertig
(a—b—1)(a—b+1) = —2ab. Falls d = 3 (mod 8), folgt daraus sofort a —b+1 € 2o0.
Falls d # 3 (mod 4), folgt a — b+ 1 € p, wegen [0 : p] = 2 also a € p oder b € p.
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Damit folgt —2ab € 2p, also auch (a —b+1) € 20. In beiden Fallen folgt —2ab € 4o,
also a € 20, (b+ 1) € 20 oder b € 20, (a — 1) € 20. Falls a = 2da’, b = —1 4 2/
mit a/,b’ € o, gilt AU =1+ 2(a’ = ¥)U € T's(0[U]). Falls a = 1+ 2d’, b = 2V
mit a’,b' € o, gilt A =14 2(a’ +)U € T'y(0[U]). Daher gilt A € T'y(o[U]) oder
AU € I'y(o[U]), also [['(o[U]) : T2(o[U])] = [T2(o[U]) : T(o[U])?)] = 2.

Seinund =7 (mod 8) und [I'(9) : UT'(04)] = 1. Sei A € T'(o[U]) = I'(D). Dann gilt
A=A oder A=UA mit A = d +biV/dU und o', b’ € Z mit a’> —db’? = 1. Es gilt
entweder (o’ —1) € 2Z und V'iv/d € 20 oder (Vivd+1) € 20 und o’ € 2Z. Daher gilt
A" € Ty(9) oder UA" = (=Vivd + a'U) € Ty(9). Also ist [[(o[U]) : To(o[U])] = 2.
Sei schlieflich d = 7 (mod 8) und [I'(D) : UT' (04 )] = 2. Wiein (i) sei e = (a+bU)/2
mit a,b € 0o und @ = a + /iv/d mit ,o¢’ € Z und o? — do/? = 2. Offenbar ist «
ungerade, also € & I'y(0[U]). Analog ist Ue & I'y(0[U]), also [I'(o[U]) : T'a(0[U])] = 4.

(iif) Offenbar gilt o, = Z[iv/dU] C o[U], also [[(9) : T(o[U])] < [[(D) : UT'(04)] < 2.
Falls d = 2 ist, seien U’,e; wie im Beweis von (i). Dann ist U'e; ¢ T'(o[U]), also
gilt [[(O) : T'(o[U])] =2, und mit z = 2, y = 1 ist 22 — 2y = 2. Sei ab hier d # 2.
Falls [['(9) : T'(o[U])] = 2, so folgt mit (i), dass es z,y € Z gibt mit 22 — dy? = 2.
Sei umgekehrt 22 — dy? = 2 mit x,y € Z. Wie in (i) seien dann ¢ = (a + bU)/2 mit
a,b€ounda = a+a/ivdmit o, o € Zund a?—da'? = 2. Offenbar ist o ungerade.
Damit priift man leicht nach, dass € ¢ I'(0[U]). Also ist [I'(O) : I'(o[U])] = 2.

O
Satz 8.3. Sei d € N quadratfrei, sei d # 1, und sei k = @(1\/3)

Seien M eine k-Quaternionenalgebra und M eine M -Mazimalordnunyg.
Sei T C PT' (M) eine Tetraedergruppe. Die drei Untergruppen von T der Ordnung 2 sind
paarweise zueinander PT(9N)-konjugiert. Sei Co C T eine Untergruppe der Ordnung 2.

(i) Sei d = 2 (mod 4), und es gebe x,y € Z mit x*> — dy?> = 2. Dann gibt es eine
mazimalendliche 2-Diedergruppe Dy C PT(9M) mit Co C D). Jede Tetraedergruppe
T" C PT(OM) mit Co C T ist PT(OM)-kongugiert zu T. Jede mazimalendliche
2-Diedergruppe DY C PT(9M) mit Co C DY ist PT(IM)-konjugiert zu Di.

(ii) Sei d # 2 (mod 4), oder fiir alle x,y € 7 sei x*> — dy*> # 2. Dann gibt es eine
Tetraedergruppe T C PT(ON) mit Co C T, die nicht PT(OMN)-konjugiert zu T ist.
Jede Tetraedergruppe T" C PT(9M) mit Co C T ist PT'(OM)-kongugiert zu T oder
zu T'. Es gibt keine mazimalendliche 2-Diedergruppe D)y C PT(9) mit Co C D5,.

Bemerkung: Falls d =1, ist p(7,9%) = 1 und 9 = My(0), siehe die Sitze 7.5, 6.7.
Dann ist Cy also bis auf PI'(9)-Konjugation nur in einer Tetraedergruppe enthalten.

Beweis. Sei Ds die 2-Diedergruppe mit Co C Dy C T. Wir zeigen (a), dass es eine
2-Diedergruppe D) C PI'(9) mit Co C D) gibt, die nicht PI'(90)-konjugiert zu Dy ist,
und dass jede 2-Diedergruppe D5 C PI'(9) mit Co C D) dann PT'(9)-konjugiert zu Do
oder D) ist. Wir miissen danach nur noch klaren (b), ob D) C PI'(90) eine maximalend-
liche Untergruppe ist, oder ob es eine Tetraedergruppe 7' C PT'(9) mit D) C T’ gibt.
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(a)

P~YDy) wird von U € P~(C3) und V mit U? = —1 und VUV ! = U~} erzeugt.
Ist D) eine 2-Diedergruppe mit Co C Dy C PT(9M), dann wird P~1(D}) von U und
V! mit V'UV'~! = U~ erzeugt. Daraus folgt X’ := V=1V’ € k(U) N T'(M).

V' und X’ sind durch D) bis auf einen Faktor aus P~!(Cy) eindeutig bestimmt.

Ist umgekehrt X’ € k(U)NT(IM) und V' := VX' soist V/UV'~1 = U1, also sind U
und V' Erzeugende von P~1(D}) fiir eine 2-Diedergruppe Db mit Co C Dy C PT(IM).
Dy und D) sind genau dann PT'(91)-konjugiert, wenn es ein U’ € P~1(C3) und ein
J € T(9M) gibt mit JUJ L =U und JV'J~ L =VU".

Zwischenbemerkung: Wir konnen 0.B.d.A. JUJ ™! = U annehmen, da die Elemente
X € P7Y(Dy) mit X? = —1 in P~Y(T) jeweils paarweise zueinander konjugiert sind.
Dann ist J € k(U)NT(OM), und X' = VIV = vy lvu'g = (J-HY*U'J = J2U'.
Ist umgekehrt X’ = J2U’ mit U’ € P~1(C3) und J € k(U)NT(M), soist JUJ 1 =U
und JV'J L= JVX'J L= gV AU T L = VIrJRU T = VU

Wegen d # 1ist k(U) algebraischer Zahlkérper mit zwei komplexen Stellen, Nach dem
Dirichletschen Einheitensatz ist k£(U)NI'(9N) daher direktes Produkt einer zyklischen
unendlichen Gruppe und der Untergruppe P~!(Cy) der Einheitswurzeln von k(U) mit
Norm 1. Deshalb gilt [(k(U) NT(M)) : (k(U) NT(N))PP~1(Cs)] = 2. Sei jetzt D)
eine 2-Diedergruppe mit Co C Dy € PL(IM) und X’ ¢ (k(U) N T(M))PP~1(Cy).
Dann ist D) nicht PT'(9%)-konjugiert zu Ds. Ist nun DY eine 2-Diedergruppe mit
Co C DY C PT(IM), so wird P~1(DY) von U und V" mit V'UV"~1 = U~ erzeugt.
Wegen V/=1V" = (VIV)~WWV-1v7 gilt V-V € (k(U) N T(M))P P~1(Cy) oder
V=W e (k(U) NT(9M) P P~1(Cy), und DY ist PT(M)-konjugiert zu Dy oder D).

Falls d = 3 (mod 4), gibt es nach Satz 6.6 keine maximalendliche 2-Diedergruppe
DL, C PT'(9M). Also gilt dann D), C T fiir eine Tetraedergruppe 7' C PT'(0).

Falls d # 3 (mod 4), gilt nach Lemma 8.1.(i) dann (k(U) N9MN)2 = 02[(1 + U) /7).
Falls d = 1 (mod 4), gibt es keine maximalendliche 2-Diedergruppe D) C PI'(90)
mit Co C D), denn nach Lemma 8.1.(ii) wére sonst k(U) N = o[(iv/d + U) /2] oder
kE(U) N9t = o[U]. Also gilt D) C T fiir eine Tetraedergruppe 7' C PL'(9M).

Seinund =2 (mod 4). P~Y(T) wirdvon U, V und W := (1-U—V —UV)/2 erzeugt.
Wenn es eine Tetraedergruppe 7' C PL'(9M) mit D) C T’ gibt, wird P~(7T") von U,
Viund W= (1-U—-V'—=UV")/2 erzeugt. Aus 1+U)V(1-X")/2=W'-W €M
folgt dann N(1 — X') € 20 oder gleichwertig S(X’) € 20, und daher X’ € T'(o[U]).
Sei umgekehrt X’ € T'(o[U]). Dannsind U, V' = VX' und W := (1-U-V'-UV")/2
Erzeugende von P~!(T") fiir eine Tetraedergruppe 7’ mit Co C T’. Wir wollen zeigen,
dass T’ € PT'(9M) oder (hinreichend) W/ =W + (1 +U)V (1 — )/2 € My gilt. Es
gilt (1+U)/m € My. Sei X' = a+ bU mit a,b € 0. Wegen N(X') = a? +b? = 1 und
[09 : mog] =2 gilt (1—a+b) € mrogund (1—X')/m = (1—a+b)/7—b(1+U)/7 € M>.
Esist X’ € (k(U)NT(M)) ~ ((U)NT (M) P~1(Cy), und k(U) N ist die Haupt-
ordnung von k(U). Nach Lemma 8.2.(iii) gilt (k(U) NT(M))P P~1(Cy) € T'(o[U]).
Dl C PT'(M) ist genau dann eine maximalendliche 2-Diedergruppe,

wenn X’ ¢ I'(o[U]), also genau dann, wenn [(k(U) NT(M)) : T'(o[U])] = 2,

nach Lemma 8.2.(iii) also genau dann, wenn es x,y € Z gibt mit 22 — dy? = 2.
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Satz 8.4. Sei d € N quadratfrei, sei d # 1, und sei k = @(1\/3)
Seien M eine k-Quaternionenalgebra und M eine M -Mazimalordnunyg.
Sei Dy C PT (M) eine mazimalendliche 2-Diedergruppe.

(i) Seid=2 (mod 4), und es gebe x,y € Z mit x> — dy? = 2.

(a) Dann gibt es eine Untergruppe Co C Dy der Ordnung 2 und eine Tetraedergruppe
T' C PT(OM) mit Co C T'. Die Zuordnung Do — Co ist eindeutig.
Jede Tetraedergruppe T" C PT(9M) mit Co C T ist PT(IM)-kongugiert zu T'.

(b) Seien Ch,CY C Dy die beiden anderen Untergruppen der Ordnung 2.
Dann sind Cy und C zueinander PT(9M)-konjugiert.

(¢) Jede mazimalendliche 2-Diedergruppe Dy C PT(9MN) mit Co C DY
ist PT'(ON)-konjugiert zu Dy.

(d) Jede mazimalendliche 2-Diedergruppe Dy C PT'(9M) mit C, C DY oder C§ C DY
ist PT'(ON)-konjugiert zu Dy.

(ii) Seid # 2 (mod 4), oder fiir alle x,y € Z sei x> — dy? # 2.

(a) Sei Cy C Dy eine Untergruppe der Ordnung 2.
Dann gibt es keine Tetraedergruppe T' C PT(9M) mit Co C T'.

(b) Seien Ch,CY C Dy die beiden anderen Untergruppen der Ordnung 2.
Dann sind Ca, C5 und Cl paarweise nicht zueinander PT(9N)-konjugiert.

(¢) Es gibt eine maximalendliche 2-Diedergruppe Dy C PT'(O) mit Co C D),
die nicht PT(ON)-konjugiert zu Do ist. Jede mazximalendliche 2-Diedergruppe
Dy c PT(OM) mit Co C DY ist PT(IM)-konjugiert zu Dy oder Df.

(d) Jede mazimalendliche 2-Diedergruppe DY C PT(9M) mit C, C DY oder C§ C DY
ist PT(9M)-konjugiert zu D oder zu D).

Bemerkung: Falls d = 1, ist p(D2, ) = 1 und 9 = My (o), siehe die Sdtze 7.5, 6.6, 6.7.
Dann ist Cy also bis auf PT'(9M1)-Konjugation nur in einer maximalendlichen 2-Dieder-
gruppe enthalten. Weiter ist wohlbekannt, dass Co,Ch,Cl paarweise nicht zueinander
PT(9)-konjugiert sind, und es keine Tetraedergruppe 7' C PT'(9M) gibt mit Co C 7.

Beweis. Nach Satz 6.6 ist d # 3 (mod 4), also 2 verzweigt in k. Sei m € 0o Primelement.
In den Beweisabschnitten (a) - (d) zeigen wir jeweils beide Teile (i) und (ii) des Satzes.

(a) Sei d =2 (mod 4), und es gebe x,y € Z mit 2% — dy* = 2.

2,—d 2,d
Daraus folgt < . ) = < : ) =1 fiir alle Stellen p # 2,00 von Q. Nach Satz 6.7
p p

gibt es daher auch eine Tetraedergruppe 7 C PI'(9). Nach Satz 8.3 gibt es eine

maximalendliche 2-Diedergruppe D, C PT'(9M), so dass T N D) die Ordnung 2 hat.
Die PT'(90)-Konjugationsklasse von DY ist durch die PT'(91)-Konjugationsklasse von
T eineindeutig bestimmt. Nach Satz 7.5 gilt p(Da, M) = wu(7T,9N). Also gibt es auch
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eine Tetraedergruppe 7' C PT'(9M), so dass Cy := T' N Dy die Ordnung 2 hat.
Sei X € P71(Cy) mit X? = —1. Nach Lemma 8.1.(i) gilt (k(X)N9M)a = 0a[(1+X) /7],
Nach Lemma 8.1.(ii) ist dadurch X bis aufs Vorzeichen, also Cy eindeutig bestimmt.

Sei umgekehrt 7' C PT'(9M) eine Tetraedergruppe, so dass 7' N Dy die Ordnung 2
hat. Nach Satz 8.3 ist dann d = 2 (mod 4), und es gibt z,y € Z mit 22 — dy? = 2.

P~YDy) wird von U und V mit U? = —1 und VUV 1 = U~! erzeugt.

Sei d =2 (mod 4), und es gebe x,y € Z mit x> — dy? = 2. Dann ist = gerade.

Wir nehmen o.b.d. A. an, dass U € P~Y(C), V € P~}(CY) und UV € P~1(Cy) gilt.
Geméf Beweisabschnitt (a) gilt dann (K(UV) N 9M)e = 02[(1 + UV) /7).

Sei € := (2 + yivVdU + yiv/dV — 2UV)/2 = (1 = UV)z/2 + yU(1 — UV)iv/d/2 € M
Man rechnet elementar nach, dass N(¢) = 1 und eVe ! = U gilt.

Seien umgekehrt zwei Untergruppen von Dy der Ordnung 2 zueinander PT'(9t)-kon-
jugiert. Wir kénnen o0.B.d.A. annehmen, dass eVe ! = U gilt, mit ¢ € I'("M). Dann
gilt k(V)NM = k(U)NM, und nach Lemma 8.1 gilt k(UV)NM = o[(ivVd+UV) /2],
falls d =1 (mod 4), bzw. (k(UV) NM)2 = 02[(1 + UV) /7], falls d = 2 (mod 4).
Aus Vet = U folgt € = (a+bU + bV — aUV)/2 mit a,b € o und a? + b* = 2. Sei
V' =eUe ! = ((—a?+b?)/2—abU)V und sei Dy C PT'(M) die von P(U) und P(V')
erzeugte 2-Diedergruppe. Wir kiirzen F' = F(Dy) und F' = F(D)) = eFe~! ab.
Offenbar gilt ® () = M. Seien T := P p(e)* = (aa + bb)/2 + (—ab + ab)U/2 und
v := (a@+bb)/2, ¥'ivd := (—ab+ab) /2. Wegen T € T'(IM) ist N(T) = v> —dy? = 1,
und wegen k(U) N9 = o[U] sind 7,7’ € Z, und ~ ist ungerade, v’ ist gerade.

Fiir alle B € F gilt eBe ! = T®p(e)BPp(e) 1T = TOpr(eBe )T, Also gilt
A=Top(A)T! fiir alle A € F', und daher ®p(A) = T®r(A)T~! fiir alle A € M.
Alsoist @ (TV) =TT*VT 1 =TV, und aus T € k(U) folgt (TV)U(TV) ' =U"1.
Also erzeugen P(U) und P(TV) eine 2-Diedergruppe D4 mit P~Y(DY) c F' n M.
Mit Lemma 6.3 folgt P~1(Dy) C T(F' NM) = ['(F(DY)) = P~1(D}), also Dy = D).
Wegen (1 +UTV)/m = (1 +~+UV) /7 —~'iv/dV/x € My ist notwendig TV = +V/,
das heift v ++"ivVdU = +((—a?+b%)/2—abU). Sei a = a+a'ivd und b = 4 3'ivd
mit o, o/, 3, 8" € Z. Damit erhalten wir —ao’ + 83 = 0 und af — o/ 'd = 0. Daraus
folgt 5'(8% —da'?) = a(B? —da'?) =0, wegen d # 1 also a = 8/ = 0 oder o/ = 3 = 0.
Dann ist 2 = a? 4+ b? = 32 — da'? oder 2 = o — df'?, und es folgt d 1 (mod 4).

Sei d =2 (mod 4), und es gebe x,y € Z mit x> — dy? = 2.

Dann folgt die Behauptung mit Satz 8.4.(i)(a) und Satz 8.3.(i).

Sei d # 2 (mod 4), oder fiir alle z,y € Z sei 22 — dy? # 2.

Der Beweis erfolgt dann wie im Abschnitt (a) des Beweises von Satz 8.3, wenn wir
dort die Zwischenbemerkung wie folgt ersetzen:

Zwischenbemerkung: Wir kénnen 0.B.d.A. JUJ~! = U annehmen, da U in P~1(Ds)
zu U1, nach Satz 8.4.(ii)(b) aber nicht zu V*! und (UV)*! konjugiert ist.

P~YDy) wird von U,V mit U2 = —1 und VUV ! = U~! erzeugt. O.B.d.A. nehmen
wir U € P71(Ch) mit k(U) N9 = o[U] und V € P~1(CY) mit k(V) NN = o[V] an.
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Sei D C PT(9M) eine maximalendliche 2-Diedergruppe mit C, C Dj. Wir zeigen,
dass es eine 2-Diedergruppe D) mit Co C D), gibt, die PT'(91)-konjugiert zu DY ist:

P~YDY) wird von U, V' mit V'UV'~1 = U~! erzeugt. Dann ist V=1V’ € o[U].

Sei V! = V(a + bU) mit a,b € 0. Aus a® + b> = 1 folgt a — b ¢ moz. Wir kénnen V'
durch UV’ = V(b—al) ersetzen, 0.B.d.A. also b € w0, annehmen. Sei a = a+a/iVd,
b= f+F'iVdmit a,d, 3,5 € Z. Dann ist a® —do/?>+5%2—df”? = 1 und aa/+ 66 = 0.
Falls d =2 (mod 4), ist 8 =0 (mod 2). Falls d =1 (mod 4), ist § = ' (mod 2). In
jedem Fall folgt @ — 1 =a’ =0 (mod 2). Falls d = 2 (mod 4), ist d3"”? =0 (mod 4),
also ' =0 (mod 2). Falls d =1 (mod 4), ist 5= =5 =0 (mod 2).

Dabher gilt € := ((a+1)+bU +(a—1)V —=bUV)/2 € M. Aus N(e) = 1 folgt ¢ € I'(M).
Weiter gilt eUe ! = U(a+bUV) und €V'e !t = V(a +bUV), sowie eUV'e L =UV.
Sei Dy C PT'(M) die von P(eUe ') und P(eV'e™1) erzeugte 2-Diedergruppe.

Fiir C§ C DY verlauft der Beweis analog zum Fall C5 C Dj.

O

Satz 8.5. Sei d € N quadratfrei, sei d # 3, und sei k = Q(iv/d).

Seien M eine k-Quaternionenalgebra und MM eine M -Mazimalordnung. Sei D3 C PT'(9)
eine 3-Diedergruppe, und sei C3 C D3 deren Untergruppe der Ordnung 3. Dann gibt es
eine 3-Diedergruppe Dy C PT(OM) mit C3 C Dj, die nicht PT(9M)-konjugiert zu D3 ist.
Jede 3-Diedergruppe Dy C PT'(9M) mit C3 C DY ist PT(M)-konjugiert zu D3 oder zu Dj.

Bemerkung: Falls d = 3, ist p(D3, ) = 1 und M = Ms(o0), siehe die Sétze 7.5, 6.7.
Dann ist C3 also bis auf PT'(9t)-Konjugation nur in einer 3-Diedergruppe enthalten.

Beweis. wie Abschnitt (a) im Beweis von Satz 8.3, wenn wir dort Dy, Ca, U2 = —1,d # 1
durch D3, C3, U3 = —1,d # 3 ersetzen, sowie die Zwischenbemerkung wie folgt ersetzen:
Zwischenbemerkung: Wir kénnen 0.B.d.A. JUJ ! = U annehmen, da die beiden Ele-
mente X = U*! € P~1(D3) \ 0% mit X? = —1 in P~!(D3) zueinander konjugiert sind.

O

Satz 8.6. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d).

Seien M eine k-Quaternionenalgebra und M eine M -Mazimalordnung.

Fiir m = 3 oder m = 2 bezeichne X}, (M) die Anzahl der PT'(9)-Konjugationsklassen
von Gruppen der Ordnung m, die in einer m-Diedergruppe D, C PT(ON) enthalten sind.
Dann ist 2X5(9N) = (D3, M) fir d # 3, und 2X5(ON) = pw(T, M) + 3u(De, M) fir d # 1.

Bemerkung: X, (9) entspricht der in [5, § 15| definierten Bezeichnung A5 (90%).
Satz 8.6 geht schon aus [5, Sdtze 20.39 und 26.12, Tabellen 20.40 und 26.13| hervor.
Erstmals explizit formuliert und auf andere Art bewiesen wurde er in [8, Corollary 23].

Beweis. Fiir d # 3 geht die Behauptung 2X5(9) = (D3, M) direkt aus Satz 8.5 hervor.
Sei nun zunichst d = 2 (mod 4), und es gebe x,y € Z mit 22 — dy?> = 2. Dann gibt
es zu jeder Tetraedergruppe 7 C PT'(9) eine 2-Diedergruppe Dy C PT'(M) und zu
jeder 2-Diedergruppe Dy C PT'(9M) eine Tetraedergruppe 7 C PT'(9M), so dass T N Dy
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die Ordnung 2 hat. 7 und D, sind bis auf PT'(9%)-Konjugation durch 7 N Dy eindeutig

bestimmt, und 7 U Dy enthilt bis auf PT'(9)-Konjugation genau zwei Gruppen der

Ordnung 2, sieche Satz 8.3.(1) und 8.4.(i)(b)-(d).

Sei schlieflich d # 1, und sei d # 2 (mod 4), oder fiir alle z,y € Z sei 2% — dy? # 2.

Der Durchschnitt 7 N Dy einer Tetraedergruppe 7 C PT'(9) und einer 2-Diedergruppe

Dy C PT(OM) ist dann stets trivial, siehe Satz 8.3.(ii) oder 8.4.(ii)(a). Die Behauptung

folgt fiir Tetraedergruppen mit Satz 8.3.(ii) und fiir 2-Diedergruppen mit 8.4.(ii)(b)-(d).
]

9 Eichler-Ordnungen und Kongruenz-Untergruppen

Definition 9.1. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d) mit Hauptordnung o.
Seien M eine k-Quaternionenalgebra, € eine M -Ordnung, und ¢ # o ein ganzes o-Ideal.

(i) Wir nennen € eine M-FEichler-Ordnung, wenn es M-Mazimalordnungen 9 # 9
gibt mit € = M N M. Dann sei n(€) := N(MMM')~L.

cecl

b

(i1) SeiTo(c) := { < d’) € SLy(o)
b

Sei Ty (c) := { < d’) eTlo(0)| (a—1) € c}.
Sei IT'(c) := { <CCL 5,) eli(o)|be c}.

Wir bezeichnen PT'g(c), PT'1(¢) und PT'(c) als Bianchi-Kongruenzuntergruppen.

o 8 o <

Bemerkung: n(€) ist wohldefiniert, mit Ngps(n(€)) = A(€), siche Lemma 2.5 und 5.4.(i).

Satz 9.2. Sei d € N quadratfrei, und sei k = @(Z\/E) mit Hauptordnung o.
Sei M eine k-Quaternionenalgebra, und seien M # M’ zwei M -Mazimalordnungen.
Dann gilt fiir die M -Eichler-Ordnung € = M NN :

(i) PT(€) enthdlt genau dann eine Tetraedergruppe, wenn
d =3 (mod 8) ist, n(€) = 20 ist, und PT'(IMN) eine Tetraedergruppe enthilt.

(11) PT(€&) enthdlt genau dann eine 3-Diedergruppe, wenn
d =1 (mod 3) ist, n(€) = 3o ist, und PI'(M) eine 3-Diedergruppe enthdlt.

(111) PT(€&) enthdlt genau dann eine mazimalendliche 2-Diedergruppe, wenn
d # 3 (mod 4) ist, n(€) = 20 oder n(€&)? = 20 ist,
und PT(OM) oder PT (M) eine mazimalendliche 2-Diedergruppe enthilt.

In allen drei Fdllen gilt M = My (k).

Beweis.
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(i) Sei T C PT'(€) Tetraedergruppe. Dann ist 7 C PI'(9) und §(7) C M, und F(T)
ist genau an den Stellen 2 und oo verzweigt. Sei p € N Primzahl. Falls p # 2 ist
oder p = 2 in k zerlegt oder verzweigt ist, ist 9, die einzige M,-Maximalordnung
mit §(7), C M, siche die Lemmata 4.6 und 4.5.(i). Nach Lemma 4.5.(ii) gibt es
also genau dann eine M-Maximalordnung 9" # 9 mit F(7) C M, wenn p = 2 in
k trige, also d = 3 (mod 8) ist. Dann ist € := M NIM” eine M-Eichler-Ordnung
mit 7 C PI'(¢') und n(¢’) = 20. Mit Lemma 4.5.(ii) folgt 9" = 9" und ¢ = €.

Sei umgekehrt 7 C PI'(9) Tetraedergruppe, sei d = 3 (mod 8) und n(€&) = 2o.
Wie eben gezeigt, gibt es eine M-Maximalordnung 91” # 91 und eine M-Eichler-
Ordnung & = M N M’ mit F(7) C ¢ und n(¢) = NOM’)~! = 20. Aus
N(OOM')~! = 20 folgt mit Satz 5.5, dass es ein A € T'(9) gibt mit AM” A~ = 9.
Dann ist 7' = P(AP~}(T)A™!) Tetraedergruppe mit 7’ C PT(€).

(ii) analog zum Beweis von (i), mit p = 3 anstelle von p = 2.

(ili) Sei Dy C PTI'(€) eine maximalendliche 2-Dieder-Untergruppe. Dann ist Dy maximal-
endliche Untergruppe von PT'(9) oder PT'(M'). Nach Satz 6.6 gilt d # 3 (mod 4).
Daher ist p = 2 in k verzweigt. Sei 20 = p2, und sei 7 € 0, ein Primelement.

Sei T die Tetraedergruppe mit Dy C 7. Nach Satz 4.8 gibt es genau eine M-Maxi-
malordnung M mit F(7) C 91 und drei M-Maximalordnungen 0N(r), r € {1,2, 3},
mit §(D2) = F(D2) NN(r). Daher ist € = NNN(r) oder & = N(r) NN(r'), r # /.
Fiir W € P~}(T) der Ordnung 6 gilt W ¢ 91(r). Aber aus den Beweisdaten von
Lemma 8.1 folgt 7WW € M(r),, und Konjugation mit #W vertauscht zyklisch die
M-Ordnungen N(r),. Mit Lemma 2.3 folgt N (9(r),MN(r')y) "t = N(7W)o, = 720y
fiir 7 # 1/, also n(M(r) NN(r')) = p? = 20. Nach Satz 5.7.(iii) und Lemma 6.3.(ii)
gilt AMNN(r)) = AF(D2)) = 2, und mit Lemma 5.4.(i) folgt n(M N N(r)) = p.
Sei umgekehrt 0.B.d.A. Dy C PT'(9M) eine maximalendliche 2-Dieder-Untergruppe,
d # 3 (mod 4) mit 20 = p?, und n(€) = 20 oder n(€) = p. Sei T die Tetraeder-
gruppe mit Dy C T, sei N die M-Maximalordnung mit §(7) C 9, und seien N(r),
r € {1,2,3} die drei M-Maximalordnungen mit §(D2) = F(D2) NN (r).

Nach Voraussetzung ist 0 = N(r) fiir ein r € {1,2,3}. Falls n(€) = 20 ist, gilt
NEOMN(')) L = NOWOW) ! fiir ' # r. Falls n(€) = p, gilt N(ON) = N(MM').
Nach Satz 5.5 gibt es also ein A € T'(9) mit AN(r")A~! = I bzw. ANA~L = M.
Dann ist Dy = P(AP~1(Dy)A~1) C PT(€) eine maximalendliche 2-Diedergruppe.

Zum Beweis, dass M in allen drei Fallen zerfallt, siehe die Sétze 6.4 und 6.6.
O

Satz 9.3. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d) mit Hauptordnung o. Sei ¢ # o ein
ganzes o-Ideal. Dann ist Ey(c) := (Z Z) eine My(k)-FEichler-Ordnung mit n(€y(c)) = c.
Nach Definition ist To(c) = T'(€y(c)), und damit gilt:
(i) PTy(c) enthdlt genau dann eine Tetraedergruppe, wenn d = 3 (mod 8) ist
und ¢ = 20 ist und p =1 oder p = 3 (mod 8) fir alle Primteiler p von d gilt.
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(i) PTo(c) enthdlt genau dann eine 3-Diedergruppe,
wenn ¢ = 30 ist und p =1 (mod 3) fiir alle Primteiler p von d gilt.

(111) PTo(c) enthdilt genau dann eine maximalendliche 2-Diedergruppe,
wenn d Z 3 (mod 4) ist und eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(a) ¢ =20 und p=1 (mod 4) fiir alle Primteiler p # 2 von d.
(b) ¢ =20 und n # 7 (mod 8) fiir alle Teiler n € N von d.

—1
Beweis. Seien 91 := <0 0>, m = <0 ¢ ) und € :=MNM' = &(c) = <0 0),
0o 0 ¢ o0 ¢ o0

Es gilt n(€) = N(OMM')~! = ¢, siehe Lemma 2.3.(i) und (ii).

(i) folgt mit Satz 9.2.(i) und Satz 6.8.(ii).
(ii) folgt mit Satz 9.2.(ii) und Satz 6.8.(i).

(iii) folgt mit Satz 9.2.(iii) und Satz 6.8.(iii).

(a) 99t und M sind isomorph zueinander.

(b) Nach Satz 6.7.(iii), (ii) mit Lemma 5.4.(1) und Satz 6.8.(ii) enthélt PT'(91)
maximalendliche 2-Diedergruppen genau dann, wenn PT'(90t) Tetraedergruppen
enthélt, also p =1 oder p = 3 (mod 8) fiir alle Primteiler p # 2 von d gilt.
Die Oder-Verkniipfung der Bedingungen fiir 9t und 9 liefert die Behauptung.

O

Satz 9.4. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d) mit Hauptordnung o. Sei ¢ # o ein
ganzes o-Ideal. Dann ist €(c) := <: ;> eine Mo (k)-Eichler-Ordnung mit n(&(c)) = ¢2.

PT'(&(c)), PT'y(c) und PT(c) enthalten weder Tetraeder- noch 3-Diedergruppen.
Wenn PI'(€(c)) oder PT'i(c) oder PT(c) eine 2-Diedergruppe enthdlt, dann ist

d # 3 (mod 4) und ¢ = 20, sowie I'1(c) = To(c) und T'(c) = T(&(c)).

Weiter gilt dann: PT(¢) enthdlt genau dann eine mazimalendliche 2-Diedergruppe,
wenn p =1 oder p =3 (mod 8) fiir alle Primteiler p # 2 von d gilt.

-1
Beweis. Seien I := ( 31 C>’ m' = (0 ¢ > und € := MNM' = &(c) = (0 c>'
¢ 0 ¢ 0 [V

Es gilt n(&) = N(OO')~! = ¢2, siehe Lemma 2.3.(i) und (i), und T'(c) = ' (c)NT(&(c)).
Enthélt PT'(€(c)) eine Tetraeder- oder 3-Diedergruppe, dann ist 2 bzw. 3 nach Satz 9.2
triage in k, also ist n(&(c)) = 20 bzw. n(€&(c)) = 30 kein Quadrat, Widerspruch.

Enthélt PT'i(c) eine Tetraeder- oder 3-Diedergruppe, dann gibt es A € P~1(PT(c)) mit
S(A) =0 und B € P~Y(PT4(c)) mit S(B) = 1. Fiir X € P~}(PI'1(c)) gilt £X € T'y(c),
also (S(X) +2) € c. Daher gilt (S(A) £2) € ¢, also 2 € ¢, sowie (S(B) +2) =3 € ¢ oder
(S(B) —2) =1 € c¢. Damit folgt 3 —2 =1 € ¢, also ¢ = 0, Widerspruch.

Enthélt PT'(€(c)) eine 2-Diedergruppe, dann folgt mit Satz 9.2.(iii), dass d # 3 (mod 4)
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gilt, und dass n(€) = ¢? = 20 ist.
Enthélt PT'(c) eine 2-Diedergruppe, dann folgt mit I'; (¢) C T'g(c) und Satz 9.3.(iii), dass
d # 3 (mod 4) und ¢ = 20 oder ¢ = 20 gilt. Wir fiihren die Annahme ¢ = 20 zum Wider-
spruch. Sei also Dy C PT'1(20) eine 2-Diedergruppe, und sei 20 = p2. Wegen —1 € I'1(20)
/ /
wird P~1(Dy) erzeugt von U = <1 ;CQG _1b_2a> und V- = <1 -12‘0?@ —162a’>
mit UV = —VU und a,b,c,a’,t/,¢ € o. Es gilt 1 = N(U) = —(1 + 2a)? — 2bc, also
2a(1+4a) +bc+1=0. Daher gilt b & p und b’ & p, wegen [0 : p] = 2 also (b— V) € p.
Weiter gilt 2 = N(U ~V) = —4(a—a')? —2(b—V')(c— ), also (b—b) € p, Widerspruch.
. a b
Fir X = <c d
[0:p] =2also (a—1) € p=rc Alsoist I'g(c) = T';(c), und genauso I'(&(c)) = I'(¢).
Weiter gilt dann nach Satz 6.7.(iii), (ii) mit Lemma 5.4.(i) und Satz 6.8.(ii): Genau dann
enthalten PT'(M) und PT'(M) eine maximalendliche 2-Diedergruppe, wenn PT'(Ma(0))
eine Tetraedergruppe enthélt, also p = 1 oder p = 3 (mod 8) fiir alle Primteiler p # 2
von d gilt. Die letzte Aussage von Satz 9.4 folgt nun mit Satz 9.2.(iii).

) € To(c) = To(p) gilt ¢ € p und ad’ — be = 1, also ad’ ¢ p, wegen

O

Lemma 9.5. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(ir/d) mit Hauptordnung o.
Seien D die Diskriminante von k und t die Anzahl der verschiedenen Primteiler von D.
Sei M eine k-Quaternionenalgebra, und sei € eine M -Fichler-Ordnung. Dann gilt:

(i) Wenn PT(€) eine Tetraedergruppe enthilt, dann gilt [A(€) : Z(€)] = 2¢.
(ii) Wenn PT(€) eine 3-Diedergruppe enthilt, dann gilt [A(€) : Z(€)] = 2°.
(i1i) Wenn PT'(€)

(a) [A(€) : Z(€)] = 2,

falls n(€) = 20 ist oder p = +1 (mod 8) fiir alle Primteiler p # 2 von d gilt
(b) [A(€) : Z(€)] =21,

falls n(&)? = 20 ist und p = £3 (mod 8) fiir einen Primteiler p von d gilt

eine maximalendliche 2-Diedergruppe enthdlt, dann gilt:

Beweis. Seien M # M’ die beiden M-Maximalordnungen mit & = 9t NNV,

(Da 9,9 in allen Féllen nur an einer Stelle von & unterschiedlich sind, sind sie nach
Lemma 2.5 durch die Vorschrift € =: MMM bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt.)
Die Inklusion A(O) NA(M') — A(DM) induziert nach Satz 5.5 eine surjektive Abbildung
AON)NAON) — A(ON)/Z(9N) mit Kern Z(OM)NA(IN'). Sei j € Z(M)NA(M'). Dann gibt
esein J € MM mit j(A) = JAJ ! fiir alle A € M und mit JOVJ L = 9. Aus N(J) € 0
folgt mit [6, Lemma 6.7.5], dass JO = 9M'J = M, also dass J € M und j € Z(N).
Mit Lemma 7.2 folgt [(A(9) NAN)) : (Z(OM) NZ(M))] = [A(DN) : Z(M)] = 2L
Fiir j € A(€) ist entweder j(91) = M und j(M') = M’ oder j (M) = M’ und j(M') = M.
Nach Satz 9.2 gilt M = My (k). Sind 99, M isomorph zueinander, so gibt es nach Lemma
5.6 ein j € A(€), das M mit M’ vertauscht. Dann ist [A(DTNIN) : (ADN)NADN))] = 2
und wegen Z(M N M) NAIN) NAON) = Z(9) NZ(M) folgt daraus
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[A(E) : Z(€)] = [AMN ) : Z(MNM')] = 2[(AM) NA@N)) : (Z(M) NZ(M))] = 2".
Sind 9, M’ nicht isomorph zueinander, so gilt fiir alle j € A(€ ) stets 7(O) = M und
J(ON) = M. Daraus folgt dann entsprechend [A(€) : Z(€)] = 2!~

Nach Satz 9.2 und Lemma 5.4.(iii) sind 9%, 9 nur dann und genau dann nicht isomorph,
2,—d
wenn A(OMNM') = Ngps(n(€)) = 2 ist und es eine Stelle p von Q gibt mit < : > = -1
p

Man iiberzeugt sich leicht, dass dies genau dem Fall (iiib) von Lemma 9.5 entspricht.

O

Lemma 9.6. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d) mit Hauptordnung o.
Seien D die Diskriminante von k und t die Anzahl der verschiedenen Primteiler von D.
Sei M eine k-Quaternionenalgebra, und sei € eine M -Fichler-Ordnung. Dann gilt:

(i) Sei T C PT(€) eine Tetraedergruppe. Dann ist B(F(T), €) = [A(€) : Z(€)].
(i) Sei D3 C PT(€) eine 3-Diedergruppe. Dann ist B(F(Ds3), €) = [A(€) : Z(€)].

(11i) Sei Dy C PT'(€) eine mazimalendliche 2-Diedergruppe.
Dann ist B(F(Ds), €) = 3[A(€) : Z(€)].

Bewezs.

(i) Es gibt genau zwei M-Maximalordnungen 9t # O mit F(7) C M und F(7) C N’
Also ist € =M N M die einzige M-Eichler-Ordnung mit F(7) C €.
Eine Einbettung §(7) < ¢ induziert daher einen Automorphismus von €.
Und umgekehrt induziert ein Automorphismus von € eine Einbettung §(7) < €.
Zwei Einbettungen sind genau dann ¢*-konjugiert, wenn sich die zugeordneten
Automorphismen durch einen inneren Automorphismus unterscheiden.

(ii) analog zum Beweis von (i).

(iii) Sei T die Tetraedergruppe mit Dy C T, und sei W € P~Y(T) ein Element der
Ordnung 6. Es gibt genau eine M-Maximalordnung 9 mit §(7) C 91 und genau
drei M-Maximalordnungen N(r), r € {1,2,3}, mit F(D2) = F(D2) NMN(r). Dann
gibt es genau drei M-Eichler-Ordnungen &(r), r € {1,2,3}, mit Dy C PT'(&(r))
und n(€(r)) = n(€). Konjugation mit W vertauscht diese Ordnungen zyklisch. Der
Beweis von B(§(Ds3), €) = 3[A(€) : Z(€)] erfolgt wie der Beweis von Satz 7.3.(ii).

O

Satz 9.7. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d) mit Hauptordnung o.
Seien D die Diskriminante von k und t die Anzahl der verschiedenen Primteiler von D.
Sei M eine k-Quaternionenalgebra, und sei € eine M -Fichler-Ordnung. Dann gilt:

(i) Sei T C PT(€) eine Tetraedergruppe. Dann ist u(T,€) = 2.

(ii) Sei D3 C PT(€) eine 3-Diedergruppe. Dann ist u(Ds, €) = 2L
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(11i) Sei Dy C PT'(€) eine mazimalendliche 2-Diedergruppe. Dann ist

(a) p(De, €) =21,
falls n(€) = 20 ist oder p = +1 (mod 8) fiir alle Primteiler p # 2 von d gilt

(b) (Ds,€) =21,
falls n(&)? = 20 ist und p = £3 (mod 8) fiir einen Primteiler p von d gilt

Beweis. Sei G C PT'(€) nichtzyklische maximalendliche Untergruppe. Nach Lemma
7.4.(i) ist p(G, €) = B1(5(G), ®)[A(F(G)) : Z(F(G))]~!. Der Beweis fiir Maximalordnun-
gen von |6, Theorem 11.6.1] kann problemlos auf Eichler-Ordnungen iibertragen werden.
Also gilt N(€*) = 0*. Wie im Beweis von 7.3.(iii) folgt B1(F(G), €) = 2B(F(G), €). Die
Behauptungen des Satzes folgen nun durch Kombination der Lemmata 9.6, 9.5, 7.4.(ii).

O

Satz 9.8. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d).

Sei M eine k-Quaternionenalgebra, und sei € eine M -Fichler-Ordnung.

Sei T C PI'(€) eine Tetraedergruppe. Je zwei Untergruppen von T der Ordnung 2 sind
zueinander PT(€)-konjugiert. Sei Co C T eine Untergruppe der Ordnung 2. Dann gibt
es eine Tetraedergruppe T' C PT(€) mit Co C T', die nicht PT(€)-konjugiert zu T ist.
Jede Tetraedergruppe T" C PT(€) mit Co C T ist PT(€&)-konjugiert zu T oder zu T.

Beweis. Nach Satz 9.2 gibt es in PI'(€) keine maximalendlichen 2-Diedergruppen.
Der Beweis erfolgt dann wie der Beweis von Satz 8.3, mit € anstelle von 9.

Satz 9.9. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d).

Sei M eine k-Quaternionenalgebra, und sei € eine M -Fichler-Ordnung.

Sei D3 C PT'(€) eine 3-Diedergruppe und Cs C D3 die Untergruppe der Ordnung 3. Dann
gibt es eine 3-Diedergruppe Dy C PT(€) mit C3 C D4, die nicht PT(€)-konjugiert zu Ds
ist. Jede 3-Diedergruppe Dy C PT'(€) mit C3 C DY ist PT(€)-konjugiert zu D3 oder Dj.

Beweis. wie der Beweis von Satz 8.5, mit & anstelle von 9t

O

Satz 9.10. Sei d € N quadratfrei, sei d # 1, und sei k = Q(iv/d) mit Hauptordnung o.
Sei M eine k-Quaternionenalgebra, und sei € eine M -Fichler-Ordnung.
Sei Dy C PI'(€) eine mazimalendliche 2-Diedergruppe.

(i) Sein(€) =20, oder sei d # 2 (mod 4), oder fiir alle x,y € 7 sei x* — dy* # 2.
(a) Seien Co,Ch,CY C Dy die drei Untergruppen der Ordnung 2.

Dann sind Ca, Ch und C§ paarweise nicht zueinander PT(€)-konjugiert.

(b) Es gibt eine 2-Diedergruppe Dy C PT(€) mit Co C D),
die nicht PT'(€&)-kongjugiert zu Dy ist.

(¢) Jede 2-Diedergruppe Dy C PT'(€) mit Co C DY, C, C DY oder C§ C DY
ist PT(€)-konjugiert zu Dy oder zu Dj.
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(ii) Sein(€)% =20, sei d =2 (mod 4), und es gebe x,y € Z mit 2% — dy? = 2.
Dann gilt p = £1 (mod 8) fir alle Primteiler p # 2 von d, und weiter gilt dann:

(a) Es gibt eine Untergruppe Co C Do der Ordnung 2 und eine 2-Diedergruppe
D}, C PT(€) mit Co C D), die nicht PT(&)-konjugiert zu Dy ist.

(b) Seien Ch,CY C Dy die beiden anderen Untergruppen der Ordnung 2.
Dann sind Cy und C§ nicht zu Co, aber zueinander PT'(&)-konjugiert.

(¢) Jede 2-Diedergruppe D5 C PT'(€) mit Co C Dy
ist PT(€)-konjugiert zu Dy oder zu Dj.

(d) Jede 2-Diedergruppe Dy C PT(€) mit C, C DY oder C§ C DY
ist PT(&)-konjugiert zu Dy.

Beweis. Seien 9, M’ die M-Maximalordnungen mit € = MM N M, sei Dy C PT(M)
maximalendliche Untergruppe, 7 C PI'(M) Tetraedergruppe mit Dy C T, und 20 = p.

(i) (a) Nach Satz 8.4.(ii)(b) sind Cq, C, und C} paarweise nicht PT'(9)-konjugiert, also
erst recht nicht PT'(&)-konjugiert.

(b) Der Beweis erfolgt wie im Abschnitt (a) des Beweises von Satz 8.3, mit &
anstelle von 91, wenn wir dort die Zwischenbemerkung wie folgt ersetzen:
Zwischenbemerkung: Wir kénnen JUJ ™! = U annehmen,, da U in P~1(Dy)
zu U1, nach Satz 9.10.(i)(a) aber nicht zu V*! und (UV)*! konjugiert ist.

(c) Fiir Co C DY ist der Beweis bereits im Beweis von (b) enthalten.
Fir C) C Dj oder C§ C DY erfolgt der Beweis analog zum Abschnitt (d) des
Beweises von Satz 8.4, mit € anstelle von 1.

(ii) Seip # 2 ein Primteiler von d. Dann gilt 2 = 2 (mod p). Die Behauptung folgt nun
sofort mit dem zweiten Ergénzungssatz zum quadratischen Reziprozititsgesetz.

(a) Nach Satz 8.4.(i)(a) gibt es eine Untergruppe Co C Dy der Ordnung 2 und
eine Tetraedergruppe 7' C PL'(9M) mit Co C T'. Sei D) die 2-Diedergruppe
mit Dy C T'. Wegen N(OM')~1 = p ist MM’ eine M-Maximalordnung mit
D, C PT(9) N PT(M), und natiirlich ist D) nicht PT'(€)-konjugiert zu Da,

(b) Nach Satz 8.4.(i)(a) ist die Zuordnung Dy — Cy eindeutig. Daher sind C} und
CY nicht PT'(90)-konjugiert zu Ca, also erst recht nicht PT'(€)-konjugiert zu Cs.
Andererseits sind C} und C zueinander PT'(9)-konjugiert. Es geniigt nun zu
zeigen, dass fiir das im ersten Absatz von Beweisabschnitt (b) zu Satz 8.4
konstruierte ¢ € T'(9N) auch € € M’ gilt. Wieder wegen N (MM )~ = p gilt
T C PT'(9V), und nach Lemma 8.1 gilt daher (K(UV)NIM' )y = 02[(1+UV) /7).

(c) Der Beweis erfolgt wie im zweiten Teil des Beweisabschnitts (a) zu Satz 8.3, mit
€ anstelle von 91, wenn wir dort die Zwischenbemerkung wie folgt ersetzen:
Zwischenbemerkung: Wir kénnen JUJ ™! = U annehmen,, da U in P~1(Dy)
zu U1, nach Satz 9.10.(ii)(b) aber nicht zu V*! und (UV)*! konjugiert ist.
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(d) Wie im Beweisabschnitt (d) zu Satz 8.4 folgt, dass D) in PT'(€&) zu Dy oder D)
konjugiert ist. Nach Satz 8.4.(i)(d) ist Dy in PT(9M) nicht zu D) konjugiert,
also auch in PT'(€) nicht zu D), konjugiert. Damit folgt die Behauptung.

O
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