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Résumé. En partant des idées de Rosenbloom [7] et Hayman [5], Luis Bdez-Duarte donne dans [1] une
preuve probabiliste de la formule asymptotique de Hardy-Ramanujan pour les partitions d’un entier. Le
principe général de la méthode repose sur la convergence en loi d’une famille de variables aléatoires vers la
loi normale. Dans notre travail nous démontrons un théoréme de type Liapounov (Chung [2]) qui justifie
cette convergence. L’obtention de formules asymptotiques simples nécessite une condition dite Gaussienne
forte énoncée par Luis Baez-Duarte, que nous démontrons dans une situation permettant d’obtenir une
formule asymptotique classique pour les partitions d’un entier en entiers distincts (Erdos-Lehner [4],
Ingham [6]).

Abstract. Following the ideas of Rosenbloom [7] and Hayman [5], Luis Bdez-Duarte gives in [1] a probabi-
listic proof of Hardy-Ramanujan’s asymptotic formula for the partitions of an integer. The main principle
of the method relies on the convergence in law of a family of random variables to a gaussian variable.
In our work we prove a theorem of the Liapounov type (Chung [2]) that justifies this convergence. To
obtain simple asymptotic formulee a condition of the so-called strong Gaussian type defined by Luis
Béez-Duarte is required ; we demonstrate this in a situation that make it possible to obtain a classical
asymptotic formula for the partitions of an integer with distinct parts (Erdés-Lehner [4], Ingham [6]).

1 Introduction

Notation.

On désigne par O1(D(0, 1)) lensemble des fonctions f analytiques de rayon de convergence 1 telles que
f(t) =3_,50ant™ avec a, réels positifs non tous nuls. En particulier on a f(t) > 0 pour tout ¢ € ]0, 1.
Définition.

Soit f € O4(D(0,1)) : pour tout ¢t € ]0,1[ on définit la mesure discrete sur R

an,t"
pe(f) = n%;) mén

On associe & cette mesure une variable aléatoire X; définie sur I’espace probabilisé Q2 =)0, 1], & valeurs

dans N, telle que
a,t"

f(t)
le but étant de démontrer des résultats sur le comportement asymptotique des a,, en utilisant des méthodes
probabilistes (voir Rosenbloom [7] qui attribue cette idée & Khinchin).

P(Xt:n):

Moments et fonction caractéristique.
Les séries Y, <, n*a,t" étant aussi convergentes dans le disque D(0,1), on en déduit que X; possede un
moment d’ordre k pour tout k > 1. En particulier pour k = 1 on a, pour tout ¢ € ]0, 1] :

_ ant” _ f/(t)
B = 2 n 5 =V

On pose m(t) = E(X;), 0 <t < 1; la fonction m est continue sur |0, 1].



La fonction caractéristique ox, (ou ¢, (f)) de X; est donnée par

_ B(eitXey N gino Wt f (te”)

Les coefficients du développement de Taylor de f sont liés a la fonction caractéristique ¢x, par

an f(t) /ﬂ- ©x, (G)e—inGdG

- 2mtn

—T

pour tout ¢ € ]0,1[.

(1.1)



Normalisation.
Soit o(t) = \/Var(X:) et considérons la variable aléatoire centrée réduite

Z, - X —m(t)
a(t)
On a - -
pz.(x) = e ox ()
donc en posant § = 2 dans la formule (1.1) donnant a,,, on obtient pour tout ¢ € 10, 1]

o(t)

f(t mo(t) o
= % o 0z, (x)e'7® MO~ gg

Supposons qu’il existe une suite t,, — 1 telle que

m(t,) = n pour tout n

f(tn) /ﬂ'a(tn)
Ap = ——F—~ SDZ'” x d:L'
21 (tn) (tn)™ —ro(tn) i (T)

alors on a

Comportement asymptotique des a,, lorsque n — +oo

On suppose que la fonction m est continue, strictement croissante et qu’elle tend vers +oo lorsque ¢ tend
vers 1. Soit (¢,) une suite dans |0, 1] tendant vers 1 et telle que

m(t,) =n pour tout n

et
o(tn) = 400

) /”“>
Ap = 27T0'(tn)(tn)n 77ro-(tn) SDZt,n (-T)d.%'

Supposons en outre que 'on ait la convergence en loi de Z; vers une variable aléatoire Z de loi N(0,1)
quand t — 1, ce qui veut dire que

On a alors

_z2
2

vz, () = pz(x) =€ pour tout z € R,

alors on peut espérer un résultat du type (voir Hayman [5])

f(tn) /+°° 2 f(tn)

—x—
e 2dr =

T 2w () ()" e V270 (tn) (tn)"

Pour que la formule ci-dessus donne un équivalent sous une forme analytique simple, il faudrait pouvoir
résoudre explicitement ’équation
m(ty) = n.

Quand ceci n’est pas possible, la stratégie consiste alors & utiliser un équivalent de la fonction t — m(t)
lorsque t — 1.
Soient m et o1 des équivalents de m et o respectivement lorsque ¢t — 1 :



Soit alors (7,,) une suite dans |0, 1] tendant vers 1 et telle que pour tout n
mi(m,) =n

Xt — ma (t)

. On a comme précédemment
o1(t)

o1(Tn)m )
an f(Tn) / E(esz,l_n )dZE

B 27“71 (Tn)T'r? —o1(Tn)7

Posons Z} =

Sous I'hypothese
m(7n) —mi(rn)

— 0 quand 7,, — 1
o1(Tn)

et la condition de convergence forte énoncée par Béez-Duarte dans [1] :
o(Tn)m
/G’(Tn)ﬂ'

QAp N

vz, (x) — e 2| dx — 0

on peut alors obtenir

f(rn)
\/%01 (Tn ) (Tn )"

On va appliquer la méthode que I'on vient de décrire a la fonction

f2) =2 an)z"
ol g(n) est le nombre de partitions restreintes de n, c’est-a-dire le nombre des décompositions
n=ny + -+ np

en entiers strictement positifs différents les uns des autres afin d’obtenir la formule asymptotique des

partitions restreintes :
n/n
1 eVvs
q(n) ~ 4 31/47,3/4

(voir par exemple Erdés [4] ou Ingham [6]).

2 Variable associée a un produit infini

2.1 Mesure associée a un produit
Lemme 2.1 Soient f; et fo deux fonctions dans O,(D(0,1)), alors le produit f;f> est dans
04(D(0,1)) et
pe(frf2) = pe(f1) = pe(f2)
Plus généralement, soient f1, f5,... des fonctions dans O, (D(0, 1)), alors le produit f;...f, est
dans O, (D(0,1)) :
pre(freefn) = pe(fr) * - pe(f)

Démonstration
Solent fi(t) = > ,50ant™ et f2(t) = 32,50 bnt", on a

Ji(t) fa(t) = Zantn Z bpt" = Z Z apbit"

n>0 n>0 n>0 k+l=n



donc

. ZkJrl n QrbIt" aktkbltl
ut(flfz)—g%—fl( PYAD) %:k OIAD )5k*5z pe (f1) * pe(f2)
Par récurrence on a pui(fi...fn) = pe(f1) * -k pe(fn).
O

Théoréme 2.2 Soit (f,) une suite de fonctions dans O, (D(0,1)) telle que le produit infini
Hk>1 fr converge uniformément sur tout compact de D(O, 1). Alors la fonction f = Hk>1
est dans O, (D(0,1)) et la suite des mesures p;(f1...fn) = pe(f1) * -+ * p(fn) converge en 101
vers la mesure . (f) lorsque n — 4o0.

Démonstration. Comme le produit infini HZ;'? fx converge uniformément sur tout compact de D(0, 1)

on en déduit que la fonction f = H;; fx est analytique dans D(0, 1).

En outre on a
—+o0 “+o0
= H fu(z) = H E an k2" = E 2" g Any 1ee-Ony p

k>1 k>1n>0 n>0 ni+...4+np=n

Ap = E Gpy1---0ny,p

ni+...+np=n

donc f(z) =), 5o an2" avec

ce qui prouve que f € O4(D(0,1)).
D’autre part, la fonction caractéristique de pe(f1...fn) = pe(f1) * -+ % pue(frn) est égale au produit des
fonctions caractéristiques de chacune des lois

tet® Wt ix
Pruc(fr)e-epe () () = flfg(et) e ffi(et) )

Comme le produit f1(2)...fn(2) tend vers f(z) pour tout z dans D(0,1), on a pour tout ¢ € ]0,1]

R ae)  f(te)

1 DRI f—

n—+oo fi(t) fa(t) f(t)

La suite des fonctions caractéristiques des mesures p:(f1...fn) converge donc simplement vers la fonction

caractéristique de la mesure u:(f) associée & f.
(I

2.2 La série des variables aléatoires associées

Soit (f.) une suite de fonctions dans O4(D(0,1)) telle que le produit infini f = [} fx converge
uniformément sur tout compact de D(0,1). -

Par un théoreme classique, & la suite des mesures de probabilité (u:(f,)) on peut associer une probabilité
sur Pespace produit 2 =]0, 1[N et une suite de variables aléatoires (X,, ;) & valeurs dans N indépendantes
telle que pour tout n > 1 la variable aléatoire X, ; ait pour loi p(fy).

On peut alors affirmer que pour tout n > 1, la mesure p:(f1...fn) est la loi de la somme X ¢+ ... + X, 4.
La convergence de la suite de mesures p;(fi...f,) se traduit donc par la convergence en loi de la série
Yon>1 Xnyt Laloide ) o X, n'est autre que g (f).

D’apres le théoreme de Kolmogorov, si la série

> 0 (Xns) =D Var(Xn, — E(Xny))

n>1 n>1



est convergente, alors la série ) (X, — E(X,)) converge presque siirement sur €. Si 'on suppose
en outre que la série > -, E(X,,) converge alors la série y_ ., X, ; converge presque stirement.
Les X, ; étant positives et indépendantes, on en déduit par le théoréme de Beppo-Levi que

Var(z Xp) = Z Var(Xn,)
n>1 n>1
Sous ces hypotheses on peut alors donner la définition suivante :
Définition.

Soit X; la variable aléatoire définie comme la somme de la série Zn>1 X, dont la loi sera
notée p:(f). On pose -

m(t) = B(X,) = E(Xu.) et oft)= (Var(Xt))1/2 - (Z vmn(Xn,t))l/2

n>1 n>1

2.3 Application a I’étude des coefficients

On se donne une suite de fonctions f, = -, 5 ak.nz"® dans O4 (D(0,1)) telle que le produit infini H;r; fn

converge uniformément sur tout compact de D(0,1). La fonction f = [[/3] f,, est dans O, (D(0,1)) et
I'on peut écrire f(z) =), +,an2™ avec

an = g Gpy 1-+-0nyp

ni+...+np=n

Si les séries Y-, o, E(X,4) et >, <, 0%(Xn,¢) sont convergentes, considérons la variable aléatoire centrée
réduite B -
7, = Zn21 X —m(t)
o(t)

Supposons que Z; converge en loi quand ¢ — 1 vers une variable aléatoire Z de loi N(0,1) et soit (¢,) une
suite tendant vers 1 telle que

m(t,) = n pour tout n.

On a alors

th wo(tn)
Z Uny 1eeOnyp = L/ ¢z, (x)dr

ni+...+np=n 27T0'(tn)(tn)n —70o(tn)
Si o(t,) = +00 quand ¢, — 1 il est plausible que
o(tn)m +o0 +oo 5
lim o, (x)dx = / lim ¢y, (x)dx = / e 2de =\r
tn—1 —o(tn)m —o00 —00

et on en déduirait ainsi la formule asymptotique des coefficients

Z Apy 1elny p ™~ L (2.1)

ni+...+np,=n QWU(tn)(tn)n

Passage par des équivalents.
Nous détaillons ici la méthode de Luis Baez-Duarte [1].



Afin d’établir la formule (2.1) ci-dessus avec o1 a la place de o (et 7, & la place de t,,), il reste & montrer
que

o1(Tn)m .
lim E(e™Zm))dx = /2m.
n—-+oo —o1 (Tn)ﬂ'
On remarque que 'on peut écrire
X —ma(t) o(t)
AR =7 +e(t
CTam Pam Y
ou e(t) = %{gl“) On a alors
o1(Tn)m o o1(tn)m o) .
/ E(ewZTn )dl‘ _ / E(ew G 2 ) ME(T”)dl‘
—o1(Tn)7 —o1(Th)T

(n) o1(r
= o) / - oz, (2)e TR gy

U(Tn) —o ()7

Pour justifier le remplacement par des équivalents on énonce deux hypotheses :

Hypothése 1. Supposons que

m(Tn) — mi (Tn)
o1(mh)

/a('rn)vr
—o(Tn)m
U(Tn)ﬂ— . 01(Tn) ( )

Sous ces deux hypotheses il est facile de montrer que la suite / ¢z, (x)e o) =™ dx converge
—o(Tn)m

=&(mm) > 0 quand 7, — 1

Hypothése 2. Supposons que

¢z, (r)— 6712/2‘ dxr — 0

vers /2.
En effet, on a

—o(Tn)7 —o(Tn)m
/a('rn)vr
- —o ()™

il suffit donc de montrer que

O(In)7 o(Tn)7
1( n) - 01(Tn) 2
‘ (z)ezm E( n)dSC / ezx o (rn) E(Jn)e—m /Qd:c

vz, () — 6_”52/2‘ dx

. o(r)m i) o(7) 2/2
lim e ol SN e T 2 dy = /21T,

Tn—1 —o(Tn)m

Ceci résulte du théoreme de la convergence dominée, car on a

lim e ;(f:)>€(fn)e,z2/2 =% /2

Tn—1

e

et
.01 (Tn)

%5ty €(Tn) = 2/2 <e® 2/2

Résumons ce qui précede dans le théoreme suivant :



Théoréeme 2.3 (Théoréme des équivalents) Soit (f, = Y., -, akn2") une suite de fonctions
dans O, (D(0,1)) telle que le produit infini H:ﬁi fn converge uniformément sur tout compact
de D(0,1). La fonction f = :; » est donc analytique dans D(0,1) et f(z) =3 ., a,2" avec

Ay = g Gpy 1-+-0ny p

ni+...+np=n

Siles séries > ., E(X,) et Y -, 0%(X,,) sont convergentes, considérons la variable aléatoire
centrée réduite -

_ 2wz Xng —m(t)
- a(t)

Supposons que Z; converge en loi quand ¢ — 1 vers une variable aléatoire Z de loi N(0,1)
avec la condition de convergence forte (voir [1]) :

Z

o(t)m
: _ —$2/2 —
}gri i 0z, (z) —e dz =0 (2.2)

Soient m; et o; des équivalents de m et o respectivement lorsque ¢t — 1 :

1
t) ~ o)
Soit une suite (7,) dans |0, 1] convergeant vers 1 et telle que pour tout n on ait :

mi(m) =n

avec
—m(Tn) —m(7n) — 0 quand 7, — 1.
o1(mh)
Alors
Gy o ) (2.3)

V2moq (1n) T

3 Un théoreme de convergence

Nous énongons et démontrons un théoreme du type Liapounov (voir Chung [2] p. 205 sq.) de convergence
vers une loi normale concernant une famille continue de suites infinies de variables aléatoires.

Théoréme 3.1 (Théoréme de convergence) Soit une suite de variables aléatoires positives
(Xnt)n dans L3(Q) telle que pour tout ¢t € ]0,1] :

a) les X,,; sont indépendantes

b) les séries m(t) = 3,5, E(Xns), 02(t) = 3,5y Var(Xne) et Ts(t) = 3,01 E(|Xne — E(Xnt)*)
sont convergentes

Ls(t
c) la fonction ¢ — 3( )3 tend vers 0 quand ¢ — 1
(o(t))
. Var(X,,
d) hmtﬁlsupnx# =0



Alors la série X; = ) ., X,,; est convergente presque siirement et la fonction caractéristique
¢z, de la variable aléatoire

VA Xy —mi(t)
el
est telle que
—z2/2
vz, (r) —e quand ¢ — 1.
Démonstration.
Yy
POSOHS Yn,t = Xn,t — E(Xn,t) on a Zt e %
o

Par I'indépendance des Y, + on voit que la variable aléatoire Z; a pour fonction caractéristique
. Yo t pYn.t
pz2,(0) = B(e">77) = [] B(e")

Ona E(Y,,)=0et E(Y,?,) = =Var(Xn,).

n t
Lemme 3.2 Sous les hypothéses du théoréme (3.1) ci-dessus, on a

) =1 T a0

E(ew

avec 3
10|

WE(|Yn,t|3)

[Ln(0,1)] <
Ce lemme résulte de la formule de Taylor

2 1 2
1— .
e””zl—i—ix—%—i/o (Tu)x?’e“””du

qui nous donne

Yoey2

Yt Yoo O(GH) Y1 —w)? 4 Yoy

RUFO) :1+Z‘9_t*t _ (% *Z'/ ﬂ@g’( )3 oS E0) du
o(t) 0

Comme E(Y,, ;) = 0 on en déduit que

ot 92 In.t\2 1 . ] -
E( Gg(t)) - 1_ (U(t)) —i/ (1 U)QHBE((&)Bewez(t’>)du
0

ou

On a ainsi la majoration

L] _q)2 3
0.0 < 01E((G)?) [ E5 e < s pv )

Ce qui termine la démonstration du lemme.

O



Par I'indépendance des Y, ; la fonction caractéristique ¢z, de la variable aléatoire Z; peut s’écrire

pz,(0) =] (1- ﬁ(—’))2+Ln(6’at)) (3.1)

n>1

2
Pour montrer que ¢z, (8) — e~= quand ¢ — 1 nous allons utiliser le lemme suivant (dont nous donnons
la démonstration dans I’Appendice (voir section 5)) :
Lemme 3.3 Soit (un,:)n>1 une famille de suites complexes indexées par ¢ € |0, 1] telle que

(1) sup,,;>1|tn¢| — 0 quand t — 1.
(n) il existe M >0 et 0 <a <1 tel que ) -, |un: <M pour tout ¢t € |a,1[.
(1) il existe S € C tel que 3 -, un — S quand ¢t — 1.

Alors
: _ S
tim [T (1 +w) = e
n>1

On va appliquer ce lemme & la fonction caractéristique (3.1) en posant

92 On.t
nt(0) = ——(—22)2 + L, (6,t
u 1t( ) 9 (O'(t ) + ( 3 )
Vérifions les trois conditions du lemme :
(z) On a
92 On .t
sup |, (0 < —su + sup L, (0,t
upln(0)] < sup( TR +sup L6,
0? On,t\2 |9|3 3
< —sup(—= )"+ E(Y,
7 S GH) ooy 2 Pl

D’apres les hypotheses ¢) et d) du théoreme cette derniére quantité tend vers 0 quand ¢ — 1.
(1) On a

92 Unt
Do luni® < 5 4> La0.1)

n>1 >1 n>1

92
3 ZE |Y”t|

n>1

IN

Or d’apres ¢) la quantité W Y o>t E(|Yn,t|3) est bornée au voisinage de 1.
(122) On a

Zunﬁt(G):——Z Unt JrZL 0,t) _2+ZL"(9’t)

n>1 n>1 n>1 n>1

et 32,51 Ln(0,t) — 0 quand ¢t — 1 par c).

On a done -, o  unt(0) — 77 quand t — 1 et par le lemme (3.3)

vz, (0) = H(l — %(%)2 + Ln(0,t)) — e %



4 Application aux partitions restreintes

Considérons la fonction définie par le produit infini

—+oo

fe) =TI +=

n>1

Cette fonction est analytique dans D(0,1) car la série Z:g z™ converge uniformément sur tout compact
de D(0,1). On a

f(2)=> qn)z"
ou ¢(n) est le nombre de partitions restreintes de n, c’est-a-dire le nombre des décompositions n =
ny + - -+ ny, en entiers strictement positifs différents les uns des autres.
Le but de ce qui suit est d’appliquer la méthode décrite au début de cet article pour obtenir la formule
asymptotique des partitions restreintes :

w/m
1 evs

q(n) ~ 1 31/4,,3/4

Soit la mesure de probabilité associée & fy,(t) = 1 + ¢

1 t"

ou §y et &, représentent les mesures de Dirac en 0 et n respectivement.

On associe & ces mesures une suite de variables aléatoires indépendantes (X, ;) (voir section (2.2)). La
variable X, ; prend les valeurs 0 et n et on a

nt™
E(X =
(Xnz) 1+tn
24n
t
Var(Xp.) = LQ
(T+¢tm)
Dans ce qui suit on posera
t=e""

our > 0, de sorte que ’on a
t—=1er—0

4.1 Vérification des hypotheses du théoréeme de convergence

Les séries

too n 2in
nt n“t
m(t) =Y B(Xa) =Y 1o o P =Y P Xud) =Y, ——
n>1 n=1 L+t n>1 k>1 (1 + tn)
sont clairement convergentes.
Examinons la série Zn21 E(|Xn: — E(Xn7t)|3) :ona
nt™ 1 nt" t"
E(|Xn: — E(Xnd)]?) = 3 _ 3
(Xui = BEo)’) = () o 0 T T
3 t3n +tn
= n 74
(1+1")

donc la série > o E(| Xy, — E(X,4)?) est convergente.
Ainsi les hypotheses a) et b) du théoréme de convergence (3.1) sont bien vérifiées.

11



4.1.1 Comportement asymptotique de m et o2

Pour déterminer le comportement asymptotique quand ¢t — 1 des fonctions m(t) et o2(¢) on va utiliser
la formule d’Euler-McLaurin rappelée ci-dessous :
si f € C[0,+o0o[ on a pour tout entier n > 1

= [ s+ 5@+ 1) + [0 @
ou by(z) =z — [z] — 3. Si en outre S F(k) et 1+°O f(z)dx sont convergentes alors
foo +o0 +o0 ,
];f(k) :/O f(z)da +/1 bi(z)f (x)dz + C

on C = 3f(1)— fol f(z)dz

Les fonctions f auxquelles on va appliquer cette formule seront du type

rPe—are
0=y
oll a, p, g sont des entiers supérieurs ou égaux a 1. Comme f(z) = Lg(rz) ot g(u) = %, na
+o0 1 +o0
/0 flz)dx = m/o g(u)du
et
+oo 1 +o0 u, 1 o0 ,
2)de| = - bi(2)g' (wdu| < 5 / d
[ om o =3[ ] < o5 [T il
car la fonction ¢’ est intégrable.
La formule d’Euler-MacLaurin nous donne pour r — 0+
+oo —akr +o0 —au
kPe—@ 1 P 1
P pﬂ/ 10
— (1+ e~k T 0 (I+ev) T
Pour a = p =g =1 on obtient
too —rk +o0 —u
ke™" 1 ue 1
) = —_— == dz 4+ O(—
m(e™) ;1+6_Tk r2/0 14 ev v (r)
Notons que
1 oo e u 1 too +oo 1 72
— de == (-1)" —u D) gy = - -
7’2/0 1+eux TQT;)( ) /0 ue 7’22 n+1) r2 12
On a ainsi
() = m(e ) +0(Y) =12
m(e™") =ma(e o) avee my(eT") = o5
Et de la méme maniere, on a
+oo 2 —rx 2
_ e ™ 1 B
A~ [ et e T =) (41
car
+oo 2 —rx +oo +oo +oo
xTr-e _ 1 9 _ _ 2 . 1
n=1 n=1
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4.1.2 Les conditions c) et d)
Calculons Ts(t) = 32,51 E(|Xns — BE(Xp0)) -

673717" 4em T +o00 563 6737% JeTE C
ZEGXn,t*E(Xn,t)P):Z”BiélN/ ( )dz:—
0

= = (14 e—n7) (1 + e—m)4 A
et donc o
I's(t) ~ 4 03T1/2
o(t)  (ZL)3/2
On a donc bien Egt(;g — 0 quand t — 1.
Var(X,
Il reste a voir que lim;_,1 sup,; > M =0.0na
> o2(t)
Var(X, 1 " 1
GT2( +) _ s 7 < oan’t”
o2(t) a%(t) (141)? ~ o%(t)
Or on a n?e™"" < S e 2 pour tout n et o%(e™") ~ %fr% d’aprés (4.1) donc
Var(X,
lim sup 7(”( 4) =0

t—>1n21 0'2(t)

Ainsi les hypotheses du théoréme de convergence (3.1) sont bien vérifiées. Par conséquent la fonction
caractéristique ¢, de la variable aléatoire

Yy Xt — ()
w= =0

2
converge vers e~* /2 quand t — 1.

4.2 Vérification de la condition de convergence forte

Pour obtenir une formule asymptotique du nombre de partitions restreintes ¢(n) défini au début de ce
paragraphe (4), on doit vérifier les hypotheéses du théoreme des équivalents, en particulier la condition de
convergence forte :

o (t)
lim
t—1

¢z,(0) - e*"z/?‘ do =0

—mo(t)

Pour cela on va décomposer I'intégrale précédente en

/ ’@Zt(9)76_92/2’d9+/
101<—& < <0l<ro(t)

T1/2 /2 =
et majorer |pz, (0)| sur chacun des domaines d’intégration.
1 1

— ~ =T
133G 4

‘Sﬁzt (0) — /2| do

Lemme 4.1 Si |0] < ~1/2 alors |z, (0)] < /3.

Démonstration.

Posons Yy, = Xt — E(Xp4) ona Z, = 2nz1 Yot

o(t)

e(0) = T ov. (555)

n>1

.On a

Pour majorer |z, (0)| on va utiliser le lemme suivant dont la démonstration est reportée a la section

(5.2) :

13



Lemme 4.2 (Lemme de Cramér) Soit Z une variable aléatoire centrée telle que E(|Z|*) < +oo
et pz sa fonction caractéristique. On a

2 —¢? 2y 4¢3 3
oz (6)? < e~ BE+51EPE(ZP)

1E(Z)

2 2
En particulier si [¢] < > B2 alors |z (&)]* < e~ S E(Z%)

En appliquant ce lemme on obtient ainsi

’ Tt 4101 E([Yoel)
< _n, 92 = n,t
- Xp( o?(t) 3 o3(t) )

o)

donc

o2 4101 B(|Y,,4? 4
02, (0 2 < HeXp< nt g2 4 _M) :exp<f92(1f 3

et o2(t) 3 o3(t)
1
Pour conclure, si |0] < 5 Mors 1 -3 16| Fi(g > 2/3 et par conséquent |pz, (0)]° < e=207/3,
a3 (t)
O
Comme 7o ( \/g 372 lorsque t tend vers 1 il suffit maintenant d’obtenir une majoration de la fonction

1 1
caractéristique sur le domaine 4—037" 12 <9 < \/; 7;/2
Lemme 4.3 Soit C une constante positive. Sous I’hypothese rl% < 10| < mo(t) il existe un réel
positif B tel que I’on ait |¢z, ()| < e B/".

Démonstration.

La méthode consiste a écrire

(pz, (0))) = Fpzy (|1 + tHe/7O]) —In(1 + tF).
On développe

X 2
‘1 n tkezk‘g/d”\ =1+ 2% 4 2t% cos(k/a (1))

et on écrit

Il @) = 23 In(l + % + 26 cos(k8/o(6)) ~ In(1 + % + 244

k>1

B th (cos(k@/a(t)) — 1)

- _él 14 t2k 4 2tk )

1 2tk (cos(kf/a(t)) — 1)

= 5; 1+ 2k 4 2tk

< % Ztk(cos(kﬁ/a(t)) —1)
k>1

Or on a . teif/o(t) tcos(0/o(t)) — 2
kznt (cos(k0/c(t)) = Re(1 —teib/ot)) T 1 2t cos(0/a(t)) + t2

14



et puisque Cr < |0] /o(t) < 7 alors cos(0/c(t)) < cos(Cr). Par conséquent

tcos(Cr) — t2
];t’“(COS(W/U(t)) S T 2tcos(Cn) + 2

1 tcos(Cr) — t2 t 1 -1
1 o)) < ~ - - -1
n(|<)0Zt( )|)— 4(1—2tCOS(CT)+t2 1_t) <1+CQ )7’

On en déduit I'existence d’une constante B > 0 telle que 'on ait :

donc

oz, (0)] < e P/"
O

Théoréme 4.4 On a ©
i _em0%/2 =
}Eﬂ o vz, (0)—e do =0

Démonstration.
D’apres le lemme (4.3) :

gy C
loz,(0)] < e B/ si V) < || < mo(t), avec B >0

et clairement ) )
670 /2 < 670 /27

sous les mémes conditions. On a donc, avec D = min(B, C?/2) :

/. oz (0)- a0 < ez, @)d0+ [ 02
G <holro(t) G <hol<ro(t) G <hl <o)
c
—D/r
S & / (ﬂ'O’(t) - m)

et cette derniere quantité tend vers 0 lorsque t tend vers 1 (i.e. lorsque r tend vers 0).
Il reste a voir que

lim ‘gﬁzt 0) — 6—92/2‘ o =0
C

t—1
161<—5

D’apres le lemme (4.1), sur cet intervalle on a |z, (6)] < e=9°/3 donc
‘sﬁzt (0) - 6762/2‘ <e OBy 002

et on peut conclure par le théoreme de la convergence dominée.

O

4.3 Application du théoreme des équivalents
On a choisi comme équivalent de la fonction m lorsque t tend vers 1 la fonction m; définie par
2
1
mi(e™) = ——.
e =135
La définition de 7, par I'égalité m1(7,) = n se traduit, en posant 7, = e~ #~, par

1
n — m
P 231

mi(e”*) =n  ce qui donne

15



et par conséquent
N
Th=€ 2V3/m"

On a aussi choisi comme équivalent de la fonction o lorsque ¢ tend vers 1 la fonction oy définie par

e =\§m
ce qui donne ) 9
_ ™1 o 1 4 132
ot (mn) = oi(e p"):gpﬁzgng(n)/ V3
n 2\/5\/5

La condition du théoréeme des équivalents :

m('rn) — my (Tn)

— 0 quand 7,, — 1
o1(Tn)

est bien satisfaite car on a vu en 4.1.1. que m(e™") =mi(e™") + O(L), ce qui permet d’écrire

m(m) = ma(r) _mle=t) —mi(e) _ OGD)  om?)
o1(Ta) - ai(e=rn) ~oi(emrn) 3%\/2 n3/4 —0

Le théoréme des équivalents (2.3) nous permet donc d’obtenir la formule asymptotique :

- f(7n)
V2moq (Tn)TH

QAp

Il reste a donner un équivalent de

+0o .
fm) = JJ (e vam™)
k=1

Passons au logarithme

ln(f(Tn)) = Z ]n(l + e*mﬂ'k)

k>1
Lemme 4.5 On a pour p — 0"

= " 2 1
In(1 PY=— —=-In24+0
DIl = g =52+ 0 ()

Démonstration.
Appliquons la formule d’Euler-McLaurin :
e P

—d
1+ere v

+o0 1 too
Z In(1 +e %) = / In(1 4+ e 7*)dx + 3 In(l4+e77)— p/ b1 (z)
1 1

k>1

a) Le terme [, In(1 + e #*)dz :

On décompose l'intégrale :

16



“+oo [e%s} 1
/ In(l+e ")dz = / In(1 + e™#*)dx — / In(1 + e=#*)dx
1 0 0

+oo _1\n—1
/ > (Le*pmdx—an—i—O(p)
0 n

n>1

-1 n—1
Vi
pm
n>1

Donc

400 7T.2
/1 ln(l—l—e_pz)dx:—an—i—Ep—i—O(p)

b) Le terme In(1+e77) :

1 1
§1H(1+€_p) = §1H2+O(p)

c¢) Le troisieme terme :

On a
+o00 e~ PT
— bi(x)—————=dx = O (pe™*
p/l 1@ T (pe™")
e PT
En effet la fonction x — T o= est positive décroissante et elle tend vers 0 a 'infini. Comme la fonction
e

b1 est périodique, par le lemme d’Abel on obtient la majoration

+oo e~ PT e~ P
/ bl(z)idz‘ <C <Ce”
L 1+ e pe

O
Conclusion
D’apres le lemme (4.5) avec p = p, on a

N 1 1
Zln(1+e 2V3V/n k)ﬂ—\/ﬁ—ln2+0<—)
k>1 2v3 2

donc

o 1 k 1 T/m
f(Tn): (1+6_mﬂ— )N —e2V3

lorsque n tend vers l'infini, ce qui donne la formule asymptotique des partitions restreintes :

m/m
xvE 1 1 ev3
2v3 =

N A 21/4,,3/4
\/ﬁ %(n)3/2\/§e_mﬂ 43/n/

1
q(n) ~ 7

17



5 Appendice

5.1 Démonstration du Lemme 3.3.

Comme sup,,~; [tn | — 0 quand ¢ — 1, il existe a < 1 tel que pour ¢ € Ja,1[ on a |u, | < 1/2 pour tout
n > 1. Donc In(1 + up¢) est bien défini pour ¢ € Ja, 1] et

+°° 1k 1
1 1+unt :Z un,t)k

k=1

ce qui donne
+oo 1 +oo 1
(L tme) = el < femel” D ol < P 3 2(5) 7 = 2 el

D’autre part la série ) o, |un | est supposée convergente pour tout ¢ € |, 1[, donc la série >, -, [t o]
est convergente si ¢ € |sup(a,a),1[. On en déduit que la série >, o, In(1 + un,) est convergente si
t € Jsup(a, @), 1] et il en est donc de méme du produit infini [],,<, (1 + wn).

D’autre part, pour tout N > 1 on a

N N N
= ] < S I A ) — el <23
n=1 n=1 n=1

Comme
N N
Z|unt| < Sup|unt|2|unt| < Msup|unt|
n=1 n=1

on en déduit que S |u, ,|* < M sup,,> |un¢| et que

N
NEIEOO Zln(l—i—unt Z“”t < 2Msup|unt|
n=1 n=1
Donc
+oo
Zln(1+unt Zu”t <2Msup|unt|
n=1 n=1

Pour conclure il suffit de prendre la limite quand ¢ — 1, on obtient

+oo
lim In(1 + up) = lim E Upt =S
t—1 t—1 ’

n=1 n=1

En passant a ’exponentielle on obtient
+oo
lim (14 unye) = e’

t—1
n=1
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5.2 Démonstration du Lemme de Cramér (Lemme 4.2)

Démonstration. (voir Cramér [3], Chung [2] p. 210)

Soit Y une variable aléatoire indépendante de Z et de méme loi. On a

lpz(E)]° = p2()py (€) = B(e*)E(eY) = B(e*V™1)

ce qui permet d’écrire

lpz(&))* = /}RZ eGPy (2)dPy (y) = /R2 cos(&(z — y))dPz(2)dPy (y)

En utilisant la majoration

cos(u)<1—u—2+@
- 2 6
que l'on peut obtenir a ’aide de la formule de Taylor d’ordre deux avec reste intégral, on en déduit que
2 £2 2 ¢° 3
loz(OF <1-5 [ (2 —y)"dPz(2)dPy (y) + = |z — y|” dPz(z)dPy (y)
R2 R2

La premiere intégrale n’est autre que 2E(Z2). Pour la deuxieme on utilise la majoration
3 3 3
|z —y[” < 42" + 4]y

ce qui permet de majorer I'intégrale par 8E(|Z|3).
On obtient finalement

4 42 2y, 4¢3 3
oz (©)* <1 —€2E(22)+§ 1P B(|2) < e & PEDFSITEZD

2
Pour la seconde partie du lemme, si || < %% il suffit de remarquer que

~€B(2%) + S 6 B(2P") = ~€1B(2%) ~ 5 16| B(2I")] < ~€ 3 B(Z?)

O
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