
❱❛r✐❛❜❧❡s ❧❛t❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥❛✐r❡s ❣é♥ér❛❧✐sés

❉✳ ❚❤✐❛♠a ❡t ●✳ ◆✉❡❧a,b

a▲❛❜♦ ❞❡ ▼❛t❤s ❆♣♣❧✐q✉é❡s ✭▼❆P✺✱ ❈◆❘❙ ✽✶✹✺✮
❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❉❡s❝❛rt❡s
❞❥❡♥❛❜❛✳t❤✐❛♠❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

b ■♥st✐t✉t ❞❡s ▼❛t❤s ❡t ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭■◆❙▼■✮
❈◆❘❙ P❛r✐s

❣r❡❣♦r②✳♥✉❡❧❅♣❛r✐s❞❡s❝❛rt❡s✳❢r

▼♦ts ❝❧❡❢s ✿ ❱❛r✐❛❜❧❡s ▲❛t❡♥t❡s✱ ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥❛✐r❡s ❣é♥ér❛❧✐sés✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼✳

❊♥ s❝✐❡♥❝❡s s♦❝✐❛❧❡ ❝♦♠♠❡ ❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬✐♥térêt ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♦❜s❡r✈és
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡t s♦♥ ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❛t❡♥t❡s ❬✶❪✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
♥♦♥ ♦❜s❡r✈é❡s ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r❡✐❧ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❬✷❪✳ ❯♥❡
❛✉tr❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤étér♦❣è♥❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛✐té❡s ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t
✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❧❛t❡♥t❡ ❬✸❪✳

P❛r♠✐ ❧❡s ♣❛❝❦❛❣❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s♦✉s ❘ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❛t❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s
♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❣é♥ér❛❧✐sés ✭●▲▼s✮ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r flexmix ❬✹❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡
ré❣r❡ss✐♦♥ ❡t lcmm ❬✺❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s à ❡✛❡ts ♠✐①t❡s✳ ❙✐ ❝❡s ♣❛❝❦❛❣❡s s♦♥t ♣✉✐ss❛♥ts
❡t ✐♥❞é♥✐❛❜❧❡♠❡♥t ✉t✐❧❡s✱ ✐❧s ♦♥t ❧❡ ❞é❢❛✉t ♥♦t❛❜❧❡ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❛✉① ❝❛s ✐♠♣❧é♠❡♥tés ♣❛r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡✉rs✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ flexmix ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t
❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✉♥ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✭❛✈❡❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥❝♦♠✐t❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡✮✳ ◗✉❡
❢❛✐r❡ s✐ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❧❛t❡♥t❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡❄ ❈♦♠♠❡♥t ❣ér❡r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
♣❛rt❛❣és à tr❛✈❡rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❧❛ss❡s❄ ◗✉❡ ❢❛✐r❡ s✐ ✉♥ ●▲▼ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♣❧é♠❡♥té
✭❡①✿ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡✮❄ ❊t ❝♦♠♠❡♥t ♣❡✉t✲♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❛t❡♥t❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s
✭❛✉tr❡s q✉❡ ❞❡s ❡✛❡ts ♠✐①t❡s✮❄

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡s q✉❡st✐♦♥ ❡♥ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠♣❧❡ ❡t
❣é♥ér❛❧✐st❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣ér❡r s♦✉s ❘ t♦✉t t②♣❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❛t❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s
❣é♥ér❛❧✐sés s❛♥s r❡❝♦✉r✐r ♣♦✉r ❝❡❧❛ à ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡
à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❊▼✮ ❬✻❪ s❛♥s ❛✈♦✐r à ❡♥tr❡r ❛✉
❝÷✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ❝❧❡❢ ❡st ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❛st✉❝✐❡✉s❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♦♥ weights

❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭❡①✿ lm✱ glm✱ lmer ❡t glmer✮✱ ❝❡s ♣♦✐❞s ét❛♥t ♠✐s à ❥♦✉r
✐♠♣ér❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳

P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉✐✈❛♥t✿

y ∼ x + z

♦ù ❧❡ y ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡ ✭∈ R
n✮✱ x ❡st ✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ✭∈ R

n✮✱ ❡t z ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❛t❡♥t❡
❜✐♥❛✐r❡ ✭∈ {0, 1}n✮✳ ❙✐ z ét❛✐t ❝♦♥♥✉✱ ✉♥ s✐♠♣❧❡ fit = lm(y ∼ x + z) ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬❛❥✉st❡r ❝❡
♠♦❞è❧❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ z ét❛♥t ♠❛♥q✉❛♥t❡✱ ♦♥ s❡ t♦✉r♥❡ ✈❡rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬à
✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ θ ✭❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ρ ❞❡ z[i] = 1✮✱ ✐❧ ♥♦✉s s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r



❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝♦✉r❛♥t ♣❛r✿

M(θ) = arg max
θ′

∑

z

P(z|x, z; θ) log P(y|x, z; θ′)

︸ ︷︷ ︸

Q(θ′|θ)

❖r ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡✿

(
y

y

)

∼

(
x

x

)

+

(
z = 1

z = 0

)

❛✈❡❝ weights =

(
w

1 − w

)

♦ù w = P(z = 1|x, z; θ)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✿ fit = lm(c(y, y) ∼ c(x, x) + c(z = 1, z = 0), weights = c(w, 1− w))✳
▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ρ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❛t❡♥t❡ ♣❡✉t q✉❛♥t à ❧✉✐ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t êtr❡ ♠✐s à ❥♦✉r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à
♣❛rt✐r ❞❡ w✿ ρ = mean(w)✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❛t❡♥t❡ ❞✐s❝rèt❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭② ❝♦♠♣r✐s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✮✳ P♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❛t❡♥t❡s
❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡ r❛♠è♥❡ à ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭♦♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞❡ ré♣❧✐q✉❡r z ♣♦✉r
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞♦♥♥é ❞❡ ✈❛❧❡✉rs q✉✐ s♦♥t s♣é❝✐✜q✉❡s à ❝❤❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❡t à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✮✳ ▲❛
♠ét❤♦❞❡ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡ ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❣é♥ér❛❧✐sés ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ s❡✉❧ ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉rs ❞❡s ♣♦✐❞s r❡st❛♥t à ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳

❆✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♣r♦♣♦sé❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✉♥❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❛st✉❝✐❡✉s❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♦♥ weights
❞✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❘ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ très s♦✉♣❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❛t❡♥t❡s ❞❛♥s
❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✭✐❝✐ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❣é♥ér❛❧✐sés✮✳ ❆✉ ❞❡❧à ❞❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s s✉❣❣ér♦♥s ❞❡✈r❛✐t ✐♥❝✐t❡r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✉r ❞❡ t♦✉t❡ ♣r♦❝é❞✉r❡
st❛t✐st✐q✉❡ s♦✉s ❘ à s❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣♦♥❞éré❡s ♣❛r
❞❡s ♣♦✐❞s ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ ❢✉t✉r❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❡t ❞❡ s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s✳
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