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Résumé — La dynamique des systémes mécanique est fortement impactée par le comportement des
matériaux viscoélastiques. Ainsi, pour mener des analyses aux valeurs propres complexes les plus réalistes
possibles, il est indispensable de bien modéliser ces comportements. Expérimentalement, la raideur et
Pamortissement de tels matériaux dépendent de la fréquence. C’est pourquoi, nous avons choisi d’étudier
le modele de Maxwell généralisé qui permet de décrire de tels comportements, contrairement a beaucoup de
modeles fréquemment utilisés. Ce modeéle met en jeu un certain nombre de parametres qu’il est nécessaire
d’identifier, & partir d’essais sur des matériaux. Cet article présente une méthode d’identification a par-
tir de courbes de module et de phase. Parmi toutes les formulations possibles du modele de Maxwell
généralisé, nous avons choisi celle en poles et en zéros pour réaliser I'identification. Des formules de passage
permettent de trouver les parametres d’autres formulations comme celle de Prony. La méthode d’identifi-
cation décrite dans cet article est basée sur les courbes asymptotiques du Modele de Maxwell généralisé.
L’identification se passe en 2 temps, les parametres du modele sont initialisés, puis une méthode d’opti-
misation permet de les ajuster au mieux. Nous comparerons notre méthode a d’autres. Dans le cas d’un
systéme mécanique comprenant plusieurs matériaux viscoélastiques différents, la taille du modele éléments
finis, mise sous forme d’état, augmente rapidement. Afin de minimiser cette taille, les poles des différents
matériaux viscoélastiques peuvent étre choisis identiques. Cette contrainte supplémentaire est imposée
dans le schéma itératif d’optimisation.

Mots clés : Viscoélasticité / Maxwell généralisé / amortissement / identification

Abstract — The behaviour of dynamical systems is modified by the use of viscoelastic materials. In order
to lead realistic complex Eigen values analysis on dynamical systems, one need to model the behaviour
of viscoelastic materials. The experiments show that the stiffness and the damping of such materials are
frequency dependent. A large number of models often used are not able to describe this dependence;
this is why the Generalised Maxwell’s model has been chosen. This article describes a method based on
modulus and angle curves to identify the parameters of this model. Between all the different formulations of
Generalized Maxwell, the pole-zero formulation is the most suited to lead the identification. However, some
formulas allow to find the parameters of others formulations like the Prony one. The identification method
presented here is based on the asymptotic curves of Generalised Maxwell’s model. This identification is led
in two step, first parameters are initialised and second they are optimised. This method is confronted to
others ones. If several viscoelastic materials have to be modelled in the same dynamical system, the size
of the finite element model grows as quick as the number of poles. A way to reduce this size consists in
constraining the poles to be equal for all materials. The method presented in this article allows to perform
the identification by taking this new constraint into account.

Key words: Viscoelasticity / generalized Maxwell / damping / identification
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Transformée de Fourier de la force appliquée sur le matériau.
Transformée de Fourier du déplacement du matériau.
Impédance du matériau viscoélastique.

Amortissement du i¢éme amortisseur.

Ordre de dérivation : fraction rationnelle.

Aire sous-tendue par la courbe de phase de I'impédance.

Rigidification du module de I'impédance.

dja] : Moyenne des écarts absolus entre les courbes du modele et de I'expérience.
Ecart absolu entre les aires de la phase expérimentale et celle du modele.

Erreur maximale sur le placement des poles et des zéros.
Taille du nieme sous-domaine fréquentiel en échelle logarithmique.

1 Introduction

A T'heure actuelle, les industriels cherchent
systématiquement a modéliser leurs systemes mécaniques
par la méthode des éléments finis. Grace aux analyses
aux valeurs propres complexes, ils peuvent par exemple
détecter les modes de vibrations instables des systemes
frottant. Ces modes instables sont les candidats les
plus recevables pour expliquer la naissance d’instabilités
tels que celle du crissement de frein. Industriellement,
ce genre d’instabilité est souvent évité en ajoutant
des matériaux viscoélastiques destinées a amortir les
vibrations, citons par exemple les shims qui sont des
matériaux multicouches, acier, colle, caoutchouc, collés
au dos des plaquettes de frein.

Malheureusement, dans les analyse par éléments finis,
les comportements des ces matériaux sont rarement pris
en compte. Lorsque ces comportements sont modélisés,
ils ne le sont souvent que partiellement et leur raideur est
considérée constante en fonction de la fréquence. L’amor-
tissement modal, qui considere un amortissement différent
pour chaque fréquence modale, mais qui considere une
raideur constante, améliore malgré tout la modélisation.
Grace a lamortissement modal, Fritz (cf. [9]) a montré
I'impact non négligeable de la viscoélasticité sur une ana-
lyse de stabilité d’un systeme de freinage.

De longue date, les tests expérimentaux ont montré
que le module d’Young des élastomeres dépend de la
fréquence (cf. [1-6]). 1l existe déja des modeles qui per-
mettent la prise en compte de la dépendance fréquentielle
du module et de la phase (cf. [8]), tel que le modele ADF,
ou les dérivées fractionnaires qui ont d’ailleurs été mise
en ceuvre au sein des éléments finis par Sorrentino et
Fasana (cf. [12]). Les travaux de Chevallier (cf. [10,11])

prouvent qu’il est également possible d’utiliser le modele
de Maxwell généralisé au sein de modeles EF.

Afin d’utiliser ce genre de modele, il est nécessaire
de pouvoir identifier les parametres adéquats a partir
de courbes d’essais. La plupart des méthodes d’iden-
tification peuvent étre classées en trois catégories. La
premiere catégorie de méthode se base sur le recalage du
comportement modal d’une structure donnée, comme la
poutre d’Oberst ainsi que toutes les méthodes analogues
(cf. [7,13-15]). Cette catégorie de méthode est tres docu-
mentée et utilisée. Les deux autres catégories, moins uti-
lisée, se basent pour I'une sur le recalage des courbes de
relaxation et de fluage, grace aux séries de Prony, comme
dans le rapport de Chen (cf. [16]) et pour l'autre sur
le recalage des courbes du diagramme de Bode : le mo-
dule et la phase de la fonction de transfert entre la force
et le déplacement. Sur les courbes de Bode, il est pos-
sible d’identifier les parametres de modeles d’ordre élevé,
tel que le modele de Maxwell généralisé ou des dérivées
fractionnaires. Des méthodes graphiques d’identification
utilisant les diagrammes de Bode ont été proposées de
longue date, citons pour l'exemple Vinh ou Oustaloup
(cf. [1-5,17]). La méthode présentée ici s’inscrit dans cette
démarche, en reprenant 1’idée principale d’une méthode
graphique décrite par Oustaloup, afin d’optimiser effica-
cement le calcul des parametres.

2 Etat de I'art de la viscoélasticité
2.1 Quelques modeles viscoélastiques
Les tests de cisaillement (cf. schéma de principe,

Fig. 1) réalisés sur des shims, des matériaux multicouches
viscoélastiques utilisés dans les systemes de freinage,
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Fig. 1. Principe d’essais de cisaillement sur des couches
contraintes de matériaux viscoélastiques.
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Fig. 2. Quelques modeles rhéologiques viscoélastiques.

mettent en évidence le caractere fortement visqueux de
tels matériaux. Le comportement fréquentiel des shims,
en phase et en module, est non monotone. De plus, lors
des essais, un déphasage va toujours de paire avec une ri-
gidification. Nous souhaitons modéliser ce comportement
par une rhéologie viscoélastique linéaire. La viscoélasticité
linéaire (cf. [8]) suppose lexistence d’une relation entre
la contrainte subie par un matériau et ’histoire de ses

0
déformations : o(t) = [ e(t — 7)h(r)d7. Ce qui impose,
— 00
apres transformation de Fourier, un module complexe A
dépendant de la fréquence : o(w) = A(w)e(w).

Nous allons comparer les modeles rhéologiques de
viscoélasticité existants (cf. Fig. 2), afin de mettre en
évidence le plus pertinent. Z(w) = F(w)/X(w) est
I'impédance du modele. Les modeles habituels sont les
suivants (cf. [8]) :

a) Module complexe : Z(w) = K(1+ jn).

b) Le modele de Maxwell : Z(w) = juKC/(K + jwC).
¢) Le modele de Kelvin-Voigt : Z(w) = K + jwC.
)

d) Les dérivées fractionnaires Z(w) = Ky Hiv=1
(1+ (Jw/wzi)*) /(1 + (jw/wpi)®).

e) Le modele de Maxwell généralisé : Z(w) = Ky +
Zilil jWKiCi/(Ki —|—ij1)

La pertinence d'un modele pour la prise en

compte des comportements viscoélastiques observés
expérimentalement repose sur son domaine fréquentiel

utile et sa facilité d’utilisation dans les modeles élément
finis (analyse modale et réponse forcée).

La figure 3 montre le module et la phase générée
par chacun de ces modeles. Un module complexe four-
nit une phase et un module constants indépendants de
la fréquence, contrairement aux essais expérimentaux. Il
n’est pas pertinent.

Le modele de Maxwell et celui de Kelvin-Voigt
décrivent un déphasage, ainsi qu’une rigidification a,
respectivement, basse et haute fréquence. Ces modeles
peuvent convenir pour de petites bandes fréquentielles.
Or, bien souvent 1’étude des vibrations instable d’un
systeme dynamique est menée sur plusieurs décades, de
quelques hertz jusqu’a environ 10 KHz pour un systéeme
de freinage, soit sur 4 décades. De plus, ces 2 modeles
ne permettent pas de décrire une phase constante in-
termédiaire entre 0° et 90°. C’est pourquoi ces modeles
ne sont pas tres pertinents.

Le modele aux dérivées fractionnaires utilise des
ordres de dérivations non entiers correspondant & des frac-
tions rationnelles. Ces ordres de dérivation sont toujours
égaux a des fractions de nombre entiers pour des raisons
pratique de mise en ceuvre. Le modele aux dérivées frac-
tionnaires permet la modélisation d’une impédance avec
une phase arbitraire correspondant a un module de pente
arbitraire (cf. [1,4,5]). Ce modele est compatible avec
une modélisation par éléments finis comme S. Sorrentino
le montre dans larticle (cf. [12]). Il est également pos-
sible d’utiliser un modele comprenant N dérivées fraction-
naires. La figure 3 représente un modele d’ordre N = 2,
avec des ordres de dérivation, oy = 1/5 et ag = 2/3.

A Tlinstar du modele aux dérivées fractionnaires, le
modele de Maxwell généralisé (d’ordre N = 3 sur Fig. 3)
rend compte d'un déphasage et d’une rigidification non
monotone. L’emploi d’'un modele d’ordre N élevé, per-
met de décrire des phases et des modules ayant une
dépendance complexe en fréquence. Ce modele est lui
aussi compatible avec une modélisation par éléments finis
comme montré dans les actes de colloques (cf. [10,11]).

La figure 3 prouve que les dérivées fractionnaires et
Maxwell généralisé sont des modeles équivalents pour la
description des dépendances en fréquence non triviales des
modules et des phases expérimentales. Néanmoins, pour
étre mis sous la forme d’une équation d’état, le modele
aux dérivées fractionnaires nécessite de prendre un ordre
de dérivation «; qui soit une fraction de nombre entier.
La taille du modele dépend donc du plus petit multiplica-
teur commun des dénominateurs des «;. Ainsi le modele
d’état de la courbe des dérivées fractionnaires présentées
sur la figure 3 vaut 3 x 5 = 15. Quant a la taille du
modele d’état de Maxwell généralisé, elle est égale au
nombre de couples pole-zéro, c’est-a-dire 3 dans ’exemple
de la figure 3. Au final, méme si les dérivées fractionnaires
offrent normalement un faible nombre de parametres, elles
conduisent, sous forme d’état a des tailles de modele ra-
pidement plus élevées que celle de Maxwell généralisé.
Compte tenu de leurs performances quasi identiques, le
modele viscoélastique que nous retiendrons est celui de
Maxwell généralisé.
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Fig. 3. Quelques modeles viscoélastiques :

2.2 Le modele de Maxwell généralisé

Sous la forme habituelle (cf. Eq. (1)), les parametres du
modele de Maxwell sont difficilement identifiables. Heu-
reusement, la formulation de 1’équation (1) est aisément
transformable en une formulation équivalente (cf. [2]),

composée de produit de termes (cf. Eq. (2)) :
N 1+ Jw

oH e 2)

wWpi

Cette nouvelle forme est beaucoup plus propice a I'iden-
tification des nouveaux parametres wy; et wp;. Pour re-
trouver les parametres K; et C; correspondants, il suffit
ensuite d’utiliser les formules de passages (3) proposées
par Dion (cf. [2]) :

N wp; WpE — Wz )
Kp= K Wi
i 011;11 (WZi) (ka + wpi(dir — 1)

3
Ck:&ﬁ (sz‘) ( Wpk — Wzi > (3)
WPk \Wzi wpk + wpi(dix — 1)

Le module et la phase de la relation (2), Z(w) =
|Z(w)] €79 sont donnés par les relations (4).

2
1+
12()] = Ko [] Ve
W)l = Ko
i=1 1+ W; (4)
Wp;

module et phase.

Déplacements des zéros et des pdles en regard de la différence de rigidification

4 .......................................
384 :
Modéle
s AR e sl e bl e e el s e e Bttt i
== 3 : : ; O Zéro
| ——— ALY, Y TR PR e N | SR ® Fole
3 . . : : :
1 1 1 i 1 1 1 1
0 05 1 15 2 25 3 35 4
log { @
Deéplacements des zéros et des pdles en regard de la différence de phase
1001 <
80 TR PIREITINT A VIRISE RN NLCHMTITIVOTIR ISR P PRSI
T
& B0
@
=
s 40
= 20t
0 I 1 i 1 1 1
0 05 1 15 2 25 3 35 4
log (@)

Fig. 4. Cellule élémentaire de Maxwell.

2.3 Les asymptotes du modele

Les diverses méthodes d’identification présentées ici
reposent sur la comparaison des courbes expérimentales
avec les asymptotes du modele (cf. Fig. 4). Voici le cas
d’une unique cellule de Maxwell qui constitue la « brique »
¢élémentaire du modele.

A fréquence nulle, les relations (4) donnent : ¢y = 0
et log (|Z(w)|,) = log (Ko), en dynamique, 'apport d'une
cellule élémentaire de Maxwell en phase et en module (cf.
Fig. 1) vaut :

1 w? 1 w?
log (|Z(w)|;) = log <1+w—2) fglog (1+w—2>

Zi Pi

w w
vi(w) = tan~ (— —tan! (—
wyz, Wpi



F. Renaud et al. : Mécanique & Industries 77, 77-?7 (2010) 5

La figure 4 montre la non-linéarité du comportement
d’une cellule de Maxwell. Il est notable que plus la pente
du module semble étre proportionnelle a la phase. Il
est toutefois difficile d’utiliser les relations (4) ou (5)
pour l'identification et 'on préférera, a 'instar d’Ousta-
loup (cf. [17]), manipuler les asymptotes des celles-ci. Ces
asymptotes s’expriment :

< < = LULZII<<1:> i) =0
w Wz Wpj
T ) am < log (|Z(w)],) — 0
" vi(w) — /2
w2 og (12l
. . ¢ og w)|,
wzi < w < Wwp; = wim<<1:> i
— log (w“;)
. pi(w) — 0
>
Wz 1 Z .
Wz < wp; < W = MLP_ > 1 = Og(| (w)|l)
i — log (‘:);1)

(6)
En échelle logarithmique, le modele présente une symétrie
autour de w; = \/wz;wp;. Le module asymptotique passe
d’un palier a un autre grace a une fonction affine entre
le zéro et le pole qui le fait rigidifier d’une valeur de
log (wp; /wzi). La phase asymptotique est une fonction
créneau égale a m/2 entre wy; et wp;. Ces asymptotes
sont représentatives des effets d’une cellule de Maxwell
tout en étant plus faciles a manier, c’est pourquoi elles
seront utilisées en substitut des vraies fonctions.
Remarquons la forte analogie entre ’aire sous-tendue
par I'asymptote de la courbe de phase et la rigidifica-
tion de l'asymptote du module qui valent respective-
ment A; = 7/2log (wp;/wz;) et R; = log (wpi/wyz;). Ainsi
ne sera présentée que la méthode concernant la phase,
I’identification en module est identique et n’apporte d’in-
formations supplémentaires que le module statique qui
est aisément identifiable. Néanmoins, puisque les courbes
expérimentales de phase et de module contiennent quasi-
ment les méme informations, il est nécessaire, lors d’une
identification simultanée, de définir un parametre, r €
[0, 1], pondérant I'importance accordée a chacune d’elles.

3 Identification des parameétres
par les méthodes graphiques

3.1 Le taux d’écart

L’ordre du modele est soigneusement choisi, en fonc-
tion de la taille du domaine fréquentiel des données
expérimentales. Il apparait que 2 cellules par décade
est une valeur appropriée. Les méthodes graphiques,
présentées ci-dessous, reposent sur le méme principe que
la méthode, qui consiste a encadrer le module par un
contour approché (cf. [1,17]). Afin d’évaluer la qualité
d’une méthode d’identification, nous avons besoin d’un
indicateur fiable qui soit représentatif de 1’écart entre les
courbes expérimentales, 1 et celles du modele, ¢. Pour

Meéthode d'Custaloup avec 12 cellules de Maxerell
6LA| =1564 % et BA:-ZTS %

90_ ot horn el . " i o i o R
m— Phase expérimentale
[ Approx. de l'aire exp.
[ Aire asymptotique
© Zéro
* Pile
Modéle de Maxanell

& (en degrés)

log (@]

Fig. 5. La méthode graphique d’Oustaloup.

cela, dans le cas de la phase nous utiliserons les deux in-
dicateurs, 94| et 94, définis ci-dessous :

Wmax

1
Oja) =
A Wmax — Wmin

Wmin

¥ (w)

Wmax

(¢ (W) =¥ (w)) dlog (w)
04 == (8)

[ ¥ (w)dlog (w)

Wmin

)| (cf. (7)) est la moyenne des écarts absolus entre les
courbes de phase du modele et celle expérimentale. §| 4
indique si le modele est représentatif, c’est-a-dire s’il ne
s’écarte pas de la courbe expérimentale. § 4 est I’écart ab-
solu entre les aires de la phase expérimentale et celle du
modele. § 4 indique si au global laire totale fournit par le
modele est la méme que l'aire de la phase expérimentale.
Notons que, par analogie, il existe des indicateurs pour
le module en fonction des rigidifications, c’est-a-dire de
la dérivée du module en échelle logarithmique, qui four-
nissent exactement les mémes valeurs. Ces indicateurs
nous permettrons de comparer les méthodes.

3.2 Méthode graphique approchée

Cette méthode consiste a égaliser 'aire sous-tendue
par la courbe de phase expérimentale, ¥ (w), et celle
sous-tendue par la courbe du modele, ¢ (w). Le domaine
fréquentiel est divisé en sous-domaines, séparés par des
traits noirs sur la figure 5. L’aire sous-tendue par la
courbe de phase expérimentale est considérée constante
dans chaque sous-domaine et ’aire de la courbe du modele
est approchée par ses aires asymptotiques. Ces 2 quantités
doivent étre égales dans chaque sous-domaine.

Les zéros sont placés arbitrairement de maniere
périodique tous les [; = [ sur l’échelle logarithmique,
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c’est-a-dire au début de chaque sous-domaine, ainsi,
log (WZ1:+1) =l; + log (wz;) et wp; = a;wz;. Notons que la
méthode peut étre appliquée de fagon analogue en plagant
les poles a droite des sous-domaines. Des lors, I’égalité des
aires en échelle logarithmique permet de déterminer les
a;, via la relation (9), & partir de la connaissance de la
phase réelle v;, a la pulsation du ieme zéro, wy; :

tog (1) = 2y )

Pratiquement, [ sera choisi environ égal a 0,5, afin de cou-
vrir une décade avec 2 cellules de Maxwell. Cette méthode
engendre des effets de bords qui se caractérisent par une
diminution de la phase du modele aux bords du domaine
fréquentiel. Afin de limiter ces effets, le premier zéro de-
vient wyo/1,2 et le dernier pole devient wp, 1,2, ce qui
augmente la phase générée par la premiere et la derniere
cellule de Maxwell. La figure 5 montre que cette méthode
n’est pas « centrée », ainsi le pic de phase du modele
se situe a droite du pic de phase expérimental. Ceci ex-
plique que le taux d’écart soit élevé 64 = 15,64 %, no-
tons également que le modele a une aire de phase globale
inférieure & celle expérimentale : 64 = —2,75 %.

3.3 La méthode des asymptotes

L’intéret de cette méthode par rapport a la précédente
est que les couples de poles-zéros sont placés en fonction
des besoins. Le découpage fréquentiel est fait de telle sorte
que chaque sous-domaine comporte la méme aire de phase
expérimentale, interpolée et calculée par la méthode des
trapezes. Il est ainsi assuré que plus, localement en
fréquence, l'aire de la phase expérimentale est grande
et plus les cellules se rapprochent de cette fréquence.
Donc, le rapport a; = wp;/wz; qui représente l'aire de
la phase dans un sous-domaine, est identique pour tous
les sous-domaines. Ensuite, dans chaque sous-domaine,
la moyenne fréquentielle des couples, w; = /wz;wp;, est
placée a la valeur de pulsation qui réalise I’égalité de ’ap-
port du sous-domaine en aire a sa gauche et a sa droite,
ainsi :

_ WiWi+1
Wy = 4 [t
' o (10)
Wpi = /QWiWit1
Le rapport «; = wp; /wZi étant identique pour chaque

sous-domaine, il est nécessaire de le pondérer par un co-
efficient v; qui corrigera la position des couples pole-zéro.
Un sous-domaine étendu signifie que la phase y est faible,
donc un petit v; sera choisi. A l'inverse plus le sous-
domaine est court et plus la phase y est grande, un grand
v; est donc nécessaire. v; représente ainsi la longueur du
sous-domaine fréquentiel :

Ui — ltotal — li N
o ltotal N-—-1

9 log(wit1)
log (i) = vi— Y (w)dlog (w)
log(w;)

(11)

Méthode des asymptotes avec 12 cellules
5|A| =14.04 %et8, =-126%
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Fig. 6. La méthode des asymptotes.

Les coefficients v; (cf. (11)) sont tels que Zl]\il v; = N.
Ceci assure que lorsque tous les [; sont identiques, la
pondération ne change rien car on a alors pour tout ¢,
V; = 1.

La figure 6 montre que cette nouvelle méthode permet
de mieux centrer le pic de phase. De plus, elle permet,
comme escompté, de grouper les couples pole-zéro la ou la
phase est plus importante. Grace a ses meilleurs résultats,
cette méthode a des indicateurs un peu plus bas que la
précédente : 04 = 14,04 % et 64 = —1,26 %.

Les résultats que fournit cette méthode sont bons re-
lativement a la premiere méthode proposée par Ousta-
loup, mais restent perfectibles. Cette méthode fournit le
premier jeu de parametres qui rentrera dans les boucles
d’optimisation présentées dans la partie 3.

4 Optimisation de I'identification

Nous cherchons ici a combiner la méthode des asymp-
totes a une méthode d’optimisation qui permettra d’af-
finer le placement des zéros et des podles. Pour cela,
plusieurs méthodes ont été testées, dont la méthode de
Newton-Raphson qui n’est pas présentée ici a cause de
ses mauvais résultats. En effet, elle trouve généralement
des minimums locaux. Les autres méthodes sont :

— Une fonction Matlab® : fminsearch qui est un algo-
rithme de recherche de minimum sur des fonctions
non linéaires. Appliquée aux carrés des écarts a la
moyenne, W, elle fournit de bons résultats, mais ne
permet pas d’imposer la contrainte wyz; < wp;, qui as-
sure que chaque cellule est causale dans le sens ou elles
apportent une phase positive.

— La méthode des variations asymptotiques. C’est un al-
gorithme itératif qui calcule les variations pour chaque
couple poéle-zéro en fonction de leur asymptote.
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Optimisation par la fonction MATLAE fminsearch
avec 12 cellules de Maxwell, SIAI =216%et BA =-005%
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Fig. 7. Optimisation par la fonction fminsearch.

4.1 La fonction Matlab® « fminsearch »

La fonction Matlab® fminsearch permet de trouver,
par itération, les parametres qui minimisent une fonction
non-linéaire. En appliquant cette fonction aux moindres
carrés, W, on peut ainsi obtenir les parametres du modele
de Maxwell qui minimisent W et donc qui permettent
Iidentification la plus juste des parametres. Le gros in-
convénient de cette fonction pour l'utilisateur, est de
n’avoir aucun moyen de maitriser les parametres finaux.
Comme le montre la figure 7, il est impossible d’imposer
a fminsearch d’avoir wz; < wp; par soucis de causalité, en
effet 'inverse engendrerait une cellule de Maxwell a phase
négative. Malgré ses tres bons résultats o4 = 2,1 % et
04 = —0,05 %, cette méthode reste trop lente et acausale.

4.2 Optimisation par les variations asymptotiques

Tout d’abord, le domaine fréquentiel est découpé
tres finement, environ 100 sous-domaines par décade et
les valeurs de phase et de module sont interpolées de
maniere logarithmique, c’est-a-dire par des droites sur une
échelle comme celles de la figure 3. Chaque sous-domaine
présente une aire de phase qui est la somme des aires de
phase apportée par chaque couple pole-zéro (cf. (4)).

L’idée est la suivante : dans un sous-domaine particu-
lier, il y a un certain écart entre la courbe expérimentale
et celle du modele. Tous les parametres du modele influent
sur cet écart, mais ils influent de maniere différente. Pour
réduire cet écart, il faut modifier les parametres de chaque
couple pole-zéro proportionnellement & leur influence sur
cet écart.

Parmi tous les couples podle-zéro d’un modele de
Maxwell généralisé, intéressons-nous a un couple parti-
culier, le éme, ayant wy; et wp; comme parametres. Pour
un sous-domaine donné, le pourcentage d’aire du modele
apportée par ce couple pole-zéro est égal a l'intégrale de

Optimisation par la méthode des variations asymptotiqjues
avec 12 cellules de Maxwell, 5|A| =348 % et 5;\ =0%
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Fig. 8. Optimisation par la méthode des variations asympto-
tiques.

la phase de ce couple divisée par I'intégrale de la phase
du modele. Ce pourcentage est représentatif de I'influence
d’un couple pole-zéro dans un sous-domaine.

Pour le jeme sous-domaine, on calcule A;, I'écart
entre l'aire de la phase du modele et I'aire de la phase
expérimentale. A; est la variation de I’aire de phase que
I'on doit induire au modele. Ensuite on calcule A;; qui est
la variation A; pondérée par le pourcentage d’influence de
la ieme cellule dans le jéme sous-domaine.

Par la suite, les A;; sont calculés pour tous les sous-
domaines, et on calcule leur somme sur j. La somme des
A;j est la variation globale d’aire de phase que 'on induira
a la 7eme cellule. Si cette somme est positive cela indique
que la zeme cellule de Maxwell n’apporte globalement pas
assez d’aire de phase et donc que wyg; et wp; sont trop
proches 'un de l'autre. A l'inverse, si cette somme est
négative alors la cellule génere globalement trop de phase
donc wy; et wp; devront étre rapprochés. Il reste a définir
comment cette somme affectera wy; et wp;.

Les asymptotes d’une cellule de Maxwell généralisé
sont définies en (12). Elles permettent, a partir d’une aire
de phase, d’en déduire I’écart entre un zéro et un pole
pour une cellule. Ainsi, les équations (13) permettent, &
partir de la variation globale d’aire de phase de la 7eme
cellule de Maxwell, comment son pole et son zéro vont
étre déplacés.

Chaque zéro est déplacé vers la gauche proportionnel-
lement a la somme des A;; qui se trouvent a gauche du
centre de la cellule et chaque pole est déplacé vers la droite
proportionnellement a la somme des A;; qui se trouvent
a droite du centre de la cellule. De cette maniere, on opti-
mise le placement du centre des couples zéros-poles ainsi
que leur position relative. Cette nouvelle configuration de
parametres permet de recalculer la courbe du modele et
donc de passer a l'itération suivante du calcul des écarts
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entre modele et expérience. Le processus itératif s’arréte
quand les poles et les zéros ne sont presque plus modifiés.

Remarquons que des effets non désirables peuvent
survenir si une cellule de Maxwell est amenée par
itération a se rapprocher des bords du domaine fréquentiel
expérimental. Pour éviter ces effets de bord, les
courbes expérimentales sont extrapolées hors du domaine
d’intérét. Ceci a pour effet de déplacer les effets de bords
hors du domaine d’étude. La longueur de 'extrapolation
est laissée a 'appréciation de chacun, une valeur située
entre une décade et une demi-décade offre souvent de bons
résultats.

Cette méthode est appelée variation asymptotique
parce qu’elle calcule les variations d’aire de phase qui af-
fecte chaque cellule et les retranscrit en variation de pa-
rametres par I'utilisation des asymptotes d’une cellule de
Maxwell généralisé. Cette méthode d’optimisation s’ap-
plique de fagon analogue au module. Elle donne de tres
bons résultats 4| = 3,48 % et 04 = 0 % comparables & la
méthode précédente avec ’avantage de rester totalement
maitrisable quant a la causalité de chaque cellule.

5 Contrainte supplémentaire d’intégration
dans les analyses de stabilité

Chevallier (cf. [11]) a expliqué comment mettre en
ceuvre la viscoélasticité modélisée par Maxwell généralisé
au sein de codes de calcul EF pour la résolution de
problemes de grande taille. Cette méthode augmente la
taille du modele d’un ordre égal a celui du modele de
Maxwell lorsqu’un seul matériau viscoélastique est pris en
compte. Pour plusieurs matériaux viscoélastiques, cette
taille de modele serait encore multipliée par le nombre de
matériaux viscoélastiques si I’on ne prenait pas des poles
communs & tous les matériaux viscoélastiques. Ainsi tous
les matériaux viscoélastiques sont modélisés par Max-
well généralisé avec un ordre identique et la taille du
modele est égal a cet ordre plus 2. Il faut donc que I'algo-
rithme soit capable d’identifier les parametres du modele
de Maxwell en intégrant cette contrainte supplémentaire.
Si le domaine fréquentiel de mesure est différent suivant
les matériaux viscoélastiques, les phases et les modules
sont extrapolés, par une constante pour la phase et par
une droite affine pour la rigidification, comme pour la
gestion des effets de bords.

Il faut ensuite opérer en 2 temps. Premierement, la
méthode des asymptotes permet pour chaque matériau
viscoélastique, de trouver un jeu de zéros et de poles
convenables. Les zéros et les poles sont ensuite calculés via
la méthode des variations asymptotiques. Puis la moyenne
des poles sur tous les matériaux viscoélastiques devient la
valeur commune des poles de tous les matériaux.

L’optimisation précédente sert uniquement a partir
sur de bonnes bases lors du calcul des poles communs.
Les zéros précédemment calculés ne sont plus adaptés
aux nouveaux poOles communs et doivent étre recalculés
par une méthode des asymptotes modifiée. Un découpage
fréquentiel est redéfini tel que la pulsation de séparation

des sous-domaines est placée a la moyenne de 2 poles
consécutifs moins la moitié de I’écart moyen zéro-pole. Ce
découpage sert de base au calcul des zéros via la méthode
la méthode des asymptotes mais cette fois-ci en utili-
sant la pondération des aires suivant la longueur du sous-
domaine fréquentiel et de 'aire de sa phase expérimentale
(cf. relation (12)) :

N
Z UnAp = Atotal
n=1
N . .
< > ﬁ) — A,
=1

N 1.
(.z )
i=1

I, représente la longueur du sous-domaine en échelle lo-
garithmique et lotal, la longueur totale du domaine. A,
désigne l'aire de la phase expérimentale du sous-domaine
et Agotal, aire totale du domaine. Cette pondération v,
est modifiée par rapport a la premiere version car le
redécoupage fréquentiel n’assure plus que chaque sous-
domaine ait exactement la méme aire de phase. La
pondération doit donc dépendre de la longueur du sous-
domaine mais aussi de I'aire de phase du sous-domaine.
Ainsi plus [, est grand et plus le coeflicient v,, sera faible,
plus A, est petit et plus le coefficient v, sera faible.

Dans un deuxieme temps, la bande fréquentielle
étendue est redécoupée de maniere a pouvoir appliquer
une itération de la méthode d’optimisation par les varia-
tions asymptotiques. Ainsi, les écarts qu’il faut habituel-
lement attribuer aux poles et aux zéros servent d’abord a
recaler les zéros de chaque matériau viscoélastique. Puis,
un calcul d’écarts est relancé pour réajuster les poles de
chaque matériau viscoélastique. Ces nouveaux jeux de
poles sont a leur tour moyennés car ils doivent rester
identiques pour tous les matériaux. Ensuite débute une
nouvelle itération des zéros et on recommence ainsi jus-
qu’a ce que les poles et les zéros ne soient presque plus
modifiés.

Comme le montre la figure 9, les phases des différents
matériaux influencent toutes le placement des poles a
cause de la contrainte supplémentaire de péles communs
a tous les matériaux. Ceci induit des « oscillations » de la
courbe du modele autour de la courbe expérimentale du
matériau qui ne seraient pas présentes lors de 'identifi-
cation des parametres de ce matériau seul. Pour autant,
la courbe expérimentale reste bien modélisée et les indi-
cateurs des trois courbes le révelent :

5\A|1 = 4,35 %, 5‘,4‘2 = 1,18 %, 5|A\3 = 095 %
montrent que le modele est représentatif des courbes
expérimentales et 641 = —1,19 %, da2 = —022 %
et 043 = —0,46 % montrent que le modele apporte
globalement la méme aire de phase que les courbes
expérimentales.

Mz

A< —) (12)
j=1

N .
J
Agotal | 2 An —ltotal
j=1

6 Conclusion et perspectives

Nous disposons maintenant d’un algorithme robuste
permettant d’identifier les parametres du modele de
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Optimisation par la methode des variations asymptotiques
avec 12 cellules de Maxwell

5|A|1 =4.35% & A 1.18% et ng =095%

By = -1.19%, Byi= -0.22% et Bin= -046%
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Fig. 9. Exemple d’optimisation sous contrainte sur 3 courbes
expérimentales.

Maxwell généralisé des matériaux viscoélastiques d’un
systeme mécanique entier. Il permettra d’alimenter les
modeles EF. Afin d’étudier le comportement des shims
en situation proche de la réalité d'un frein a disque,
ils seront testés en cisaillement avec amplitude suffi-
sante pour observer la combinaison de leur comportement
viscoélastique et de leur comportement tribologique de
frottement. C’est pourquoi nous chercherons a combiner
le modele de Maxwell généralisé au frottement de Cou-
lomb ou de Dahl.
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