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ALGEBRE PRE-GERSTENHABER A HOMOTOPIE PRES

WALID ALOULOU, DIDIER ARNAL ET RIDHA CHATBOURI

RESUME. On étudie le concept d’algeébre a homotopie pres pour une structure définie par
deux opérations . et [ , ]. Un exemple important d’une telle structure est celui d’algeébre de
Gerstenhaber (commutative et de Lie). La notion d’algebre de Gerstenhaber a homotopie
pres (G algebre) est connue.

Ici nous proposons une définition d’algebre pré-Gerstenhaber (pré-commutative et pré-
Lie) permettant la construction d’une preG, algebre.

Partant d’une structure pré-commutative (Zinbiel) et pré-Lie, on utilise les opérades
duales correspondantes. Nous donnons la construction explicite de 1’algeébre & homotopie
pres associée. Celle-ci est une bicogebre (Leibniz et permutative), munie d’une codifféren-
tielle qui est une codérivation des deux coproduits.

Abstract.
This paper is concerned by the concept of algebra up to homotopy for a structure defined by two ope-
rations . and [, |. An important example of such a structure is the Gerstenhaber algebra (commutatitve

and Lie). The notion of Gerstenhaber algebra up to homotopy (G, algebra) is known.

Here, we give a definition of pre-Gerstenhaber algebra (pre-commutative and pre-Lie) allowing the
construction of preG, algebra.

Given a structure of pre-commutative (Zinbiel) and pre-Lie algebra and working over the corres-
ponding dual operads, we will give an explicit construction of the associated pre-Gerstenhaber algebra
up to homotopy, this is a bicogebra (Leibniz and permutative) equipped with a codifferential which is
a coderivation for the two coproducts.

1. INTRODUCTION

En 69 [Q], Quillen a montré qu’il existe une dualité entre les structures d’algebre de Lie
et d’algebre commutative dite dualité de Quillen.

En 94 [GK], Ginzbug et Kapranov ont montré qu’il existe une dualité entre d’autres
types d’algebres. 1ls ont expliqué cette dualité en introduisant les notions d’opérade P et
d’opérade duale P' qui décrivent et déterminent le type d’algebre sur 1’opérade P. On dit
une P-algebre ou une algebre sur I’opérade P. Par exemple, les opérades classiques sont
les opérades Lie, Ass, Com. Une Com-algebre (resp. une Lie-algebre) est une algebre
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commutative (resp. de Lie). Les relations de définition de la structure (multiplication, cro-
chet) sont quadratiques dans les lois (ainsi la relation d’associativité, celle de Jacobi font
intervenir deux opérations). Les opérades Lie, Ass, Com sont quadratiques.

Ginzbug et Kapranov ont montré que toute opérade quadratique admet une opérade
duale, ils retrouvent la dualité de Quillen sous la forme Com' = Lie et Lie' = Com.

Ils ont démontré aussi que Ass' = Ass.

La structure de P-algebre libre sur un espace V' est donnée par une codifférentielle ()
(bilinéaire si la loi considérée est binaire) d’une cogebre libre sur la P'-cogebre sur V
construite a partir de V. La relation Q?> = 0 est ’équation de structure, elle est équivalente
aux axiomes de définition de la strucutre d’algebre.

Dans cette situation, la structure de P, algebre (ou P-algebre a homotopie pres) sur un
espace vectoriel V' est la donnée d’une codifférentielle () (non nécessairement bilinéaire)
sur la P' —cogebre sur V' (voir [GK]).

Une algebre pré-Lie est un espace vectoriel V' muni d’une loi ¢ telle que son antisymé-
trisée est une loi d’algebre de Lie. Les axiomes de cette structure ont permis a Chapoton et
Livernet ([ChL]) de réaliser la construction ci-dessus. Il existe donc une notion d’algebre
pré-Lie a homotopie pres ([ChL]).

De méme, il existe une notion d’algebre pré-commutative, appelée algebre de Zinbiel
([Liv]), ces algebres sont équippées d’un produit A, dont le symétrisé est associatif et com-
mutatif. Les axiomes permettent de réaliser la construction ci-dessus et de définir des al-
gebres de Zinbiel a homotopie pres ([Liv]).

Maintenant, une algebre de Gerstenhaber est un espace vectoriel V' muni de deux lois :
un produit commutatif A de degré 0 et un crochet de Lie |, | de degré -1, avec des relations
de compatibilités. On peut réaliser la construction ci-dessus pour cette structure (voir [G],
et surtout [BGHHW, AAC]). La construction complete nécessite celle d’une bicogebre
W (munie d’un coproduit A et d’un cocrochet x avec des relations de compatibiltés) et
les deux lois de notre algebre permettent de construire une seule application () qui est une
codérivation a la fois de A et de . Les axiomes d’algebre de Gerstenhaber sont équivalents
a I’équation de structure Q? = 0. Ceci permet de définir les algebres de Gerstenhaber 2
homotopie pres ([AAC]).

Précisons cette construction. Comme (V, A) est une algébre commutative, on construit
la cogebre libre associée (H, ) et la codifférentielle notée D que définit A. On remarque
que le crochet de Lie |, | se prolonge en un unique crochet de Lie sur H et que les relations
de compatibiltés entre A et [ , | sont équivalentes a : D est une dérivation du crochet. On
dispose alors d’une algébre de Lie différentielle (#,[, |, D). La construction ci-dessus
permet de construire la cogebre libre associée (W, A) et une codifférentielle (), unique
prolongement de D + [, | 2 W. Enfin on prolonge de fagon unique 0 en un cocrochet x sur
W, on obtient la bicogebre codifférentielle (W, A, k, Q).
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Dans [Ag], Aguiar propose une définition d’une algebre pré-Gerstenhaber : un espace V'
qui possede a la fois une structure d’algebre de Zinbiel pour A (de degré 0) et une structure
d’algebre pré-Lie pour ¢ (de degré -1) avec des relations de compatibilités.

Reprenons la derniere construction pour une algebre pré-Gerstenhaber au sens d’ Aguiar,
on construit d’une fagon unique la cogebre codifférentielle (#, 0, D) définie pour les al-
gebres de Zinbiel par Livernet ([Liv]), Aguiar a défini un prolongement naturel du produit
pré-Lie ¢ a H, noté R. (H, R) est bien une algébre pré-Lie, malheureusement, D n’est pas
une dérivation de R, parce que les relations de compatibilité entre A et ¢ proposées sont
trop faibles.

On se propose dans ce papier de donner une définition plus restrictive d’algebre pré-
Gerstenhaber que celle d’Aguiar. Plus précisément, on imposera des conditions de com-
patibilités plus fortes. On définit alors un autre prolongement, noté R, de ¢ a H tel que
(H, Ry, D) est une algebre pré-Lie différentielle. On pourra alors achever la construction
de la bicogebre codifférentielle (W, A, k, Q) dans le cadre des algebres pré-Gerstenhaber.
On a ainsi une construction explicite de 1’algebre pré-Gerstenhaber a homotopie pres asso-
ciée.

2. ALGEBRES A HOMOTOPIE PRES OU P, ALGEBRES

2.1. Généralités.

Soit V' = P,,, Vi, un espace vectoriel Z gradué. Le degré d’un élément homogene x
dans V' est noté |z|. On notera 7" (V) I’espace P, , ®" V, gradué par |z, @ - - - @ x,,| =
o] 4o A ).

Définition 2.1.
1) Une algebre graduée est un espace vectoriel gradué V muni d’une application bilinéaire
b:V®V — Vdedegré 0(|b] =0)c’estadire :

bV ® V) C Vi
2) Une dérivation d de I’algébre (V. b) est une application vérifiant :
dob="bo (d®id+id® d).
Si d est de degré 1 et d* = 0, on dit que d est une différentielle de (V,b).
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Définition 2.2.
1) Une cogébre graduée est un espace vectoriel gradué C muni d’une application linéaire
A : C — C ® C dite coproduit de C vérifiant :

ACLC Y CaC,
i+j=k
2) Une codérivation Q) de la cogébre (C, A) est une application vérifiant :
AoQ=(Q®id+id® Q) o A.

Si Q est de degré 1 et Q* = 0, on dit que Q est une codifférentielle de (C, A). Dans ce cas,
on dit que (C, A, Q) est une cogébre codifférentielle.

Par définition, I’espace V'[1] est le méme espace que V', mais avec un décalage du degré :
le degré d’un élément homogene = dans V[1] noté deg(z) devient deg(z) = |z| — 1.
Rappelons qu’on peut faire correspondre a toute application n-linéaire | |-antisymétrique
(resp. | |-symétrique) ¢ : V ® --- ® V — V une application n-linéaire deg-symétrique
(resp. deg-antisymétrique) ¢’ : V[1] ® --- ® V[1] — V[1] en posant

O (x1,. .., 1) = (—1)Zi=ma=Ddeg@ gy )
(voir [AACI]).

Les bonnes structures algebriques sont des lois associées a une opérade quadratique P
([GK]). En effet, si V est un espace vectoriel gradué, on peut dans ce cas construire la
cogebre colibre (W, A) sur 1’opérade duale P' engendrée par le décalé V[1] de V.

Dans cette situation, dire qu'une loi b : V ® V' — V de degré O est une structure de
type P, c’est dire que sa décalée v/ : V[1] ® V[1] — V/[1] est bilinéaire, de degré 1 et
vérifie les symétries associées a 1’opérade P, donc est prolongeable de fagon unique en
une codérivation () de (W, A) et la loi b vérifie les axiomes de la structure si et seulement
si, Q vérifie I’équation de structure [Q, Q] = 2Q* = 0.

Toujours dans ce cas, on parlera de P, algebre ou d’algebre a homotopie pres pour toute
cogebre codifférentielle (W, A, @) correspondante a (W, A), Q quadratique ou non.

Définition 2.3. [GK]

Une structure de Py, algébre sur un espace vectoriel V est définie par la donnée d’une
codifférentielle Q sur la P'-cogebre (W, A) construite a partir de V.

En particulier, si (V, b, d) est une algebre différentielle, on peut prolonger d + b’ en une
unique codérivation @ de degré 1 de (W, A) telle que Q? = 0, c’est a dire (W, A, Q) est
une P, algebre. Décrivons quelques exemples.
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2.2. Algebres de Lie et algebres commutatives a homotopie pres (L., et C, algebres).

Les structures d’algebre de Lie et d’algebre commutative sont associées a des opérades
quadratiques : les opérades Lie et Com. De plus, Ginzburg et Kapranov ont montré que
Lie' = Com et Com' = Lie. On peut donc définir les notions de L, et C, algebres.

2.2.1. Algebres de Lie et L, algébres.

Définition 2.4.

Soit g un espace vectoriel gradué. Une structure d’algebre de Lie graduée sur g est la
donnée d’un crochet bilinéaire | , | tel que :

— [, ] estdedegré 0 :

Vi, g, [8i,95] C 8ivj,

— [, | est antisymétrique :
Yo,y €9, [r,y] = —(=1)" ]y, a],

— [, ] vérifie I’identité de Jacobi :

va,y,z €9, (=D [z, ], 2]+ (=)W y, 2], 2] + (=DFPI[z, 2], 4] = 0.

Si de plus, il existe une différentielle d : g — g (i.e. d*> = 0), telle que |d| = 1 et

d([z,y]) = [dz, y] + (—=1)""I[z, dy].
On dit que (g, |, ], d) est une algébre de Lie différentielle graduée.

Rappelons qu’on a posé deg(x) = |z| — 1. on notera aussi simplement x ce degré. On
note aussi
€x (2 L ain ) = €4(0)
la signature de la permutation o = (! == * ), en tenant compte des degrés de x;, autrement

1 ... in

dit, £, est I'unique morphisme de .S, dans R tel que £,.((4, j)) = (—1)"%.
Puisque I’opérade duale de Lie est Com, une Lie'-cogebre est une cogébre coassocia-

tive et cocommutative.

Proposition 2.5.
Soit g un espace gradué, notons S*(g[1]) l'espace T O /(o iyeuye, alors la
Lie'-cogebre colibre engendrée par g[1] est

(5*(al1). &)
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avec, si I = {iy < --- <}, xy désigne x;, ...x; et:

Axy...x,) = Z ex(ar " 2n)Tr Ty
IuJ={1,..n}
#1,4#T>0

On vérifie directement (voir par exemple [AMM)]) que cette cogebre est coassociative :
(A®id)o A= (id® A) oA,
et cocommutative : si 7 est la volte 7(x ® y) = (—1)"y ® z, alors
ToA=A.

Une structure de L, algébre sur g est un triplet (S T(g[1]), A, Q) , formé de cette co-

gebre cocommutative coassociative munie d’une codérivation () de A de degré 1 et de
carré nul. En particulier

Proposition 2.6. [AAC]

Si(g,], ],d) est une algébre de Lie différentielle graduée, on pose :
Q1(x) = dz, Qa(z.y) = (=1)*[z,y], Qr = 0,Vk > 3,

et

Qry...zn) = E e ("sray") Qui(zr).2y.
IuJ={1,...,n}
140

Alors (St (g[1]), A, Q) est une L, algebre dite la L., algébre enveloppante de g.

2.2.2. Algebre commutative a homotopie pres (Co, algebre).

Définition 2.7.
On dit que (A, .,d) est une algébre commutative différentielle graduée si :
— . estune loi de degré 0 et commutative :

Va,y € A, zy = (—1)Wy 2,

— . estassociatif :
Ve,y,z € A, (x.y).z = x.(y.2),

— d est une différentielle de degré 1, de carré nul, et telle que :
Yo,y € A, d(z.y) = dr.y + (—1)"z.dy.

Comme 1’opérade duale de C'om est Lie, on construit la C'om'-cogebre colibre ainsi :
— On considére A[1] muni du degré deg(z) = |z| — 1 ==z
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— Une permutation o € S, (p,q > 1) est dite un (p, g)-shuffle si elle vérifie :
o)< ---<o(p) et op+1)<---<alp+q).

On note Sh(p, ¢) I'ensemble des (p, ¢)-shuffles.
— On définit ensuite le produit shuffle sur ™ A[1] par :

Shy g (11 ® .. @ Tp, Tpi1 @ ... @ Tpyg) = Z 536(0_1)@,-1(1) ® ... @ To—1(ptq)-
o€Sh(p,q)

— On définit alors I’espace quotient

+ n
H= ® A[l] = @ ® Am/zp-kq:n Im(shp,q)-

n>1

Proposition 2.8.
La Com'-cogeébre colibre associée a A est ’espace H muni du cocrochet § défini par :

n—1

11 ®...Qx,) = Z 11R...0, ® Tj18.. 0T, — €4(T)2j118...81, ® 11Q...9;.

j=1
Le coproduit § est coantisymétrique :
Tod=—0
et vérifie I’identité de coJacobi (ici 793 = id R T et T2 = 7 ® id) :
(id@g + T12 0 Tog + To3 © 7’12) o(d®id)od=0.

On dira que (H, 0) est une cogébre de Lie de cocrochet 4.

Une structure de C, algebre sur A est la cogebre de Lie (7—[, 0, Q) munie d’une codéri-
vation () de 9 de degré 1 et de carré nul. En particulier

Proposition 2.9. [AAC]

Si (A, .,d) est une algébre commutative différentielle graduée, on pose :

et
Qur®-8ra) = 3 (~D)T57010... 80,000 (111181, s 17 18- D,
0% %n

Alors (H, 9, Q) est une Cy, algébre dite la C, algébre enveloppante de A.
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3. ALGEBRE DE GERSTENHABER A HOMOTOPIE PRES ((G,, ALGEBRE)

Une algebre de Gerstenhaber est un espace vectoriel gradué, muni de deux lois de degrés
différents et de symétries opposées. Voir [G, A].

Définition 3.1.
On dit que (G, \, [, |,d) est une algébre de Gerstenhaber différentielle graduée si :
- (G, A, d) N =0,
- (G[1],[, |, d) est une algebre de Lie différentielle graduée, ||, || = —
— La relation de compatibilité suivante (relation de Leibniz) entre A et | , | est vérifiée :

[, BAY] = [, B] Ay + (=1)II1=D g A, 4],

Le prototype des algebres de Gerstenhaber est I'espace T, (R?) des multichamps de
vecteurs muni du crochet de Schouten [, | et du produit extérieur A.

Pour définir la notion d’algebre de Gerstenhaber a homotopie pres, on procede en trois
étapes.

On construit d’abord la cogébre de Lie (#,d) associée a (G, A, d) comme ci-dessus.
On prolonge a H I’application d + A en une codérivation de ¢ de carré nul, que I’on note
maintenant D.

On prolonge ensuite le crochet | , | de G[1] a H en posant (voir [F, AAC]), si X =
.00, Y = ap1®...80p 14 :

[X, Y] = Z 5a(a_1)a0-1(1)@. . .@[ag—l(k)’ao—l(kJrl)]@. - Q=1(ptq)-

o€Sh(p,q)
kot (k)<p<c~!(k+1)

On note deg(X) = deg(au® ... Q) = ag + -+ - + o, = x. Alors :

Proposition 3.2.
(H,[, ], D) est une algébre de Lie différentielle graduée.

On peut ensuite construire la L, algebre enveloppante (S*(H[1]), A, Q) de H.
On considere I’espace H[1], muni du degré deg’(X) = deg(X) — 1 = a’. On pose
l5(X.Y) = (—1)*[X,Y], et on prolonge D et ¢, en m et £ a S*(H][1]) par :

mXi.. . X)) =Y e (xjjj%) D(X;).X1...7 ... X,
=1

et
E Zex (xlazjg;l xznj xn>£2(X X)X Aan

1<j
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On obtient une codérivation Q = (m + £) de A vérifiant deg’'(Q) = 1 et Q? = 0.
Enfin (voir [BGHHW, AAC]), le cocrochet ¢ de la C, algébre (H, 6, D) se prolonge en
I’application x, définie sur S™(H[1]), par :

K(X1... X,) = > (1Tt 3T (1)t

1<s<n Us@Vs=Xs
TuJ={1,...n}\{s} Us,Vs#0

X (590’ (mlmulszinmJ ) XI-US ® VSXJ + Eg! (mlxvlsniinmb] ) XI‘/S ® Us-XJ> )
avec

R R ZZ:<S x; Zi_>s x;
€o (2w onay ) = € (o500, ) (—1) i€ (=1) €l

K est cosymétrique et vérifie les relations de coJacobi et coLeibniz avec A :
(id@A)ok=(k®id) o A+ T1/,0 (id® K) 0 A

ou
(A®id)ok = (id®@ K)o A+ Ty 0 (k ®1id) o A.

De plus, I’opérateur () = m + ¢ est une codérivation de k.

Définition 3.3. [AAC]

Une structure de G, algébre sur G est la donnée d’une codifférentielle () de la bico-
+
gébre <S+(® (G[1))[1]), A, /{) telle que () est une codérivation de A et de k, de degré

1 et de carré nul.

En particulier, si (G,A, [, |,d) est une algébre de Gerstenhaber différentielle, alors
+
<S+(® (GAD[]), Ak, Q =m + E) est une G, algebre dite la G, algebre envelop-
pante de G.

4. ALGEBRE PRE-LIE ET PRE-COMMUTATIVE A HOMOTOPIE PRES

4.1. Algebre pré-Lie a homotopie pres (prel, algebre).
La notion d’algebre pré-Lie a été étudiée par Livernet et Chapoton ([Liv, ChL]). Une loi
pré-Lie est une loi binaire dont I’antisymétrisé est un crochet de Lie. Plus précisément :
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Définition 4.1.
Une algébre pré-Lie (a droite) graduée (V, <) est un espace gradué V- muni d’un produit
o de degré 0 vérifiant :

Ve,y,z€V, (xoy)oz—xo(yoz) = (—1)|yHZ‘((x<>z)<>y—:p<>(z<>y)).
Si de plus, d : V — V est une différentielle de degré 1 telle que
dzoy) =droy—+ (—1) =z o dy,

on dira que (V, o, d) est une algébre pré-Lie différentielle graduée.

Cette structure est associée a une opérade quadratique, I’opérade prelLie. L’opérade
duale, déterminée par [ChL], est I’opérade permutative : preLie' = Perm.

Rappelons qu’une algébre permutative (a droite) (V .) est un espace gradué V' muni d’un
produit . de degré 0, vérifiant :

Vr,y,z €V, x.(y.2) = (=1)"Flz. (2.9).

Définition 4.2.
Une preLic'-cogébre (ou cogébre permutative) est un espace vectoriel gradué C muni
d’une comultiplication A : C — C ® C de degré 0 vérifiant :

(ld® A)o A =m0 (id®A)oA.
Proposition 4.3. [ChL]

Soit V' un espace vectoriel gradué. Alors la cogébre permutative colibre associée a V'[1]

est (V[l] ® S(V[1]), A) ou A est défini par A(x @ 1) =0 et :

A(l’o@l’l c. .T}n) = Z Em<0').1’0®(37a(1) c. xa(k)) ® xa(k+1)®<xo—(k+2) c. ZL’J(n)).

0<k<n—1
oc€Shy 1 n_k—1

(Ici, Shi1 n—k—1 est 'ensemble des permutations o de S,, telles que o(1) < --- < o(k) et
ok+2)<---<a(n))

Remarque 4.4.
Identifions S™(V[1]) avec un sous espace de V[1] @ S™(V[1]) en posant

Xg...Ty = Z 81(071)1’0(0) Q@ ZTo(1) - - - To(n)

c€Sn+1
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On a alors :

Alzg®@xy...Tp) = Z ex(ar ™ ?})(IE0®$1)®$J

= T ®x1 ey + (=1)"xy @ Al(zy .. 2y)

ou N'(xy...x:,) est le coproduit de la cogébre cocommutative colibre ST (V[1]).
1l est alors clair que A(zq . .. x,) = A'(zg ... 7).

Définition 4.5.
Une pre L., algébre est une cogebre permutative codifférentielle (V[1]®S (V[1)), A, Q)

telle que Q) est une codérivation de A\ de degré 1 et Q> = 0.
Proposition 4.6. [ChL]
Si (V,0,d) est une algébre pré-Lie différentielle graduée. On pose

Qi(r) =dzr, Q11 ®13) = (—=1)"w1 019, Qp =0,Vk >3

et
Q(ro®@x1...20) = Q1(x0) @2y ... + (—1)™ Z(—I)ZK‘““% @y .. Qi) ...
k=1
+ ) £a(0)Qa(T0 @ To(1) ® To() - - - Tam)+
0€Shi,n-1
+ (=1) Z ex(0)To ® Qo ZTo(1) ® 1‘0(2)).ZE0(3) e To(n)-
oc€Shy,1,n—2

Alors (V[l] ® S(V[1)), A, Q) est une prelLo, algebre dite la preL, algébre envelop-
pante de (V, o, d).

4.2. Algebre pré-commutative (de Zinbiel) a homotopie pres (7, algébre).
Une loi d’algebre pré-commutative, ou d’algebre de Zinbiel, est une loi binaire dont le
symétrisé est une loi commutative et associative. Plus précisément :

Définition 4.7. [L1, Liv]

On dit que (V,\,d) est une algébre de Zinbiel (ou pré-commutative) a droite, diffé-
rentielle et graduée si V' est un espace gradué muni d’un produit N\ de degré O et d’une
différentielle d de degré 1 vérifiant :

Tp+
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—Vr,y,z€V, (xAy)ANz=xAN(YyAz) +(—1)‘y||z|x/\ (z A\y),
—Va,y €V, dlxANy) =dv Ay + (—=1)=lz A dy.

Cette structure est associée a une opérade quadratique, I’opérade Zinb. L’ opérade duale,
déterminée par [L1, Liv], est ’opérade Leibniz : Zinb' = Leib.

Rappelons qu’une algébre de Leibniz (a droite) (V, [, |) est un espace gradué V' muni
d’un crochet |, | de degré 0 vérifiant :

Va,y,z €V, [[z,y],2] = [z, [y, 2]] + (=1)"I[[z, 2], y].
Définition 4.8. [Liv]
Une Zinb'-cogébre ou cogébre de Leibniz est un espace vectoriel gradué C muni d’une
comultiplication § : C — C ® C de degré O vérifiant :
(ld®6§)od = (6 ®id—Ty3 0 (0 ®id))od.

La cogebre de Leibniz colibre engendrée par V' [1] est donnée par :

Proposition 4.9. [Liv]

Soit V' un espace vectoriel gradué. Alors la cogebre de Leibniz colibre graduée engen-
drée par V1] est (T*(V[1]), ) oi § est défini par :

My ® - @wy) = Z (561®"'®37k)®/infk(fck+1®"'®55n)a
1<k<n-1
les j; sont définis par récurrence ainsi : (1, = id, et, si T, est le cycle (1,...,n) de S,,
Pnt1 = pn @ id — (:un ® id) © 7—7;31'

(Comme pour la volte, I’action des i; sur les produits tensoriels est signée).

On peut montrer par récurrence :
Lemme 4.10.
Pour tout p, q positif,
Hp+q © Shpq = 0.

Définition 4.11.
Une structure de Z, algébre est la donnée d’une cogebre de Leibniz codifférentielle

(T*(V[l]), J, Q) telle que () est une codérivation de ¢ de degré 1 et de carré nul.
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Proposition 4.12. [Liv]

Soit (V, A\, d) une algébre de Zinbiel différentielle graduée. On pose
Ql(x) = d.T, QQ(x ®y) = (—1)$.T/\y7 Qk = 07 Vk > 37

et

n

Q1 ® - ®x,) = Z(—1)2i<’“mi$1 ® ... @ Tpo1 ® Q1(xk) @ Tpy1 ® -+ - @ T+
k=1

+ Q211 ®22) T3 R -+ @ Tt

n—1
+ ) ()T @ - @ Qo 0 ok @ Tpp1) ® -+ @ T,
k=2

Alors (T+(V[1]), J, Q) estune Z, algébre appelée la 7, algébre enveloppante de (V, \, d).

5. ALGEBRE PRE-GERSTENHABER

Une algebre pré-Gerstenhaber est une bialgebre graduée G, pour une loi A pré-commutative,
de degré 0 sur G, et une loi ¢ pré-Lie sur G[1] (donc de degré -1 sur G), avec des relations
de compatibilités.

Lorsqu’on symétrise A et antisymétrise ¢, on obtient une structure d’algebre de Gersten-
haber sur G.

Plus précisément, nous proposons ici la définition suivante :

Définition 5.1.
On dit que (G, A\, ©) est une algebre pré-Gerstenhaber a droite graduée si :

— (G, N\) est une algebre de Zinbiel a droite graduée, | A\ | = 0.

— (G][1], ©) est une algebre pré-Lie a droite graduée, | o | = —1.

— On impose les relations de compatibilité suivantes entre N\ et ¢ :
@ A (807) = (~)IVODa p (30 5),
ao(fAy)=(aoph) A,
(a0 B) Ay = (=1)PI=a A y) o p.

Si on pose [, B] = ao B — (=1)=NUB-Dg o aeta.f = a A B+ (=1)PIZ A,

ces relations impliquent que (G, ., [, |) est une algebre de Gerstenhaber, c’est a dire que la
relation de Leibniz est vraie :

o, B.4] = [a, Bloy + (=1)1P10I=D g [ ).
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Mais on obtient aussi les deux relations suivantes :

aA[B,v] =0,
[a, BAA] = [a, BI A7

Dans [Ag], Aguiar a proposé une définition d’algebre pré-Gerstenhaber avec d’autres
conditions de compatibilités. Pour une algebre a droite, sa définition est équivalente aux
conditions de compatibilités suivantes :

[, Bl Ay = a0 (BAY) = (=) PIB A (a0 y),
(.B) oy = (—1)'“‘(”"1)@ A(B o)+ (_1)(\a|+h\fl)|5\5 Alaon).

Il a aussi construit une telle structure sur 7+ (g), si g est une algébre pré-Lie.
Les deux relations ci-dessus sont une conséquence de nos relations de compatibilités,
notre notion d’algebre pré-Gerstenahber est plus stricte que celle d’ Aguiar.

La premiere étape de la construction d’une pre(G, algebre consiste, comme ci-dessus
a construire la Z,, algebre enveloppante (H,d, D) de 1’algebre pré-commutative (G, A).
Cette construction ne dépend pas des conditions de compatibilités.

La deuxieme étape, que nous allons présenter dans la section suivante, consiste a pro-
longer la loi ¢ en une loi Ry sur H, de telle fagon que (#, Rs, D) soit une algebre pré-Lie
différentielle. Mais les conditions de compatibilités proposées par Aguiar sont insuffisantes
pour que D soit une dérivation de R», alors que les conditions proposées dans la définition
ci-dessus garantissent cette propriété.

Avant de présenter cette construction, donnons un exemple d’algebre pré-Gerstenhaber.

Exemple 5.2. Soit G I’espace des formes différentielles sur une variété M. Si o est une
k-forme, on définit le degré de o par : |a| = k + 1.
Soient a et 8 deux formes différentielles, on définit :

akﬁ:ﬁa/\dﬁ et aofB=aANp.

Alors, on vérifie que | A | =0et|o| = —1.
Pour «, [ et vy dans G, on vérifie aussi que :

(@A B)Ay=ai(Bry)+ (=)Mo x (v B),
et

(o) oy —ao(Foy) = (-0 ((@or) o —ao(yop)).
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Les relations de compatibilités entre A et & sont aussi vérifiées :
@A (Bo7) = (1IN 4 (0 )
ao(fAy)=(aof) Ly,

(a0 B) 47 = (=)0 A 9) 0.6

Ainsi, (G, A, ©) est bien une algeébre pré-Gerstenhaber.

6. L’ALGEBRE PRE-LIE DIFFERENTIELLE (H, Ry, D)

Soit (G, A, ©) une algebre pré-Gerstenhaber graduée. Puisque A est une loi pré-commutative,
on lui associe une cogebre de Leibniz codifférentielle (H,d, D). Dans cette section, on
montre que H est aussi munie d’une structure d’algebre pré-Lie différentielle.

Pour cela, on prolonge ¢ a H en R, de telle facon que (H, Ry, D) soit une algebre pré-
Lie différentielle. Soient X = a1 ® ... ® o, et Y = apy1 ® ... ® 44 deux éléments de
‘H, on pose :

Ro(X,Y) =
— (al o ap-i-l) ® Z (_1)(az+---+ap)ap+1Ea(o.fl)ag_l(z) R - ]:’_\1 e ® Qo1 (ptq)
0€Shp_1,q-1
+ Z (_1)(ak+1+"'+0m)06p+1Ea(o.—l)al ® Qo ® e ® Op_1 ® [ak’ ap+1] ® Ozafl(k;—f—l) ® .
2<k<p
UGShp,kyq,l

"®"']:|—\1"'®a0'*1(p+q)7

avec : (g, apy1] = g © apig — (—1)* ¥ a1y 0 .

On rappelle que deg(X) = deg(ag @ - @ o) =1 + -+ - + o, = .

Théoréme 6.1.
Le triplet (H, Rs, D) est une algébre pré-Lie différentielle graduée.

Démonstration.
Montrons d’abord que (#, R2) est une algebre pré-Lie graduée. Soient

X:OZ1®“'®OZP,
Y =0p11 @+ @ pyy,

Z = 0pigi1 @+ @ Opigyr
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trois éléments de #H. Vérifions la relation (x) suivante :
RQ (RQ(Xa Y)7 Z) _RQ (X, RZ(K Z))_(_l)yz (RQ (RQ(Xa Z)7 Y) _RZ (X, RZ(Z7 Y))) =0.

Dans cette relation, il apparait 4 types de termes :
1. Dans (x), il apparait des termes avec deux ¢ :

(100p+1)0Qpsgr1,  10(Ap11001g11), (1O 141) 0011, Q1O (Qpygi100p11).-

Ces termes apparaissent sous la forme tterme @ a,-1(2) @ ... Ap-1(ptq4r) OU O €St
un shufflede {1,....p+qg+r}\{L,p+1,p+qg+1}:0 € Sh,_14-1,-1. Plus
précisément, on pose :

£ = £a(0)(~1) T (L),

et

—

—_—
Ag = 0o-12) @ - pi1 - gl ® Qo1 (piqin)-
La contribution des termes correspondants est C' ® (¢, A, ) avec :
C = (10 ap11) 0 pigr1 — a1 0 (Apr1 O Apygrn)—
/
—&'((a1 0 Apigi1) © Ap1 — 01 0 (Aprgr1 © i),
ou £’ est le signe :

e = (_1)?12(_1)(y_ap+l)(z_ap+q+1)(_1)0417+q+1(y_ap+l)+04p+1(z_0‘p+q+l) — (_1)ap+lap+q+1_

Ces termes se simplifient grace a la relation pré-Lie de ©.

2. Dans (x), il apparait des termes avec un double crochet ou un ¢ dans un crochet :

ok, apra], Cprgials  [am, apr1 0 dprgia],  [[om, Cprgia], apit], [0 Opigar © i
Ces termes apparaissent pour 1 < k < p sous la forme
+ (1 @ ® A1) @EETME @ Ag=1(441) @ -+« - pi1 -« - prgid *** @ Qo1 (pigir)
=+ A, @ terme ® B,.

ou o estdans Sh,_j 4-1,-1 agissantsur {k+1,....p+qg+7r}\{p+L,p+q+1}.
On obtient donc les termes £, (0)Ar, ® C' ® B, avec, le méme ¢’ que ci-dessus :

C = [[a, apr], aprgrr] = [, apir © apagia] — 'f[an, g, cpi]+
+ &' lo, Qprgr1 © ]
= [lan, ap], prgr1] = [, (i1, Qpygn]] — (1)1 oy, pigra], Ay
= 0.
3. Dans (x), il apparait des termes de la forme
@ o, 0p ] @ @ [, Qg @ @ g, Qg @ @ o, apa] @ -

Plus précisément :
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- Dans Ry (Ry(X,Y), Z), pour tout k € {2,...

sont :

(1.1) s+ @ [y 1] @ -+ @ [, Qg1 @+ -
(1.2) 1+ ® [0, 01| @ -+ @ [, Qpgi| @ - - -
(1.3) e ® [ag,ap+q+1] K- [Ozk,ap_H] Q-

- Dans Ry (X, R»(Y, Z)), pour tout k € {2,...

sont :

(2.1) - ® [ag, Qpr1] @+ @ [, Qprgi1] @ -+ -

- Dans Ry(R2(X,Z),Y), pour tout k € {2,...

sont :

(3.1) e ® [ak, ()zp+q+1] K- R [Ozg, Ozp+1] Q-
(3.2) e ® [ak, ()zp+q+1] K- [ag, Ozp+1] Q-
(3.3) - @ g, Apt1] @ -+ @ [, Oprgr1] @ -+ -

- Dans Ry (X, Ry(Z,Y)), pour tout k € {2,...

sont :

(4.1): - @ gy Aprgr1] @+ @ g, apig| @ - - -

,p}, les termes qui apparaissent
,avec k < £ <p,
,avecp+1 </l <p-+q,
,avec 1l < £ < k.

,p}, les termes qui apparaissent
,avecp+ 1</l <p-+q.

,p}, les termes qui apparaissent
,avec k < 0 <p,

,aveept+q+1 <l <p+q+r,
,avec 1l < £ < k.

,p}, les termes qui apparaissent

,aveept+q+1 <l <p+q+r.

Il est clair que (1.2) — (2.1) = 0 et (3.2) — (4.1) = 0. En utilisant la commutativité
des shuffles, on vérifie que (1.1) = (3.3) et (1.3) = (3.1).

4. Enfin, dans (x), il apparait des termes de la forme

a1 00pp1 @+ @[k, Aprgpa] @+, 01001 @ @ [ag, 0p] @ -

Plus précisément,

- Dans Ry(R2(X,Y), Z), les termes qui apparaissent sont :

(L.1) ton 0 pi1 @ -+ @ [k, Qpigr1] @ -+ - ,avee 1 < k < p,

(1.2) ton 0o pi1 @ -+ @ [k, Qpigr1] @ -+ - yaveep+1 <k < p+g,
(1.3) 1 01 © Qpigi1 @ -+ @ g, pi1] @ -+ - ,avec 1 < k < p.

- Dans R, (X ,Ro(Y, Z )) , les termes qui apparaissent sont :
(2.1) a1 001 ® - @ [, Qpygi1] ® -+ yaveep+1 <k <p+gq.

- Dans R, (RQ(X, Z), Y), les termes qui apparaissent sont :

(3.1) : a1 0 Upigr1 @+ @ [ag, apy1] ® -+ ,avec 1 < k < p,

(3.2) a1 0 Upigr1 @+ @ [ag, i1 @ -+ yaveep+q+ 1<k <p+q+r,
(3.3) ta100p1 ® - @ [, Qpygi1] ® -+ ,avec 1 < k < p.

- Dans Ry (X, Ro(Z,Y)), les termes qui apparaissent sont :
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(4.1) : 010 Qpigr1 ® -+ [ag, pi1] @ -+ - yaveep+q+1 <k <p+qg+r.

Il est clair que (1.2)" — (2.1) = 0 et (3.2)" — (4.1)" = 0. En utilisant la commutati-
vité des battements, on vérifie que (1.1)" = (3.3)" et (1.3) = (3.1)".

Montrons maintenant que la différentielle D est une dérivation de Ry. Pour X = oy ®
cRapetY = app ® - @ qpyyg, On Vérifie que

Do Ry(X,Y)=Ry(D(X),Y) + (—1)1R2(X, D(Y))
Rappelons que
D(a; ® ..Qa,) = Da(ar, ) @3 ® -+ - @ ap

+) (—D)Zik %y @ - ® oy © Do o fia( 0, Q1) @ s @ -+ ® e

=2

3
—_

ol

On pose my = D5 o pi5 et on note symboliquement D = Dy + m.

De méme, Ry s’écrit :

Ry(X,Y) =
— (al <>ap+1) ® Z (_1)(042+...+ozp)04p+15a(0_—1) g 1(2) ® - ‘® S Lpta)
oc€Shp_1,q-1
+ Z (_1)(ak+1+-..+ap)0lp+l8@[(0.*1)0[1 Rag® - P op_1 ® [Oélm ap+1] X ag_l(k+1)®
2<k<p
O'Eshp_k’q_l

..®...z:r\1...®a0_1(p+q)_

Ce qu’on note symboliquement Ry = o + [, |.

La relation a montrer s’écrit donc :
(1)=DoRy=Ryo(D®id)+ Reo (id® D) = (2) + (3).
Avec nos notations symboliques, on trouve :
(1) =Dsoo+Dyo[, J+meo[, ]+0@ma+Da®[, ]+ (m2®[, ]+ [, ]@my)
= (1.1) + (1.2) + (1.3) + (1.4) + (1.5) + (1.6).

De méme :

(2) =00 (Dy@id)+ [, Jo(my®id) +o@my+Da® [, |+ (ma®[, ]+ [, ] ®my)
= (2.1) +(2.2) + (2.3) + (2.4) + (2.5),

(3) =00 (id® Dy) + [, ]o(id® D) +0@mg + [, | @ my

= (3.1) + (3.2) + (3.3) + (3.4).
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La preuve consiste a vérifier les 6 égalités suivantes :

1.1) = (2.1) + (3.1),

) (25) (3.4).

Les trois premieres font intervenir les conditions de compatibilités et nous les détaillons
ci-dessous.

1. (1.1) = (2.1) + (3.1).
Les termes de (1.1) sont :

(1'1) _ Z ga(o_)(_l)ap+1(a2+---+c¥p)D2(a1 O i1, 04071(2)) R - p/-i-\l @ Qg1 (pyg)-
oc€Shp_1,q-1

Comme o est un shuffle, onao~1(2) =20uoc1(2) = p+ 2.

De méme,
(2.1) = (Da(ar, a2)0aps1)@ Y (1)) vie (0) a5 @ - @1 (pig).
O'EShp_Zq_l
et
(3.1) = (a1 © Da(pr1, Apya)) & Z (—1)(eattan)opritopia) o ()

JEShpfg,qfl
—_—

Ug=1(3) @ pr1pt2 " @ Ag=1(ptq)-

Avec les relations de compatibilité :
ao(BAq)=(aof) Ay et (aof)Ay= (=)W (aAy)op,
ceci prouve la relation (1.1) = (2.1) + (3.1).

2. (1.2) =0.
Les termes de (1.2) sont :

(1.2) = Dy(on, [z, apa])® Z oo™ (=)t t)g  @- @01 ().
0€Shp_2,4-1
Avec la relation de compatibilité :
an(Boy) = (~)PDEan (o )

ceci prouve la relation (1.2) = 0.
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3. (1.3) = (2.2) + (3.2).
Les termes de (1.3) sont :

(1.3) = Z (‘1)ap+l(ak“+”'+ap)&1 ® - @ g @ ma(ap_1, [0, Apt1])®

3<k<p

® Z €a(0)Qo1(kt+1) @+ p11 " ® Qg1 (pyg)t

O’EShp_hq_l
+ (_1)ap+l(ak+"'+a’p)a1 ® e ® Q_9 ® Z ga(g)mQ([ak_l’ ap+1]7 aafl(k;))®
Ueshp,k,17q71
® Qo-1(k+1) @ py1 ** ® Ag=1(p1g)-

Comme o est un shuffle, ona o~(k) = kouo 1 (k) = p+ 2.

De méme,
(22) = Z (—1)ersrlknt Tt @ o @ g @ [Ma(g-1, k), Gpy1]®
3<k<p
® Z €a(0)0o-1(111) @ . ol ® Qg=1(p+q)-
O'Eshp_k’q_l
Et
(32) = Z (—1)lermrrere@ttor) g @ @ gy ® (1, Do, Qppn)|®
3<k<p

® Z €a(0)o-1(k41) @+ pr1 pr2-* ® Ao-1(prg)-

UGShp,kyq,l
Avec la relation de compatibilité :
[, BAA] = o, B] A,
ceci prouve la relation (1.3) = (2.2) + (3.2).

Il reste 3 relations ne dépendant pas des relations de compatibilités. On expose ici de
facon moins détaillée leur preuve :

4. (1.4) = (2.3) + (3.3).
Les termes de (1.4) sont :
(1.4) =(a1 0 aps1) @ Z (—1)ortersitoo i@ttty (L) (e2ttap)

ke{2,...p+q—1}\{p+1}
o€Shp—1,4-1

ea(a)ozg—l(g) K & m2<a0'_1(k)7 Oéo—l(k+1)) - 'p/Jr\l T QAo (ptg)-
Dans (1.4), les termes qui correspondent a (o~ (k) € {2,...,p} et o (k + 1) €

simplifient entre eux. Il ne reste que les termes qui correspondent a
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k), 07k +1) € {2,...,p} : ces termes correspondent & ceux de (2.3),
oY k+1)e{p+2,...,p+q} : ces termes sont ceux de (3.3).

5. (1.5) = (24).
Les termes de (1.5) sont :

(1.5) = Da(ar, a2) ® Z (1)t gy @ @ ag_g @ [ag, ap]®
3<k<p

® Z 5a(a)aa*1(k+1) .. 'p/+\1 T & Agl(prg)-

oEShp,k’q,l

Ceci est exactement le terme (2.4).

6. (1.6) = (2.5) + (3.4).
Les termes de (1.6) sont :

(1.6) = Z (—1)ersrlknt oty @ - @ g © [, apr] ® Z £a(0)
QSICSP JeShp—k,q—l
k+1<j<p+q-—1

Qo-1(k1) @+ @ Ma(Qg-1(j), Ao=1(j11)) @ p11** @ Ag=1(p1g)-

Dans (1.6), les termes qui correspondent a (c71(j) € {2,...,pleto}(j +1) €

{p+2,....p+qhet(c(j+1)e{2,....;p}eto'(j) € {p+2,....p+q}) se
simplifient entre eux. Il ne reste que les termes qui correspondent a

o 1(j),07(j+1) € {2,...,p} : ces termes correspondent a ceux de (2.5),

o 1(j),07(j+1)€e{p+2,...,p+ q} : ces termes sont ceux de (3.4).

U

Maintenant, puisque (#, Ro, D) est une algebre pré-Lie différentielle graduée, on construit
comme dans la section précédente, sa pre L, algebre enveloppante (H[1]|®S(H[1]), A, Q).
Explicitement, dans #[1], le degré est deg’(X) = deg(X) — 1 = 2/, on pose

Ry(X,Y) = (—1)"Ry(X,Y) et ((X,Y)=RyX,Y)+ (—1)*YR,(Y, X).
On prolonge ensuite a H[1] ® S(H[1]), D et R}, en m et R par :
7H(A&)@>)(1...AQJ ::l)(Xb)Qg)(l...)(n+’
(Y e (4 0 ) Xo® D)X G X,

j=1

= D(Xo) @ X1 ... X + (1) X, @m' (X ... X,),

<

ou m’ est la codérivation donnée comme ci-dessus dans le cas des algébres de Gerstenhaber.
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De méme,
R(Xo®X;... X,) = En: e ( Tt )R’Q(XO, X)® X1, 7 Xt
i=1
F (1D e (g BT ) Ko @ (X0, X)X X
i<j
= i £l ( i ) Ry (X0, X))@ X1...7... X4+ (—1)%0 X, @ 0'(X; ... X,),
i=1
ou ¢’ est la codérivation donnée comme ci-dessus dans le cas des algebres de Gerstenhaber.

2Si on pose Q = (m + R), alors () est une codérivation de A vérifiant deg’(Q)) = 1 et
@° = 0. Ainsi :

Corollaire 6.2.
Le triplet (H[1] ® S(H[1]),A,Q = m + R) est une cogébre permutative codifféren-
tielle, c’est a dire une prelL ., algébre.

Il reste a construire sur cette preL,, algébre le coproduit x qui fera de H[1] ® S(H][1])
une cogebre de Leibniz. C’est le but de la section suivante.

7. LE COPRODUIT k

D’abord, on a vu que (#, 0) est une cogebre de Leibniz. On rappelle que :

5(X) :5($1 ®"‘®$n) = Z (IE1 ®"'®xk)®un—k($k+l ®"'®l‘n).
1<k<n-1
On note simplement le coproduit d :
(X)= > UeuV.
UeV=x

On se place maintenant dans #[1], le coproduit 6 symétrisé sera noté .

Définition 7.1.
Sur H[1], on définit le cocrochet suivant :

w(Xo) = > (=1 (Ue @ iV + (1) vy (R Uo)

Uo®@Vo=Xo
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Ce cocrochet k se prolonge en un coproduit, toujours noté r, défini sur H[1] ® S(H[1])
par :

X8 X X)) = 3 (1% x (e (05T ) Uo® X0 R Ve Xy
Uo®@Vo=Xo
IuJ={1,...,n}

ou ' est le cocrochet sur ST(H[1]), défini comme dans la section sur les algébres de
Gerstenhaber par :

K(X...X,) = > (—1)Ztt 3T (—1)x

1<s<n Us@Vs=Xs
TUT={1,-.n}\{s} Ua,Vartd

X (Ex’ (mlxuls?i":w ) XI-US ® N‘/;XJ + € (mlxvlsnifsnmJ ) Xl,u‘/s ® Us-XJ> .

Maintenant « est un coproduit de degré 1 qui, en un certain sens, prolonge le coproduit
de Leibniz 0, de degré 0, défini sur . En fait, on peut dire que (H[1] ® S(H[1]), k) est une
cogebre de Leibniz, en tenant compte de ce décalage de degré. C’est a dire :

Proposition 7.2.
Le coproduit k vérifie :

—(ld®@ K)ok = (k®id+ T30 (k®id)) ok

Démonstration.
D’une part, on a

- (’ld X /'i) @) H(XO X X1Xn) =

—(id®“)( Z (—1)% X (595'(3(??%}5'%)U0®XI®M%-XJ+
Uo®Vo=Xo

e (W) Vo © Xo R Us X1 ) + (1) X0 @ /(X1 ... X,))

- Z (—1)" x <ax/ (s w7 o'z ) U0®XI® (1WVo. X))+

e (mnts ) @ Xs QK (U0 X1)) = (1) X @ (id @ /') o (X, .. X,)
= (1.1) + (1.2),

ou (1,2) est le dernier terme, en Xy ® £’ o (id ® K').
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D’autre part, on a
(k®id)ok(Xo® X;...X,) =
= ("f®id)< Z (—1)% X (%(%?f%}j?})%®XI®MVO-XJ
Uo®Vo=Xo
e (B ) ave © X, R Un X1 ) + (-1 Xo @ #/(X, .. X))

= Z (_1)% X (81/ (3(??;6%;0?73)%([]0 @ X[) ® ,uVOXJ+

+ ey ( ovOTL ) K(pVo @ X ) Q) UO.X,) + (—1)%k(Xo) @ &' (X1 ... X))+
+(=1)% X ® (K ®id) o ' ( X1 ... Xp)
=(2.1)+ (2.2),

ou (2, 2) est le dernier terme, en Xy ® (k' ® id) o K.
Et on a aussi :

TQgO(/{@id)O/{(XQ@Xl...Xn):

=Y (1% x (e (W) £(U @ X7) (R Ve X+
Uo®@Vo=Xo
IuJ={1,...,n}

+ 0 () RV © X) Q) Uo-X1> +(=1)"r(Xo) @ (X1 ... Xn)) +
+(=1)% Xy ®@ a3 0 (K @ id) o (X7 ... X,,)
= (3.1) + (3.2),
ol (3.2) est le terme en Xy ® 793 0 (k' ® id) o K.

L’identité de coJacobi est vérifiée par ' : elle se montre comme pour les G .-algebres
([AAC]), donc (1.2) = (2.2) + (3.2).

Dans tous les termes restants, 1’élément X a été coupé au moins une fois. Ces termes
correspondent donc au cas ou on coupe deux fois X par x et au cas ou on coupe une fois
Xo et une fois un des X; (¢t > 0) par k.

Commencons d’abord par le cas ou on coupe deux fois X par x. Notons Xy — Uy ®
Vo ® Wy cette double césure.
- Dans (1.1), on trouve les termes :

€1UO®VO®W0+€2UO®WO®V0+€3WO®U0®V0+E4WO®V0®UO-
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- Dans (2.1), on trouve les termes :

V1U0®V0®Wo+V2V0®U0®Wo+V3%®WO®U0+V4W0®%®UO-

- Dans (3.1), on trouve les termes :

P1Us Q) Wo ) Vo + p2Vo Q) Wo (X) Un + p3Vo @) Uo Q) Wo + paWo Q) Us (R Vo

On vérifie que € = vy, €9 = p1, €3 = P4, €4 = Uy, Vo = —p3 €t '3 = —po. Expliquons
par exemple I’égalité ¢, = v.
Pour ¢, on a effectué les opérations (Y, = Vp @ Wy) :

Xo = (=1)% U R) Yo 5" —(=1)"0(=1)"+6 Uy R) Vo (X) Wo.
Donc g, = (—1)%*?,
Pour v, on a effectué les opérations (Y, = Uy ® Vo, v, = uj + vy + 1)
X+ (— 1)1y, (R) W B3 (1) (— 1454107 (R) Vo (R) W,
Donc v = (—1)%*! = ¢,
Etudions maintenant le cas ol on coupe une fois X, et une fois un des X; (¢ > 0) par .
Posons Xy — Uy @ Vg, et Xy — U; ® V;. Cherchons les termes correspondants. L’in-

fluence des X, (s # t) sur le signe provient uniquement de 1’application de la reégle de
Koszul. On peut donc les négliger dans la suite du calcul.

- Dans (1.1), nécessairement « agit sur X, et (id ® ) sur X;. On a donc les opérations
Xo® X1 ... Xo v 20U X, Q) Vo £ Up Q) Vo X £ Vo Xy (X) Uo + Vo (X) Uo X

On applique ensuite —(id ® ) sur Uy @) Vo X, les termes correspondants sont :

e1Us Q) VU (X) Vite2Uo (R) VoVi Q) Ut () Us Q) ViVot+ealo Q) Vi (X) UiV

De méme, on applique —(id ® k) sur Vy @) Uy X}, les termes correspondants sont :

&5Vo Q) UoU: (X) Vite6Vo (X) UoVi R) Urrt27Vo Q) Us (R) Villo 25 Vo (R) Vi Q) UsU.

- On trouve de méme 8 termes dans (2.1) et 8 autres termes dans (3.1), donc 16 termes

dans (2.1) + (3.1), 8 d’entre eux sont ceux de (1.1), les 8 restants se simplifient deux
a deux.

Par exemple le premier terme de (1.1) est £:Uy Q) VoU; @ V;. 11 apparait avec le
signe :

/

1 = —(— 1) (1) (1) = (1,
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Ce terme n’apparait pas dans (3.1) et il apparait une seule fois dans (2.1), lorsque
K coupe X; et (k ® id) coupe X. Il apparait avec le signe :

(1) (1) (1) = (1) = g,

Enfin un exemple de simplification : dans (2.1) on trouve un seul terme de la forme
(Uo @ Up) @V, @ Vo 11 apparait ainsi :

Xo ® Xy = £(Up ® Xo) Q) Vo = e2(Up © Ur) Q) Vi Q) Va

Ce terme apparait une seule fois dans (3.1), précisément dans 73 (k(Xo) QK (X7 ... X)),
ainsi :

Xo®X; = £(Xo@U) Q) Vi = (U @ U1) Q) Vo Q) Vi = e3(Uo @ Ur) (R) Vi Q) Vo
On obtient alors puisque =, = u( + v, + Ll et & = u; + v; + 1,
£y = (— 1)t (1)t (1 )ui+uh — (q)uitobat,
£y = (—1)Portuh (—1)vteou (1)t — g,
U

En fait, les coproduits de Leibniz, « et permutatif, A ont des propriétés de compatibili-
tés, ce qui fait de (H[1] ® S(H[1]), A, k) une bicogebre au sens de Loday ([L2]).

Proposition 7.3.
Les coproduits A et  vérifient les relations de compatibilité suivantes :

(1): (id® K)o A =m0 (idR K)o A,
(2):(ld®@A)ok = (k®id) o A+ T30 (k®id)o A,
(3): (A®id)ok =(id® K)o A+ To3 0 (kK ®id) o A.

Démonstration.
(1) On rappelle que :

AXo® X1 X)) =X Q) X1 ... Xy + (1) X ® A (X ... X,).

oit A'(X7...X,) est le coproduit défini sur la cogebre cocommutative S (H[1]). On a
donc :

(id ® k) 0o A(Xo ® X ... X)) = (XO R+ (1) X ® (id@ ) o A') (X1... X0).
D’autre part,
To3 0 (id @ K) 0 A(Xp @ X ... X,,) =
- (XO R 730K + (~1)% X ® (id © 795 0 ') 0 A') (X1... X0).
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Comme «’ est cosymétrique, 793 o k' = £’. Ainsi,
T30 (id®@ K)o A = (id® k) o A.
(2) D’une part, on a :
—Gdea) (Y (0 (e (RN U ® X0 R e X+
Uo®@Vo=Xo
IuJ={1,...,n}
+ ex/(%% e )Wo ® X7 (X Uo.XI) + (1) X @ &(Xy . -Xn>)
= Z (_1)u6{5x’ ( u%%?%?%jﬁ%) (596’ (&)OJ?IJ%I}(( ) Uo ® X ® M%XJ ® X+
Uo®Vo=Xo

TUJUK={1,...n};K#0

+€x/<f}){f}‘éuﬁ)Uo ®XI®XK®MV0-XJ)+
tew (s ) (s (5 pVe @ X, @ Us X1 R) Xt
(s )i e X R Xk @ Uo X1 ) }+
+(=1)*0 X, @ (id® A) o k'(Xy ... X,)
= (1.1) + (1.2) + (1.3) + (1.4) + (1.5).
D’autre part, on a :

= (k®id) (XO ®X1 X+ (D)X @ A (X . .Xn)>

= Y (@@ X X+ () i @ U @ X X,

Uo®Vo=Xo

+ &,

Y e (W) U X Q) Ve X (R) Xt
TUJUK={1,...,n}
TUK#0,J#0

e (i ) uve © X Q) Un X1 Q) X ) +
+ Xo® (K ®@id) o A'(X; ... X,,)
— Z (_1)u6 Z €$/ (ugoxfovoml;é:}m;}( ) UO ® X[ ® M‘/OXJ ® XK+

Uo®@Vo=Xo TUJUK={1,...,n}
K+#0

+ ar (w0 o 57 7% ) Vo @ Xy ® Up. X1 ® Xi+
+ XO & (/‘i/ X Zd) o A/(Xl .. Xn)7
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Ce qu’on note

(k®id) o A(Xo® X1...X,) = (2.1) + (2.2) + (2.3).

De méme,
T23O</€®id)OA<X0®X1...Xn) =

=30 DD e () 2 (5T ) U © X1 Q) Xic Q) Ve X+
Uo®Vo=Xo TUJUK={1,...,n}
K40

e (i e Jew (508 1V © X5 () Xie Q) Vo X+

+ Xo® T30 (K ®id) o A'(Xy...X,)
= (3.1) + (3.2) + (3.3).

On vérifie que (1.5) = (2.3) + (3.3), grice a I'identité de coLeibniz entre A’ et &/,
établie comme dans [AAC]. De méme, (1.1) = (2.1), (1.3) = (3.1), (1.2) = (2.2) et
(1.4) = (3.2).

(3) D’une part, on a

— (A ®id) ( S (- (gm/ (o e ) Uy © X () V- X+
Up®Vo=Xo
TIUJUK={1,....,n}

+ew (o) 1Vo ® Xouk @) UO.X1> +(=1)" X, ® (X ... Xn)>

=Y Cot{es G ) U e X Q) Xk R v Xt
Up@Vo=Xo
TUJUK={1,..n}; K0

UQg Vo L1...Tn
+ e (

W, ) iV ® X Q) Xk R UO.XI} + (1) X R H (X7 - Xo)+
+ (1% X, @ (A @id) o &'(X; ... X,)
= (1.1) + (1.2) + (1.3) + (1.4).

D’autre part, on a

= (-1 Xo Q) #'(X1 ... X,) + (-1)"0 X @ (id @ &) 0 A(X; ... X,,)
= (2.1) + (2.2).
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Et
To23 © (H@Zd) OA(X0®X1 Xn) =
= > e () U@ Xp (R Xic (R Ve X+

Up®@Vo=Xo
TUJUK={1,...n}:K#0

e () Vo © Xy Q) Xic () Uo X b+
+(~1)% X, ® (723 o (' ®id) o A’) (X1...X0)
= (3.1) + (3.2) + (3.3).
L’identité de coLeibniz donne (1.4) = (2.2) + (3.3). On vérifie que
(1.1)=(3.1), (1.2)=(3.2), (1.3)=(2.1).
U

On a ainsi muni Iespace H[1] ® S(H[1]) d’une structure de bicogebre permutative et de
Leibniz. On note cette bicogebre (H[1] ® S(H[1]), A, k).

8. ALGEBRE PRE-GERSTENHABER A HOMOTOPIE PRES

On va montrer que les codérivations m et R de A, obtenues a partir des lois de G, sont
aussi des codérivations du coproduit . Par conséquent m + IR est une codifférentielle a la
fois pour A et pour x. On posera donc :

Définition 8.1.

Une algebre pré-Gerstenhaber a homotopie pres est, pour le méme opérateur (), une
cogebre permutative codifférentielle (C, A, () et une cogébre de Leibniz codifférentielle
(C, Kk, Q) telle que les deux coproduits A et k satisfassent les relations de compatibilités
suivantes :

(ld® K)o A =Ty30(idR K)o A,

(id®@A)ok = (k®id) o A+ Te30 (K ®id) o A,

(ARid)ok = (id® K) 0o A+ To3 0 (k ® id) o A.
Proposition 8.2.

Soit G une algébre pré-Gerstenhaber. Sur la bicogébre (H[1] @ S(H[1]), A, k), I'opéra-
teur de degré 1 et de carré nul () = m + R est une codérivation du coproduit k.

Démonstration.
1. Montrons d’abord que m est une codérivation de x : (m ® id + id ® m) o kK = —K o m.
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On rappelle que :
RXo@Xr.. X)) = Y (—1)% x <gx, (s ) Uy @ X; (R uVo- X+
Uo®@Vo=Xo
IuJ={1,...,n}

e (T ) iV © X Q) UO.X,) F(—1) X @ K (X ... X0

et
m(Xo® Xy ... Xp) =D(Xo) @ Xy ... X + (—1)% Xy @m/(X;...X,),

ol on a noté m’ la codifférentielle m de A’ et ' dans S (H/[1]).
En développant, on trouve alors 10 termes dans (m ® id + id ® m) o k et dans —k o m.

- D’une part (m ® id + id @ m) o k(Xo ® X7 ... X,,) s’écrit

D (1) "oea (HR ) (D(Uo) ® X1 Q) uVo- Xy + (—1) Uy @ m/(X;) X) ,LLVO.XJ)

—1)ep (175 %) (D) @ X0 (R U X + (—1)6 b @ m!(X,) Q) Uo X )
—1)U T e (B ) Uo © Xp Q) D(Ve). X+
— 1) (G0 ) Uo © X1 Q) nVom! (X )+
—1)" T ey, (SR ) nVe © Xy Q) D(Uo)- X1+
—1)Ut e e (0T ) nVo © Xy Q) Usom!(X1)+
—1)%D(Xo) ® K (X1 ... Xn)+
—1)%.X, ® '@id+id®m') ok (X; ... X,)
A1)+ -+ -+ (1.10).

v+ 4+ + 1 4
’_‘/-\/\/-\/-\/-\/‘\/‘\

- De méme, puisque pD(Vy) = D(uVh), et si Xo = Uy @ W,
D(Xo) = D(Up) @ Vo + (=1)*0Uy ® D(Vo) = Uy @ Vo + (=1)" U ® V;,

et comme m'(X;.X;) = m/(X;). Xy + (=1)*1 X;.m'(X;) = X}.X; + X;.X/, alors on
développe —k o m(Xo ® X;...X,)en:



ALGEBRE PRE-GERSTENHABER
. 1yl UGUOTL...Tn /
> (e (W) v e X Qe X+

(1)t () Uy @ X Q) uVy X+
) 1V © X, R Uo. X+

(1) e (0 YU i (X1) (R Vo X+
(=1) )ﬂ%®XJ®UO-m, X))+
(1) e, (LS ) Uo ® X1 Q) uem! (X)) +
(—1) o0, (o0 e ey ) 1Vo @ m/ (X ) ® Up. XI)
(—1)

)

—+ (—1)“8535/ ( ug)voxl./..arn ) ,u‘/o ® XJ ® U(/].X]—I—

vy TJ ug Ty

+ (_1>UO+UOEI (UOUOII In

_1 u6+x6 upovoIry .. J:n
€z \wo T ug T

—1)%HD(Xy) @ (X1 ... X,)—
— (=170 X (R & om' (X7 ... X,)
= (2.1) +--- + (2.10).

31

On a immédiatement (1.10) = (2.10) car on sait que m’ est une codérivation de '
(comme dans [AAC]). On a aussi immédiatement (1.9) = (2.9). Les autres termes se

simplifient deux a deux suivant le tableau :

(1.1) = (2.1), (1.2) = (25), (1.3)=(24), (1.4)=(2.8),
(1.5) = (2.3), (1.6) = (27), (1.7)=(22), (1.8)=(2.6).

Vérifions par exemple 1’égalité des signes dans (1.2) et (2.5). Shématiquement :
XO®X[.XJ — (UO®X[)®M%XJ — (U0®m’(XI))®,uV0XJ
€' (2okry ) (—1)"0ear (7w ) (1)
Donc £(1.2), le produit de ces trois signes, est (—1)*1%e,/ ( #0557 ).
Et
XO®X[.XJ — X0®m’(X1).XJ — (U0®m’(XI))®,uV0XJ
e () (1) (—1)then (2520
Donc

E(2.5) = _(_1)v6+1(_1>(x3+1)v6€x, (fgm?]) =€£(1.2)-

2. Montrons maintenant que R est une codérivationde « : (R®id+id® R)ok = —ko R.



32 W. ALOULOU, D. ARNAL ET R. CHATBOURI

On rappelle que :

R(Xo® X1 X0) = e (o o,V BA(Xo, X0) @ X1 T Xt

i=1

(—1)" X, @ (X, ...X,),

ol ¢ est la codérivation de la cogebre (ST (H[1]), ") construite ci-dessus.

On identifie les termes apparaissant dans (R ® id +id @ R) o k(Xo ® X ... X,,) ainsi :
si{l,...,n} =TUJU{s}, et X, estun des arguments de R :

(1.1) : ey Ry (Un, X) @ X1 Q) uVo- X,
(1.2) 1 e Ry (nVo, X) © Xy Q) Uo. X1,
(1.3) ¢ e.3)Ro(Xo, Us) @ X7 R) Vi X,
(14) : e.ayRy(Xo, pVa) © X; R U X1,
(1.5) : eslo ® Xr (R) (Vo X, X)),
(1.6) : equeyuVo ® X Q) €4(Uo. Xo. X1),
(L.7) : eanlo ® 6(X,.X1) (R Vo X,
(1.8) : esypVo @ L(X,. X ) Q) Us. X1,
(1.9) : e.o)Ry(Xo, X)) @K' (X1 .. .5... X,),

(1.10) : €(1.10) X0 ® (f’ ® id + 1d ® El) o /{,(Xl X))

De méme, dans —x o R(Xy ® X7 ... X,,), les termes qui apparaissent sont les suivants :
ol on a posé Ry (X, Xs) = Ups @ Vos.

(2.1) : eenUos ® X ® uVos- X,

(2.2) : epouVos ® X, ® Uos- X1,

(2.3) 1 e@alo ® X; Q) nVo-li(X,. X)),
(24) : eaypVo ® X, Q) Us.ly(X.. X)),
(2.5) ¢ e@slo ® U(X,.X1) Q) nVo- X,
(2.6) : eapVo ® (X X,) Q) Uo. X1,
(2.7) 1 en Ry (Xo, Xo) @ K/ (X1 ... 5.0 X,),
(2.8): ey Xo @K o l'(X; ... X,).
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Comme dans la preuve précédente, les 4 derniers termes de ces deux listes se simplifient
deux a deux :

(1.10) = (2.8), (1.9) = (2.7), (L.8)=(2.6), (1.7)=(2.5).

On décompose ensuite (1.5) et (1.6) en

(1:5) = e (U ® X1 R) £V, X)X + (=1)400 © X1 &) iV £,(X,. X))
= (15)1 + (L.5)s,

(1.6) = eq1.6) (MVO ® Xy ®€;<UO-XS)-XI +(=1)"uVo ® Xy ® Up. L (X X1)>
— (1.6); + (L6)s.

On vérifie que (1.5), = (2.3) et (1.6)2 = (2.4). Dans tous les termes restants, X et X ;
sont de simples facteurs, on est en fait ramené a prouver la relation sur Xy, ® X.

Dans la suite de la preuve, on pose s = 1.
Posons Xp = a1 ®- - ®@a, = app et X1 = ap1 @ - @ Qpig = Qppi1ptq- Alors, ona

Ry(Xo ® X1) = (—1)"0F 1% (0 0 apy1) @ SA(Qpa s Qpi2ptg))
p
+ (—1)%%“’“0‘[’““’“04[1,1%1] ® [, 0py1]) @ Sh(Qpt1,p], Apt2,ptq))-
=2

En appliquant —x, on obtient :

— Ko Ry(Xo® X;) =
=¢e1( 0 apq) ® N(Sh(&[zp], a[p+2,p+q]))
+ ey (sh(ag), apraprq)) ®(a1 O (1)

+ Z £2(1 0 Ap11) © o124 ® Qo1 (k41 pta)\(p1})
2<k<p+q
JEShpfl,qfl

+ Y o s ) @1 © 1) @ o)

2<k<p+q
o€Shy_1,4-1

+ Z £300[1j-1] ®M(Oé[j,k—1] ® [, apy1] @ sh(rit,p)s Oé[p+2,p+q]))

I<k<p

+ Z 53,“( A5, k—1] ® [, 1] ®Sh(a[k+1p Qp+2,p+q] )®O‘1] 1]

I<k<p
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+ Z €401 — 1]® (akuaerl ® sh(ari1p), a[p+2,p+Q]>)

2<k<p
+ Z 52#([0%7 pt1] ® sh(Qp1,), Oé[p+2,p+q])> ®O‘[1,k71]
2<k<p
+ Z E5Q1k-1] @ [k, 1] @ Ao-1(hy1,5)) ®:“ o1 (lj+1p+a))
veShy psa ot
+ Z esp(a Y([j+1,p+a]) ®O‘[1k 1) ® [, 1] @ Ag-1((k41,5))
>k

0€Shj—k,p+q—j-1
=O+O'+@+@)'+B)+ ( )+ @)+ (@) +(5)+(5).
Puisque 11 0 sh = 0, alors, (1) = (1) =
Pour la méme raison, dans (2), et (2)’, les ensembles o0~ !([a, b]) sont inclus dans |2, p]
ou [p+2,p+ q], de méme dans (5), et (5)', o7 ([j + 1, p+ ¢|) estinclus dans [k + 1, p| ou

[p+2,p+ql.
Donc

(2)=12)o+ (21 = > +(on 0 api1) @ 0.(Ug @ X1\ {air}) Q) (Vo)

Uo®@Vo=Xo\{a1}
oceSh

+ > +(a1 0 api1) © 0. (Xo \ {ar} @ Ur) Q) u(V2).

U1@Vi=Xi\{op41}
oeSh

Et de méme pour (2)'.
Dans (5), il reste :

B)=0lo+Gr= Y  Fopi® o apa] @0 (UF @ X1\ {ap}) Q) (Vo)
kUE@Vo=Xo\a1 k)

oeSh
+ Z Fapp-1 ® [ar, ap1] ®0.(Xo \ app @ Ur) ®M(V1)-
kEU1@Vi=X1\{ap+1}
oc€Sh

De méme pour (5)".
Enfin on remarque que :

W+@) =Y Q) R(uVo® X))

Uo®@Vo=Xo
Uo=a1 k-1)
Y @ u(lak apa] @ sh(1o\ fan, Xa\ {apn}) ).

Uo®@Vo=Xo
Uo=ay1,k-1]
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Donc
(4) +(3) > U (Vo Xa).
Uo®@Vo=Xo
Et de méme pour (4)" + (3)".
On vérifie enfin les égalités suivantes
(4)+(3) = (15),  (4)+(3) = (1.2), (2)o+(5)o = (L),
(2)o+ (5)o = (1.6)1, 21+ ()= (1.3), 21+ ()= (14).
Ce qui acheve la preuve.
0

On a ainsi montré que (H[1] ® S(H[1]), k, Q) est une cogebre de Leibniz codifféren-
tielle, c’est a dire, c’est une 7, algebre.
Théoreme 8.3.

Soit (G, N\, ©) une algebre pré-Gerstenhaber, notons H = T*(G[1]), A, k les coproduits
et Q = m + R, la codérivation définis ci-dessus sur H[1] @ St (H[1]), alors

(H[1] @ S(H[1]), A, %, Q)
est une preGy, algébre, appelée la preG o, algébre enveloppante de (G, N\, ©).
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