N

N

Réduction du cas multivoque au cas univoque dans les
problémes de coincidence

Marc Lassonde

» To cite this version:

Marc Lassonde. Réduction du cas multivoque au cas univoque dans les problemes de coincidence.
Fixed point theory and applications, 1989, Marseille, France. pp.293-302. hal-00699226

HAL Id: hal-00699226
https://hal.science/hal-00699226

Submitted on 4 Jan 2013

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://hal.science/hal-00699226
https://hal.archives-ouvertes.fr

293

Marc Lassonde

Réduction du cas multivoque au cas univoque
dans les problemes de coincidence

Abstract. We prove a result of the following type: If all the continuous maps which satisfy a
certain boundary condition have the fixed point property, then so do the Kakutani multifunctions
which satisfy a boundary condition of the same type. This work continues and refines the ideas
contained in a recent paper by the author [12].

Résumé. Nous démontrons un résultat du type suivant : si toutes les applications continues qui
satisfont une certaine condition au bord ont la propriété du point fixe, alors il en va de méme
des multi-applications de Kakutani qui satisfont une condition au bord du méme type. Ce travail
reprend et affine les idées contenues dans un article récent de 'auteur [12].

1. INTRODUCTION

Les applications univoques sont notées par des lettres minuscules, les applica-
tions multivoques (multi-applications) par des lettres majuscules. Applications et multi-
applications sont identifiées a leurs graphes.

Soient X et Y deux ensembles et A : X — Y une multi-application. Soit v: X — Y
une application univoque. On dit que v et A ont une coincidence s’il existe x € X tel que
v(z) € Az, c’est-a-dire :

YN AZQ. (1)
Ezxemples :

(a) Soit A = X x {y} ou y est un point quelconque de Y. Alors (1) signifie qu’il

existe x € X tel que y(x) = y. Autrement dit, (1) est un probleme de surjectivité.

(b) Soient X C Y et A= {(z,z):2 € X}. Alors (1) signifie qu'il existe x € X tel
que y(z) = z. Autrement dit, (1) est un probléme de point fize.

(¢) Soient Y un espace de Banach, X un sous-ensemble compact de Y et A: X — Y
définie par
Av={yeY: [ly—z| < |y—z[ VzeX}

(Az est 'ensemble des points de Y qui se projettent en = sur X'). Alors (1) est un probléme
de meilleure approximation :

Jz e Xtelque [[y(z) =z =min[[y(z) ==
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(d) Soient X un ensemble convexe dans un espace de Banach F, Y = FE’, le dual

de E, et A: X — Y définie par

Av={2r'€eFE': sup<a,z—x> < 0}
zeX

(Az est le cone normal & X en z). Alors (1) est une inéquation variationnelle :

Jze X telque <~v(z),z—x> < 0 VzelX.

Plus généralement, soit I' : X — Y une multi-application. On dit que I" et A ont
une coincidence il existe z € X tel que I'v N Az # (), ¢’est-a-dire :

I'NA+0. (2)

Le probléme (2) recouvre en particulier les problemes de surjectivité, de point fixe,
de meilleure approximation et d’inéquation variationnelle pour applications multivoques.

Notre principal objectif dans ce travail est de montrer que 1’étude du probleme (2)
peut se ramener dans certains cas a I’étude du probleme (1). L’énoncé précis du théoreme
de réduction est donné en section 2. Des applications aux problemes de surjectivité et de
point fixe sont données dans les sections suivantes.

Soient X et Y deux ensembles et I' : X — Y une multi-application. On note
I' 1Y — X la multi-application inverse de I" définie par Iy = {x € X : y € ['z}.
Si A C X, on note I'(A) = Ugeal'® limage de A par I'. Si A :'Y — Z est une autre
multi-application, la composée de A par I est la multi-application AI' : X — Z définie
par Al'v = A(I'z).

Lorsque X et Y sont des espaces topologiques, on dit que I' : X — Y est fermée
si I' est un sous-ensemble fermé de X X Y'; semi-continue supérieurement (s.c.s.) si pour
chaque ensemble fermé B C Y, I'image inverse I~ (B) est un sous-ensemble fermé de X;
compacte si 'image I'(X) de X par I" est contenue dans un sous-ensemble compact de Y.

Lorsque X est un espace topologique et Y un ensemble convexe dans un espace
vectoriel topologique (e.v.t.), on dit que I' : X — Y est de Kakutani si I' est s.c.s. a
valeurs convexes compactes non vides. On note (X, Y') I'ensemble des multi-applications
de Kakutani de X dans Y. Le sous-ensemble de KC(X,Y") constitué des applications univo-
ques continues de X dans Y est noté C(X,Y).

Enfin, on note A" le simplexe standard de R™™ :

A ={x=(Xo,....\) €R™ X\ >0 pour tout i et > \; = 1}.

=0

Tous les espaces topologiques considérés dans ce travail sont supposés séparés.



i . i 295
2. LE THEOREME DE REDUCTION

Soient X et Y deux ensembles. On dit que deux multi-applications I', F' de X dans
Y sont liées si 'z N Fa # () pour tout x € X.

Soit S un simplexe. Pour z € S, on note &z la plus petite face de S qui contient
z. On dit qu'une multi-application F': S — Y est ®-invariante si F(®x) = Fx pour tout
xeS.

Ezxemples :

(a) La multi-application F' : S — Y définie par Fr = Y pour tout = € S est
®-invariante. Une multi-application I : S — Y est liée a F' si et seulement si elle est a
valeurs non vides.

(b) La multi-application F' : S — S définie par Frx = ®x pour tout x € S est
®-invariante. Une multi-application I" : S — S est liée & F si et seulement si I'z N ®x # ()
pour tout x € S.

(¢) Soit E un espace euclidien contenant S. Pour z € S, notons Tsx le cone tangent a
Sen x (Tsx = Uyso A(S — x)). La multi-application F' : S — E définie par Fix = x + Tsx
pour tout x € S est ®-invariante. Une multi-application I' : S — Y est liée a F si et
seulement si elle est rentrante (c’est-a-dire si 't N (z + Tsx) # () pour tout x € 5).

(d) Soient E et Tsx comme en (c). La multi-application F' : S — E définie par
Fx = x — Tsx pour tout x € S est ®-invariante. Une multi-application I": S — Y est liée
a F si et seulement si elle est sortante (¢’est-a-dire si I'x N (x — Tsz) # () pour tout z € S).

Théoreme 1. Soient S un simplexe, Y un ensemble convexe non vide dans un e.v.t. et
F .S — Y une multi-application ®-invariante a valeurs convezres. Soit A : S — Y une
multi-application fermée. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) pour toute v € C(S,Y) lice ¢ F, yNA#D;

(i1) pour toute I' € IC(S,Y) lie a F, T'NA#0.

Démonstration. 11 suffit de montrer que (i) implique (ii). Pour cela, on modifie légerement
la premiere partie de la démonstration de [12, Lemma 1]. Soit donc I" dans K(S,Y") telle
que 'z N Fz # () pour tout = dans S.

Pour p = 1,2, ..., soit ¥? une subdivision simpliciale de S de taille inférieure a 1/p.
Soient af), . .. s Oy les sommets de Y7 et A5, ..., )\fnp les fonctions coordonnées associées.
Tout point z de S s’écrit = % AP(z)a?. Pour chaque sommet af de Y7 choisissons un
point b7 dans I'a? N Fa?, et définissons une application continue 4* : S — Y en posant
V(x) = 32 N ()b

Montrons que 4?7 est liée & F. Pour x € S, posons I?(z) = {i : N(z) > 0}. Il est
aisé de vérifier que a? appartient a ®x pour tout i dans I?(x). Par suite, Fal est contenu
dans F(®z) = Fz pour tout ¢ dans IP(z), et donc bY appartient & Fx pour tout i dans
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IP(2). Comme VP (x) = Yicp(m AL (2)0] et que Fa est convexe, on a bien 7?(z) € Fa pour
tout z € S.

11 résulte de (i) que
pour tout p, il existe z? € S tel que 1#(2?) € AzP. (%)

La fin de la démonstration est identique a celle de [12, Lemma 1]. Nous en rappelons
donc simplement les grandes lignes. Soit n la dimension de S. De (%) on déduit que

pour tout p, il existe z? € S, \? € A" et (ab),...,al) € S"!
tels que ||a? — 2P| < 1/p pour tout i et (X1 A T"al) N AxP # (),

ou ||a¥ — zP|| dénote la distance de af & 2P dans l'espace euclidien engendré par S. Par
ailleurs, on vérifie que 1’ensemble

{(\ag, ... an,x) € A" x 8" x S (X0 o Nila;) N Az # (0}

est fermé dans A" x S"*! x S. En faisant tendre p vers l'infini, on trouve alors qu’il existe
A€ ANvet z €S tels que (X1 g \I'2) N Az # (. Mais Y7 o M ['% est contenu dans I'Z
puisque I'Z est convexe. Par suite, I'Z N Az est non vide, et (ii) est vérifiée. g

En tenant compte des exemples ci-dessus, on obtient immédiatement :

Corollaire 1.1. Soient S un simplexe, Y un ensemble convexe non vide dans un e.v.t. et
A S — Y une multi-application fermée. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) pour toute v € C(S,Y), yNA#D ;

(ii) pour toute I' € K(S,Y), I'NA#0.

Corollaire 1.2. Soient S un simplexe dans un espace euclidien E et A : S — E une
multi-application fermée. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) pour toute v € C(S, E) rentrante (resp. sortante), yNA#0 ;

(i1) pour toute I' € K(S, E) rentrante (resp. sortante), I' N A # (.

3. SURJECTIVITE DES MULTI-APPLICATIONS DE KAKUTANI
SORTANTES DANS LES ESPACES EUCLIDIENS

Nous présentons ici un exemple simple d’utilisation du théoréeme de réduction. Le
théoréme 2 est un cas particulier d'un résultat de Halpern [9] (voir aussi [4] et [7]).

Théoréme 2. Soit S un simpleze dans un espace euclidien E et soit I dans K(S, E).
Alors :

(1) si I est rentrante ou sortante, I a un point five ;

(2) si I’ est sortante, I'(S) contient S.
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Démonstration. La remarque suivante nous sera utile :
six—z¢€Tgz,alors S — 2 C Tsx (%)
(en effet, Tsx est un cone convexe qui contient S — x, par conséquent
S—z=S—-ax4+x—2CS—x+Tsx CTsx).

(1) Soit A = {(z,z) : x € S}. 1l s’agit de montrer que I' N A # (). D’apres le
corollaire 1.2, il suffit de montrer que toute application univoque continue rentrante ou
sortante de S dans E a un point fixe. Soit donc v : S — E continue rentrante. Notons
p: EE— S la projection de E sur S. Il résulte du théoreme de point fixe de Brouwer qu’il
existe xg € S tel que o = p(7y(xg)). Or v(xg) € xo + Tsxg, et le seul point de xg + Tz
qui se projette en xg est xg lui-méme. D’ou v(xg) = xg, et le résultat est démontré dans ce
cas. Soit maintenant v : S — FE continue sortante. D’apres (x), I'application ' : S — F
définie par v'(z) = 2z — y(x) est rentrante. 7' a donc un point fixe, qui est aussi point fixe
de v, ce qu’il fallait démontrer.

(2) Soit yo € S. Il s’agit de montrer qu'il existe xg € S tel que yy € I'zg, c’est-a-dire
que 'NA#DouA=Sx{yy}. Vule corollaire 1.2, il suffit de considérer le cas ou I" est
univoque. Soit donc v : S — FE continue sortante. D’apres (x), I'application ' : § — F
définie par v/(x) = yo + x — y(x) est rentrante et possede donc un point fixe z. Ce point
xq vérifie y(zg) = o : le théoreme est démontré.

Naturellement, le théoreme 2(1) généralise le théoreme de point fixe de Kakutani
[11]. Le théoreme 2(2) conduit pour sa part a une version multivoque d’un théoreme de
surjectivité de Borsuk [3, Lemme 20] :

Corollaire 2.1. Soit K un sous-ensemble compact d’un espace euclidien E et soit I dans
K(K, E) telle que x € 'z pour tout x sur le bord de K. Alors I'(K) contient K.

Démonstration. Soit S un simplexe dans F tel que K C S. Soit I"" : S — E définie par
INc=Txzsixe K, "'t =xsize S\ K. On vérifie facilement que I'" € K(S, E). De
plus, z € I"z pour tout z sur le bord de S, donc I" est sortante. Du théoreme 2(2) on
déduit que I"(S) contient S. Soit maintenant y € K; il existe donc z € S tel que y € I"x.
D’apres la définition de I, ce point est nécessairement dans K. Ainsi, il existe x € K tel
que y € 'z, c'est-a-dire K C I'(K). g

4. LA CLASSE K*(X,Y) : DEFINITION ET EXEMPLES

Dans cette section, nous définissons une classe de multi-applications, fermée pour
le produit de composition, qui contient en particulier les multi-applications de Kakutani
et les ¢*-applications considérées dans [1]. Dans la section suivante, nous étudierons la
propriété de point fixe des multi-applications de cette classe.

Soit X un espace topologique et Y un ensemble convexe dans un e.v.t. On dit que
I' : X =Y est Kakutani-factorisable s'il existe un diagramme :

I r Iy
FZX:XO—O>X1—1>...—> n+1:Y,
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ou chaque espace facteur X; (i = 1,...,n) est un ensemble convexe dans un e.v.t. et

chaque I (i = 0,...,n) appartient a K(X;, X;11). On note K.(X,Y) la classe des multi-
applications Kakutani-factorisables de X dans Y.

Un espace topologique est dit o-compact s’il peut s’écrire sous la forme d’une réunion
au plus dénombrable d’espaces compacts. Les espaces o-compacts possedent des propriétés
de stabilité remarquables que nous résumons dans la proposition suivante :

Proposition 1.
(1) La réunion dénombrable et le produit cartésien d’espaces o-compacts sont o-
compacts.

(2) L’image d’un o-compact par une multi-application s.c.s. a valeurs compactes
est o-compacte.

(3) Dans tout e.v.t., l'enveloppe conveze d’un o-compact est o-compacte.

(4) Si ' € K(X,Y) et X est o-compact, alors il existe un sous-ensemble convexe
o-compact Y' deY et I'" € K.(X,Y") tels que I"x = 'z pour tout z € X.

Démonstration. (1) est évident. (2) découle du fait que I'image d’un compact par une
multi-application s.c.s. a valeurs compactes est compacte.

Montrons (3). Soit K un ensemble o-compact dans un e.v.t. E. Pour chaque entier n,
notons g, : A" X K" — FE lapplication continue définie par g, (A, o, ..., ZTn) = g \ii.
Puisque I'ensemble A" x K" est o-compact (d’apres (1)), son image par g, est o-compacte
(d’apres (2)) et donc aussi la réunion 02, g, (A" x K™*1) (d’aprés (1)). Or cet ensemble
est précisément ’enveloppe convexe de K.

Reste a montrer (4). Supposons que I a la forme suivante :

r'x=x2x54 Sy . B =Y,
ou I'; € K(X;,Xi11) pour i = 0,...,n. Notons K; l'enveloppe convexe de I'g(Xj) et
définissons I'y : Xo — K; par I'yx = [ox. Ensuite, pour ¢ = 1,...,n, notons K,
I'enveloppe convexe de I';(K;) et définissons I, : K; — K; i par Iz = [';x. Finalement,
posons Y' = K, et I" = Il ... T'}. 1l résulte de la construction que Y’ est convexe
o-compact, que I appartient & K.(X,Y) et que ["x = 'z pour tout x dans X.

Soient X un espace topologique et Y un ensemble convexe dans un e.v.t. Nous
pouvons maintenant définir la classe KI(X,Y) : elle est constituée des multi-applications
de X dans Y dont les restrictions aux sous-ensembles o-compacts de X admettent une
sélection Kakutani-factorisable. Plus formellement :

K (X, Y)={G: X =Y : VK o-compact C X
AI' € K(K,Y) telle que I'e C Gz Vx € K }.

(Une classe similaire a été introduite dans [2].)
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Proposition 2. Soient X etY deux ensembles convexes dans un e.v.t.

(1) KF(X,Y) est fermée pour le produit de composition, c’est-a-dire, si Xq est un
conveze dans un e.v.t., Gp € KHX,X1) et G; € KF(X1,Y), alors G1Gp € K (X,Y).
(2) KF(X,Y) contient les classes suivantes :
(o) K(X,Y),
(b)) R(X,Y)={R:X — Y : Rx convexe # ) VYx et R™y ouvert Yy},
(c) T(X,Y)={T:X —Y :Tz conveze et LiTz # () Va}. *)
(3) KI(X,Y) contient toute multi-application G : X — 'Y de la forme

G G Gn
GX:XO—(gXl—%—) n+1:Y7

ot chaque espace facteur X; (i = 1,...,n) est un ensemble convexe dans un e.v.t. et chaque
Gi (i =0,...,n) appartient soit a K(X;, Xit1), soit a T (X;, Xit1).

Démonstration.

(1) Soit G = G1Gy, ou Gy € KF (X, X;) et G; € KF(X1,Y). Soit K un sous-
ensemble o-compact de X . Par définition, il existe 'y dans K.(K, X7) telle que I'gx C Gox
pour tout x € K. D’apres la proposition 1(4), il existe un sous-ensemble convexe o-compact
K, de X et I'y dans K.(K, K;) tels que I'yx = gz pour tout z € K. Toujours par
définition, il existe I'; dans KC.(K;,Y") telle que I'yx C Gz pour tout x € K. On vérifie
que I'1 Iy appartient & K.(K,Y) et que I'1I'jz est contenu dans G;Gpx pour tout = dans
K. Donc G appartient a KI(X,Y).

(2) (a) Evident.

(b) Soit R € R(X,Y) et soit K un sous-ensemble o-compact de X. Notons que
K est paracompact puisqu’il est Lindel6f et régulier (comme sous-ensemble d’un e.v.t.).
Donc il existe une application univoque continue r : K — Y telle que r(x) € Rx pour tout
x € K (voir par exemple [1, Théoreme 2.1]). Ainsi, R € £} (X,Y).

(¢) Soit T € T(X,Y) et soit R : X — Y définie par Rz = Li’Tz. On vérifie
facilement que Rz est convexe non vide pour tout x dans X et que Ry est égal a I'intérieur
de T~y pour tout y dans Y. Ainsi R € R(X,Y), et donc, d’apres (b), R € L (X,Y). Or
Rz C Tx pour tout z € X, on a donc aussi T' € £F(X,Y). (Remarquons en passant que
R(X,Y)CT(X,Y).)

(3) Découle de (1) et (2). g

5. POINTS FIXES DES MULTI-APPLICATIONS DE £f(X,Y)

En combinant le théoreme de réduction et le théoreme de point fixe de Brouwer,
on démontre d’abord la propriété de point fixe sur un simplexe.

) Li*Tx = Uvev) Nwev T2, o V() est une base de voisinages de = dans X. On peut vérifier que

la classe 7 (X,Y) est exactement la classe des p*-applications considérée dans [1].
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Théoréme 3. Soient S un simplexe et G € KI(S,S). Alors G a un point fize.

Démonstration. Par définition, il existe I' dans K.(S,S) telle que I'z C Gz pour tout
x € S. Il suffit donc de montrer que toute multi-application Kakutani-factorisable de S
dans S possede un point fixe. Nous allons raisonner par induction sur le nombre de facteurs
de telles multi-applications.

Montrons d’abord que pour toute multi-application I" dans (S, S) ona I'MA # ()
ou A = {(z,z) : z € S}. D’apres le corollaire 1.1, il est équivalent de montrer que pour
toute application v dans C(S,S) on a yN A # (. Mais ceci est précisément 1'énoncé du
théoreme de point fixe de Brouwer. Le cas des multi-applications de K(S, S) est donc réglé.

Supposons maintenant que toute multi-application factorisable par au plus n multi-

applications de Kakutani possede un point fixe. Soit I" € K.(S, S) de la forme
F:S&Xlg...&‘s,

ou chaque I'; est de Kakutani. Il s’agit de montrer que I',I",_1 ...y a un point fixe, ou,
ce qui revient au méme, que ['¢NA" # @ avec A' = I'[ Iy ... T, . Notons que A’ : § — X,
est une multi-application fermée car I',1",_1 ... 11 est s.c.s. a valeurs compactes. D’apres
le corollaire 1.1, il suffit donc de vérifier que pour toute application continue vy : S — X;
onayNA #0, cest-a-dire, I, n_1 ... 117 aun point fixe. Or, I';7, étant de Kakutani,
la multi-application I',1",_1 ... "1y est factorisable par au plus n multi-applications de
Kakutani ; elle possede par conséquent un point fixe, d’apres I’hypothese de récurrence. Le
théoreme est démontré. g

Dans la démonstration ci-dessus, on a repris 'argument d’induction utilisé pour
démontrer [12, Lemma 1]. Naturellement, le théoréme 3 généralise le théoreme de Kakutani
[11].

Le passage a la dimension infinie se fait en deux temps. On établit d’abord un
théoreme de coincidence, duquel on dérive ensuite une extension du théoreme 3 a la di-
mension infinie.

Théoréme 4. Soient X un ensemble convexe muni de la topologie finie V) et Y un en-
semble convexe dans un e.v.t. Soient S,G : X — 'Y telles que :

(i) Sz est ouvert pour tout x et S™y est convexe non vide pour tout y ;

(11) G appartient o K (X,Y) et est compacte.
Alors, il existe v € X tel que Sx N Gx # ().

Démonstration. Puisque G est compacte (d’apres (ii)), il existe un ensemble compact Y’
tel que G(X) C Y/ C Y. Puisque S~y est non vide pour tout y € Y (d’apres (i)), la famille

() Un ensemble U C X est ouvert pour la topologie finie si pour tout ensemble fini A C X, U N coA est
ouvert dans coA muni de la topologie euclidienne, coA désignant I’enveloppe convexe de A.
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{Sz},ex recouvre Y donc aussi Y'. Puisque Y’ est compact et que les Sz sont ouverts

(d’apres (1)), il existe {zo,...,z,} C X tel que Y' C U, S;.

Notons ¢, : A* — X D'application continue définie par £,,(\) = >" , \;x;. Il découle
de (ii) que G¢, € KF(A",Y). Soit R, : Y — A" définie par R,y = (, S ysiy € Y/,
R,y = A" sinon.

On vérifie que, pour tout y € Y, ¢, S~y est convexe (car ¢, est affine et S~y est
convexe d’apres (i)), et non vide (car y € Sz; pour un certain z;, et donc ¢, S~y contient
un vecteur unité de IR”“). Ainsi, pour tout y € Y, R,y est convexe non vide.

On vérifie ensuite que, pour tout A € A", R_A = S{,(A) UY \ Y’ est ouvert dans
Y. Par conséquent R, € KF(Y,A"), d’apres la proposition 2(2 (ii)), et donc R,G¢, €
ICH(A™, A™) d’apres la proposition 2(1).

Du théoreme 3, on déduit qu’il existe A € A" tel que A\ € R, G/, (), ce qui s’écrit
aussi R, AN Gl,(\) # 0, ou encore (puisque G4,(A\) C Y') Sl,(AN) NGL,(N) #D: Set G

ont bien une coincidence.

Le théoreme 4 généralise et unifie divers théoremes de coincidence : [12, Theorem 3],
[6, Théoreme 1], [1, Théoreme 4.1 et Théoreme 4.3]. Il admet plusieurs applications que
nous présenterons (éventuellement) dans un autre article.

Théoréme 5. Soient X un ensemble convexe non vide dans un e.v.t. localement convezxe
et G une multi-application compacte dans KI (X, X). Alors G posséde un point fize.

Démonstration. Soit X’ un ensemble compact tel que G(X) C X’ C X. Notons K I'enveloppe
convexe de X'. D’apres la proposition 1(3), K est o-compact. Il existe donc, par définition,
I' € KK, X) telle que I't C Gz pour tout x € K. Notons que I est compacte. Il suffit
évidemment de montrer que I" a un point fixe.

Soit V' un voisinage ouvert convexe symétrique de 'origine dans I’e.v.t. localement
convexe qui contient X. Définissons S : K — X par Sz = (z+V)NXUX \ X'. Il est clair
que Sz est ouvert dans X pour tout x dans K. On vérifie en outre que S~y = (y+ V)N K
siy € X', alors que STy = K siy € X \ X'. Donc, S~y est convexe non vide pour tout y
dans X. Il résulte du théoreme 4 qu’il existe zy € K tel que Sxy N [xy # (), mais comme
Ty C X', ceci s'écrit (zy + V) N Try # 0.

Ainsi, pour tout voisinage V' de lorigine, il existe xy € X et yy € ['ry tels que
yy € xy+ V. Comme les yy restent dans le compact X', on peut supposer qu’ils convergent
vers un certain point y de X’. Alors xy converge aussi vers y, et comme I est fermée, on
conclut que y € I'y.

Le théoreme 5 généralise le théoreme 3, [12, Theorem 4], [13, Corollary 3.2] et [1,
Théoreme 3.2]. Il contient évidemment le théoreme de point fixe de Fan-Glicksberg [5, 8]
ainsi que sa généralisation par Himmelberg [10].
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