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Résumé : Le r6le crucial joué par les métriques au sein des processus d'djsgege
automatique a donné lieu ces derniéres années a un intérét croissatibptimisa-
tion de fonctions de distances ou de similarités. La plupart des apprdeH&gat de
I'art visent a apprendre une distance de Mahalanobis, devant Batisfecontrainte
de semi-définie positivité (SDP), exploitée in fine dans un algorittonael de type
plus-proches-voisins. Cependant, aucun résultat théorique n'éedigih entre les mé-
triques apprises et leur comportement en classification. Dans cet artiakeexploitons
le cadre formel debonnes similaritépour proposer un algorithme d’apprentissage de
similarité linéaire, optimisée dans un espace kernélisé. Nous montrora gimila-
rité apprise, ne requérant pas d’étre SDP, possede des proprégégtles de stabilité
permettant d’établir une borne en généralisation. Les expérimentatiemées sur plu-
sieurs jeux de données confirment son efficacité par rapport adétart. Mots-clés

: Apprentissage de similarité, apprentissage parcimonieux, classifitiagaire.

1. Introduction

La notion de similarité (ou de distance) joue un réle impartians beau-
coup de problémes d’'apprentissage automatique, tels qakadaification,
le clustering ou le ranking. Cela explique I'abondance deaur& qui étu-
dient, sous un angle pratique ou théorique, les propriéiésogqt qu'une
similarité est jugée “bonne”. Etant donné qu'il est souweifficile et fas-
tidieux de construire manuellement une bonne fonction pouprobléme
donné, de nombreux travaux proposent des méthodes poupesnare au-
tomatiquement a partir de données étiquetées, donnara liémergence de

*Ce travail est partiellement financé par le projet ANR LAMPAD9-EMER-007-02.
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I' apprentissage supervisé de similarités et de métrigeasni ces approches,
'apprentissage de distance de Mahalanobis a suscité gmitaérét (Schultz
& Joachims, 2003; Shalev-Shwasdtal., 2004; Daviset al,, 2007; Jairet al,,
2008; Weinberger & Saul, 2009; Yirgf al, 2009). Ces méthodes optimisent
une matrice semi-définie positive (SDP) qui projette lingmient les don-
nées dans un nouvel espace, dans lequel la distance encédést calcu-
|ée. D’autres travaux proposent I'apprentissage de siitditacosinus (Qamar,
2010), ainsi que des distances locales (Fretal., 2007) et des similarités
bilinéaires (Chechilet al, 2009) dans le cadre de la recherche d’image.

En général, 'apprentissage supervisé de similarités enéiques est
basé sur I'intuition que la distance entre points de ménsseldoit étre petite
tandis que la distance entre points de classes différenteétee grande. Ap-
pliquant cette idée, les approches de I'état de I'art chartha fonction qui
satisfait le mieux cesontraintes locales entre paires d’exemples fonction
apprise est ensuite utilisée dans le cadrekdphis-proches-voisins:{PPV),
dont la regle de décision est basée sur un voisinage localetfarmance ob-
tenue est souvent meilleure que celle ditRPV avec une fonction standard
(par exemple la distance euclidienne). Cependant, il n’astgvident que
ces procédures d’apprentissage locales soient apprepaée une utilisation
dans des classifieurs globaux, tels que des séparatelagdmé

Récemment, Balcan et al. (2006; 2008) ont développé une éhéetiap-
prentissage de classifieurs linéaires a partir de fonctiersmilarité. lls pro-
posent une définition de, v, 7)-bonne fonction de similaritésans contrainte
SDP, qui requiert (en simplifiant) que pour la plupart desimila simila-
rité moyenne certainspoints de méme classe soit plus grande gq&dains
points de classe différente. Si I'on suppose que cette @t@pest satisfaite,
alors on dispose de garanties en généralisation sur ltred'en classifieur
linéaire parcimonieux dans I'espace induit par cette fonale similarité.

Dans ce papier, nous utilisons la notiofed, 7)-goodness pour dévelop-
per un algorithme d’apprentissage de similarités qui jdaigaranties en gé-
néralisation. Cette nouvelle approche a plusieurs avastageelle est adap-
tée aux classifieurs linéaires, (ii) justifiée théoriquetnéi) elle ne requiert
pas la semi-définie positivité de la similarité, et (iv) estd un sens moins res-
trictive que I'apprentissage par paires. Nous formulonsddléme d’appren-
tissage d’une bonne fonction de similarité comme un programuadratique
convexe qui optimise une similarité bilinéaire. De plus,uilisant I'astuce
KCPA (Chatpatanasiret al, 2010), nous sommes capables de “kerneliser”
notre méthode et ainsi d’apprendre une similarité danpdies (potentielle-
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ment non linéaire) induit par une fonction noyau. Nous namgrque notre
approche a la propriété de stabilité uniforme (Bousquet &geleff, 2002) et
est donc consistante, et nous développons des garantiémératisation qui
portent sur I{e, v, 7)-goodness de la similarité apprise. Enfin, nous proposons
une étude expérimentale sur quatre jeux de données et comspaotre mé-
thode a un algorithme d’apprentissage de métriques tresidép Cette étude
démontre les bonnes performances de notre approche et négtdemce le
fait qu’elle est rapide, résistante au sur-apprentissagedait des modéles
trés parcimonieux, ce qui la rend adaptée a des donnéesriiegiamension.

La suite de ce papier est organisée comme suit. La Secti@pgelle les
principaux travaux en apprentissage de similarités et dequés, ainsi que
la théorie dege, 7, 7)-bonnes fonctions de similarité. La Section 3. présente
notre approche ainsi que I'astuce KPCA utilisée pour la Hesere La Sec-
tion 4. propose une analyse théorique de notre approch@marmles garan-
ties en généralisation. Enfin, la Section 5. comprend urgeéypérimentale
sur plusieurs jeux de données.

2. Notations et Etat de I'Art

Les vecteurs sont dénotés par des lettres minuscules e(pgrasxemple,
x) et les matrices par des lettres majuscules en gras (parpéxef). On
considére des points étiquetés- (x, ¢) issus d’une distribution inconnue
surR? x {—1,1}. Une fonction de similarité est définie par: R? x R? —
[—1, 1]. On note la norme euclidientie||» et la norme de Frobenius p@t]| #.
Enfin,[1 — ¢]; = max(0,1 — ¢) dénote la perte hinge.

2.1. Apprentissage de Métriques et de Similarités

Un grand nombre de travaux sur I'apprentissage de métrigueés simi-
larités porte sur I'apprentissage des parametres d'uriandis de Mahala-
nobis. La distance de Mahalanobis (au carré), définielpdxk, x') = (x —
x')TM(x—x'), est paramétrisée par la matrice SBP< R?*¢, Cette contrainte
SDP assure qué,; est une (pseudo) métrique, ce qui permet des accélérations
desk-PPV basées notamment sur I'inégalité triangulaire. LEéreintes mé-
thodes de la littérature different principalement par leixhle la fonction ob-
jective (ou de la fonction de perte) et du terme de réguléaoisaPar exemple,
Schultz & Joachims (2003) forcent les exemples a étre pksges exemples
de méme classe que des exemples de classe différente partaieemarge.
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Weinberger & Saul (2009) définissent une fonction objedi&e a I'erreur
desk-PPV sur I'ensemble d’apprentissage. Davis et al. (2007)la¢gent
avec la divergence LogDet (qui impose automatiquementi&amte SDP)
tandis que Ying et al. (2009) utilisent la norme (2,1) quidiasent I'appren-
tissage d’'une matric®I de rang faible. Il existe aussi des méthodes d’appren-
tissage en ligne, comme POLA (Shalev-Shwaittal,, 2004) et LEGO (Jain

et al, 2008). L'aspect le plus colteux de beaucoup de ces apEadtda
satisfaction de la contrainte SDP, bien que certaines rdéthparviennent a
réduire ce colt de calcul en développant des solveurs spéesfi

Certains travaux portent sur I'apprentissage d’autresstgieedistances ou
de similarités. Qamar (2010) optimise une similarité casipour traiter des
taches de recherche d’information. Dans le domaine de lenreissance
d'image, Frome et al. (2007) apprennent une distance Iquale chaque
exemple d’apprentissage, tandis que Chechik et al. (2009pgent une pro-
cédure d’apprentissage en ligne de similarité bilinéaire.

L'information utilisée en apprentissage supervisé de iongts et de simi-
larités est de deux types : (i) des contraintes basées spates d’exemples :
x etx’ doivent étre similaires (ou dissimilaires), et (ii) des taimtes basées
sur des triplets d’exemples:doit étre plus similaire & qu’ax”. Notons que
les deux types de contraintes peuvent étre construits & gartionnées éti-
guetées. L'objectif est alors de trouver la métrique ouralarité qui satisfait
le mieux ces contraintes.

Toutes les méthodes présentées ci-dessus sont en géili@ksidans le
contexte des plus-proches-voisins (et parfois en cluggeriCela est di au
fait que les contraintes basées sur des paires ou desdrylet faciles a ob-
tenir et que les optimiser a du sens dans le cadré-d&3V ou du clustering,
qui sont des algorithmes basés sur des voisinages locams. [IBaontexte
de classifieurs globaux, comme les séparateurs linédinggst pas certain
gue ces contraintes locales soient appropriées. La thpoggentée dans la
section suivante fait justement le lien entre les propsiéfé@ne fonction de
similarité et ses performance en classification linéaeequi ouvre la porte a
'apprentissage de similarités pour améliorer les séparatlinéaires.

2.2. Apprentissage a partir de Bonnes Fonctions de Similarét

Dans des travaux récents, Balcan et al. (2006; 2008) ontlinitrane nou-
velle théorie de I'apprentissage a partirtwnnes fonctions de similaritba-
sée sur la définition suivante.
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Définition 1 (Balcan et al., 2008)

Une fonction de similaritd< est une(e,~y, T)-bonne fonction de similarité
en perte hinggour un probleme d’apprentissaffes’il existe une fonction
indicatriceR(x) caractérisant un ensemble de “points raisonnables” tae q
les conditions suivantes sont satisfaites :

1. Exonp [[1 = Lg(x)/7]4] < € 009(x) = Epeonpll K (x,x)|R(X)],
2. Pry|R(X')| > 7.

SiI'on réfléchit a cette définition en terme de nombre de Viots de marge,
on peut interpréter la premiére condition comuame proportiore d’exemples
x sont en moyenn&y plus similaires aux points raisonnables de méme classe
gu’aux points raisonnables de classe différegttka seconde condition comme
une proportion au moins des exemples doivent &tre raisonnables

La Définition 1 est intéressante a trois égards. Premieremiéan’impose
aucune contrainte SDP (ou méme de symétrie) sur la fonceasirdilarité.
Deuxiemement, les contraintes doivent étre satisfaitdes@mt en moyenne,
au contraire des contraintes classiques basées sur des paides triplets.
Troisiemement, satisfaire la Définition 1 est suffisant poien apprendre,
comme le montre le Théoreme 1.

Théoreme 1 (Balcan et al., 2008)
Soit K une(e,~y, T)-bonne fonction de similarité en perte hinge pour un pro-
bléme d’apprentissagB. Pour toute; > 0 et0 < § < ~e /4, soitS =

{x4,...,xq,,.,} un ensemble (potentiellement non étiqueté) de points land-
marks tirés seloi. Considérons I'application® : R — Réana définie par :
7 (x) = K(x,x}),i € {1,...,diuna}. Alors, avec une probabilité au moins

1 — § sur I'ensemble aléatoirg, la distribution induitep®(P) dansR%n
admet un séparateur linéated’erreur au plus + ¢, a la margey.

Ainsi, si I'on dispose d’unée, -, 7)-bonne fonction de similarité pour un pro-
blemeP et d'assez de points, alors avec une grande probabilitésileenn sé-
parateur linéairex de faible erreur dans I'espace explicite induit paqui est
essentiellement 'espace des similarités dyx, points landmarks. Comme
Balcan et al. le soulignent, en utilisadit points landmarks (potentiellement
non étiquetés) ef; points étiquetés, on peut apprendre efficacement ce sépa-
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rateura € R% en résolvant le programme linéaire suivant :
+ Al 1)

dy do
m(inz [1 - Z ol K (%, X5)
i=1 j=1 N

L'Equation (1) est proche d’'un SVM avec une régularisatignZhu et al.,
2003) et un “empirical similarity map” (Balcan & Blum, 2006}, geut-étre
résolue efficacement. La régularisatibninduit de la parcimonie (coordon-
nées a zéro) dans, ce qui permet d’accélérer la classification. Il est possibl
de contrbler le degré de parcimonie en jouant sur le paremgplus \ est
grand, plusx est parcimonieux).

Pour résumer, I'erreur du séparateur linéaire dépend ithémnent de la
capacité de la similarité a satisfaire la Définition 1. Ceamdl est probable
gue, pour certains problémes, les similarités standardstigfassent pas la
Définition 1 a un degré suffisant. Ainsi, Kar & Jain (2011) meent d’adapter
automatiguement le critéere de goodness au probléme tEstés ce papier,
nous suivons une approche différente : nous utilisons landém 1 comme
une nouvelle fonction objective, justifiée théoriquemeoyr 'apprentissage
de similarités.

3. Apprentissage de Bonnes Similarités pour la ClassificatioLinéaire

Dans ce papier, on s'intéresse askailarité bilinéaire K, = x’Ax/,
paramétrée par la matrick € R%*?, qui n’est pas nécessairement SDP ni
symeétrique. Cette forme de similarité a donné lieu a de bonstaés dans
le cadre de I'apprentissage en ligne de similarités pouedherche d'image
(Chechiket al., 2009). Il est intéressant de noter glisg a I'avantage d’étre
calculable efficacement quand les exempiest x’ sont des vecteurs parci-
monieux. Afin de satisfaire la contrainfé, € [—1, 1], on suppose que les
exemples sont normalisés tels dizg|, < 1, et I'on exige que|A||r < 1.

3.1. Formulation du Probléme d’Apprentissage de Similariés

On souhaite apprendre la matridequi optimise I(¢, v, 7)-goodness de
K. Pour cela, on dispose d’'un ensemble d’apprentissagé-deoints éti-

1La formulation originale proposée par Balcan et al. (20@8hprend une contraintg;
au lieu d’'une régularisatioft;, mais les deux formulations sont équivalentes (il existe
toujours une valeur du paramétre de la premiére telle quedimble des solutions est le
méme que celui de la deuxiéme, et vice versa).
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quetésT” = {z; = (x;,£;)}Y% ainsi que d'un ensemble d¥; points rai-
sonnables étiquetéB = {z), = (xi, /) }.%. En pratique,R est un sous-
ensemble d&', avecNp = 7Ny (7 €]0, 1]).

Nous définissons maintenant formellement notre approcmpdentissage
d’(e,y, 7)-bonne similaritéx 4 :

Nt
min NLTZV(A’Z“R) + BlAlF (2)
i=1

AcRdxd

0U V(A 7, R) = [1 — £ii= S0 (KA (x5, xi)] ,, 7 est la marge ef le
parameétre de régularisation. Il est important de voir quéedermulation
découle directement de la Définition 1 : étant donnés uneenagd un en-
semble de points raisonnabl&s on minimise les violations de margedes
exemples d€" par rapport &. Ainsi, ¢ = NLT Zf\g V (A, z;, R) est'estima-
tion empirique d¢ sur7’, et7 une estimation de.

Cette formulation est radicalement différente de cellegééssur des paires
ou des triplets, classiquement utilisées par les approth@prentissage de
métriques et de similarités. Dans un sens, elle est plus fasatisfaire puisque
les contraintes sont basées sur umeyennale scores de similarité par rap-
port a un ensemble de poink au lieu d’'une seule paire ou triplet. De plus,
commeR est le méme pour chaque exemple d’apprentissage, la Sténdgr-
prise est plutét globale que locale, ce qui peut étre un agandans certaines
situations. En outre, notre formulation posséde plusipuogriétés intéres-
santes : (i) Il s’agit d’'un programme quadratique convexepegut étre résolu
efficacement par des solveurs standards. La programmaionrdefinie, tres
colteuse, n'est pas nécessaire, a l'inverse d'un grand mod# méthodes
d’apprentissage de distance de Mahalanobis. (i) On neitgfitune seule
contrainte par exemple d’apprentissage (au lieu d’uneramté par paire ou
triplet), c’est-a-dire un nombre total d€; contraintes. En utilisant une va-
riable ressort par contrainte, le probléme a seulemént- d? variables. (ii)
La taille de R n’affecte pas la complexité des contraintes. (ivkSest par-
cimonieux, la contrainte correspondante est parcimori@gmlement (cer-
taines variables ont un coefficient de 0).

3.2. Kernelisation de I'Apprentissage de Similarités

La formulation introduite dans la section précédente eSbriquement
fondée (par rapport a la théorie de Balcan et al.) et préseateme nous
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le verrons dans la section suivante, des garanties en géaéml. De plus,
elle a l'avantage d’étre trés simple : on apprend une siitélinéaire globale
et on l'utilise pour construire un classifieur linéaire gadbbAfin d’obtenir des
similarités (et ainsi des classifieurs) plus puissantss saggeérons de kerneli-
ser I'approche en apprenant dans I'espace potentiellenoenlinéaire induit
par une fonction noyau. La kernelisation permet aux cla&ssilinéaires tels
gue les SVM ou encore a certains algorithmes d’apprentsgaglistance de
Mahalanobis (par exemple, Shalev-Shwaatal, 2004; Daviset al., 2007)
d’apprendre des surfaces de décision ou des transforraatiom linéaires.
Cependant, kerneliser un algorithme d’apprentissage dequés n’est pas
trivial : une nouvelle formulation du probleme, ou I'intet@n avec les don-
nées est limitée a des produits scalaires, doit étre trold@elus, quand la
kernelisation est possible, on apprend une mathigex Nr. QuandN est
grand, la résolution du probleme devient trop colteuse, iasrappliquer
une méthode de réeduction de dimensionnalite.

Pour ces raisons, nous utilisons plutét I'astuce KPCA, pséparécem-
ment par Chatpatanasiri et al. (2010), qui donne un moyenisiag ker-
neliser un algorithme d’apprentissage de métriques et ide de la réduc-
tion de dimensionnalité sans colt supplémentaire. Lidée atiliser Kernel
Principal Component Analysis (Scholkogifal., 1998) pour projeter les don-
nées dans un nouvel espace en utilisant une fonction noyalinéaire, et
de conserver uniqguement un nombre limité de dimensionsegcgli cap-
turent le mieux la variance globale des données). Les dorstdgsensuite
projetées dans ce nouvel espace, et I'algorithme d’appsagte de métriques
peut étre utilisé pour apprendre une métrique dans cet espate modifi-
cation. Chatpatanasiri et al. (2010) ont montré que I'asKREA est théori-
guement justifiée pour I'apprentissage de métriques etniasités formulé
sans contraintes, dont notre approche fait partie. Danstlade ce papier, on
considérera uniquement la version kernelisée de notreitige.

De maniére générale, la kernelisation d’'un algorithme pfaptissage de
meétriques peut causer ou accroitre le sur-apprentissagenment quand les
données sont peu nombreuses. Néanmoins, comme notre la@liasimila-
rité et le classifieur) est linéaire et globale, on s’atterne gu’elle soit assez
robuste a cet effet indésirable. La suite du papier va le coefidoublement :
expérimentalement dans la Section 5., mais aussi théorepueamec la déri-
vation, dans la section suivante, de garanties en géradrafisndépendantes
de la dimension de I'espace de projection.
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4. Analyse Théorique

Dans cette section, nous présentons une analyse théorguoetk ap-
proche. Le fruit de cette analyse est la borne en généialis@théoréme 3)
qui garantit la consistance de notre méthode et dgag)l; 7)-goodness de la
similarité apprise pour le probleme considéré.

Dans notre approche, la similarité est optimisée par rdgpon ensemble
R de points raisonnables qui est un sous-ensemble de 'etesérapprentis-
sage. Ainsi, ces points raisonnables peuvent ne pas saivnéme distribu-
tion que celle qui a servi a générer I'ensemble d’appresmissC’est pourquoi
nous allons utiliser le cadre de $abilité uniforme(Bousquet & Elisseeff,
2002) pour obtenir notre borne en généralisation.

4.1. Stabilité Uniforme

Schématiquement, un algorithme ststblesi sa sortie ne change pas signi-
ficativement quand on modifie Iégérement 'ensemble d’agEsage. Plus
précisément, le supremum de cette variation doit étre bgragan terme en
O(1/Nry).

Définition 2 (Bousquet & Elisseeff, 2002)
Un algorithme d’apprentissage a une stabilité uniformquemar rapport a
une fonction de pertg,  étant une constante positive, si

K
N_T’
ouMr est le modele appris a partir de I'ensembleM . le modéle appris
a partir de I'ensemblé@™. T® est obtenu a partir d€ en remplagant l¢F™*
exemplez; € T par un autre exemple, indépendant dé& et tiré selonP.
L(M, z) est la perte pour un exempde

VT, Vi, 1 <i < Np,sup |L(My,z) — L(Mgi,z)| <

Quand cette définition est satisfaite, Bousquet & Eliss@&R) ont prouvé
la borne suivante, qui porte sur I'erreur en généralisation

Théoréme 2 (Bousquet & Elisseeff, 2002)

Soit§ > 0 etNr > 1. Pour tout algorithme ayant une stabilité uniforrieN
et utilisant une fonction de perte bornée par 1, on a avec totepilité au
moinsl1—§ :

In1/§
2Np '

A

L(Mz) < Lp(My) + Ni + (264 1)
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L(My) est I'erreur en généralisation &t-(My) son estimation empirique
surT'.

4.2. Borne en Généralisation

Pour alléger la notation, étant donnée une similarité édire ', , on dé-
note parAy a la fois la similarité définie par la matrick et son ensemble
de points raisonnables associé (quand le contexte estarilamettra I'indice
R). Etant donnée une similarit& , V' définit la perte pour un exemple, et
I'on note I'erreur sur 'ensemble de la distribution par

L(AR> = Ez:(x,l)wPV(Av z, R) (3)

L'erreur empirique sur I'ensemblE est définie par :

Nt

[ ! > V(A,z,R). (4)

LT(AR) - N_T

Adaptée a notre contexte, la propriété de stabilité uniéogue I'on doit
prouver est la suivante :

VT, Vi, sup |V (A, z R) — V(Al,z, R))| < -,
z NT

oU A est apprise suf et R C T, A’ est la matrice apprise sii¥ et R* C T*
est 'ensemble des points raisonnables asso€ié Blotons queR et R’ sont
de méme taille et different sur au plus un exemple, en fonat®'apparte-
nance ou non de; ou z, a leur ensemble de points raisonnables respectifs.
Pour simplifier la discussion, on considdrecomme majorée par 1 (ce qui
peut étre obtenu facilement en divisanpar la constanté + 1).

Pour montrer la stabilité uniforme de notre algorithme,shawns besoin
des résultats suivants.

Lemme 1
Pour tous exemples étiquetés= (x,(), z = (x',¢') et tous modéled r,
A',,, on a les propriétés suivantes :

P1:|Ka(x,x)| <1,

P2:|Ka(x,x') — Ka/(x,x')| < ||A — A7,

Ngr

Npr oy x.x'
P3:|V(A,7 )~ V(A5 )| < 1|Ziilefabon) _ 2 G oxx)
(propriété dd.-admissibilitédeV).
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Preuve P1 découle directement ddi (x,x')| < [|x|2||A|l=|x'||2, de la
normalisation des exempld||s < 1 et de la condition sur les matrices
IAflF < 1.

PourP2, on note quéKa (x,x') — Ka/(x,X')| = |Ka_a’(x,x’)], puis on
utilise la normalisationx||» < 1.

P3 découle directement dé| = 1 et de la propriété de 1-lipschitzité de la
perte hinge |{[X]. — [Y]4+| < |[X - Y. O

_ Soit Fr = NLT SVV(A, 2, }_%) + ﬁ_||AH§r pour un ensemble d’appren-
tissagel’ et un ensemble de points raisonnabies- 7" donnés. Nous avons
besoin du lemme suivant, qui borne la déviation entre lesioestA et A°.

Lemme 2
Pour tous modéleA etAl, respectivement minimiseurs de et F:, ona:

1
BNpy

Preuve On suit la construction du Lemme 20 de (Bousquet & Elisse6022,
en omettant quelques détails pour des raisons de placeAQoi= A! — A
et0 <t < 1.0nnote

1A — All| <

My = [|A]% = |A + tAA|Z + [ A'[[5 — A" — tAA%

etMy = 51— (Lr(Ag) — Lr((A+tAA)R) + Ly (A +tAA)R) — L« (AR)).
En utilisant le fait que®; et I sont des fonctions convexes, gieet A sont
leur minimiseurs respectifs et la proprigt8, on obtient :

My < M.

En fixantt = 1/2, on aM; = |A — A’||%, et en utilisant”3 et la normalisa-
tion ||x||» < 1, on obtient :

1 |A — A'l#
M. —AA — —AA —_—
2 < Gy I 7+ | ) = Gy
Cela nous méne & l'inégaliffA — A’[% < 22212 & partir de laquelle le
Lemme 2 est obtenu directement. O

Nous avons maintenant tous les résultats nécessaires mouvep la stabilité
uniforme de notre algorithme.
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Lemme 3

Soit Ny et Ny respectivement le nombre d’exemples d’apprentissage et le
nombre de points raisonnables, tels qug = 7Nr avect €|0,1]. Notre
algorithme a une stabilité uniforme eh aveck = %(% - %) = T:;fg”, ou

(3 est le paramétre de régularisationyda marge du Probléme 2.

Preuve Pour tout ensemblé’ de taille N7, pour toutl < ¢ < Ny et tous
exemples étiquetés= (x, /), z; = (x;,l}) ~ P:

|V(A7 Z, R) - V(AZ7 Z, RZ)|

1 Ng 1 NRi
< |— U KA (X, xK) — UK pi(x,Xx
S | D o) — 3 ek )
1 ali
TNR ((k:l,k;éi
CiKA(X,%;) — E;KAi (%, Xg)) ‘
1 ol
< N <( Z (|€k|||A_AZ||f)> +
TIVR k=1,k#i
16K A (%, %) + |€§KA(X7X,1')|>

— +2) < ——(
YNr " BNy YNg BNrvy

La premiére inégalité découle de3. La seconde découle du fait gueet
R different sur au plus un élément, qui correspond a I'exenapldans
et I'exemplez, remplagant; dansR’. Les dernieres inégalités sont obtenues
en utilisant I'inégalité triangulaireP1, P2, le Lemme 2, et le fait que les
étiquettes appartiennent{a1, 1}. Enfin, commeVy = 7N, on obtient

1 1 2

(52 + =)

V(A,z R) — V(A',z, R)| < — 4
V(A2 R) = V(A2 B < (o

~ yNr

O

En combinant le Théoréme 2 et le Lemme 2, on obtient notreebem
généralisation.
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Théoréme 3
Soity > 0, > 0 et Ny > 1. Avec une probabilité au moiris— ¢§, pour tout
modeéleA r appris avec le Probleme 2, on a:

. 1 [7+4+208y 2(7 +287) Inl/é
L <L | — — 41 .
= T+NT< 767 >+( B 2N,

Ce théoreme met en lumiére d'importantes propriétés de noétbode.
Tout d’abord, elle converge efi(1/+/Nr), ce qui est standard dans le cadre
de la stabilité uniforme. De plus, cette convergence estpgaddante de la
dimension de la matricA apprise par la méthode, et donc de la dimension
des données. C’est la conséquence du fait que la norme deniursloeA est
bornée par une constante. Un autre point trés importantiededrhéoréeme 3
borne en fait I{¢, v, 7)-goodness en généralisation de la similarité apprise, et
ainsi I'erreur du classifieur linéaire construit a partir gdte similarité. En
effet, L correspond au terme d’erreude Balcan et al. (Définition 1).

5. Etude Expérimentale

Nous proposons une étude comparative de notre méthode etrd&sode
réputée d’apprentissage de distance de Mahalanobis : Maggin Nearest
Neighbof (LMNN) de Weinberger & Saul (2009). Nous menons cette étude
expérimentale sur quatre jeux de données de différentsidemat de diffi-
culté variable, dont la plupart sont issus de 'UCI Machinailmgng Reposi-
tory3 Leurs caractéristiques sont résumées dans le Tableau 1t,Bosas-
phere et Pima ont été utilisés a maintes reprises pour évasi@pproches
d’apprentissage de métriques.

5.1. Protocole Expérimental

On compare les méthodes suivantes KAj), la similarité bilinéaire avec
A = I (proche de la similarité cosinus) comme base, Kij), notre simila-
rité apprise, (iii) LMNN dans I'espace original, et (iv) LMiNdans 'espace
KPCA 4

2Code Matlab disponible sur :
http://ww. cse. wst | . edu/ ~kilian/code/ code. ht m

SVoir ht t p: / / archi ve. i cs. uci.edu/m/
4K et LMNN sont normalisés pour s’assurer que leurs valeurarigpnent 3—1, 1].
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TAB. 1: Caractéristiques des quatre jeux de données utilisés.

| BREAST lONO. RINGS PIMA

# training example 488 245 700 537
# test examples 211 106 300 231
# dimensions 9 34 2 8
# dim. after KPCA 27 102 8 24

Pour générer un nouvel espace de projection avec KPCA, deeutd
noyau Gaussien en fixant le parametra la moyenne des distances eucli-
diennes entre les exemples d’apprentissage (une heudstigssique, utili-
sée par exemple par Kar & Jain (2011)). Idéalement, on aitrpngjeter les
données dans un espace de dimension maximale (c’est-@gdileau nombre
d’exemples d’apprentissage), mais pour garder des tenepgalition accep-
tables on ne garde que trois fois la dimension originalet(quais pour Rings
car ce jeu de données est seulement de dimension 2).

Tous les attributs sont normalisés pour que leurs valeigatsdans—1/d; 1/d|
afin de garantirx||; < 1. On génére aléatoirement des partitions 70/30
des données, et on calcule la moyenne sur 100 exécutiongrisesnbles
d’apprentissages sont partitionnés une nouvelle foisO7@@ur le besoin
de la validation. Les parameétres suivants sont tunés pas-aalidation :
B,y € {1077,...,107?} et7 € {0.01,0.05,0.1,0.25,0.5,0.75,0.9, 1} pour
notre méthode, et € {1073,...,10?} pour chaque classifieur linéaire, en
choisissant toujours la valeur qui offre le meilleur tauxatBessification. On
fixe k = 3 ety = 0.5 pour LMNN, comme suggéreé dans (Weinberger & Saul,
2009).

5.2. Résultats

Comme LMNN est optimisé pour un usage dansctidPV, on reporte les
résultats obtenus avec le classifieur linéaire parcimor{iBusuggéré par Bal-
can et al. (2008) (Tableau 2) mais aussi ceux obtenus en 3(Pdeau 3).
Le style gras met en évidence le meilleur taux de classificgibur chaque
jeu de données. En classification linéaire, notre méthoterdlies taux de
classification supérieurs ou égaux aux autres similarités des modéles de

SEn appliquant cette stratégie, la proportion de la variazageurée est supérieure a 90%
pour tous les jeux de données.
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TAB. 2: Taux de classification moyen (en police normale) eetédh italique)
des classifieurs linéaires construits a partir des singagtudiées.

| BREAST 1ONO. RINGS PIMA

X 96.57 89.81 100.00 75.62
'l 2039 5293 1820 25093
K 96.93 93.05 100.00 76.07
A 1.00 1.00 1.00  1.00
96.81  90.21 100.00 75.15
LMNN 9.98 13.30 1804 69.71
96.01 86.12 100.00 74.92
LMNN KPCA 8.46 9.96 873 2220

TAB. 3: Taux de classification moyen des 3-PPV avec les singaétudiées.

H BREAST IONO. RINGS PIMA

K 96.71 83.57 100.00 72.78

Ka 96.93 93.05 100.00 76.07
LMNN 96.46 88.68 100.00 72.84
LMNN KPCA 96.23 87.13 100.00 73.50

taille 1, ce qui rend la classification tres rapide car ellelépend que d’'un
score de similarité a un seul exemple d’apprentissage. Ghigsessantels 4
obtient aussi les meilleurs résultats en 3-PPV. De manié&mnérgle, LMNN a
une tendance a sur-apprendre (surtout dans I'espace KPECl&samntraintes
basées sur des paires deviennent faciles a satisfaire tpudimdension aug-
mente. L'extréme parcimonie des séparateurs linéairesrésistance au sur-
apprentissage de notre méthode viennent du fait que lesagaess optimisées
portent sur une moyenne de scores de similarité par rapporeasemble de
points commun a tous les exemples d’apprentissage.

6. Conclusion

Dans ce papier, nous avons présenté une approche nouvagbierentis-
sage de similarités qui vise a améliorer les classifieugalnes. Notre mé-
thode tire partie a la fois de la théorie desy, 7)-bonnes similarités de Bal-
can et al. etde I'astuce KPCA. Nous avons prouveé une bornergnmaéation
pour notre approche, basée sur la stabilité uniforme, ginéépendante de la
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dimension des données et donc du nombre de coordonnéetsosdiées par
KPCA. Cette borne assure la “goodness” en généralisationgimilarité ap-
prise, garantissant ainsi que celle-ci donne lieu & desifitass performants
pour le probleme considéré. L'étude expérimentale confietee propriété,
et montre également que les similarités apprises géneesrassifieurs bien
plus parcimonieux que ceux obtenus avec d’autres singilastandards ou
apprises. Cette caractéristique, combinée a I'indépemrdaarcrapport a la di-
mension des données, rend notre approche tres efficaceetsggeptives pos-
sibles sont : la kernelisation compléte de I'algorithmétude de I'influence
d’autres termes de régularisation, ou encore la mise au gain algorithme
d’apprentissage en ligne.
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