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MODEL ISATION PROBABILISTE DES INCERTITUDES DE MODELISA-
TION EN DYNAMIQUE DES STRUCTURES SOUMISES AUX SEISMES

C. SOIZE1

1 Laboratoire de Ḿecanique, Université de Marne-la-Valĺee, France, e-mail : soize@univ-mlv.fr

RESUME : Pour l’estimation des effets dynamiques des séismes sur une construction courante, on utilise souvent
un modèle mécanique équivalent très simplif é de sa structure. On introduit alors des incertitudes importantes
de modélisation et ces incertitudes de modélisation ne peuvent normalement pas être prises en compte par
les méthodes paramétriques usuelles car les paramètres mécaniques du modèle équivalent ne sont pas ceux
de la structure réelle. On propose ici une nouvelle approche probabiliste de prise en compte des incertitudes
de modélisation par une approche non paramétrique. On présentera un résumé succinct de cette approche
probabiliste non paramétrique basée sur une théorie de matrices aléatoires positives. Un exemple très simple
sera présenté : le modèle équivalent est une poutre console 2D de Timoshenko, homogène, excitée à sa base par
une accélération transversale. La distribution de probabilité du coeff cient partiel de sécurité, s’appliquant au
coeff cient d’amplif cation dynamique et induit par les incertitudes de modélisation, sera présentée en fonction
du niveau des incertitudes de modélisation et pour un accélérogramme donné.

Mots-cĺes : Dynamique, Incertitudes, Séismes

1 - Introduction

En dynamique des systèmes ḿecaniques complexes, il est admis aujourd’hui que les incertitudes
doiventêtre prises en compte dans les modèles, que les excitations soient déterministes ou aléatoires,
pour aḿeliorer la qualit́e et la robustesse des prévisons. La pertinence de ces prévisions est ńecessaire
pourétudier la fiabilit́e de ces systèmes et pour les optimiser vis-à vis de finalit́es multiples. Deux
types d’incertitudes doiventêtre consid́erées.

Le premier type d’incertitudes correspond auxincertitudes sur les données qui décrivent les
param̀etres du mod̀ele math́ematique du système dynamique. Dans ce cas, les paramètres du mod̀ele
sont des param̀etres physiques qui peuventêtre identifíes directement ou indirectement par des
mesures. Par exemple en dynamique linéaire des structures, les paramètres incertains peuventêtre
des caract́eristiques ǵeoḿetriques, des conditions aux limites, les composantes du tenseur d’élasticit́e
telles qu’un module d’Young, etc. En géńeral, ces param̀etres incertains sont modélisés par des
variables aĺeatoires et/ou des champs stochastiquesà valeurs vectorielles. Comme ces incertitudes
concernent les param̀etres d’un mod̀ele math́ematique donńe, nous appellerons cette approche :
modélisation probabiliste paramétrique des incertitudes sur les données. Une telle approche est
dévelopṕee et utiliśee depuis plus de deux décennies (voir, par exemple, les Refs. [2,7,9,14,16,17,21-
23,25,27,28,38,41,42] pour des développements ǵeńeraux et des applications, voir les Refs. [4-
6,13,18,28,40,41] pour leśeléments finis stochastiques et voir les Refs. [8,15,17,19,25,29,30,38,39]
pour les autres aspects dévelopṕes dans le cadre de la dynamique stochastique linéaire et non lińeaire,
et pour les excitations stochastiques paramétriques).

Le second type d’incertitudes correspond auxincertitudes de modélisation, c’est-̀a-dire aux
erreurs introduites lors de la construction du modèle et qui traduisent leśecarts entre la structure
réelle et le mod̀ele construit. Ces erreurs sont le plus souvent duesà l’introduction de simplifications
cinématiques et ǵeoḿetriques. Par exemple, si l’on considère la dynamique lińeaire d’un portique 2D
élanće, multi-́etaǵe, non homog̀ene et excit́e à sa base par une accélération transversale modélisant
les effets d’un śeisme, et si le mod̀ele construit est celui d’un modèle équivalent repŕesent́e par
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une poutre console 2D de Timoshenko, homogène et excit́ee à sa base par la m̂eme acćelération
transversale, alors il n’existe aucun paramètre physique dans le modèle ainsi construit qui permette
de prendre en compte, par exemple, le comportement des assemblages entre leséléments du portique,
l’ énergie ḿecanique des vibrations des flexions locales des poutres du portique, etc. Dans ce cas,
les param̀etres du mod̀eleéquivalent ne sont pas les paramètres physiques de la structure réelle et il
n’existe pas dans ce modèleéquivalent construit des paramètres qui permettent de prendre en compte
les erreurs de modélisation ainsi introduites. Par définition, ces erreurs ne peuvent pasêtre prises
en compte par l’approche probabiliste paramétrique des incertitudes sur les données. Ainsi, dans
le cadre de la dynamique des structures, nous avons dévelopṕe unemodélisation probabiliste non
paramétrique des incertitudes de modélisation qui permet de prendre en compte les incertitudes de
mod́elisation. Les bases de la théorie probabiliste non paramétrique des incertitudes de modélisation
homog̀enes et non homogènes, pour les cas des réponses forćees dans le domaine fréquentiel et
des ŕeponses transitoires, des systèmes dynamiques linéaires, sont d́evelopṕees dans les Refs. [31-
33,35,37]. Le cas de la réponse transitoire des sytèmes dynamiques non linéaires est d́evelopṕe dans
la Ref. [34] et son extensioǹa une ḿethode mixte non paraḿetrique - paraḿetrique, avec application
aux pŕevisions des ŕeponses sismiques d’un circuit primaire de centrale nucléaire, est pŕesent́ee dans
la Ref. [3].

Dans ce papier, nous montrons comment cette approche non paramétrique peut̂etre utiliśee pour
tenir compte des incertitudes de modélisation dans les calculs de réponses dynamiques des structures
soumises aux effets des séismes. Ainsi, nous allons introduire un coefficient de sécurit́e s’appliquant
au coefficient d’amplification dynamique, induit par les incertitudes de modélisation et nous allons
construire sa distribution de probabilité en fonction du niveau des incertitudes de modélisation

2 - Modèle moyen du syst̀eme dynamique

Dans le rep̀ere absolu, la structure multi-supportée du syst̀eme moyeǹa comportement lińeaire
est mod́elisée par la ḿethode deśeléments finis. Soitm le nombre de degrés de libert́e (ddl) libres
et soitms le nombre des ddl imposés aux diff́erents supports. On suppose que l’excitation est due
uniquement aux effets d’un séisme et qui se traduit par la seule excitation des supports de la structure.
A l’instant t, l’ équation diff́erentielle du second ordre du système moyen discrétiśe s’́ecrit donc,

[
[M ] [Mℓs]

[Mℓs]
T [Ms]

] [
z̈(t)
z̈s(t)

]
+

[
[D ] [Dℓs]

[Dℓs]
T [Ds]

] [
ż(t)
żs(t)

]
+

[
[K ] [Kℓs]

[Kℓs]
T [Ks]

] [
z(t)
zs(t)

]
=

[
0

g
s
(t)

]
, (1)

avecz(t) ∈ Rm le vecteur des d́eplacements dans le repère absolu desm ddl libres,zs(t) ∈ Rms le
vecteur desms ddl impośes aux supports (déplacements dans le repère absolu) et òu g

s
(t) ∈ Rms

est le vecteur des réactions exerćees par les supports sur la structure. A chaque instantt, z(t) peut
s’écrire z(t) = y(t) + [R ] zs(t) avec[ R ] = −[K ]−1[Kℓs]. Le vecteury(t) repŕesente les ddl libres
lorsque les d́eplacements des ddl imposés aux supports sont nuls pour toutt. Ainsi, y(t) est appeĺe
(par abus de langage), le vecteur des déplacements relatifs par rapport aux supports des ddl libres.
Dans ces conditions, le modèle moyen pour les d́eplacements relatifsy(t) s’écrit,

[M ] ÿ(t) + [D ] ẏ(t) + [K ] y(t) = f (t) , t ∈ [0 , T ] , (2)

avec les conditions intitialesy(0) = ẏ(0) = 0 et où lesecond membre de l’Eq. (2) s’écrit

f (t) = −([M ][ R ] + [Mℓs]) z̈s(t) − ([D ][ R ] + [Dℓs]) żs(t) . (3)
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Soit [ Φn] la matrice (m × n) des modes normaux associés auxn plus petites valeurs propres
0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn telles que[K ] [ Φn] = [M ] [ Φn] [ Λn] avec[ Λ]jk = λjδjk. Le mod̀ele
matriciel ŕeduit moyen s’́ecrit doncyn(t) = [ Φn] qn(t) où qn(t) ∈ Rn est solution de

[ Mn] q̈n(t) + [ Dn] q̇n(t) + [ Kn] qn(t) = Fn(t) , (4)

avec les conditions initialesqn(0) = 0 et q̇n(0) = 0 et où Fn(t) = [ Φn]T f (t) ∈ Rn. Les
trois matrices ŕeelles syḿetriques(n × n) du syst̀eme[ Mn] = [ Φn]T [M ] [ Φn] = [In], [ Dn] =
[ Φn]T [D ] [ Φn] et [ Kn] = [ Φn]T [K ] [ Φn] = [Λn] sont d́efinies positives.

3 - Modèle stochastique du système dynamique avec incertitudes

Soit Mn(R) l’ensemble de toutes les matrices(n × n) réelles,MS
n(R) le sous-ensemble des

matrices syḿetriques etM+
n (R) le sous-ensemble des matrices définies positives.

3.1- Modèle probabiliste non paramétrique des incertitudes de modélisation
Le mod̀ele probabiliste non paraḿetrique introduit dans la Ref. [31] consisteà remplacer les

matrices ǵeńeraliśees du système ŕeduit moyen par des matrices pleines aléatoires dont le mod̀ele
probabiliste est construit avec le principe du maximum d’entropie en n’utilisant que la seule infor-
mation utilisable. Soit(A, T ,P) l’espace probabiliśe du mod̀ele et soitn ≪ m fixé. Le processus
stochastiqueZn(t), défini sur(A, T ,P), index́e sur[0 , T ], à valeurs dansRm, repŕesentant lesm
ddl libres inconnus dans le repère absolu, est tel queZn(t) = Yn(t) + [ R ] zs(t). Le processus
stochastiqueYn(t), défini sur(A, T ,P), index́e sur[0 , T ], à valeurs dansRm, repŕesentant lesm
ddl libres inconnus pour les déplacements relatifs, est tel queYn(t) = [ Φn] Qn(t). Le proces-
sus stochastiqueQn(t), défini sur(A, T ,P), index́e sur[0 , T ], à valeurs dansRn est solution de
l’ équation diff́erentielle stochastique

[Mn] Q̈n(t) + [Dn] Q̇n(t) + [Kn] Qn(t) = Fn(t) , (5)

avec les conditions initialesQn(0) = 0 et Q̇n(0) = 0 et où [Mn], [Dn] et [Kn] sont des matri-
ces aĺeatoires. L’information utilisable pour la construction du modèle probabiliste des matrices
aléatoires[Mn], [Dn] et [Kn], est la suivante :
(1) Les matrices[Mn], [Dn] et [Kn] sont des matrices aléatoires d́efinies sur l’espace probabilisé
(A, T ,P), à valeurs dansM+

n (R). On a donc

[Mn] , [Dn] , [Kn] ∈ M+
n (R) p.s. . (6)

(2) Les matrices[Mn], [Dn] et [Kn] sont des variables aléatoires du second ordreà valeurs dansM+
n (R) et sont telles que

E{[Mn]} = [ Mn] , E{[Dn]} = [ Dn] , E{[Kn]} = [ Kn] , (7)

où E désigne l’esṕerance math́ematique.
(3) Les matrices aléatoires[Mn], [Dn] et [Kn] étant d́efinies positives presque sûrement (p.s), les
matrices inverses[Mn]−1, [Dn]−1 et [Kn]−1 existent p.s, mais cela n’implique pas l’existence de
leurs moments du second ordre. On introduit donc les contraintes suivantes,

E
{
‖[Mn]−1‖2

F

}
< +∞ , E

{
‖[Dn]−1‖2

F

}
< +∞ , E

{
‖[Kn]−1‖2

F

}
< +∞ , (8)

avec‖[A ]‖F = (tr{[A ] [A ]T })1/2 la norme de Frobenius (ou norme de Hilbert-Schmidt) de la
matrice [A ]. Les conditions d́efinies par l’Eq. (8) sont indispensables pour que la solution de
l’Eq. (5) soit du second ordre (voir Ref. [32]). Le modèle probabiliste correspondant aux contraintes
définies par les Eqs. (6)-(8) est résuḿe au paragraphe 3.2 suivant.
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3.2- Modèle probabiliste pour les matrices aléatoires déf nies positives

Nous ŕesumons dans ce paragraphe les résultats concernant l’ensemble de matrices aléatoires
réelles syḿetriques d́efinies positives qui áet́e construit dans les Refs. [31,32] en utilisant le principe
du maximum d’entropie [26,10,12,36] avec les seules contraintes définies par les Eqs. (6)̀a (8)
(information utilisable). Cette th́eorie diff̀ere de la th́eorie classique des matrices aléatoires de
l’ensemble gaussien orthogonal (GOE) (pour la définition de l’ensemble GOE, voir, par exemple, la
Ref. [20]), ensemble GOE qui n’est pas adapté aux probl̀emes de dynamique dans les domaines des
basses et des moyennes fréquences, comme nous l’avons démontŕe dans la Ref. [35].

On consid̀ere une matrice aléatoire[An] (repŕesentant[Mn], [Dn] ou [Kn]) définie sur l’espace
probabiliśe (A, T , P ), pour laquelle l’information utilisable est : (1) la matrice aléatoire[An] està
valeurs dansM+

n (R), (2) la valeur moyenne[An] de lamatrice aĺeatoire[An] est une matrice connue
telle que[An] ∈ M+

n (R), c’est-̀a-dire queE{[An]} = [An] ∈ M+
n (R), (3) le moment d’ordre deux de

la norme de Frobenius de la matrice inverse[An]−1 existe, c’est-̀a-dire queE
{
‖[An]−1‖2

F

}
< +∞.

On introduit une normalisation. Comme[An] est d́efinie positive, il existe une matrice triangulaire
suṕerieure[LAn

] dansMn(R) telle que (factorisation de Cholesky)[An] = [LAn
]T [LAn

]. Dans ces
conditions, ońecrit

[An] = [LAn
]T [GAn ] [LAn

] , (9)

avec [GAn ] une matrice aĺeatoireà valeurs dansM+
n (R) telle que[GAn

] = E{[GAn ]} = [ In] où
[ In] est la matrice(n× n) unité. D’autre part, on introduit un paramètre de dispersionδA > 0 de la
matrice aĺeatoire[An] qui permet de contrôler le niveau de dispersion de la matrice aléatoire. Il est
défini par la relation,

δA =

{
E{‖ [GAn ] − [GAn

] ‖2
F }

‖ [GAn
] ‖2

F

}1/2

. (10)

Le param̀etre δA est ind́ependant den et doit être tel que0 < δA <
√

(n + 1)/(n + 5). La
distribution de probabilit́eP[GAn ] = p[GAn ]([Gn]) d̃Gn de la matrice aĺeatoire[GAn ] est d́efinie par
la densit́e de probabilit́e [Gn] 7→ p[GAn ]([Gn]) deM+

n (R) dansR+ = [0 , +∞[, par rapport̀a la

mesured̃Gn surMS
n(R), telle qued̃Gn = 2n(n−1)/4 Π1≤i≤j≤n d[Gn]ij . Cette densit́e s’́ecrit,

p[GAn ]([Gn]) = 1M+
n (R)([Gn])×CGAn

(
det[Gn]

)(n+1)
(1−δ2

A
)

2δ2
A ×exp

{
−

(n + 1)

2δ2
A

tr [Gn]

}
, (11)

où det est le d́eterminant,1M+
n (R)([Gn]) estégalà 1 si[Gn] ∈ M+

n (R) et est́egalà0 si [Gn] /∈ M+
n (R)

et où CGAn
est la constante positive de normalisation telle que

CGAn
=

(2π)−n(n−1)/4
(

n+1
2δ2

A

)n(n+1)(2δ2
A)−1

{
Πn

j=1Γ
(

n+1
2δ2

A

+ 1−j
2

)} , (12)

avecΓ(z) la fonction gamma d́efinie pourz > 0 parΓ(z) =
∫ +∞

0
tz−1 e−t dt. Comme[GAn

]jk =

δjk où δjk = 0 si j 6= k et δjj = 1, la covarianceCGn

jk,j′k′ des variables aléatoires[GAn ]jk

et [GAn ]j′k′ , définie parCGn

jk,j′k′ = E
{
([GAn ]jk − δjk)([GAn ]j′k′ − δj′k′ )

}
s’écrit, CGn

jk,j′k′ =
δ2
A

n+1

{
δj′k δjk′ + δjj′ δkk′

}
. Le membre de droite de l’Eq. (11) montre que les variables aléatoires

{[GAn ]jk , j ≤ k} ne sont pas ind́ependantes. La représentation alǵebrique suivante de la matrice
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aléatoire[GAn ] fournit permet de construire simplement des réalisations de la matrice aléatoire[GAn ]
pour la mise en oeuvre de la méthode de Monte Carlo. La matrice aléatoire[GAn ], dont la densit́e de
probabilit́e est donńee par l’Eq. (11), s’́ecrit[GAn ] = [LAn ]T [LAn ] avec[LAn ] une matrice aĺeatoire
triangulaire suṕerieurèa valeurs dansMn(R), telle que : (1) les variables aléatoires{[LAn ]jj′ , j ≤ j′}
sont ind́ependantes, (2) pourj < j′, la variable aĺeatoire ŕeelle[LAn ]jj′ s’écrit [LAn ]jj′ = σnUjj′

avecσn = δA(n + 1)−1/2 et où Ujj′ est une variable aléatoire ŕeelle Gaussienne, centrée et de
variance1, (3) pour j = j′, la variable aĺeatoire positive[LAn ]jj s’écrit [LAn ]jj = σn

√
2Vj

avecVj une variable aĺeatoire de loi gamma dont la densité de probabilit́e pVj (v) par rapport̀a dv

s’écritpVj (v) = 1R+(v){Γ(n+1
2δ2

A

+ 1−j
2 )}−1 v

n+1

2δ2
A

− 1+j
2

e−v. Si l’on consid̀ereν matrices aĺeatoires

[A1
n], . . . , [Aν

n] à valeurs dansM+
n (R) telle que pour chaquej dans{1, . . . , ν}, la seule information

utilisable est celle d́efinie ci-avant, alors l’application du principe du maximum d’entropie montre
que les matrices aléatoires[A1

n], . . . , [Aν
n] sont ind́ependantes.

3.3- Coeff cient partiel de sécurité s’appliquant au coeff cient d’amplif cation dynamique, induit par
les incertitudes de modélisation

Soit y
qs

(t) le vecteur des d́eplacements relatifs quasistatiques du système moyen, solution,̀a

chaque instantt, de l’équation statique[K ] y
qs

(t) = f (t). Dans le cadre de l’approximation d’ordre
n introduite au pragraphe 2, on définit le coefficient d’amplification dynamiqueb du syst̀eme moyen
parrapportà l’énergiéelastique :

b = max
t∈[0,T ]

r(t) , r(t) =

√√√√
1
2 yn(t)

T
[K ] yn(t)

1
2 y

qs
(t)T [K ] y

qs
(t)

, (13)

avecyn(t) = [ Φn] qn(t) où qn(t) est solution de l’Eq. (4). De m̂eme, dans le cadre de l’approxima-
tion d’ordren introduite au pragraphe 3.1, le coefficient d’amplification dynamiqueB du syst̀eme
stochastique par rapportà l’énergiéelastique est alors la variable aléatoire d́efinie par :

B = max
t∈[0,T ]

R(t) , R(t) =

√√√√
1
2 Yn(t)

T
[K ] Yn(t)

1
2 y

qs
(t)T [K ] y

qs
(t)

, (14)

avecYn(t) = [ Φn] Qn(t) où Qn(t) est solution de l’́equation stochastique (5). Le coefficient partiel
de śecurit́eΓ s’appliquant au coefficient d’amplification dynamiqueB induit par les incertitudes de
mod́elisation, est la variable aléatoireΓ telle que

B = Γ b . (15)

La convergence vis-à-vis de la dimensionn de la ŕeduction du mod̀ele est analyśee enétudiant la
fonctionn 7→ ‖Γ‖ = {E{Γ2}}1/2. Pour une valeur den fixée, telle que la solution stochastique soit
converǵee en moyenne d’ordre deux, ce qui implique la convergence en probabilité et la convergence
en loi, on calcule, pour la variable aléatoireΓ, sa moyenneE{Γ}, sonécart typeσΓ, sa fonction
de densit́e de probabilit́e pΓ(γ) par rapport̀a dγ, sa fonction de ŕepartitionFΓ(γ) = P{Γ ≤ γ} =∫ γ

0
pΓ(g) dg et enfin la valeurγ∗ telle queP{Γ ≤ γ∗} = 0.95. On en d́eduit alors facilement, pour

le coefficient d’amplification dynamique aléatoireB, la valeurb∗ telle queP{B ≤ b∗} = 0.95.
Enfin, en introduisant le d́eplacement quasistatique maximum du système moyen, noté y

qs,max
=
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maxt∈[0,T ] {maxℓ=1,...,m{y
qs

(t)}ℓ} et en introduisant le d́eplacement aléatoire maximum, noté

Maxy et d́efini par Maxy = B y
qs,max

, on en déduit la valeur max∗y telle queP{Maxy ≤ max∗y} =

0.95.
La méthode de ŕesolution de l’́equation stochastique (5) est la méthode de Monte Carlo et les

grandeurs ci-dessus sont estimées en utilisant les statistiques mathématiques.

4 - Application

On consid̀ere la situation de la modélisationéquivalente d’un portique 2 D multi-étaǵe etélanće
par une poutre 2D homogène de Timoshenko [1] repérée dans un rep̀ere cart́esienOxy, décrite dans
le paragraphe 1. La fibre neutre de la poutre homogène est l’axeOx dirigé dans le sens inverse de
l’accélération de la pesanteur. On s’intéresse à la flexion de la poutre dans le planOxy, dans le rep̀ere
relatif lié à la poutre, pour une excitation sismique à sa base situéeà l’origine O et correspondant
à une acćelération de translation suivantOy. L’accélérogramme condid́eré dans tous les calculs est
montŕe à la Fig. 1. Le pic d’́energie correspondant est situé à3.23 Hertz.
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Figure 1 : Accélérogramme enm/s2, appliqúe à la base, suivant la direction horizontaleOy.

Le mod̀ele moyen de la poutre est défini comme suit. La longueur moyenne de la poutre est38 m, le
module d’Young moyen est4.3 × 1010 N/m2, le moment d’inertie moyen en flexion est100 m4, la
masse lińeique moyenne est20 000 kg/m, l’aire moyenne de la section de la poutre estA = 10 m2, le
coefficient de Poisson moyen est0.3, le module de cisaillement moyen estG = 1.65× 1010 N/m2.
Enfin le facteur de correction moyenks pour le cisaillement (qui est ǵeńeralement priśegal à
5/6), est pris ici comme un param̀etre pour ǵeńerer un ensemble de modèles moyens. L’effet
du cisaillement́etant proportionnel̀a ks GA, la construction d’une classe de modèleséquivalents
moyens consistèa diminuer la valeur deks. On consid̀ere 4 cas, correspondant aux valeurs0.006,
0.02, 0.04 et 0.07 deks et permettant de fixer la fŕequence propre du système moyen par rapport
à la fréquence de pic de l’accélérogramme qui est3.23 Hertz. La discŕetisation par la ḿethode
des éléments finis est faite avec100 éléments finis de poutre droite de Timoshenko, de même
longueur. Pour chacun des 4 cas considérés, on notef

1
, f

2
, f

3
etf

4
les quatre premìeres fŕequences

propres du système moyen,b le coefficient d’amplification dynamique défini par l’Eq. (13) et
y

qs,max
= maxt∈[0,T ] {maxℓ=1,...,m{y

qs
(t)}ℓ} le déplacement quasistatique maximum du système

moyen. Les valeurs nuḿeriques pour les 4 cas sont données dans le tableau 1.
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Tableau 1 : Valeurs nuḿeriques pour les 4 cas considéŕes

ks f
1
(Hz) f

2
(Hz) f

3
(Hz) f

4
(Hz) b y

qs,max
(m)

0.006 1.42 4.28 7.28 10.22 1.27 0.016
0.02 2.43 7.43 13.12 18.50 1.80 0.006
0.04 3.18 9.97 18.27 25.92 1.90 0.003
0.07 3.79 12.46 23.67 33.90 1.65 0.002

Dans toute l’application, on limite la présentation des ŕesultats au cas pour lequel le niveau
d’incertitudes sur la masse, l’amortissement et la raideur est identique, c’est-à-dire que l’on a

δM = δD = δK = δ . (16)

Le nombre de ŕealisations pour la ḿethode de Monte Carlo est noténs.

4.1- Analyse du cas f
1

= 1.42 Hz pour le niveau d’incertitudes δ = 0.3

Dans tout ce paragraphe 4.1, on considère le casf
1

= 1.42 Hz avec le niveau d’incertitudes
δ = 0.3. La convergence vis-à-vis du nombre de réalisationsns de la ḿethode de Monte Carlo est
analyśee enétudiant la fonctionns 7→ {E{Γ2}}1/2. Le graphe de cette fonction, pourn = 80, est
montŕeà la Fig. 2-a. On note que la convergence est obtenue pourns > 4000. La convergence vis-à-
vis de la dimensionn de la ŕeduction du mod̀ele est analyśee eńetudiant la fonctionn 7→ {E{Γ2}}1/2.
Le graphe de cette fonction, pourns = 10000, est montŕe à la Fig. 2-b. On note que la convergence
est obtenue pourn > 60.

0 2000 4000 6000 8000 10000

0.8

0.85

0.9

0.95

1

0 20 40 60 80
0.9

0.95

1

1.05

Figures 2 : Convergence en moyenne d’ordre deux de la suite de variables aléatoiresΓ pourδ=0.3. Figure 2-a
(gauche) : Graphens 7→{E{Γ2}}1/2 pourn=80. Figure 2-b (droite) : Graphen7→{E{Γ2}}1/2 pourns=10000

Pourn = 80 etns = 10000, la fonction de densité de probabilit́eγ 7→ pΓ(γ) par rapport̀adγ de la
variable aĺeatoireΓ est montŕeeà la Fig. 3-a et la fonction de répartitionγ 7→ FΓ(γ) = P{Γ ≤ γ} =∫ γ

0 pΓ(g) dg de la variable aĺeatoireΓ est montŕeeà la Fig. 3-b. Pour ce cas, on aE{Γ} = 0.934,
σΓ = 0.077 etγ∗ = 1.075.
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Figures 3: DSP et FR de la variable aléatoireΓ pourδ=0.3, n=80 etns=10000. Figure 3-a (gauche) : Graphe de
la densit́e de probabilit́eγ 7→pΓ(γ). Figure 3-b (droite) : Graphe de la fonction de répartitionγ 7→FΓ(γ)=P{Γ≤γ}.

4.2- Analyse des 4 cas en fonction du niveau d’incertitudes de modélisation

Dans tout ce paragraphe 4.2, onétudie l’influence du niveau d’incertitudes de modélisation pour
les 4 cas d́ecrits dans le tableau 1, tous les calculsétant ŕealiśes pourn = 80 etns = 10000. Chaque
figure (Figures 4, 5 et 6) montre 4 graphes associés au 4 cas :f

1
= 1.42(Hz) (trait continuépais),

f
1

= 2.43(Hz) (trait continu mince),f
1

= 3.18(Hz) (trait tiret́eépais),f
1

= 3.79(Hz) (trait tiret́e
mince). Concernant le coefficient partiel de sécurit́e Γ s’appliquant au coefficient d’amplification
dynamiqueB, induit par les incertitudes de modélisation et tel queB = Γ b, la Fig. 4-a montre
les graphes de la fonctionδ 7→ E{Γ}, la Fig. 4-b les graphes de la fonctionδ 7→ σΓ et la Fig.
5 les graphes de la fonctionδ 7→ γ∗(δ) avecP{Γ ≤ γ∗} = 0.95. Concernant le coefficient
d’amplification dynamique aléatoireB en fonction du niveauδ des incertitudes de modélisation, la
Fig. 6-a montre les graphes de la fonctionδ 7→ b∗(δ) avecP{B ≤ b∗} = 0.95. Enfin, concernant le
déplacement aléatoire maximum Maxy tel que Maxy = B y

qs,max
, la Fig. 6-b montre les graphes

de la fonctionδ 7→ max∗y(δ) avecP{Maxy ≤ max∗y} = 0.95.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
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Figures 4 : Moyenne et́ecart type de la variable aléatoireΓ en fonction deδ pourn=80 etns=10000 et pour les
4 cas : f

1
=1.42(Hz) (trait continuépais),f

1
=2.43(Hz) (trait continu mince),f

1
=3.18(Hz) (trait tiret́e épais),

f
1
=3.79(Hz) (trait tiret́e mince). Figure 4-a (gauche) : Graphes de la moyenneδ 7→E{Γ}. Figure 4-b (droite) :

Graphes de l’́ecart typeδ 7→σΓ.
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Figure 5 : Valeur deγ∗ en fonction deδ pourn=80 et ns=10000 et pour les 4 cas :f
1
=1.42(Hz) (trait continu

épais),f
1
=2.43(Hz) (trait continu mince),f

1
=3.18(Hz) (trait tiret́e épais),f

1
=3.79(Hz) (trait tiret́e mince).

Graphes deδ 7→γ∗(δ) tel queP{Γ≤γ∗}=0.95.
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Figures 6 : Valeur deb∗ et demax∗y en fonction deδ pour n=80 et ns=10000 et pour les 4 cas :f
1
=1.42(Hz)

(trait continuépais),f
1
=2.43(Hz) (trait continu mince),f

1
=3.18(Hz) (trait tiret́eépais),f

1
=3.79(Hz) (trait tiret́e

mince). Figure 6-a (gauche) : Graphes deδ 7→b∗(δ) tel queP{B≤b∗}=0.95. Figure 6-b (droite) : Graphes de
δ 7→max∗y(δ) tel queP{Maxy≤max∗y}=0.95.
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