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C.N.S. de compatibilité d’'un systeme linéairerdéquations d inconnues

Objet de la présente étude

K désigne un corps commutatif, en pratique celuirdelsR ou celui des complexés.

(S) désigne un systeme linéaire quelconque duations ap inconnues, a coefficients et
inconnues dank.

L’objet de cette étude est de définir une conditiénessaire et suffisante (C.N.S.) permettant
de déterminer si un tel systeme (S) est compatibleon. Cette C.N.S. qui constitue ainsi un
critere de compatibilité (en abrégé CC) applicabteut systéme (S), est énoncée sous deux
formes différentes mais équivalentes, dans les rEnées 25-1 et 25-2 ci-apres.

L’originalité de ce nouveau critére de compatibiliéside dans le fait gu'’il ne fait appel ni a
la notion de déterminant ni a celle de rang, usu&int associées a un systeme linéaire.

Le critere de compatibilité CC exposé dans ce decurdiffere donc notablement de celui
enoncé par le Théoreme de Rouché-Fontené. Noussfeependant le lien entre le critere
CC et le Théoréme de Rouché-Fontené (cf. SectiolJ6g démonstration nouvelle du
Théoréme de Rouché-Fontené en résulte.

Notel:
Le critere de compatibilité CC, objet de la présettude, est, a la connaissance de l'auteur,
inédit.

Note2 :
Les résultats présentés ici sont issus de travangacrés a la résolution d'un probléme qui
fera I'objet d’'une publication ultérieure.
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Object of the present study

K designates a commutative field, in practice tleddfiof the realsR or the field of the
complex numbers_.

(S) designates any linear system rofequations andp unknowns, with coefficients and
unknowns belonging t&.

The object of this paper is to define a necessadysalfficient condition (N.S.C.) allowing to
determine if the system (S) is consistent or ndlisN.S.C., which represents therefore a
consistency criterion (in short CC) applicable twy asystem (S), is formulated in two
different but equivalent ways in Theorems 25-1 25 hereatfter.

The specificity of this new consistency criterigrthat it does not make any use of the notion
of determinant, nor of the notion of rank, usuasé$gociated with a linear system.

The CC consistency criterion differs therefore bbtafrom the one expressed by the
Rouché-Fontené Theorem. We will however estabhighihk between the CC criterion and
the Rouché-Fontené Theorem (ref. Section 6). A demonstration of the Rouché-Fontené
Theorem results from it.

Note 1:
To the best knowledge of the author, the consigteniterion CC here described has never
been published before.

Note 2:
The present results derive from works dedicatetheaesolution of a problem which will be
published later on.
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C.N.S. de compatibilité d’'un systeme linéairerdéquations d inconnues

1. Introduction

1.1. Définitions et terminologie générales

Soientn et p deux entiers positifs.

Soient ;
&, ... A, b,

A=|... ... ... D./I/Ln,p(K) et B=...| U M, (K).
- I A b,

On s’intéresse au systeme d’équations (S) :

a,Xx + ..o ta, X, = b,
(S)

%+ ... ta X = b,

ou lesx, 1<i < p, sont les inconnues scalairgs

On représente aussi un tel systeme (S) sous laeforatricielle suivante :

(S) A.X = B,

X
ou X = |...| O M,,(K) estlinconnue vectoriellg).

Xp

Définition 1. (S) est dénommé systéme linéaire mleééquations ap inconnuegou encore
systéme affine de équations ap inconnueya coefficients et inconnues daks

Terminologie

Nous remplacerons frequemment, dans la suite tke &etde, I'expression « systeme linéaire
d’équations (S) » par les expressions abrégeéesstemg d'équations (S)» ou tout
simplement « systeme (S) ».

Nous dirons indifferemment que le systéme d’équati®) est associé aux matrices A et B,
ou que les matrices A et B sont associées au sggd&quations (S).

Les élémentsy, ; (L<i<n, 1< j<p) de la matrice A - également dénommes coefficients
de A - sont les coefficients du systéeme d’équat{@)s

(1) Dans la pratique, les inconnues scalaisgs 1< j< p, aussi bien que linconnue
vectorielle X seront dénommeés « inconnues », saiie éorme de précision.
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Dans sa forme matricielle, (S) s’écrit: A. X = B.

A . X est le « membre de gauche » du systeme (sfgéb MG). C’est celui qui renferme
les inconnues. B est le « membre de droite » diésys(en abrégé : MD).

eme £

Nous désignerons par; BEa i~ équation {<i < n) du systéme (S), a savoir:

E @ ayxta,X+...+a,X%x, =b.

Le membre de gauche de Bera désigné par MGle membre de droite de Bpar MD, .
E, s’écrit ainsi en toute généralité : MG MD,,

ol MG, est une forme linéaire dit ,, (K) dansK et ou MD, est un scalaire de.

Si l'on pose f(X) = a; X +a,X%+...+a,X,, 'équation E (1<i<n) exprime une
relation que doivent satisfaire les coordonngesx, , ..., x, du vecteur X pour que la forme
linéaire f, (X) prenne la valeub, .

Remarque

Notons que I'’équation E(1<i < n) peut s'écrire sous la forme matricielle :

[a, - &; - &a,]|% | =Db.

1.2. Membres de gauche semblables - Equations d#ables - Equations identiques -
Equations distinctes (non-identiques).

Définition 2. Les membres de gauch€lG, et MG, de deux équations linéaires
E, MG, = MD,) et E, (MG, = MD,) seront dits semblables s’ils ne difféerent que par

une méme constante multiplicative, non nulle,kdeautrement dit si :C k U K*, tel que
MG, = KMG,.

Deux équations linéaireg, (MG, = MD,) et E, (MG, = MD,) seront dites semblables

si leurs membres de gauche et leurs membres déednei different que par une méme
constante multiplicative, non nulle, d&, autrement dit si:C k 0O K*, tel que
MG, = kMG, et MD, = kMD . Nous écrirons symboliquemenE; = k E,.

Sik=1,donc si:MG, = MG, etMD_, = MD,, les deux équations linéairds, et E,
seront dites identiques. Nous écrirons symboliqumemg, = E,.
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Deux équations linéaireg, (MG,=MD,) et E, (MG,= MD,) telles queMG_ # MG,
et/ouMD , # MD , seront dites distinctes (ou non-identiques).

Remarque :

Il résulte de la Définition 2 que 2 équations seahblds de rapport de similitudez sgront
considérées comme distinctes (non-identiques).

Théoréme 3. Deux équations linéaires semblables ont le mémendnle de solutions.

Preuve :immédiate.

1.3. Position du probleme - Terminologie associee

Un systéme d’équations (S) est un probleme qu'ilvent de résoudre en déterminant
'ensemble S(S) de ses solutions. Il s'agit de savoir&{S) est vide ou non, et, $(S)
n'est pas vide, il s’agit (idéalement) de détermitiensemble des valeurX de X

(XsO M, (K)) telles que le systeme (S) soit satisfait, c.-aelles que soit réalisee
légalité : A. X =B.Onaalors S(S) ={X}.

Si S(S) n’est pas vide, nous dirons que « (S) est ctibipa ou encore que « (S) a des
solutions ».

Si S(S) est vide, nous dirons indifferemment que «g&)incompatible », que « (S) est non
compatible », ou encore que « (S) n'a pas de soisith.

Le critere de compatibilité CC, objet de la préseditiude, doit permettre de déterminer si
I'ensembleS(S) des solutions d’'un systeme (S) donné est wideon.
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2. Définitions et Théoremes préalables
2.1. Equation impossible - Equation nulle.

a;x+a,x,+...+a, x, represente, en toute geneéralité, I'expressionytigat d’une
forme linéaire de#t , (K) danskK.

Désignons padx la forme linéaire nulle (obtenue lorsque;=a,=...=a , = 0).

Définition 4. On appelle équation impossib(eotéeE;,,;) toute équation linéaire de la
forme: Ox = b, avecbhJK*. Cette équation n’admet pas de solution.

Définition 5. On appelle équation nullgotée E,) 'équation: Ox = 0.Cette équation est
satisfaitelJx;, 1< j < p.

Remarque :

Les equations impossibles; F sont toutes semblables entre elles (cf. Definitn
L’équation nulle  n’est semblable qu’a elle-méme.

Théoreme 6.Les équations impossibles;,,, sont les seules équations linéaires qui
n'admettent pas de solution

Preuve :

Une équation linéaire differente de,fF se présente nécessairement sous 'une des deux
formes suivantes (a) ou (b) :

(@) Ox= O(équation nulle k),

(b) a;x+a,x+...+a,x, =b,aveca; x+a,x,+...+a, x, #0x etb U K.

Or les équations de type (a) ou (b) admettent togjane ou plusieurs solution(s).

Théoréme 7. Soit(S) un systéme linéaire de équations ap inconnues. Alors :
(1) Epp U (S) = (S)incompatible
(2) (S)incompatible E;,, U (S).

Preuve : immédiate.

Remarque :

L’énoncé du Théoreme 7 est plutét trivial. S’ildig ici, c’est parce que nous mettrons plus
loin en évidence un sur-ensemble de (S) que notezars EQU(S) et qui est doté de la
proprieté suivante : £, U EQU(S) = (S)incompatible

Cette propriété caractéristique de I'ensemble EQWS a la base méme du critere de
compatibilité CC, objet de la présente étude.

10
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Théoréme 8. Soit(S) un systeme d’équations ne comportant pas que desiéqs nulles
E,. Si I'on supprime d€S) les équations nulleE, qui y figurent, on obtient un nouveau

systéme d’équationéS’) ayant le méme ensemble de solutions(§)e

Preuve : conséquence immediate du fait que I'équatigrest satisfaité I1x; 1< j<p.

2.2. Equations incompatibles

Définition 9. Deux équations d’'un systéme d’équati@@pssont dites incompatibles si leurs
membres de gauche sont semblables (au sens [Défilsition 2) sans qu’elles ne le soient
elles-mémes (toujours au sens d®&inition 2).

Deux équationse, et E, d'un systéme d’équations (S) sont donc incomfesili elles
s’écrivent sous la forme :

E. @ a;x+ta,x,+...+a, x, =b,soitencore: f=b,,

Ep : ka;x +ka,x, +...+ka, x, =kb,, soitencore kf =kb,, k00 K* b, #b,.

avec:f =a; x,+a, X, +...+a X, .

2.3. Equations redondantes

Définition 10. Deux équations d’'un systéeme d’équati¢@ysont dites redondantes si elles
sont semblables au sens deDléfinition 2 Dans le cas contraire, les deux équations seront
dites non-redondantes.

Deux équationsE, et E, d'un systéme d’équations (S) sont donc redondasiteelles
s’écrivent sous la forme :

E.: a;x +a,x, +...+a,x, =b, soitencore:f=b ,

Ep : ka;x +ka,x,+...+ka, x, =kb, soitencore kf =kb, k[ K*,

avec:f =a; x; +a, %, +...+a X, .

Théoréme 11. Si, dans I'ensemble des équations qui composergysteme donnéS),
on restreint les éventuelles équations redondampaéisy figurent a une seule de ces
équations, on obtient un nouveau systeme d'équat{8) ayant le méme ensemble de

solutions qués).
Preuve : conséquence immédiate du Théoréme 3.

Remarque :

Dans le cadre de cette étude, nous chercheroratengréserver la « taille » du systeme (S)
donné au départ (c.-a-d. a conserver le nombrees équations constitutives de (S)).
Pour préserver cette «taille », nous n’éliminerdesic pasles équations nulles ou les

équations redondantes qui peuvent apparaitre éls itsolution du systeme (S) donné.

11
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3. Equivalence de 2 systémes linéaires deéquations ap inconnues

Soient (S) et (S) deux systemesrdéquations ap inconnues :

(S): A.X =B et S)A.X =B,

avec: AL M, (K), A"O M, (K), BLU M, (K), B U M, (K).
X O M, (K) estlinconnue.

S(S) désigne I'ensemble des solutions de (S €¢) I'ensemble des solutions de (S).

Définition 12. Soient(S) et (S) deux systemes linéaires degquations ap inconnues.
Les systemes d’équatiorfS) et (S) sont dits équivalents s'il existe une matrieede
¢L(K) telle que simultanémentA' =P . A etB' =P .B.

Nous dirons alors que le systenf®) est le transformé du systerf®) par la transformation
T[P]. Nous écrirons : S) = T[P](S) ou (P ©).

P étant inversible, on a aussi (S) = T[P](S) ou S)OHI_ (S).

La relationainsi définie entréS) et (S) est une relation d’équivalence, que nous noterons :
(S) Y- ().

Remarques :

1) La Définition 12 entraine I'équivalence dedmicas A etA' et des matrices B &'.

2) La Définition 12 implique que les systemes €B) (S) ont nécessairement la méme
« taille», c.-a-d. le méme nombre d’équations eaéene nombre d’'inconnues.

3) Si(S) et (S) sont équivalents, la matricenfervenant dans la Définition 12 n’est pas
nécessairement unique (sauf si ces systemes s@radeer).

Théoreme 13.Soient(S) et (S) deux systemes linéaires deéquations ap inconnues
(S) BB~ 8) = S(S) =S (9).

Preuve : Résultat classique.

Ceci signifie plus précisément que, si (SF - (S), alors :

- (S) compatible §(S) Z0) = (S) compatible § (S) # 0), etde plus S(S) =S (S).
- (S) incompatible §(S) =0) = (S) incompatible & (S) =0).

12
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4. Combinaisons linéaires des équations (CLEJ'un systeme (S) -
Ensemble dérivé EQU(S)

4.1. Combinaisons linéaires des équations (CLE)uh systeme (S)

Soit (S) un systéeme linéaire aeéquations § inconnues, associé aux matrices A et B.

anXx+ ... ta X, = b MG, = MD, (E)
(S) ya.x *+ ... +a,Xx, = b ,ouencore: (SyMG, = MD, (E).
auX+t ... ta,x, = b MG, = MD, (E,)

Définition 14. Nousdénommerons combinaison linéades équationgen abrégé CLE)

d’'un systeme(S), de coefficientsl ,...,I,,...,I,, (I,0 K, 1<i<n), I'expression
formelle ZIi MG, = ZIi MD,; obtenue en appliquant aux membres de gauche et
i=1 i=1

aux membres dedroite des équations de(S), la méme combinaison linéaire de

coefficients I,,...,l.,...,I,. Nous désignerons cette expression sous la forme

n*

CLEI[S] (,,...,l;,...,1,) etla noteronssymboliquement ZIi E,.
i=1
Une fois explicitée, l'expression formelld' |, MG, = >'I,MD, génére I'équation :
i=1 i=1
p n n
Z(Zli aij)xj = zlib.-
j=1 i=1 i=1
Nous dirons qu€LE [S] (I,,...,I,,...,],) engendrecette équation.
Remarques :
n n p P n n
DY LEMG, =X 1,0 a%) =20 1 a;)x . llenrésulte que)_|; MG, est une forme
i=1 i=1 j=1 j=1 i=1 i=1

n n
linéaire surK, dont les coefficients sontZIi a; (1<j<p). Notons queZIi MG,
i=1 i=1
peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :

Xy

13
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Notons de méme (cf. Remarque page 8, précédante¢tioS 1.2) que I'équation
engendrée par CLE [S],(...,l;,...,I, peuts’écrire sous la forme matricielle :

n

X, b,
[, ., . 1L]A x, =My o] b
% b,

n
2) Si ZIi MG, engendre la forme linéaire nulle, on écrira I'éguabbtenue sous la forme
i=1

symbolique : 0x = Y I, MD;. Si )|, MD, #0, I'équation obtenue est I'équation
i=1 i=1

impossible E,,, sinon I'équation obtenue est I'equation nullg. E

3) Il estclairque la CLE[S] ( O,...,0,...,0), romspondant al, =...=I,=...1,= 0

| n

engendre I'équation nulle £ Si le systeme (S) est de Cramer, alors il s'dgit'unique
CLE engendrant I'équation nulle. Sinon, il existautres CLE, a coefficientd,
non tous nuls, engendrant soit I'equation nullg, Boit I'équation impossible |,

n
en fonction de la valeur, nulle ou non nulle, queng le membre de droit®’ |, MD.
i=1

4) Plus généralement, si le systéme (S) n'est maCimer, deux CLE formellement
différentes ) 1,'MG, =) I,'MD; et >'I;"MG, = > I,"MD, (avec:l,'# I, ", pour
i=1 i=1 i=1 i=1
au moins une valeur, 1<i<n) peuvent engendrer deux équations idees

(cf. Définition 2).
5) Prise individuellement, toute équation El<i, <n) de (S) est elle-méme engendrée
par une CLE : il s’agit de la CLE dont tous lesftioents I, sont nuls, a I'exception de

l;, quivaut 1.

6) Sil'on considere une équation; El<i, <n) de (S), alors toute équation semblable a

E;,, - etdonc de la formkE; , k Ll K* (cf. Définition 2) -, est engendrée par la CLE

dont tous les coefficientls sont nuls, a I'exception de qui vautk.

Théoreme 15. Toute combinaison linéaire d&lE d’'un systém¢S) est uneCLE de(S).

Preuve : immédiate.

14



C.N.S. de compatibilité d’'un systeme linéairerd@équations g inconnues

Théoréme 16.Soit(S)un systéme da équations ap inconnues, supposé compatible.
Soit : Xy = (X, ...,X],...,Xp) un p-uplet d&K * constituant une solution d8).
Alors X, est solution de I'équation engendrée par tddtd= de (S).

Preuve :
Soit CLE [S] (,,...,l;,...,], ),avec:l, 0K, 1<i<n, une CLE quelconque de (S).
Celle-ci s’écrit en toute généralitd). |, MG, =>'I, MD,. Il estimmédiat que :

i=1 i=1

MG, (X,) =MD, (X,), di=1an = >, MG;(X,) = > |, MD(X,).
i=1 i=1
X, est donc solution de I'équation engendrée p&illg de (S) concernee.

4.2. Ensemble dérivé EQU(S)

Définition 17. Soit(S) un systéme linéaire de équations ap inconnues

Les équations distinctes (non-identiques) [éfinition 2 engendrées par I'ensemble des
CLE applicables a(S) sont dénommées équations dériveeqdS)eNous désignerons par
EQU(S)I'ensemble des équations dérivees(8get dénommerons cet ensemble : ensemble
dérivé de(S).

Remarques :

1) Nous éliminons ainsi de EQU(S) les « doublomgii»sont liés aux équations identiques
(cf. Définition 2)engendrées par des CLE formellement distinctesR@marques 3 et 4
page 14), lorsque le systéeme (S) n'est pas de Grame

2) Il est clair que EQU(S) est un sur-ensembléSje (S) I EQU(S).
Si K n’est pas un corps fini, I'égalité (S) = EQU{BA lieu que lorsque (S) ne contient
que des équations nulleg E

3) EQU(S) contient notamment toutes les égnat semblables (cf. Définition 2dux
n équations constitutives de (S).

4) Alors que : cardinal (S) =n, le cardinal de (EQU(S) est infini (sauflsiest un corps
fini).

Théoréme 18. Soit EQU(S) I'ensemble dérivé d'un system&) de n équations a
p inconnuesNous supposerons gue= 2 et que(S) ne contient pas que des équations

impossible€;; .

(1) [ 2equations incompatibles EQU(S) = E;,,, LI EQU(S).

(2) By, U EQU(S) = [ dequations incompatibles EQU(S).

(B)  Enp U EQU(S) = [ (au moinsp équations incompatibléds EQU(S).
(4) [ d’equations incompatibles EQU(S) = E;,, O EQU(S).

15
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Preuve :

Point (1) : EQU(S) contient, par hypothése, 2 équatE, et E, incompatibles. Posons :
E,: f=b, et E,:ki=kb, (UK, b,UK, b,#b,, kOK?),

avec:f =a; x +a, X, +...+a X, .

L’équation issue de la combinaison linéak&( — E, ) appartient a 'ensemble EQU(S).
Cette équation s’écritkf— kf = kb, —kb,, soit encore Ox = k(b, —b, ).

Etcomme b, # b, E,, I EQU(S).

Point (2) : Il s’agit de la contraposée du Point (1

Point (3) : Les hypotheses imposent qug,E] EQU(S) et que (S), - et donc EQU(S) -,
renferme au moins une équati&n différente de E ;. De ce fait, EQU(S) contient :

- une équation £, de la forme 0x = b,, avecb, Ll K*,

- une équatiore, delaforme: f =b,, avec:f =a, x, +a, X, +...+a x, etb, I K.
L'équation E, issue de la combinaison lineaire;( + E_) appartient a EQU(S). Cette
équation s’écrit: f =b, + b,. Il en découle que EQU(S) contield, : f =b, et
E, : f = Db, +b,. Or les équationE_. et E;, sont incompatibles, puisqu’en effet :
b, K* = b+ b, # b,.

Point (4) : Il s’agit de la contraposée du Point (3

Remarque :

Le Théoreme 18 permet, dans I'étude d'un systéme d& se limiter a la recherche
d'équations impossibles; £, dans I'ensemble EQU(S). Autrement dit, nous posvoous
contenter de chercher a déterminer si, ;B EQU(S), ou si: £ [0 EQU(S), sans nous

préoccuper de I'existence ou non d’équations inaibfes dans cet ensemble. La présence
d’équations incompatibles dans EQU(S) garantitftet eelle de E,,, et réciproquement.

Théoréme 19. Soit EQU(S) I'ensemble dérivé d'un system&) de n équations a
p inconnues

(1) Epnp U EQU(S) = (S)incompatible
(2) (S)compatible = E;,, O EQU(S).

Preuve :

Point (1) : Supposons a la fois ;,E[J EQU(S) et (S) compatible.

0
joee

Il s’ensuit que lesn équationsE;, 1<i<n, constitutives de (S), sont satisfaites pour

Soitalors &,...,x>,...,x2) un p-uplet deK " constituant une solution de (S).

X, =X/, j=1lap.
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Soit E une équation quelconque de EQU(S). D’apreBhiéoréme 16, E est nécessairement
satisfaite pourx; = x?, j=1a p. Comme E posséde (au moins) une solution, E ne peut

donc étre une équation impossiblg, E Contradiction avec I'nypothese de depart: (3) es
donc incompatible.

Point 2 : Il s’agit de la contraposée du Point (1)

Théoréme 20.Soient(S)et (S) deux systemes linéaires deéquations ap inconnues.

(S) - (S) = EQU(S) = EQU(S).
Preuve :

Par hypothése : (S)}-EBY - (S). Par suite :
CPUGL, (K)telleque:A'=P.A etB'=P.B.

Explicitons: A = f ], 1<si<snl<j<p A'= [a);] 1<i<snl<j<p

B9b],1<i<n,0 M, (K). B' = [b,], 1<i<n,0 M,,(K).
P =gl 1<sisnl<j<np

Soit E, , 1<k <n, une équation de (S).
E, sécrit: MG, = MD,, ou plus explicitement :a,,x, +...+a, X, =b,

n
P.A et P.B s'écrivent sous la forme suivdote )  représente la sommatiop ) :
k=1

| Z Py

Z plk akp |

L'équation figurant & la *"ligne de (S), soit E's’écrit donc :

D Pkt + PdgX, = D Pb, soit:

D p(@gx *+ .. +a,X,) = . pb,, soitencore :

> MG, => p, MD,.

On en déduit que MG', = i piMG, et MD', = Zn: PxMD, .
=1 pe=}

(On peut écrire symboliquement I'équatiMG', = MD', sous la forme :E', = Z P Ev)-
k=1

17
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Toute équation de (S) est donc engendrée par ukedel(S) (mettant en jeu les éléments
de la matrice P). Inversement, toute équation Jeeéb engendrée par une CLE de (S)

(mettant en jeu les éléments de la matrice inverse.

Soit E une équation dérivée de (S). E est engermiréane CLE de (S). Il découle de ce qui
précede et du Théoreme 15 que E est aussi engegraréme CLE de (S). Donc E est une

équation dérivée de (S).

On démontre de méme que, réciproquemenk' @st une équation dérivée de (S), albts
est aussi une équation derivée de (S).

De ce fait, EQU(S) et EQU (S) contiennent les méétpstions.
Et donc : EQU(S) = EQU (S).
Théoréme 21.Soient deux systémes équivaldSiet (S): (S) - S).

Eimp U EQU(S) = Epp 0 EQU (S).
Eimp 0 EQU(S) = Epp O EQU (S).

Preuve :

Conséquence immédiate du Théoreme 20 ci-dessugupuis
(S) - (S) = EQU(S)=EQU (S).

18
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5. Méthodes de résolution d’'un systéeme linéaire dj@ations - Condition
nécessaire et suffisante de compatibilité (criterede compatibilité CC)
d’'un systeme linéaire d’équations

Définition 22. Une méthode de résolution d’'un systéme linééB8gde n équations a
p inconnues est un algorithme fifdomptant donc un nombre fidiétape$ permettant de

détecter une condition d’incompatibilité d&), a savoir I'apparition d’'une équation
impossibleE;;,, (1), ou de transforme(S) en un systeme equivalent dont la résolution est

évidente

Autrement dit, une méthode de résolution d’'un sys{&) est un algorithme finpermettant
de savoir si S(S) # [ ousiS (S =0, et, dans ce dernier cade déterminer £5) .

Théoréme 23. Il existe (au moins) une méthode de résolution pout systeme linéairEs)
de n équations ap inconnues

Preuve : Résultat classique.

La méthode d'élimination/substitution successives deconnues d'un systéeme (S) de
n équations ap inconnues procéde par composition de transformsitide type T[P]

(cf. Definition 12), jusqu’a detection d’'une équatiimpossibleg,;,, (1), (et dans ce cas
S (S =0), ou, jusqu'a obtention au bout d’'un nombre @’étapes (lorsqué S # 0 ),
d’'un systeme a inconnues échelonnées, équivalé®l,adont la résolution est évidente,
(ce qui permet des lors de détermirsH(S)).

Remarque :

La mise en ceuvre effective d'une méthode de résalgieut s’avérer extrémement lourde,
voire quasiment impossible dans la pratique, pegrudleurs élevées aeet p. Mais c’est

I'existenced’'une méthode de résoluti@ui nous importe pour la suite de cette étude,szon
mise en application.

Théoréme 24 - Réciproque du Théoréme 1B0itEQU(S)I'ensemble dérivé d’'un systeme
linéaire (S) de n équations ap inconnues

(1) (S)incompatible = E;,,, LI EQU(S).
(2) Emp U EQU(S) = (S)compatible

Preuve :

Point 2: Le point-clé de la démonstration résidendd I'existence d’'une méthode de
résolution applicable a tout systeme linéairendéquations d inconnues.

(1) Rappelons que la méthode de résolution choisie geeutdésintéresser » de la recherche
d’éventuelles équations incompatibles (cf. Théordi@eet Remarque a sa suite) et se
contenter de détecter I'apparition d'une équatiopassiblek;,, (une seule suffit !).
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Soit (S, ) un systeme linéaire de équations g inconnues.

Par hypothese : £, 0 EQU(S;). Nous allons démontrer que, dans ce o&, es)

nécessairement compatible, autrement dit que ldhodét de résolution choisie aboutira
forcément a un systeme équivalerSa doht la résolution est évidente.

L'entier fini |, (1) désigne le nombre maximum d’itérations requised’al@orithme de la

méthode de résolution choisie, lorsqi$ est compatible.

Au cours du processus de résolution, - et toujeu(S, ) est compatible -, la méthode choisie
va, a chaque itération, transform¢®, en un systéeme équivalen§ (), O<i<|__,
par composition de transformations de type T[P]R&finition 12), selon le schéma suivant :

(S) OOT - (S) ....8,)0BT = (S) ... . (Spe ) DTTW - (S0,

Ce processus se poursuit jusqu’a obtention d’uimaltsysteme équivalen(S
résolution est évidente.

dont la

I max

Raisonnons maintenant par I'absurde en suppo&gnt non)compatible. Démontrons que
cette hypothese est contradictoire avec l'axioméépart : E,, 0 EQU(S; ). En effet :

(Sy) non compatible= Ui,, 0<i, <1, telque: E,, U (S;,) (cf. Note(1) page 19).
Comme GIO) L EQU(SlO) Eimp L (SIO) = Eimp L EQU(SIO)

Mais les systemesS[ ) et (S, ) sont equivalents. Donc, d’apres le Théoreme 20 :

(S;,) <~ (S) = EQUES;,) = EQU(S, ).

Et finalement, d’apres le Théoreme 21 :

Emp U EQU(S;,) = Emp U EQU(S,).

Contradiction avec I'hypothése de départ et leésystd’équationgS, Honné au départ est
donc nécessairement compatible.

Point 1 : Il s’agit de la contraposée du Point 2.

(1) I importe peu que I'entiet . dépende ou non du syster(t dojneé au départ, ou qu'il
dépende du nombre d’équations figurant déBs (ce)qui n’est généralement pas le cas)
ou qu’il dépende du nombged’inconnues figurant daniS, (te qui est généeralement le
cas). L’essentiel est que cet entier fipi, existe.
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Théoreme 25-1 - Critere de compatibilite (CC) d’'unsysteme lineaire d’équations (S) -
(1°® formulation). Soient(S) un systéme linéairele n équationsa p inconnues et
EQU(S) I'ensemble dérivé déS).

(S) incompatite = E;,, 0 EQU(S)
(S) compatible = E, 0 EQU(S)
Preuve :

Le Théoreme 25-1 rassemble en une seule proposiésnrésultats énoncés par les
Théoremes 19 et 24.

Théoreme 25-2 - Critere de compatibilite (CC) d’'unsysteme linéaire d’équations (S)
(2°™ formulation). Soit (S) un systéme linéairde n équations ap inconnues, associé
aux matriceA etB.

(S)sécrit: A.X = B,avec:A LM, (K), BUM, ,(K)et XU M, (K).
‘A désigne la matrice transposée Ale'B désigne la matrice transposée Be

Soit('SH) le systeme homogeéne suivant, i€quationsa n inconnues(l):

L

'‘A.A =|0]| ,dansleque =| I, | O M, (K) désigne I'inconnue.

n

Soit{A,} I'ensemble des solutions ¢ESH). Alors :

(S)compatible = Pour toutesolutionA,, de(SH): ‘B.A, = O

Preuve :

Nous allons en fait démontrer I'équivalence :
(S) incompatikd - [ (au moins) une solution, de ('SH) telle que :B A, # O,

ou, ce qui revient au méme, compte tenu du ThéoBEvie:
Eimp U EQU(S) = L (au moins) une solution, de ('SH) telle que !B A, # O.

(1) ('SH) sera dénommé : systétme homogéne transposééass(@8). Bien noter, qu’en
raison de la présence de la matrice transpbsée(' SH) est effectivement un systéme
linéaire dep équations an inconnues.
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En effet: E,,,lJ EQU(S) = [(au moins) une équation dérivée de (S) de la forme
Ox =b, bOK*.

Donc : Eimp Ll EQU(S) = L (aumoins) une CLE[S](....,I;,...,1, )}, OB,

1<i<n, engendrant une équation de la fofBre=b ,
bOK*.

On a alors simultanément)_ |, MG, = Ox et > ', MD, = b.

i=1 i=1

Or (cf. Remarque 1 pages 13 et 14) :

YIMG =0x = [l ..l .. 1. ]A=]o0 0 0]
i=1
1,1 [0] 1, ]
. est solutiondusystéme
< A Ii = 0| /\h = Ii R .
homogeng SH).
_ln_ _O_ _ln_

Par ailleurs (cf. toujours Remarque 1 pages 13kt 1

Zn:IiMDi:b - [l .., .. 1]B=b < Bll|=b

i=1

- 'BA, = b,avec:bOK*
= 'BA, #0.

La 2™ formulation du critére de compatibilité (CC) d’systéme d’équations (S) est ainsi
démontrée.
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6. Lien entre le critere de compatibilité CC d'un systeme linéaire
d’équations et le Théoréme de Rouché-Fontené- Démonstration
inédite du Théoreme de Rouché-Fontené

Le critere CC défini par les Théoremes 25-1 et 2Bftésente une condition nécessaire et
suffisante pour qu’un systéeme d’équations (S) somhpatible. Tel est également le cas du
Théoréme de Rouché-Fontené. Il est dés lors judkaie s’interroger sur la possibilité de
faire la jonction entre I'un et l'autre.

Rappelons tout d’abord I'énoncé du Théoréme de RaEontene.
K désigne le corps de base, iRiouC.

Soit (S) un systéme linéaire eeéquations dp inconnues. Nous supposerops n (1).

agX, to.. toagX ot o X, = b

S)sax + ... o+ oax + ..o+ o qXx, = b

a,x, + .. + ax + .. + ax =D

nj N nn’*p n

Les coefficientsa; (1<i<n,1<j<p), les scalaired (1<i<n) et les inconnues;
(1< j < p) sont donc des élémentside

La matrice A associee au membre de gauche de{(8) mstrice f, ;] de M, (K).
La matrice B associee au membre de droite de (33 esatrice p | demt , , (K).

Silonpose X = k;] O M ,,(K), (S) s’écrit sous la forme matricielle suivante :

(S) A.X = B.

Soit r le rang de A et soitA une sous-matrice carrée principale de A. On a donc
0 = det @) #£0. J est dénommé déterminant principal de A.

Les inconnues qui sont associées aux coefficieetsAdsont dénommeées inconnues
principales.

Les coefficients figurant dans les lignes flesont empruntés a des lignes d’équation de (S)
qui sont dénommeées équation principales.

(1) Si p<n, on considérera le systeme réduit (Sr) correspan@{@ar exemple) auxp
premieres lignes d’équation et I'on cherchera auédee (Sr). Si (Sr) est incompatible,
(S) est incompatible. Si (Sr) est compatible, dlosi peut déterminer 'ensemble de ses
solutions, on vérifiera si toutes les solutiong8g sont compatibles ou non avec (S).

A noter que le critere CC s’accommode parfaiteraentasp <n.
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Sans rien perdre en généralité, on peut toujounsigdérer (quitte a permuter les lignes
d’équation et a renuméroter les inconnues) queidesnnues principales sont les
premiéres et que les équations principales sont j@emiéres.

a, .. A,
Avec cette hypotheseA =|.... ... ...| et d = det(@Q) #0.

a, .. a

118

Introduisons alors legn-r )éterminantsy, (gq=r+1..,n) relatifs aux matrices
d’ordre (r + 1) obtenues en bordadt de la fagcon suivante :

a, ... &, b

_ A

yq a'r1 arr br
Ay a, b

Les (n—r) déterminanty/, (q=r+1, ...,n) sont dénommés déterminants caracteristiques
relatifs aux équations non principales.

Théoréme de Rouché-FontenéSoit(S) un systéme linéaire de équations ap inconnues
(p=n),derangr.

(1) si r=n, (S)est compatibleOn donne aux(p-n) inconnues non principales des

valeurs quelconques et I'on résout le systéme dem€r aux r =n inconnues
principales
(2) sir<n, etsi: Lq(g=r+1..,n) tel quey, #0: (S)estincompatible

(3) sir<n, etsi: 0gq(g=r+1..,n) y, =0: (S)est compatible

L’apport fondamental du Théoreme de Rouché-Fontésiée dans les Points (2) et (3).
Nous nous placerons donc dans I'hypothesen < p dans ce qui va suivre.

Les notations utilisées ci-aprés sont les mémegppreEdemment.

Preuve du lien entre le critere de compatibilité €de Théoreme de Rouché-Fontené :

Nous nous servirons de 18" formulation du critére CC (Théoréme 25-2).
(S) peut s’écrire; MG, = b (1<i<n).
Soientl, (1<i<n) n éléments d&.
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La combinaison linéaire la plus générale des mesnibeegauche de (S) s’écrit :

Zn:li MG, = Zn:Ii (iaﬂxj)= i(ili a;)x; (Cf.Remarque 1 page 13).
i=1 i=1 j=1

j=1 =1

n
Il s’agit donc d’'une forme linéaire sift, dont les coefficients sontZIi a; I=sj=sp).
i=1

Cette forme linéaire est la forme linéaire nulleys la noterons symboliquemedx ) si et
seulement si :

ZIi a; = 0= < p). Cette condition peut également s’écrire sodsriae matricielle :
i=1
[Il U P In] A = [0 .. 0 .. 0] (cf. Preuve pages 21 et 22 du Théoreme 25-2),
1 To
1
ou encore, apres transposition : ( SH'A |, | = [0].
_ln_ _O_

('SH) étant le systéme homogeéne transposé de (S) ¢té. Npage 21).

La matrice' A (transposée de A) s'écrit, en faisant apparaitradtrice’'A :

a, . By By e 8y
T\ S
(A = &, ... A, Ay, e A
a1r+1 arr+1 ar+1r+1 anr+1
TR - " : WP - W

Bien évidemment 5 = det (A) #0.

Nous sommes ainsi amenés a résoudre le systémegbomd SH aux n inconnues

el

('SH) s’écrit :

allll + .t arllr + ar+11|r+1 + .t anlln = O
a1r|1 + et arrlr + ar+1r|r+1 + et anrln = O
a1r+1|1 + + aTr+1Ir + ar+1r+1|r+1 + anr+1|n = O
a,l, + ..+ al + a,l, + .+ al =20
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Conformément a la théorie classique, ()St¢ rangr a le méme ensemble de solutions que

le sous-systéme réduit ( $Hobtenu en ne retenant dan's ()SHue lesr équations
principales.

('SHr) s’écrit donc :

a,l, + .o+ agl + oagl, to.F

QD
S
H—
=

|
o

I
o

+ a.l.. + ... + a

r+lr r+l

a, l, + .. + a,l

rrer

('SHr) (et donc { SH) est toujours compatible.

Toujours conformément a la théorie classique, aut figer arbitrairement la valeur des
(n=r) inconnues non principalds,, ,...,1,,.

Nous pouvons donc poser :

l, = A, (@=r+1 ..,n), ouA, designe un parametre a valeur (arbitraire) dans

Le systéme ( Sk apparait alors comme un systéme de Cramer foente :

n

a:I.lI + + arllr = _zaqll\q
q=r+1

. n... .

a,l + ..+ al = ->aA,
q=r+1

('SHr) (et donc { SH) admet donc la solution suivante, donnée paoratle de Cramer :

colonng
!
n
DagNg o 8y .. Ay
l q=r+1
1 E . e |y
dagNy o By . @,
q=r+1
colonke
!
n
ay o D 8uN\g - Ay
1 q=r+1
k = —— e e e e . y
bo) n
a, .. Ya,N, .. &,
q=r+1

26
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colonner
!

n

Ay o By - D8ul\
gq=r+1

a, o Ay e DAy

q=r+1

I, ]l S’€crivent également sous la forme développéeastdy en faisant apparaitre
les r déterminantsd(q ),., d(q,k),..., d(q,r).

colonrie
!
- A - Qg e By
= _E Z/\qd(ql)' avec:d(q ,1): T
g=r+l aqr akr arr
colonnek
!
- 8 - 8y . 8y
o= =5 2 Ad@k), avecd(@k )= ],
g=r+1 a:l.l’ aql’ arr
colonne
1
- &y o Qg - Ay
= L S adan, avec:d(ar )-
q=r+1 A, . Xy . Qg

n
Calculons I'expressior 52 b 1, en la scindant en deux :
i=1

~5% b1, = -6 b1, -3 Yh,I,.
i=1 k=1

gq=r+1

D’une part :

~5(b,l, + .. 4B . HD 1)

|
(8%
]
k=)
I

Zn: bA,d(QD +..+ Zn: b A d(g,k) +... + Zn: b. A, d(q,r) .

g=r+l q=r+1 g=r+1
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D’autre patrt :

—33 b1, = -6 Y bA,.

g=r+1 g=r+1

Donc :

=31 = YA d@D+ .+ Y b A @K+ .+ Db Ad(Gr) - Y bA,
i=1

g=r+1 g=r+1 g=r+l g=r+1

=" A, [Bd(@D) +.+bd(a,k) +...+b,d(g,r) - b, J

q=r+1

Posons :

Cq = b d(q)+...+b d(qk)+..+Db d(q,r) —qu (1)
={ZQdmxﬂ-ma (1bis)

k=1

Il vient alors :

_szlli: ch/\q ) (2
i=1 q=r+1

Comme on le constate, chacun desdéterminantsd(q ),., d(q,k)...., d(q,r) définis
a

ql
ci-dessus contient la colonne... |, respectivement a l'indice-colonne : 1, k.,..,r.
8y
Réécrivonsd(q )),... , d(qg,k),.. , d(g,r) en déplacant, par transposition des colonnes,
ay
la colonne| ... | en derniere position (c.-a-d. a I'emplacementadeclonne d’indice ).
a

qr

Pourd(q J),'opération nécessitér — tHanspositions.

Pourd(q,k ), l'opération nécessitér —k thanspositions.

Pourd(q,r ),I'opération nécessite 0 transposition.
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On obtient ainsi les déterminant(q )),.., o(q,k), ..., d(q,r ) suivants :

col col(k-12) col.k col.(r-1)col.r

l ! l l l
A1 e A Aiq1 - B A X

o@Qqy = = (=D d(q),
Apr o A Aupr e Ay Agy
A1 e A1 A1 - A1 g )

o(q,k) = = (=D d(q,k),
ar - Ay Qear - Gy aqr
1 e A1 g - B g

oa,r) =1\ .. o o o = (-D° d(q,r).
Qy; e Qe e e Ay aqr

En introduisant lesr déterminantsd(q ... , o(q,k), ... , d(q,r), les coefficientsC,

(g=r+1, ...,n) (cf. relations (1) et (1bis)) s’écrivent :

Cy = (<D™ b, 3(AD+ ... + (-)'* b, 8(a,K)+ ... + (-1°b, &(q,r) ~b, & 3)
C, = {i(—l)r'kbk J(q,k)} b, & (3bis)

Le critére de compatibilité {2°formulation) énoncé par le Théoréme 25-2 stipuie, gpour
qgue le systeme (S) soit compatible, la conditiooeséaire et suffisante suivante doit étre
remplie :

] pour toutesles solutions
(S) compatible = > 'bl, =0 (P R I (4)
= du systétméomogénd' SH).

Or: =9 bl = > C/A, (daprés larelation (2) ci-dessus).
i=1

g=r+1
Compte tenu de ce que# 0, la condition (4) s’écrit sous la forme équivaéen
z C,\, = 0O, pour toutes les valeurs (arbitrairesy\dg,, ..., A, (4bis)

g=r+1
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z C,\, est un polyndme du'ldegré auxn-r )ndéterminées\ ., ..., A, .

g=r+1
Ce polynéme est nul pour toutes les valeurs (aibes) deA,,,, ...,/A, si et seulement si
ses(n-r )coefficientsC, (q=r +1, ...,n) sont tous nuls.

Autrement dit, la relation (4) s’écrit :

(S) compatible = C, =0 (=r+1..,n) (5)

Nous allons démontrer que I€s—r conditions (5) sont équivalentes a celles énonpaes
le Point 3 du Théoréme de Rouché-Fontené.

Repartons de I'expression (3).

Og=r+1...n:

C, = ()™ b QY+ ... + (=D b (g, k) + ... + (-)° b, (q,r) —b, I

(5) implique que[dg=r +1,...,n :

(D™ b o@D +..+ (D)™ b d(q,k)+ ... +(-D° b, J(q,r) —b,d = 0.

En factorisant(—-1)"™", on obtient :

Og=r+1..,n:

()" [b, d@D+ ... + (<) b, 3(q,K) + ... + (<) b, (q,r) + (<) b, d] = O.
Puis, comméla O N, (-1)™ = (-1)°:

b oA+ ... + (=D)*" b 3(q. k) + ... + (=1 b, (a,r)+ (-1)" b,d =0 (6)

Introduisons alors legn—r géterminantd , (q=r+1 ...,n):

&y e Ay e @y Ay

D = e . e . . (7)
K alr akr ar r aqr
b, b, b b,

En développanD , par rapport a la derniere ligne, on constate:que
Dy = (-0 [, 8@+ ... + (=) b, 6(q,k) + ... + (=)' b, 5(q,r) + (-1)" b, I]

Si bien que (6) equivautaD, =0 (@=r+1..,n) (8)
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Si I'on transpose la matrice apparaissant dans-(€g qui ne change pas la valeur du
déterminant correspondant -, on reconnaitgn(q=r +1,...,n) les (n—r ) déterminants

caracteristiquey, (gq=r +1,...,n) qui interviennent dans le Théoreme de Rouchéefent

Le lien entre le critere de compatibilité CC énomped les Théoremes 25-1 et 25-2 et le
Théoreme de Rouché-Fontené est ainsi établi.

En outre, le raisonnement développé ci-dessus itomsine nouvelle preuvea (priori
inédite) du Théoreme de Rouché-Fontené.
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