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INTR.ODUCTION

Cet ouvrage s'adresse aux formateurs de maîtres de

la scolarité obligatoire et principalement à ceux qui y participent

en travaillant eux-mêmes avec des classes : maîtres d'application,

conseillers pédagogiques, inspecteurs départementaux, professeurs

d'écoles normales.

Il est composé de deux parties.

La première décrit le déroulement de 65 leçons :

consignes, comportements des élèves, stratégies du maitre, résul-

tats, remarques diverses, tout ce qui concerne la reproduction de

situations comparables. Ces soixante cinq leçons ont toutes été

réalisées au moins une fois, et presque toutes chaque année de

1973 à 1987 à l'école Jules Michelet de TALENCE à I'occasion

de recherches en didactique des mathématiques-

La description qui en est donnée ici tente dtintégrer

les observatins faites au cours de ces recherches, aussi bien par

les maîtres que par les observateurs.

La deuxième partie est composée de deux articles

traitant des problèmes de I'enseignement et de la didactique des

décimaux (publiés dans la revue Recherches en Didactique des

Mathématiques 1980-1981). Ces articles commentent les observa-

tions et indiquent quelques-uns des concepts de didactique mis

en évidence au cours des recherches. Les réflexions mathématiques,

épistémologiques et didactiques qui ont précédé le choix des

conditions et du processus d'apprentissage y sont présentées de

façon succincte ainsi que les objectifs des séquences.

Nous avons pensé que ces com mentaires pouvaient

être utiles au lecteur en attendant un texte plus élaboré et plus

complet.
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Nous avons joint aux 65 leçons effectives un certain

nombredeleçonsadditionnellesquisontencoursd'expérimenta-
tion.EllesSontproposéesàlaréflexionetàl'expérimentation
des lecteurs. Elles ne sont pas toutes indispensables au niveau du

CM 2, mais trouveraient leur place si ces cours étaient utilisés

en 6ème ou en 5ème-

Cet ouvrage a pour objet de communiquer aux ensei-

gnantsquivoudraientlesreproduirelessituationsquinousont
permis de provoquer chez nos élèves des processus d'apprentissages

passionnants pour eux à vivre et pour nous' à observer'

A cet effet, nous avons essayé de rapporter de

chaque leçon, non pas son déroulement' son histoire' avec tout

ce qu'elle a de vivant, dtinattendu, donc d'unique' mais au con-

traire,salogique,sanécessitéetcequ'ellepeutreproduire'Et
pouréviterdepropagerquelquesscénariosimaginairesdeplus,
nous n'avons retenu que des faits attestés et reproduits'

Le choix de définitions un peu originales pour les

maîtres et le souci de leur associer des situations

fondamentales soignées du point de vue pédagogique et mathémati-

que,donnentl'occasiond'introduiredefaçonconcrètelesconcepts
f ondamentaux de la didactique. les notions mathématiques de

rationnel et de décimal ainsi que l'étude des situations didactiques

etcelleenfinllesstratégiesdumaitre.Cetouvragedevraitêtre
unboninstrumentdeformationdesmaÎtrescaronytrouve'
outre la leçon et les conditions didactiques de son déroulement,

une analyse des connaissances visées et un inventaire des représen-

tations des élèves-

Lesleçonselles-mêmessuiventdes''modèles''et
desstylesassezvariés:situationsd'action,decommunication,
de recherche, de preuves' cours, exercices"' etc' Si certaines sont

classiques,laplupartSontrleseremplescleprocessusfondamentale-
ment nouveaux où sont utilisés les résultats des recherches fonda-

mentales en psl'chologie et en diclactique'
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Si des maîtres avertis (c'est-à-dire formés en didactique)

et entourés d'une équipe peuvenr désormais entreprendre de

produire les apprentissages décrits ici. et probablement les

améliorer, il nous faut préciser que nous ne considérons pas ce

processus com me un modèle pour I'ensemble des classes, ni

comme un outil simple et commode pour atteindre sans effort
les objectifs minimaux .iu cours moyen. Nous serons satisfaits si

nous avons pu favoriser une réflexion fondée sur lrobservation en

vue de la formation de tous les maîtres.

Bien sûr, tout peut être modifié dans ce cours, mais

nous devons aussi mettre en garde les enseignants contre des

modif ications, même légères, dont les conséquences n'auraient
pas été assez sérieusement examinées, ou contre des emprunts
superficiels de nos leçons, injectées dans un processus classique.

La qualité des résultats dépend beaucoup de la cohérence de

I'ensemble.

Nous espérons pouvoir bientôt mett re enr re les
mains des lecteurs, des ouvrages qui prolongeront celui-ci :

qui donneront I'ensemble des leçons du cours moyen:
géométrie, mesures, etc...

qui décriront la dernière étape de la construcrion
en 4ème: la formalisation et I'axiomatisation des décimaux et
des rationnels

qui exposeront de façon plus systématique les concepts
fondamentaux de la didactique er leur aplication dans la didactique,
dans l'épistémologie, et dans I'histoire des décimaux-



MODULE 1.

LES NOMBRES RATIONNELS : CONSTRUCTION



MODULE 1. Activité I Séance I

1.1 - EPAISSEUR D'UNE FEUILLE DE PAPIER

1.1.1 - PréParatio
L'enseignant a dis3osé :

- sur une Èable dewant les enfants : 5 tas d'environ 200

feuilles de même format, de même couleur, mais d'épais-
seurs différentes (par exenple, des feuilles de polycopie'
de bristol etc...) placés dans un ordre quelcongue'

Certaines différences d'épaisseur ne doivent pas pouvoir

être apgréciées au simple toucher.L.'enseignrant ne cherche

pas à "savoir" ces épaisseurs à ltavance : il nty a pas

de "bonne mesure" â découvrir'
- sur une autre table au fond de la classe 5 autres tas de

200feuillesdesmêrnestyPesdepapierglacésdansun
ordre di.fférent qui servira pendant J'a phase 2'

- I0 pieds à coulisse en plastigue (2 Par grouPe de 5 en-

fants )

- Un rideau ou un Paravent Permet de partager la classe en 2 '

f .f -Z - fere pf,ase t nec (durée 20 à 25 mn)'

L'enseignant place les enfants Par éguipes de guatre

ou cinq.
al Présentation de la situation - Consiqne'

. "Voyez ces feuill-es gue j'ai préparées dans ces

boites À, B, C, D, E- Dans un même tas, toutes les feuilles
ont la même épai-sseur mais d'un tas à I'autre, les épalsseurs

ne sont Deut-être pas les mêmes. Pouvez-vous sentir ces

différences
Quelques feuilles de chague tas circulent dans Ia

classe - Ies enfants les touchent, les comParent'
,,comment fait-on dans Ie commerce Pour distinguer les ê'if fé-

rentes qualités de papiers ? (d'après Ie poids)

.o Objectif didactique
"Vous aLlez essayer drinventer un autre moyen pour

Çésigner et reconnaître ces différents types de papier' et

pour Ies distinguer seulement draprès leur épaisseur'

Vous êtes grouoés par équipes concurrentes'

Chague éguipe va réfléchir pour trouver un moyen de désigner

Ies épaisseurs des feuilles' Dès oue vous en aurez trouvé un'

vous 1'essaierez dans un jeu de conrnunication'



Uous çtouvez fa:r-e ies e"sa1s avec 1e =e=t€: e:
ces inst:-'.:-.nents apoelés,'preds à coulisse'. (les coubjes
iéci-mètres suffrraient nais 1e -ored à courisse a éré ié;È
utilisé).

b) Dé:oul,ener*. et r:?na:cues.

Les enf an:s essaient F.r-escue --cus oe nesu:e:- r, épar.-
seur c'une seule f euil. le af in c'obten!r in:réciateriien+, la
oési _cnation cherchée -

rl-s font des remargues du _qenre: "c,esi beaucouD
trop fin, une feuille n'a pas d'épaisseur" ou,,c,est beau-
coup plus getit ou'un miLlimètre.', ou "ce n'est pas possible_
de mesurer une feuille ! "

rl y a souvent à ce moment-rà une ohase de désarroi,
de découra-oement même des enfants. puis i1s d.:mandent è la
I'errseiorrants'ils peuvent prendre olusieurs feuilles- Tr-ès
vite alors, ils font des essais de nresure evec 5 feuirles,
10 feui1les, juscu'à ce qu'ils obtiennent une épaisseur
suffisante pour la mesurer au oied à coulisse ou avee re dou-ble
déc1mètre- A-Lors, irs échanoent oes systèmes oe désignation
tels que :

. lC feui. l. l.es I ii.;n

60 feurl-l-es ? rrir

ou .3I = 2 rr-. (z)

Dans I'une oes équrpes, f es enfants ont r-ef usé
le pied à couLj.sse et ont é:abLi ce systène de ôés:.qnation:

À-h-ô - tL,

E=TF
n-Mu - t)

À,8,D ét.an: l-e ncn oe_c i:iiêr€it'çs ii-;É_< cz patrr€r,
TG, TF, M vcul.anr iire : -.rès gros , +-!ès f in, nc-ver. -

Dans ce tte ohase Le ii,ai tre intervien t ie rnoins poss ible - rl
ne f a-i t ie renarques que s ' il s ,eDerçoi t, gu€ , dans les grou-
p€s, les enfants ne respectent pas - ou sinple:Tent ont oubrié
1a cons i one .

Les enfants peuvent se lever, aller chercher des
feui11es, les chancer, etc. . .

Lor-qque la plupart oes éouj-pes a trouvé un sysÈème
de désionati-on (et que les cino enfants de chacune sont
d'accord avec ce systène ou ce code) ou sj. le temps est écoulé;
(*) Cet emploi du signe égal n'est pas correct, I'enseignant le fera

remarquer lors de la discussion



I'enseignant passe à la phase su j-vante :

et ceci même si toutes les équipes n'ont
l-e jeu de ocmmunication,
pas encore trouvé.

I.J - zeme hase : eu de communication (i5 à t0 mn)
a) Présentation de la sltuatl-on - consiqne.

"Pour éprouver re code gue vous venez de trouver, vous arrez
faire un jeu de comrnunication. Vous verrez au cours de ce jeu,
si la désignation des épalsseurs de feuirles que vous avez
inventée vous permet de reconnartre r.e type de fe.rilre désignée,,.

. b) ltéroul-ement

. Les enfants d'une même éguipe vont se s6parer en 2 groupes
(de 2 émetteurs et de 3 récepteurs) suivant qu'ils sonl 4 or:
5 dans I'équipe) : I groupe d'émetteurs et un groupe de récep-
teurs.
. Tous les groupes émetteurs vont.se placer d'un même c6té
du rideau. Tous les groupes réeepteurs de l_,autre.
. Les émetteurs vont choisir un des types de papier placés
sur 1a première table (À ou B, ou C ou D ou E) (que les
récepteurs ne voient pas grâce au rideau). Its vont envoyer
à leurs récepteurs un message gui devra permettre à ceux-ei
de trouver le type de papier choisi. Les récepteurs utilisent
les tas de papier disposés sur Ia deuxième table au fond de

la classe pour trouver le tlpe de papier choisi par les récep-
teurs.

Quand les récepteurs ont trouvé. ils deviennent
émetteurs (après vérification avec les émetteurs). Des poinÈs
seront attribués aux éguipes dont les récepteurs auront bien
trouvé Ie type de papier choisi par les émetteurs".

Dès le début du jeu, r'enseignant met en place re rideau
qui sépare émetteurs et réeepteurs.

11 - fait passer les messages des émetteurs au récepteurs
- reçoit les réponses des récepteurs
- va contrôler que cette réponse est conforme au choix

des émetteurs et constate, avec toute rtéquipe, lféchec
ou la réussite.

Tous les messages sont écrits sur une même feuille - que nous
pourrions appeler ici ,,carnet de messages" (fig. 1) _ qui



clrcule entre les émet-teurs et les récePteurs d'une mêm. 
t

équipe - cette feullle porte Ie numéro de l'égulpe ' De plus '
les émetteurs notent sur une autre feuille - que nous Pour-
rions appeler "fiche de contrôIe" - et gu'1-ls gardent, Ie

type de papier qu'ils ont choisi à chague jeu afin que 1a

maitresse puisse constater 1a réussite ou I'échec.

c) Remarque: Il est clair que l,enseignant nra pas introduit de voca-

bulaire superflu comme "carnet de meSsages""fiche de contrôle.." ni

dtexigences formelles à proPos de Ia présentation des messages - que

les enfants devraient apprendre à respecter. II nty a pas eu de con-

signe générale à ce sujet, seulement des aides et des corrections par-

ticulières auprès des enfants mal inspirés'

NO

ler jeu

2ème jeu

(r)
de l'équiPe
: message émis

Réponse

: messa-oe érnis

RéPonse

3ème jeu : messa-qe émis

I
E l0 = I nm

R : D réussi

E:2I=lmn

R : B réussi

E:8=2nm

R : A réussl

ler jeu

3ème jeu

" feuille
de contrôIe

"carnet de messages"

Sl certaines équipes n'étaient Pas arrivées à faire

des messages efficaces, I'enselgnant aurait organisé une

nouvell_e phase de concertati-on, par équipe, pour la recher-

che d'un code (même consigne gue dans la lère phase) '

Maiscefaitnes'es}.jamaj-sproduit(surSexpérien-
ces identigues) ' Les enfants sont arrivés à faire 2 ou 3

Parties oe jeu'

d ) e:ompo.5.!_ement9.
Pendant ce jeu, On observe 3 attitudes différentes chez Ies

enfants :

. certains choisissent
1 ' épa j-sseur
. certains choisissent

un nombre de feuilles dont ils mesurent

une épaisseur et comPtent le nombre de
feuilles
. d,autres cherchent- au Ïrasard épalsseur et nombre de feui1les.

On remarque aussi gue les enfants choisissent de préférence -Ies typeé

de feuilles d'épaisseur extrême : Ies plus fi-nes ou les plus épaisses

pour faciliter le t-ravail de leurs correspondants'



r.1.4 - 3ème hase - Résultai Ces et confrontation des
20 mn)

a) Présentati-on de 1a sltuation et conslqne.
Pour cette phase, les enfants reprennent leur place

en éguj-pes de 5 comrne pour la Ière phase de Ia séance.
Lrensej.gnant annonce une comparalson des résultats et prépare
le tableau à double entrée : - (équipes) X (types de papi.e)
dans leguel il inscri-ra les messages échangés et les points
obtenus par les éguipes (voir tableau I CM2 b L977) au fur
et à mesure de leur compte ?endu.

b) Déroulement et remarques.
A tour de rôle, chague éguipe envoie un 'représentant"

gui llt les messages à haute voix, explique le code choisi
et indique 1e résultat du jeu.

Les Cifférents messages sont comparés et discutés par
Ies enfants. Comme 1Is sont souvent très différents, 1'ensei-
gnant leur demande d'adopter un code cornrnun.

Exemple:10=lmm
TF

50 feuilles 7 rm,

Àprès discussj.on, l-a classe entière a décidé de marguer
- lOf; Imm

60f;7nmr
Lorsgue tous les messages sont inscrlts, 1es enfants observent
le tableau et font spontanément des remarques Cu type : 'ç",
ça ne va pas" ou "icl, c'est bien" etc...

Ces remaroues gourraient être classées en 4 catégories i

lère catéqorie z

Sl les feuilles sonÈ de type différent, à un même nom-

bre de feuilles doivent correspondre des épaisseurs différentes-
Exemples du tableau f :

f 9 f ; 3 mrn

19 f ; 3 nn

+ TYPe À

* T1':e P

Tfpe C

T \r"e D

"ça ne va Das"

'ça ne va Das''19 f
t9 r

;2mt
; 2 rrul

L--: t? L 3

Four un

les corrgspond
rnêrn: type d: f eur i 11as , au rrêrne nombre

Ia mène éF,aiss:ur
de feuil-



Exemple du tableau I :

30f;
30f;

30fi3mrn+T1PeC
f 5 f t I mm '+ TYPe C

"on aurait dû trouver" :

30f i2lnm /
_ Parce gue x2 Lf5ftlmm

TyPe c I ,,0. ne va pas,.
Ttæe C ,

"ça ne va pas' et les
enfants rajoutent

2mm +

3mm +

3ème catéqorie ,

s'il y a 2 foj-s plus de feuilles, l'épaisseur est 2

fois plus grande.
Exemple <iu tableau I :

5

30

flIrnmr
f i z ,r^)*2

4ème catéqorie:
Des différences sur le nombre de feuilles ne doivent

pas corresPondre à des différences égales de mesures :

Exemple: 19 f;3 mm I "Ou ne va pas parce qu'une feuille
20 f z 4 mm J "" Peut Pas mesurer I mm"

À La fin de la séance,l'enseignant ProPose aux enfants

de reprendre I'exanen de ce tableau à La prochaine séance de

vérifier collectivement les mesures Par la manipulation et de

les rectifier si c'est nécessaire

c)Remarque:Laprésentationdesopérations'effectuéessurles
nombres dans ra recherche de couples équivalents à lraide de

flèches n,a aueun caractère formel ni oblj.gatoire, c'est une

',nanifestation,,familièrede1'emploidesopérateursnaturels
auguel les enfants sont habitués '

1.1.5 - Résultats didactiques'
Lesenfantssaventtousmesurerl'épaisseurd.uncer-

tain nombre de feuilles de papier, écrire le coupre correspon-

dant et rejeter un type de papier ne correspondant pas à une

écriture gui leur est donnée' La plupar+- est alors capable oe

me-'treer.ceu\:reunestratégiedecomparaisone'-enconclus:o:r
C'accec,--er un i--)'De ce papie: co!:re coriesPcnoan-- à ure nes"::= '

Queique-:-'J:3olrtic'rr':l2ce=--ç:-'ra:éçie'--"pluaa:ti=se:'='z:--*=
oeutaial-"se:u:-'--al'eauce;-:Ssurese--siEnaierCesrncohé=?-'?=
e:i se se:v=r: i:;:!c:--en:n: cu ncièle iinéaire'



MODULE I - Activité 2

1.2 - COMPARAISON

Séance 2

D'EPAISSEURS ET COUPLES EQUIVALENTS

ration du matérie1--e!-geslg'

Le matÉriel est le même

tas de feuilles disPosés de

à coulisse.

1.r., - lère Phase (

a) - Consiqne'

Lrenseionant .lernande aux enfants de reprendre 1'examen

du tableau réalisé au cours de la 1ère séance'

cetteobservationsefaitd.abordsilencieusement,Pour
que les enfants puissent repérer les incompatibilités les

plusévidentesdecertainesmesures.Puisl.enseignant.leur
propose de relever les erreurs qu.'i1s ont vues' ligne après

ligne (Pour chague tYPe de PaPier)

b) Dérouleme@'

gue pour la séance L : 1es

la nêrne manj-ère, les Pieds

viennent à tour de rôfe eu tabLeau

sages" gui leur paraissent inexacts

ellemen-r une correction'
Ces corrections sont discutéei par J'ensemble des

enfants- S'il-s sont tous d'accord' fa correction est faite

-sinon, ils ProPosent eux-mêmes de vérifier Par une rnani-

pulation: iLs recomPtent 1e nombre de feuilles indiguées

dans Ie message et font fa mesure' Àprès vérifica+-icn col-

lective, Ie nouveau message es" aCcpté et inscrit sur fe

tableau (cette manipufatlon est faj--'e par grouPes " 2 grou-

pes vérifient un tnessage' 2 autres' un autre messaae'- 'e:c)

Il est arrivé souvent gue lorsgue Ie mêne tyPe de pa={er

est mesuré par ies qroupes d'enfants différents' ces t::"-

pes ne trouvent pas des mesures comPatibles' Ceci es-' cu

souvent aux erreurs de lecture ou eu fait gue les eniants

oni plus ou moins tassé les f euil-Jes ' Ils s'en rende:-'--

conPte très vite €: 1e i!ser:-- '

11 est arrivé également pour des tyPes de papier

dtépaisseurs très voisines gue 1es mesures trouvées ne

permettent Pas de reconnaitre de guel papier il- s'agit'

C'est au cours de cette phase gue 1es enfants se sont

rendu compte gu'i1s ont plus de chance de distinguer des

épaisseurs de papier voisines et prenant un plus granâ

et sur leur ôenanie,
pour montrer ]es "nes-
et ProPosent éventu-
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nombre de feui}Ies. En effet, 15 ou 20 feuilles seulement

de papiers d'épaisseurs très voisines ont des mesures si

proches gue les enfants ne Peuvent:Pas les distinguer avec

précision. C'est alors gu'ils ProPosent souvent de mesurer

l'épaisseur de 50, 80 ou 100 feuilles'
Exemples qe renarques d'e (ces exemples sont pris

dans le tableau II)
10 f

et 5f
Un enfant ajoute :

t 5f.x3 \,. \r5 f.

Ces 3 mesures : 5 f ; l nrm - f0 f ; 2 mm et f5 f ; 3 rtm

sont donc conservées'
Par contre dans la ligne du type C' Ies mesures :

t2f;lmm
et 8 f ; 1 mm sont contestées et rejetées

par les enfanÈs qui proposent de les refaire'

Àutre exenrple (tableau II)

;2mm
Pour Ie tYPe B, c'est bien'

;lmm

;lmm
;3mrn )"3

v

Equipes Type C Type D

I

a

;
4

100f;8mm f00 f t I1 rmt

t2ftlmm 10 f ;1rnm

8f;lmm

14 f ; I mm

Conclusio:s Ces
enfants

f) D> C (D est Plus' éPais que C)

2) D> C (D est rrlus
éPais que C)

3) C>D (C es+- Plus
éPais que D)

Les deux Prenières conclusj-ons

à la 3ème - Les enfants décident de

clusion car ils voient gue sur I00

de différence alors qu'avec 8 f' 14

de différence de mesure'

IIs disent aussi gu'une différence de 3 f ( 12-8 )

2 f(14-12) ne change pas la mesure (ils vérifient par

rnanipulation).

1.2,3 t 2ème Phase -' ffi du tableau : recherehe 9es

@'(20 mnà 25 mn)

a) Présen+-a+-ion de la situation : consiqne'

Les enfants remarquent que certains

ne corresoonCent gas

conserver la Ière con-

feuilles, il Y a 3 mm

f, 12f,iIn'YaPas

ou de

une

types de PaPier
-../...
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nront pas été choisis au cours du jeu de communication et
qu'il mangue des mesures-

Lrenseignant ProPose alors aux enfants de compléter
le tableau en mesurant les tyPes de papier nanquants'

b) Déroulement et remargues-

Les enfants se partagent le travail Par groupes de 5

nOn plus concurrents maj.s coopérants et Pas forcément 1es

mêmes que dans Ia séance précédente (plusieurs grouPes

prennent Ie même type de oapier et vérifient ensuite la
compatibilité des mesures)

Exemple pour le tYPe C :

* BIIZ f ; r m\ x 8
\ge f ;8 runl

Quand tous 1es enfants sont d'accord, les nouvelles
mesures sont inscrites dans le tableau (tableau III).
A 1a fin de cette phase, le tableau est donc entièrenent
corrigé et complété. I1 y a plusi-eurs messages compatibles
pour chaque tYPe de Pagier.

t -2.4 - 3ème phase : jeu de communication (15 Enl-

. Ltenseignant ProPose aux enfants de refaire le jeu de

cornmunication de Ia tère activité en tenan-u compte de toutes

Ies remarques et Corrections gu'ils ont faites (grand non-

bre de feuilles' tassenent du papier"')
.LejeuestdoncreprisunefoisàlagrandesaÈisfacÈion
des enfants gui réussissent tous ' même si on ajoute un

ou deux nouveaux tYPes de PaPier'

1.r.5 - Résuitats d '
ces enfants savent adapter le nombre des feuilles choi-

sies aux besolns de Ia discrimination de leurs épaisseurs'
(augrmenter Ie nombre de feuilles lorsque les épaisseurs sont

très voisines). Ils sar,'ent trouver par le calcul, des couples
correspondants au même type de papier. Tous savent maintenant
utiliser le modèle linéaire pour analvser un tableau. Une par-
tie drentre eux est capable drutiliser des relations de voi-
sinage entre les couples. un grand nombre d'enfants a été

conduit à juger des déclarations et à argumenter lui-même.

.../...



ExEljlPLE DE ler TÀBLEAU DE MESURES NON CORRIGE 11

TABLEAU

Type des
feuilles équipe I équipe 2- équipe 3 équipe 4

À f9f;3nun f0f;2mm 20 f ;-4 mm

B t9f;3nm 4f;lmm t5f;2mm

c 19f;2mm 30fi2mm l00f;8mm 30f
15 f
20f

; 3 mr:t

;lmm
;2mm

D
19 f;2 mm
t2f.;lmm l00fi9mm

F 9f;4mm 13fi5mm
7f;3mm

TABLEÀU I ( r977 )

TABLEÀU C.1"12 a

Type des
feuilles équipe t équipe 2 équipe 3 équipe 4

À 48f;9nnt

B 10fl2mm 5f;lnrn
15f;3run

I00 f ; -8 rnn
12f;lr:rrt
96f;8mm

8f;1nm
64f;8mm
12f.i1mm

D

E

100 f i ll mrn
r0 L

100 f
lmm
I0 mm

14f;Inun
I54f;llmr

23f; l0mm t0fl4mm
8f;3nm 6f.;2mm

TABLEAU II (r977 )



12MODULEI-Activité3 Séance 3

1.3 - CLASSE D.EQUTVALENCE DE COUPLES - NOMBRE RATIONNEL

t. :. t - Pre.aratio .

Lrenseignant a conservé sous les yeux des enfants Ie
tableau IfI, corrigé et complété au cours de Ia 2ème séance,
mais elIe a réservé la place pour faire un second tableau.

11 , utilise aussi 1es tas de oapiers des 2 premières
séances.

1.3.2 - lère phase : notion d'éorlivalence des coucles (15 à 20 nn)

a) PrésenÈation de 1a situation - Consicrne.
. Lrensej.gnant fait rappeler par les enfants les objectifs
des deux premières séances 2

"pouvez-vous ragpeler ce gue vous avez fait au cours des
deux dernières leçons ? QueI était Ie but de,;ces leçons ?"

Ce rappel par les enfants, pernet à

de voir si les objectifs ont été bien cernés et bien com-
pris. 11 résu:ne ensuite leurs interventj-ons : "vous
avez dÉcouvertune méthode pour désigner les épaisseurs de
n'importe guelle feuille de 'Êapier". Pour voir si cette
méthode est bonne, vous allez 1'éprouver en disant main-
tenant si les écritures gue 3e maroue sur le tableau dé-
signent 1'une des feuilles de papier gue vous connaissez
et laguelle ?

Exemple : -Quelle feuille désigne le couoe (f0;2) ? (f0;f)?
(fOO;B) ? (48;9)? (un enfant va chercher les
feuilles correspondantes dans les tas restés'
en place.

- Comment pourrait-on Césigner I'épaisseur C'une
feuille de t)'pe A ? de type B ? etc...

Les enfants répondent €n DolTllrrânt 1es couples ins-
crits dans le tableau III (I1 peuty avoir I ou plusieurs cou-
ples pour chaque type de feuille).

Le début de cette première phase est collectif et
se déroule de manière très vivante sous forme de questions

et de réponses.

. Puis lrenseignant dernande aux enfants :

"Pgurriez-vous trouver drautres écritures pour désigner ces

différents types de PaPier ?"

et leur propose de chercher individuellement sur leur cahier
de brouillon d'autres couples 

../...
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b) Déroulement et remarcrues.
Pendant gue les enfants recherchent individuerrerænt

d'autres écritures, l'enseignant. dessine sur re tableau noir
5 colonnes gui correspondent aux 5 types de gapler (tableau
rv). En tête de chague colonne, iI inscrit I'un des coupl.es
du tabreau rrr qui désigne l'épaisseur de 1a feuille corres-
pondante :

exemrrle :+

(48f;9mn) (I0f;2mn)
(5f; tmrn)

(20f;4mm)

(f 00f ;8 mm) (100f;llmm) (f0f;4tto)

(rv)
Àu bout de 5 mn.environ, lrenseignant. inscrit dans

les colonnes ci-dessus res couples que res enfants énoncent
(on peut également envoyer certains enfants les écrl-re erlr-
mênes).

ceci donne lieu à des discussions entre res enfants
qui demandent des explications lorsqu'irs ne conprennent pas
ou lorsgu'une écriture ne reur paralt pas correcte. Bientôt
des enfants déclarent "on peut en trouver tanÈ gu,on veut.,.
À Ia fin de cette lère ohase, on a donc inscrit 5 à lO cou-
ples différents pour désigner chague épaisseur de feuille-

Pour s'assurer de Ia bonne compréhension de tous,
Irenseigrrarrt désigne au hasarC des couples et demande à ôes
enfants d'aIler chercher les feuilles correspondantes- IL
dit aux enfanÈs conment on indique gue deux couples corres-
pondent au mêrne papier .

"nous avons vu gue tous les couples d'une même colonle (par
exemple 00f ;2run), (20f ;4mm), (5f; lrnrn) . . . ) correspondent
au même tyDe de papier, donc à la même épaisseur de feuil-
Ie. On dit gu'ils sont'Egi"ate"ts". et on 1'écri.t :

(f0f;2rnrn) = (20f;4nm)
(20;1) = (5f;lmm)

f.3.3. - 2ème phase : Ransement des 5 tvpes de feuilles
À,l,C,D,E d'après leur épaisseur (30 à 35 mn) :

a) Présentation de la situation :

Pour chague type de feuilles (A,BrC,DrE), lrensel-
gnant demande aux enfants de choisir parmi tous les couples

,../...
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équivalents qu'iLs ont écrits, I'un d,entre eux qul sera
seul retenu pour déslgner 1'épal-sseur de la feuille.
(généralement on constate gue les enfants choisissent plutôt
les couples avec l0 ou 100 (s'iI y en a) ou alors des cou-
ples formés de norebres petits.

Ex-10f;2run
100 fi 1l mm

ou5f;lmm
rl refait les 5 colonnes en gardant seurement re coupre
choisi.
Exemple : ces mesures sont celles du tableau rr gui avaient
été choisies par les enfants en t977.

(48 ; 9) (r0 ; 2l (r00;8) (r00;lr) (r0;4)

Puis il demande aux enfants de ranger les feuj.lles
À,8,C,D,Ê, de la plus mince à la plus épaisse.

b) Déroulement et remargues.

Les enfants travaillent individuellement sur leur
cahier. L'enselgnant n'intervient gue sur leur demande soiÈ
pour apporter un renseignenent, soiÈ pour écouter une expli-
cation : tous n'arrivent pas seuls à ranger du premier coup
Ies 5 types de feuilles. Àu bout de f0 à 15 rnn (avant gue
certains ne se découragent) rlrenseignant faiÈ exposer tour
à tour les différentes méthodes enployées. Un des enfants
qui n'a pas employé une méthode sernblable à celle déjà
exposée vient décrire la sienne. Elle est discutée par
I'ensemble de la classe. E]Ie est acceptée si elle est rè-
connue bonne et rejetée si el}e ne donne aucun résultat.

Les enfants ne font pas une comparaison systématique
de toutes les paires de couples. Ils utilisent des stratégies
plus économigues et des rnéthodes de comparaison très variées
dont voici les plus remarguables:
. certains enfants choisissent un couple gui- ne changera pas

et transfornent les autres ccuples en les rarnenant tcus au

r-nême nombre ie feuilles que le -crenier.
fci, le nombre de feuilles 100 est presgue évident

(C ou D), ce qui donne B : (100 f; 20 mn) E : (100 fi 40 mn)

mais ne marche pas pour À. Seu1es les feuilles BrCrD'E peu-
vent être rangées.

.../...
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. Drautres enfants ramènent 1e plus grand nombre de couples
possibles à la même épaisseur : B (2O:4) C : (5;4)c'erst rclus

épais que B puisqu'il faut moins de feuilles Pour la même épais-
seur, ce qui permet de ranger déjà B' C' E-
. Ils arrivent également à placer la feuille de tyPe D par
rapport à celle de type C en faisant 1e raisonnement suivant :

l00fillmm
50 f r crest un peu plus de 5 mm' donc

Ia feuille de type D est plus épaisse gue celle du type C-

Ils peuvent donc à I'aide de ces deux démarches ranger les 4

types de, feuilles :

C<D<B<E
. La feuille A pose des problèmes Pour les deux méthodes.

Pour Ia première par exemple le type A z (48f;9mm) = (96f ;l8lo)
ainsi est comparée au type C : (f0Of;8ua)

La feuille de type A est plus épaisse gue fa feuille
de type C puisgue 96 feuilles ont une épaisseur de l8 mm

alors gue f00 f n'ont gu'une épaisseur de B mm.

I1 faut alors ranger cette feuille de tyPe A par
rapport aux 3 autres, c'est-à-dire Par raPport â D, B et E'

Les enfants la comparent d'abord à D puisgue D est juste
après C dans le ler rangement. Ils font le même raisonnement
que précédemment :

pourA-)96fil8run
PourD -)f00f ; l1 lnm

et ils. voient bien gue A est plus égais gue D'

Puis ils comparent la feuille de type A à 1a feuille
de type B.

Pour À -) (96 f t+ 18 nm)

Pour B .+ (I00f 7" 20 mm)

Ici, Ies enfants ont beaucoup de difficultés et disent gue

ce n,est pas possible de dire quelle est la plus rnince des

deux (les 2 types de papier sont très voisins I'un de I'au-
tre et iI était impossible au toucher de les distinguer)
Une fillette a DroPosé alors d'écrire :

Pour B 1100 f t 20 mm 1:r0l /:10I to f. ; 2 mrn Â

et elle a dit : "pour A il faut un peu plus de I0 feuilles
pour faire 2 mn, alors les feuilles de tyPe A sont plus min-

ces que celles de tYPe 8".
Les autres enfants qui nravaient pas compris ce rai-

sonnement ont demandé des explications. Pour qu'eIles soient
.../...
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plus compréhensibles, l,enseignant a dernandé à la fillette
de disposer ainsi sur re tableau ce gurerle expriquait 3

B (f0f;2nun)
A 

^96 
f ; l8 nun)r

:e L I :e\ zmnt
"On ne peut pas diviser 96 par 9 parce gue ce nrest pas un
multiple. Mais comme 9 x l0 = 90, on voit gu'ir faut un peu
plus de l0 f pour f aire 2 mm',.

Autre méÈhode :

Drautres enfants ont fait le raisonnement suivanÈ :
:'si A et B âvaient la rnêrne épaisseur, 96 feuirles de B au-
raient une épaisseur de l8 mn. et il resterait 4 feuil-les
pour une épaisseur de 2 mm, ce qui n'est pas possible.,.

À la fin de cette 2ème phase, les enfants ont rangé
les 5 types de feuilles et ont inscrit sur Ie tableau :

C<D<A<B<E
Et si nous avions choisi drautres couples pour

désigner 1'épaisseur, aurions-nous trouvé re même rangement
Les enfants : - "oui, ce sont les mêmes feuilles
Enseignant s - Mais 1e système n'est peut-être pas bon.
s'i1 donnait des rangements différents sel.on res couples
choisis

- ;;;" vérifier ez-ce soir Éi vous voulez -
en prenant d'autres couples. "

f.3.4 - 3ème phase : (5 mn)

a) Présentation de la situation.
Pour faire fonctionner ces démarches, lrenseignant

propose aux enfants de placer parrni ces 5 types de papier
un autre couple qui désignerait 1'épaisseùr a'une feuille
d'un nouveau type que I'on appellera F. (ce type de papier
ne fait pas partie du matérie1 proposé). Il leur demande de
comparer 1'épaisseur de cette nouvelle feuille aux autres :

typeFz25f+7mm

b) DérouLenent et remaroues :

Les enfants travaill-ent individuellemer:t et :r:esoue
tous utillsent la première démarche : j. ls se rarnènen: è 10C f .

et pl.acent très rapidement la feuiLle de t1'pe i entre ts et 5.
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t.3.5 - Fractions. (10 nnl

a) Àpport d' information.
Un couple indique gu'un tas de tant de feuilles de

tel type a telle épaisseur.
Tous 1es couples équivalents correspondent donc à

un même tvpe de feuiLles. on dit qu'i).s appartiennent à une
même classe. "Voici une cLasse de couples" (Ltenseignant
montre une colonne).

Tous i.ndiquent une
n'importe quel couple d'une
tlpe de papier-

si I'on veut désigner 1'éoaisseur d'une feuil-le elle-
même et non plus un tas de feuilles de telle épaisseur, si
I'on veut désigner toute la classe des couples et non plus
un couple particulier, il faut inventer un nom et une écri-
ture particulière. CetÈe écriture existe, on L'aopelle
fraction.

Par exempJ-e, on dit gue le papier de type C a une
épaisseur de "4 milLimètres pour cinguante feuilles" ou
encore "4 pour cinguante millimètres", et le plus souvent
de "4 cinguantièmes de nillirnètres" et on écrit ceci à

l'aide de la fraction 4/50 "u +. (50;4) désigne un ras
de 50 feuilles qui mesure 4 mn.

4/50 désigne l'épaisseur d'une feuille de papier telle
gu'il en faut 50 pour obtenir une épaisseur de 4 nun.

Remarguez gue Les nombres ont changé de place

b) Àctivités :

Ecrivez l'épaisseur d'une feuille de type À, B, D.

Lisez les fractions gue vous avez écrites - Cherchez des
fractions gue vous connaissez et dictez-Ies : les enfants
écrivent les épaisseurs z I/I2 de mm, 3/5, L/4, I/2, 2/3. . .

Désignez un tas de 20 feuilles qui a une épaisseur
de 3 mm.

Désignez 1'épaisseur drune feuille tel1e cu'!1 en

fau: 3C pou: "f aire" 5 nill,inètres.
Que déslcnen= ?.,/2i, r3C;5.) ?

même épaisseur eÈ on peut prendre
rnême classe pour reconnaître le



c) Est-ce guril y a plusieurs écritures (plus
pour désigner la.même épaj-sseur ? Trouvez-en.

I Pour dlre gue 2/9rwn et 4/l8mm sont la
t

I nous écrivons :

lz4I -3- - TB-
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fractions )

même épaisseur

Remargue : ces guestions ont pour but de bien faire connartre
l.'information gui est âpportée, elres ne sont pas un exercice
d'apprentissage. L'usage fait ultérieurement de cette écri--
ture conduira I'enfanÈ à en "retenir" les formurations et
les significations.

La distinction entre lrépaisseur d'une feuille et ra
désignation d'un tas de feuilles est essentielle et ne sera
apprise que progressivement.

1.3.6 - Résultats

Les enfants savent trouver des couples éguivalents.
Ils savent comparer les épaisseurs de feuilles (beaucoup
avec 2 néthodes); Ils ont une stratégie de rangement des
couples, d'après ces comparaisons. Ils savent désigner l'é-
paisseur d'une feuille de papier à I'aide d'une fraction et
trouver des fractions égales.

IIs ne savent pas trouver l'égalité de 2 fractions
dans le cas général.

Remargue : Ces savoir-faire sont constatés en situations.
11 n'est pas possible à ce moment-Ià de détacher une gues-
tion du contexte et de Ia poser de façon indépendante. On

ne pourra donc pas encore s'appuyer sur ces résultats en
tant gue connaj-ssances acquises et identifiées cofi[ne telles
par I'enfant.

leurs
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MODULE 2 z

LES NOMBRES RATIONNELS : OPERATIONS-
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MODULE2-Activité1 Séance 4

2.I - LIEPAISSEUR DIUN CARTON

2-l.l - Matériel : les tas de feuilles et les pieds à coulisse
de lractlvité précédente

,.1.2 - Prenfère ph :"Ies épaisseurs rationnelles sont-eIles
des nonbres ?" (Durée : 5 mn)

Les enfants sont disgosés conrme gour un travail individuel.
a) l'enseionant pose Ia question suivante z "8,/LOO, 9/45-... sont-ils
des nombre.s ? Ce que nous avons fabrigué pour mesurer les épaisseurs
est ce gue c'est des ttombres ?"

b) I1 laisse discuter les enfants.
Oui, 8, lOO, 9, 45 sont des nombres

Non, 8/LOO srécrit avec deux nOmbreS, ce nrest pas un nombre,

ctest pas pareil.

c) L'enseignant : "On gourrait apneler ces choses des nombres si on

gouvait faire avec elles ce qu'on fait avec les nombres. Que Deut-on

faire avec ies nombres ?"

. d) Les réponses sont recensées et discutées sans gu'il soit essentiel
d'aboutlr à une liste particulière de propriétés communes ou discri-
minantes :

Exemples :
. on peut les ranger du plus petit au. plus grand (Progriété

commune cela a été vu)
. "on peut compter des objets'. on ne le peut quravec les

naturels (car ils ont un premier élément I et que chaque nombre nafure

a un successeur. Ce qui nlest SlaS ]e cas des rationnels, ces raisOns

peuvent rester cachées) .

. " On peut faire avec eux des opérations ; des additions,
des multiplicatlons. - - ". "On peut mesurer" 

"'
e) conclusion : "1>our décider si ce sont des nombres iI faut essalter

de faire des opérations Par exemgle des additionsr proPosez m'en"

Z.f.: - Oeuxieme ph : l'épaisseur drun carton (durée : 4O mn)

a) Présentation de la situation- Lrenseignant :

"Voicl une feuille oe !1'pe ts, quelle es: son éSraisseur e:'l

nill.inèt.re ? e., une feuilLe de -'yPe E, gueiie es: son épaissê:: -t '

(I1 éc=i: au 
"ableau 

ies épaisseurs : lc./5o e-- 4C/loo) ' 'lu'es-- c3 que

f a SOmme oe ces deux â;,aisseurs ei r".ilf imètre ? " (L'enseignant a c::3is

des gapiers tels gua ie.::s épalsseurs ne soient Pes tou:es oe âe::r:

décii-"aies o'i au moln= il choisi" colnme ici par:iri tou-'es les râ-oo::ses
..../...
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des enfants, deux fractions n'ayant pas re même dénominateur.
. Des enfants suggèrent de coller les feuilles 1'une

contre l-rautre et viennent montrer cornment;dtautres viennent écrire
la somme lO/SO + 40/tOO."Ceci devrait représenter cela,..
b) Consigne : "je fais une feuille nouvelle, plus éoaisse en plaguant
une feuill-e B comme une feui.lle E. Pouvez-vous prévoir de votre place
quelle est l'épaisseur de cette nouvelle feuille"(lrenseiqnanÈ met
effectivement un Detit point de colle au milieu des deux feuilles et
les colle sans affecter 1'épaisseur du bord). On vérifiàra ensuite
pour voir qui a bien deviné.

c) Pari : beaucoup drenfants croient gue c rest facile et proposent
!) mais d'autres ont des
5olroo)

d) PIemière vérification :L'enseiqnant- laisse des discussions s'établi
mais gu'un enfant vienne expliquer une rnéthode correcte ou non;eLle
demande bientôt;tomment savoir si ce résultat est correct ?"

Les é1èves : "i1 faut faire un nombre suffisant de feuilles nouvel-
Ies et mesurer'l

Rapidement I'enseignant distribue des paguets de feuilles B à

enfants. "Comptez en lO chacun" et à IO autres des paquets de feuilles
: "Comotez en lO chacun".

11 écrit donc 50 feuilles de type B et IOO feuilles de
type E et fait préciser lrépaisseur de ces tas (IO nun et 40 nun), si.
les enfants ne le dernandent pas. 11 peut demander 1'épaisseur totale
du tas (5O mm) et le nombre total de feuiLles (f5O)

"Je Drends une feuille de type B et une feuille de type E

et je fais une nouvelle feu:11.e.... "L'enseignant continue en décrivan'u
cette corresPondance à haute voix, jusqu'à ce gue les enfants 1'arrêLen
et disent "Ca ne va pas, if y aura trop de feuilles E, il faut Le mêne

nombre de feuilles dans les Ceux tas ; pour faire IOO nouvelles, il
faut IOO feuilles B et IOO feuilles E (ou 50 et 50, ou I5O ou 15O).

5

E

5(t/r5o- (ils ont ef f ectué lo + 40 et 50+1oo
doutes et écrivent autre chose. (Exemrrle :

e) Voulez-vous changer votre pari
La plupart des enfants

déclarent la vérification inuti]e
qui n'onL ces trcur'é.

avant Ia vérification ?

font alors Ie calcuf correct et
L I enseionant Ia f ai-u f aire gar ceu>:

to/5o os/ tcc, 2o/ rr, - a:/ tcC = 6c/ toc,
ta n=sure peu; fcu:nr= 6tr(CC ou 39/r"gl r-râis ce:Ë€

ii.scussion es: cl.assicu:.
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2..f .4 - troisigme : Somme de plusieurs fracti'ons (Durée lOmn

à 15 mn).

a) SL on fait un carton composé de trois feuilles, l'une de 8/rOO d"

mm (c) d'épaisseur, 1'une de rrlroo de mm (D), l'autre de 2/to de mm

(B). Quelle sera son égaisseur ?

Il n'y a presgue jamais besoin de vérification a ce momeqt.

Les enfants font le calcul :

8/roo * rrlroo + 20 /too = 39/ too

b) L'enseignant Leur demande srils sauraient effectuer des sommes de

nrimporte guelle épaisseur, et propose un exemple ' g/eS + Z5/gO

Z-.t.S - nemaroues

. Le choix des éoaisseurs à additionner peut être quelconque.
mals
îé3-manipulations dépendent de ces nombres : Par exemple on peut Pro-
poser \O/SO + 39,/rOO au lieu de AO/.'.OO, cela interdit au>c enfants

de réunir deux tas de feuilles, mais pas de l'envisager et de dire gue

c'est impossible-
. Proposer à ce moment 1à des sonrmes de fractions à même

dénominateur serait une erreur didactique'
Certains maltres ont été tentés de Ie faire avec 1'espoir

drobtenir immédiatement une réussite d'ensemble-Ils veulent éviter aux

la double difficulté d,avoir a décider de réduire au même nombre élèves

feuilles et de le faj-re Pour que Ia somme des numérateurs, crest-à-dire

des épaisseursrait un sens.CeIa permet aux enfants des justificatigns

faciles à formuler et à aonrendre, cela facilite 1'apgrentissage
formel de Ia somme de cieux fractions (on sait faire la somne lorsque

les dénominateurs Sont les mêmes, i1 nous resÈe donc dans le cas

général à réduire au même dénominateur avant ce faire cette somme) '

Mai-s cette méthode donne de moins bons résultats : seuLs les

enfants capables d'ernblée de concevoir Ie cas 9énéra1 et les raisons

de la facilité aDparente des cas particuliers ont franchi la difficulté

endéveloPPantuneconceptioncorrectedecequ'estlasomnededeux
fractions. Ils pourront ensuite plus facilement faire des raisonnements

Cirects ou des calculs rapides originaux (exemple rSxtfo- Ëù
Les autres sont détournés ces questions pertinentes (pourouci les

dénorrinateurs ne s'aioutent-ifs cas ?) et ies ejforts nécessaires ce

concep!icr, e-, ce vériiica:icr, Pâr l.'anparenie f acilité ie l'ac:!or'

àeffec:uer.Iissontinvi:ésàapprencree:.rdeuxten=su:rer-é:hcie
avec éveniueileneni ces "fausses" justifica--ions (par exen''c'i= s:
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jrajoute 3 centièmes et 5 centièrnes, cela fait 8 centièmes, cornme

3 chaises et 5 chai.ses sont 8 chaises.

Ils aporennent d'abord gue lron peut faire Ia somme

des fractions ayant même dénominateur et comment, et guton ne'fait"
pas ou gu'on ne Peut Pas faire autrement (on ne peut additionner':des
choux et des loups !) Puis, ils apprennent à résoudre les autres
cas en les ramenant au premier, non pas à cause de la s5.gnj-fication
de cette transformation.mais simplement Darce gu'on oourra réussir ainsi

iI nty a 1à qutune apparence dtéconomie dans ce processus car aucune
représentation ne viendra soulager 1es remémorisations ; il'faudra
de plus, de nombreux exercices formels de fixation et de discrimi-
nation avec drar-Ltres règles de calcul.Certains enfants n'y parviendgggt

Oï, ici. tous les enfants peuvent concevoir la solution
et étayer leur représentation par des essais, des tentatives et des
vérifications ce qui rend inutil-e to:! allerentissage formel intention-
nel. It y a parfois intérêt à retarde-f;4:es--afgorithmisation pour
favoriser la conceotualisation

2..I.6 - Résultats

Tous les enfants savent trouver Ia somme de deux ou
plusieurs fractions si elles représentent des épaisseurs de papier et
si la réduction au même nombre de feuilles est "évidente" (un déno-
minateur multiple simple des autres). Beaucoup pourraient élaborer
une stratégie dans le cas de deux fractions quelcongues mais eucune

mêthode n'a été forrnulée et encore moins apprise.
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MODULE2-Activité2 Séance5

(70 minr.rtes)

2-2 - QUE DEVONS-NOUS SAVOTR FAIRE MAINTENANT ?

?.2.I - Première ph : Evolution des méthodes (45 minutes
envi.ron) .

a) Présentation de la situation
"Vous avez su réaliser et prévoir la somme de certaines

épaisseurs de feuilles. Sauriez-vous faire la même chose avec nrimporte
guelles feuilles, crest-à-dire avec nrimporte guelles fractions ?"

Ltenseinnant fait écrire rapidement guelgues somrnes de
2 ou 3 fractions au tableau, des'lfaciles" et des "moins faciles".

Exemples : l7/Uo+ 5/ZS

9/aa + a/zo

35lroo + 29/too+ 18/too

It choisit une somme "facile" Dar exernple :

b) Premi-ère consigne
"Je colle ces trois feuilles les unes contre les autres

pour obtenir une nouvelle feuille :

12/ too ' 25/ too , 9/ too
QueIIe est 1'épaisseur de cette nouvelle feuille ?"

c) Déroulement : les enfanÈs cherchenL indivj-duellement et rapidement
(au brouillon). Lorsgue la glus grande partie a trouvé une réponse

I'enseignsnt arrête la recherche (3 mn environ).
S'il y a lieu, il écrit les résultats différents au

tableau et les élèves viennent expliguer comnent iIs les ont trouvés.
its discutenÈ la validité Ces rnétirodes en se référant au besoin de

la réalisation effective ciu collage, jusqu'à ce gue tous soieni d'ac-
cord sur le bon résuLtat, et au moins une bonne méthooe.

Le plus souvent les enfants explicitent ici, Ia nécessi-'é
d'ajouter des épaisseurs, puisgu'il y a le même nombre de feuilles.
Le fait gue 1'ordre des feuilles dans 1e tas (classées par t1'oe ou

alternées) n'impligue pas sur son épaisseur.

d) Deuxième consiqne
Prenons une somme un geu moins facile. Quell.e éca:sseur

aurâ 1a feui-lle obtenue en ccllant lrcis feuil-les d'éoaisseu:
4/zs , I8/r"o , '-/1a
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Deux procédés apgaraissent :

. Quelques enfants transforment les deux fractions
4/r, et f8lrOO de façon à leur donner Ie dênominateur 50.

. D'autres transforment a/ZS eE 1/UO en leur donnant
le dénominateur IOO.

Le déroulernent est identioue à celui vu plus haut (5 mn

de recherche).

e) Troisième consiqne :

8/ti + 5/to

a/zs + 9/.to * t/l

Les enfants essaient souvent de transformer les deux
fractions de façon à leur donner un d.ênominateur de lOO, puis ils
essaient de transformer 1'un en l'autre. Enfin, certains cherchent
des multigJ.es conrmuns 45 30

90 60

La première guestion est réussie Dar peu d'enfants, et donne lieu
à un calcul mental.

f) Quatrième consigne .

Un êbéniste fait un collage Pour un meuble. 11 colle
3 plaques de bois, drépaisseurs différentes.

4O,/ro run ' 5/ZS nm ' 6/fo *
"Rangez ces plagues de l-a moins érraisse à la glus égaisse

Trouvez 1rénaisseur en millimètre de la nouvelle plague-

g) Remarcues :
Cette phase a Pour objet de permettre aux enfants de

mettre en oeuvre les procédés gu'ils ont découverts dans la séance

orécé<iente, de les rendre plus généraux et plus efficaces. Donc,

de les faire évoluer.
cette séance ntest donc pas une séance dtentrainenent

ni un contrôle de connaissances.
Aussi I'enseionant ne porte pas de jugement sur la valeur des méthodes

employées et ne di.t à aucun rncment guel est l-e bon résultat.
Il organise et f avorlse pour chaque exercice 1e rrrocess.:s

suiv=n-' :

- recherche ing:r':âuelre
- tr.:.se en cotrr.'-t: ces:ésultaEs
- co::ironia:ioi ie: ;:'éthcies
- i, lscussion e: va'i i iatron par les-€:ria!!:
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Une méthode est acceptée si e1le donne un résultat
correct, (là une méthode "avouable" et correcte) rejetée dans le
cas contraire. Entre 1es méthodes acceptables, Ies remargues sur
la longueur ou la facilité de ô'exécution, gue I'enseignant soll-icite'
ne deviennent pas des jugements de valeur que I'enfant puisse con-
fondre avec des jugements de validité.

Par contre, lrenseignant stattache à ce gue lr.enfant
participe au débat, ait un résultat à proposer, puisse faire discuter
ses méthodes et fasse le point vis à vis de ses proPres connaissances.

La correction inmédiate et collective, et Ia discussion
rapide des exercices est donc indispensable

ElIe gernet à I'enseignant et à tous de savoir à quel
stade dtassimilation en est chaque enfant et guelles sont ses dif-
ficultés.

Toute la classe peut grendre part à I'effort de chacun.

.2.2 - Deuxième phase : (30 mn environ) Exercices individuels
de contrôle et d'entrainement.

Crest une activité didactique tout à fait elassique 2

I'enseigmant donne les énoncés suivants par écrit. Chaque enfant doit
les résoudre seul et présenter sa solution sur Cahier ou sur une

copie ou sur la feuj. lle énoncée.L'enseiç,nant exarninera le travail
des enfants après la classe. II discutera les erreurs relevées
et fournira les réponses exactes, col.lectivement au début de Ia séance

suivante. Chaque enfant corrigera éventuellement sa réponse.

]) "C1asse ces épaisseurs de feuilles de

grande 'r

45/ too ; 2/ ,o z 53i o, i

2) "Fais la sorrme des éPaisseurs
25/r.oo + t3/too + 45/too

a/zs + 9/so + t6/roo =

3/ zo t2/ go

5/l + 15/77 =

\/ + ? / = (6),/ 6 "r g

Remarque : I1 arrive très souvent eue l-es réactions ees e:--ia:::s,

q,/"'25

la plus petite à la Plus

(1)

'l ar.- nnrn^-+ ê?oh_

sont confrontÉs È

suivantes":
(2)

(3)

(4 )

(s)

. ieu:s :é-=u.Lca--s scie:l: :rès ciiiérer:s 1o:squ'i1s
un travail- incivrouel, sans eucune in:e=i'=::i'or'' ni
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du maltre, nl des camarades. Les résultats sont guelquefois décevants,
car les enfants seuls devant une tâche ne voient pas toujours les
erreurs.

11 est donc nécessaire de les habituer à cette confron-
tation dans laquelle il nry a aucun feed-back et où chacun doit
prendre en chargre ce gu'il fait.

2.2.3 - Résultats

. Cette leçon favorise beaucoug 1'exercice du ca1cu1
mental (double, moitié, triole, groduit par 7) de nombres de deux
chiffres

. Tous 1es enfants saveht organiser et formuler leur méthode

de recherche de la sornme de grlusieurs fractions. Ils commencent par
chercher à les réduire au même dénominateur (l'excression n'a pas

été prononcée)
. La recherche d'un multiple commun a étê pratiquée de

plusieurs manières (malgré la rareté jusqurà ce moment des occasions
de Ie faire) . Beaucoup d'éIèves ont commencé à êIaborer des stratégies
de recherche systématigue, cornme I'énumération et }a comgaraison
de !a liste des multiples, ou même dans le cas de peÈits nombres, le
produit des dénominateurs.

Àucune de ces stratégies n'a été ldentifiée comme stable,
et encore moins aoprise.



MODULE 2 . Activiré 3 Séance 6

2.3 - DIFFERENCE DE DEUX EPAISSEURS

2 .3.1 - l,latériel

L I enseignant a préparé :

- une feuille de bristol
- 5 ou 6 sortes de feuiLles d'épaisseurs très différentes

feui.lles de papier à dessin, feuirles de buvards, de polycopie, etc..
(f feuille de chague sorte suffit).

La feuille de bristor doit être assez épaisse Dour gue
Ies enfants la distinguent bien des autres feuilles. Ces feui11es,
sÔnt indisoensables bien qu'elles ne servent qu'à illustrer les pro-
pos et non à vérifier 1es calculs.

2 - correction rap+de des exercices de la veille (ro rnn)

Seuls les exercices ayant donné lieu à des erreurs sont
commentés.

On obtient des remarques sur Ia recherche du dénominateur
commun dans Ie dernier exercice (24 ou 48 ?) gue 1e maître se grarde
bien drérigeren méthode.("le dénominateur commun est le produit des
dénominateurs"). A titre inCicatif, voj_ci Ies résultats obtenus
sur deux ans.

' z-:-: - premiere pn : signification de la différence de
deux fractions (25 à 30 nn)
a) Présentatj.on de la situation
l) L'enseignant rappelle d'abord aux enfants Ia situation de Ia séance
précédente 11 écrit au tableau les fractions : 8/SO 

"t 6/ tOO ",leur demande ce gue désignent ces fractj.ons (l'épaisseur d'une feuille
telle gu'ir faut pour eir emoiler 50 gour obtenir une épaisseur de
8 mm). Puis il écrit la somme de ces deux fractions :

8/SO + 5/tOO "t leur demande ce gue dêsigne cette somme :
(1'éoaisseur d'une feuille composée drune feuille de 8,zUO collée avec
une feuille de Z/SO d'éoaisseur).

28

Remarque : rl est souvent utile de faire ainsi un rappel des
tions précédentes pour deux raisons essentielles :

- dfabord pour permettre à certains enfants gui ont
difficultés ou gui sont grus lents de mieux s'investir dans la
gui va être proposée.

- ensuite Pour permettre aux enfants gui n'ont pas assisté
aux leçons précédentes de comprendre ce gui s'est passé et de gouvoir
particirer à la séance suivante.

situa-

des
tâche
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2l Lrenseignantécrit ensuite sur le tableau :

8/so 6/loo et demande aux enfants ce gue désigne cette
écriture et conunent on pourra réaliser cecn:'ll indigue.

. Drabord, les enfants essai.ent d'interpréter re signe
"moins" mais Peuvent souvent donner une interprétation erronée : ',on
avait coIIé 2 feuilles d'épaisseurs 8/5o mn et 6/loo mm pour faire
une feuille plus éoaisse et on décolle la feuille d'épaisseur 6,/rOomm.',

La matérialisation de cette interprétation fait apparaiÈre
des contradictions : les deux feuilles colrées ont une certaine
épaisseur gu'on ne connalt oas et si on dêcol1e 1'épaisseur Ia plus
f ine, a/roo *, on doit trouver la différence, crest-â-dire g/ro, ce
gui ne correspond pas à la situation oroposée. Cette interprétatj-on
est donc rejetée. cependant, presoue tous les enfants supoosent gue
cette différence 8/uo - 6/too désigne rrépaisseur d'une nouvelre
feuirle, mais irs ne voient pas immédiatement laguerle.

- Àssez vite, ils donnent une autre interprétation 3 ,,c.est
la feuille épaisse qui 

^ 
g/So mm d'épaisseur. EIle est formée de deux

feuilres collées : Itune de 6/loo nrn d'épaisseur et IIautre gu'on
ne connait pas". rrs se rendent comDte alors gue la différence
8/so 6/too représente 1'épaisseur de cette deuxième feuille

. Lrenseignant suggère alors de représenter les feuilles
sur re tabreau par un schéma gu' il peut faire elle-même ou faj_re
faire par un enfant :

8/so

b) Consigne : "Vous allez essayer de prévoir tout seul
et tar tâ'-onnenents par exemcle, 1té:aisseur oe cette
'giou\'€r u:: nove:: pour vé:if i.e: ce résulta-- " .

18/so 6/ too)
6/ too

rl demance à un enfant de nontrer sur le schéma ce gui
corresPond à 1 | écriture proposée et fait dire gue la partie Lrachurée
représente la feuille gu,i1 faut enlever à B/SO poot obtenir 6/rOO
ou encore ce11e gu'if faut ajouter à 6/tOO pour obtenir g/r', ce
gui arnène les enfants à écrire oar exemple .

6/too + VTml = 8/5o

s par le
feuil f 1e

calcuL
et c:
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c) DéroulemenÈ

. Certains enfants font des tentatlves comme :

6/tOO * 6/tOO = ,2/rOO = 6/50 ce n'est pas assez...

6/too * 8/too = '4/roo 
etc" '

. Drautres raisonnent 2

en collant lOO feuilles de type A et IOO feuilles de

type B, on trouvera IOO grosses feuilles.
11 faut transformer 8,/rO en L6/'OO ,

6/ tor, + / roo = 16/ too réPonse : lo'lloo

. Un paquet de 50 grosses feuilles a 8 mm d'épaisseur,
il faut retirer I feuille mince de 6/toO à chacune, il faut donc
retirer 50 feuil}es, elles ont une épaisseur de 3 millimèÈres. Il-
reste donc 8 - I = 5 nrn pour les 5O autres feuilles : égaisseur 5/ So

. On veut retirer 1 feuille mince de la feuille épaisse,
IOO de ces feui-lles mesurent 6 millimètres. Si on veut retirer IOO

feuilles minces il en faut IOO grosses ' 8/SO= t6/tOO. Elles mesurent
16 mm. 11 restera IOO feuilles de 18/SO - 6/tOOl d'épaisseur chacune-
EIIes ont une épaisseur de 10 mm puisoue le tas est ['100, 10], cha-
cune a une épaisseur de 10/f00.

. Certains enfants ne trouvent pas nais doivent C.ire co!n-

ment ils ont essayé, et si ce qu'ils ont trouvé est trop grand ou troP
petit.

2.3.4 - Deuxième phase : (IO mn)

L'enseignant écrit 1a diff érence suj.van+-e :

4/ rS l,/,, eÈ demande aux enf ants :

- d'une part de trouver le résu1tat,
- d'autre part, s'ils sauralent réaliser cette situation

avec les feuilles et s'i1s sauraient indiguer ce gu'elles représentent.
. Tous les enfants trouvent immédiatement le résultat

3/r, en se référant à 1'addition des fractions.
. La matérialisation se fait devant 1es enfants au fur

e-r à mesure de leurs sugrgestions : "il faut prenore Ia feuill-e le plus
épalsse oOnt' L'écaisseur teut ê+,re désionée par 4/r-, wn' (e'e'-. cell: c:
b:1s:ol pè: exen:rie) - I1 faut fai:e une feurlLe ôe mêne égaisseur
(1.'. -) e:: ccllant deu>: autres ieuiiles : I'une gue I'on ccnnai: co:--

t)
I 'épai.sseur peui ê"re oésisi:ée pa: ) / l3 et une eu'-re qutil f aut chcls::
(parni celIes gu: Son', pré:a:-ées,i ie manière cu'e:i ]a r,taoua;:-- ccn:rg

---/'-.-
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la première, on obtienne une épaisseur égale à celle du bristol-
Crest cette épaisseur gui correspond à 3/r, nm

2.3.5 - Troislème ,ohase : Autres exeicices proposés (f 5 mm)

a)L'enselgnant propose aux enfants deux autres types de feuilles :

4/SO et 3/aO et iI 'leur demande s'ils sauraient ealculer
leur dlfférence. Les enfans disent gu'iI faut se ramener au même

nombre de feuj.lles. Àlors,ltenseignant }eur demande de le faire indi-
viduellement. Certains enfants nrarrivent pas au résultat, car ils
ne trouvent pas un multiple commun à 50 et 40. Quelgues uns Drocédent
de la manière suivante :

x2 x2

x2 x2

a

.3/qo
x5l \x5\t

rS/ zocy

,4/so
I rr,o]

()
16/ zoo

D'autres enfin font directement

,4/ so
*4( )*4

16/ z]oo

lous finalement éerivent :

16/ zoo

r/ zoo

t5/ zoo

15 / zoo

l/ZOO et valident ainsi l-eur résultat :

t6 / zoo

permet aux enfan+-s de redéfinir l-a ilf iérence
sousËractior. oe deux nombres e: i'app:e::àre à

oe ceux fraetions.

b) L'enseignant derande ensuite aux enfants d'effectuer individuel-
Lement I'ogération sulvante !

,2/8 - 2/s

5 - Résultats

Cette leçon
de <ieur: grandeurs. La

calcuier la différence
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À nouveau ra réduction au même dénominateur a donné

lieu à la recherche de dénominateur conrmun. Les enfants ne ,,con-
naissent" toujours pas de moyen systématigue de la faire, mais
progressent en ce sens gu'ils sont plus nombreux à concevoir plus
vite à quel moment il faut le faire, et à utiliser régulièrement des
moyens prus raoj-des : calcur mental, produit des dénominateurs,
recherche intuitive du plus petit multiple commun.



T'MODULE2-Activité4
Séances 7 - I

2.4 - LIEPATSSEUR, DIUN TRES GROS CARTON(produit drun nombrc r"tionæïp., --âi"r)
Z_.4.1 - Matérlel.

-
4 tas de feuilles différents.contenant chacun
l0 feuilles envlron - par exemple :

- des feuLlles matrron cartonnées d.épaisseur r9./35 rnn
- des feulrles blanches de porycopie d,épaisseur 4/47*'t
- des feullles roses d,épalsseur 3/t9rnm
- des feuilles de dessln perforées drépalsseur fg,/95 mm

ces feulrres ne serviront flnarement pas à vérifier
les résultats mar.s reur manipuration pourra s,avérer néces-
saire à une bonne compréhensr-on de ra situatr.on et en par-
tl'cuIler à la dlstlnguer de ra recherehe drune fraction
égulvalente.

2.4.2 - Premièr ase : lté ros carton

Lrenseignant place les enfants par éguipes de 5.
a) PrésentaÈiolq de la sltuation :

"volcl 4 tas de feuilles. Avec ces feulrles, on voudrait fa-
brlquer des cartons en eollant plusieurs feullles de même
catégorie les unes contre les autres".
b) Conslqne :

'vous allez calculer l'épaisseur des cartons réalisés avec
3 feullles, 5 feur.rres, 20 feuirres, roo feui.rles , L2o feuil-
les de chaque catégorle.

vous êtes groupés en 5 éguipes : chague éguipe va avoir
une catégorle de papler (2 équipes auront forcément la
nême).
Par exenple, l'équ1!e f aura les feuilles marron (f9l35 lruo1

1'éguipe rr- aura res feuirres branches 14/47 ,,nrrl
1réquipe IIf aura les feuilles roses (3,/f 9 nm)
l'éguipe fV les feuilles perforées (f g,/95 wn)
l'éguipe V les mêmes feuilles gue l'égu:pe I.

À l'lntérieu.r ô'une mêne éouipe, vous pou=rez rcu-c
partager ie travaii en vous rés,a:t.issant les caicul_s des
cif f éren--es épaisseu:s, E::sui?e, r'ous vous mettrez i, accc=j
sur les résul.tat.s cb)-en::s.

Vous écrirez i'os résui:ars i,a::s ce tabiea.; _ 1r ensei-
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onant PréPare
marges, ce gul

c) Déroulement

le tableau dont 11 ne remplit que les
précise bien Ia consigne -

A mesure gu'un groupe a terminé sa recherche après
en avoir discuté, il va écrire ses résultats dans Ie te-
bleau. Ltenseignant suggère alors à ce grouPe de vérifier
le travaiL des autres groupes Pour se prêparer à Ia dis-
cussion : I'éguipe II vérifie 1'équipe III, III vérifie IV,
et fV vérifie II.

2.4.3 - Deuxième phase : Examen des résultats.

a) Consiqne-

"Ceux gui ne sont pas d'accord avec les résultats gu'ils
ont véri-fiés viennent écrire leurs propositions. Lorsqu'il
n'y a gu'un résultat, c'est que deux éciuipes au moins sont
d'accord à son sujet.

b) Dj-scussion :

Par exemgle, l'équiPe III a margué :

3/L9x3=9/51
L'équipe II a marqué au-dessous :

3/19 x 3 = 9/I9.
rl faut donc expliguer ces résurtats et inrrau'der au nDirrs l'tlt

desdeux. Une discussion s'engage entre les équipes : l'équlpe
IIf expligue gue pour multipl.l-er par 3 eIIe a multiplié
les 2 termes de 1a fraction par 3, mais elle ne sait pas

prouver gue son résuftat est correct.
Par contre, 1'éguipe II exPlique gue, Puisquton a

col!é ensemble 3 feuilles, 1'épai.sseur du carton Peut être
trouvée en faisant une addition :

3/L9+3/19+3/r9=9/r9
Les enfants de 1'équipe IV interviennent alors Pour

affirmer gue c'est cette solution la bonne Parce gue eux,

ont trouvé une partle de ieurs résultats en faisant ies
aodi..ions : en effet ians Ia colonne 4 Cu luableau, ils c:"--

rnscri t :

LBi95 + 16/93 + t8/9= = 54/9->

16/9'> + lE,/9-> - l6,rÇl + tE/9: ' )E/ 'e-> = 9O./9=

, Les e!.lfan:s de j-'écuipe ITl Sont convalncus c: Iei:r
erreur --,/-..
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C,est alors qu'un enfant intervient et fait remarguer

gue 9/57 et 3/L9 dêslgnent les mêmes épaisseurs car les
fractions sont égales. rI vient écrlre sur Ie tableau :

r/t9 -

*3( )x3\ r/rr,
Lrenselgnant demande à un enfant de 1'équipe rrr de

montrer une feuille d'épaisseur 3'119' rl va chercher une

feullle rose. fl dernande à un autre enfant de la même

équipe de choisir une feuille drégaisseut 9/57. lous les
enfants s'écrient alors : 'c'est la mê1ne". Puis 11 de-

mande enfin de réaliser une épalsseur de g/19. Les enfants
disent gu'il faut prendre 3 feuilles roses et les coller-

A 1a suite de

gent les résultats
cette discussion'

faux contenus dans

les enfants corri-
Ie tableau.

de 1'épaisseur- Troisième ase : Evaluat
des cartons, comParaison à I mrn-

a) Présentation et consiq'ne :

L|enselgnantchoisitunrésu}tatParm1ceuxduta-
bleau z 57/35 par exemple qu'll demande aux enfants
d'observer.

"Cettefractiondésignel'épaisseurducartonréa-
Iisé en collant 3 feuilles marron. Àvez-vous une idée de

la grosseur de ce carton ? Sauriez-vous dire et trouver un

moyen de prouver s'il est plus épais que I mm' moins épais'

égalâIrut?"

b) Déroulement :

. Les enfants cherchent Par groupes de 2 ou 3 '
Beaucoup Prennent leur doubte-décimètre Pour avoir une

idée plus Précise du millinètre'
Des stratégies différentes aagaraissent dans les grouPes'

t La olus f récuemrnent em5:Ioyée et celle-ci '

enfants oessinent en les açiranêissan" ies çraâua-

cu <touble-décimè--re :

- Les

iions



IIs expliguent gue 57/35 slgnlfient gue

35 feuilles marron, elles ont une épaisseur de

7 mm (qu'iIs indiguent sur leur schéma).

16

si on prend
5'l rut ou 5 cn

fls essaient d'évaluer 1'épaisseut d'une dizalne de

feuilles en partageant approximativement leur bande de

57 mm en 3 parties et de cette observation, lIs déduisent
et affirment que 1'épaisseut 57/35 est plus grande qu'un
nillimètre.

t Puis, celle qui apparalt ensuite le plus souvent est
"si on avaiÈ 35/35 ça voudrait dire que 35 feuilles mesure-
raient 35 nun, donc I feuille mesurerait I mm.

lfeuille + lrun
Puisque 5? est plus grand gue 35 57/35 lrun est plus

grand que I nun et la plupart de s enfants gui pratiguent ce

raisonnement, disent aussitôt : "mals crest.plus Petit que

2 nun !"
t Enfin, quelques enfants Pensent gue 57/35 est

grand gue I mm mais ils n'arrivent pas à trouver un moyen

de le prouver.
- 5 ou 6 enfanÈs dans Ia classe nront aucune idée

de I'épalsseur du carton.
. Après cette recherche en grouPes, Ies enfants vien-

nent exposer chacune des 2 stratégies employées, à Ia sui-
te de guoi, des remargues fusent déjà dans la classe :

"toutes les'fois que Ie nombre du haut (Ie numérateur)
est plus grand gue celul du bas (Ie dénominateur) r

1'épaisseur est plus grande que I nm"'

Lrenseignant ne les prend Pas encore en comPte Pour ne Pas

installer troP tôÈ des mécanisrnes dans I'esprit des enfants
(et c,est Ia majorité) gui n'a pas encore "vu" ce problèrne'

c) Evaluation d'autres épaisseurs du talleau'

Lrenseignant demande aux enfants - d'observer les
autres résultats du tableau - et de dire s'i1s Peuvent
faire des déclarations sur ces épaisseurs.

Certains enfants voien*. gue des épaisseurs conxr€

2160/9-> ou 19002/35 cu 480/47 sont bear:couP plus gra::ies
que I ru-- et ils essaieni déjà ie ]es évaluer rnen--aiener,i'

I1s repè=eni aussi ies épaisseurs plus Peti:es que

I nn z 51/95 ou 12/11 o': 9/t9 etc" '

F.:l,lÀRQrjÊ : cette oernière par'-ie se dérouLe ce nan:èr=
. . - / -., -
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1?

informelle et spontanée pour Ie plaisir d'échanger des idées

et de les discuter sans Pression de I'enseignant qui écoute

lesremarguesdesenfantssar}sintervenirsaufsi-desen-
fants lui demandenÈ une précision ou une explication'

Ilestindispensab}ed'insi-stersullefaitguelIenseignant
n'apréciséaucuncontratd'apprentissagenid'acquisiÈion'
Quelques enfants Peuvent alfer très loin dans I'analyse

de ra situation et faire des renarques subtiles,. profondes '

D,autresontdesintuitionsetéchouentdansleurtentative
delesjustifier.Ces,.découvertes,'circu]-entplusoumoi.ns
mais gu'importe, Ia jubilation de ceux qui ont trouvé guel-.

que chose gagne ceux qui les écoutent' Ies aPProuvent' les

regardent avec incompréhension ou les contredj sent ' Chacun

peut s'avancer et dire même une "bêtise" '.

LIenseignartes.attached'abordàpermettrelesprisesde
paroles successi';es sans intervenir sur I'ordre ou Ie choix

des j-ntervenants, à entretenir le plaisir du grouPe à ce jeu'

Pour celà it aoit témoignenr dr: claisir qu'il y prend lui-

mêne, mais surtout sans faire explicitemenÈ de son plaisir

le but des enfants '
I1 enreqistre les erreurs et les difficultés sans

essayer i:rrnédiaternent de les faire corriger' Si personne ne

lesrelève,1'exp1j-cationneserrziraitleplussouventàrien
à ce moment-Là. L'ensej.gnant devra considérer qu'il y a 1à

un obstacle qui fera I'ob3et d'une activité didactigue pré-

parée.
Puis souvent au bout d'un monent un enfant relève

I'erreur et le débat rebondit.

de 1'
Er il

Evidemment, il f aut qu'iI soj't clair que le silence

enseignant ne signif ie ;ri accencatj'on ni réprobation'

suffit pas <ie le oire il faut 1-e Pratiguer
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Tableau des résultats de 1'activité
TABLEAU V.

Nombre de
feuilfes
coll ées

f.

f..

EPaisseur d'une feuille
, , , ,,= ' : '
Lg/35(équipe r l4/47 (Equipe 1,1l1 ittg (équipe III) | I8l95 (équipe Iv)

ê"-vt I I I

19/35 x 3=57/35 4/4'7x 3-= L2/41 3/t9x3=J/I9 L8/95 x 3=34/9->

19/35 x 5=95/35 4/4'1x 5 = 20/47 3/L9x5=tS/I9 18/95x5=90/9=-

20 f . lO/33 *29=i$Q/35 4 / 4i x20=e0 / 4i 3/t9 x 20= 6O/19 L8/95 x2O=360/ -a->

r00

r20

t-
c

I9,/35xr00= 1900/35 4/47xLO0-4OO/4i 3/19 xl00=300/19 18,/95xf00=1800,/93

L9 /35xr2A=228tt/35 4/4vJ2O4BO/41 3/l9vJ20=360/t9 l8/93xL2O=2160/9c'

2.4 .5. Résultats

Les enfants ont appris à multiPlier une fraction par

nn nombre entier et distinguent cette opération du calcul
d'une fraction égale. La compréhension de cette distinction
est essentielle Pour 1a suite. Lorsque les enfants conmence-

ront à fai-re fréguemment des calculs variés dans des problè-

mes plus cOmplexes ils aurant d'eux-même tendance à automa-

tiser leurs procédures, 1a distinction initiale leur Per-
mettra de Ia faire sans cesser de comprendre ce gu'ils font
et par là de corriger les erreurs qui ne mangueront Pas

de se produire alors.
Beaucoup ont commencé à envisager Ia comgaraison des

fractions aux naturels, question qui sera bientôÈ reprise.
Bien sûr tout céci reste lié à la représentation des frac-
tions par les épaisseurs de papiers.

Problème ouvert : 1) Donnez

grand pour gue 1'éPaisseur
dépasse 2000 mm.

que

Ies

un nombre de feuilles assez

du carton obtenu en les collant

je
de

2) Pouvez-vous trouver une épaisseur telle
ne puisse jamais I'atteindre en empilant des feuil-
carton.
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MODULE2-Activité5

2.5 - CALCUL DE L'EPAISSEUR D'UNE FEUILLE
(Division drun rationnel par un entier)

l) Rappel de la multiplication :

"Si on colle 5 feuilles de 3/9 nn

trouver l'épaisseur de la nouvelle
Les enfants cherchent

ce résultat quand iis ont trouvé,
d'entre eux au tableau écrire :

3/9x5=I5/9
ou 3/9 + 3/9 + 3/9 + 3/9 + 3/9

2.5.I - grenl.ère -,hase : Sicnification de Ia division drun
ratlonnel par un entier (15 mn)

Séance 9

d' épaisseur, savez-vous
feuille ?"

mentalement de leur place
1'ensel.qnant envoie I 'un

= LS/g

2) Présentation de la nouvelle siÈgatiqn : division d'un
rationnel par un-entier.

a) Présenta'uion et consigne.
"J'ai collé 9 feuilles de même épaisseur- J'ai obtenu un

carton gui a une épaisseur de f 8,/7 mm

. gue pourrions-nous chercher ? (l iépaisseur d'une des feuil-
les )

. savez-vous trouver cette épaisseur ? guand vous 1'aurez
Èrogvée, vous f inscrirez dans votre cahj.er de brouillon
et vous chercherez Le noyen de prOuver qu'elle est Correcte".

b) Déroufement.

Les enfants travaiLlent individuellement et
donnent très vj.te le résultat z'2/, mn

Pour prouver que ce résultat est correct, ils
disent: "puisou'il y a 9 feuilles collées, et gue chague
feuille a une épaisseur de 2/r, 1'épa5-sseur du carton est
bien 18,/, puisque 9 fors 2/, est égral à I8/l

Un enfant vient écrire sur le tableau :

@x!= rs/t
D I au+-res enf ants proposent C 'écrire 1a i:-'.-j-sicr :

,a/729=2/7
Lrenseignant approuve en confirmant gue cette

pratlque existe. Elle fait cependant remarquer sue Ia seule
divlsion qurlls connaissent est celle dans les entiers natu-
rels: on sait en effet et lron peut écrire gue : l8 : 9 = 2
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l'lais porlr ies f ractioirs, on pourrait aussi I'écrire pour
f instant <i'une mar-iiii:e :1i-f f érente

r/._-', - o -',-*\-
Qj/;l " 

- 
-'>Q!-j

Les enfants renercrr":ent' toujours à ce moment-là
gu'"avec 1'opérateur inve:-se {x9}, cn retrouve bien I8/7"
et I'un d'entre eux vient ajor:ter une flèche :

Si- les enfants demandent pourquoi il a entouré les frac-
tions, l t enseignant répond gue ctest pour montrer gue c'est
1'épaisseur gui est mult j-pliée ou divisée, c'est-à-dire Ia
fraction et non pas le numérateur ou Ie dénominateur corrme

ils 1'avaient fait pour chercher des fractions égales
jusqu'à ce moment. De toute façon, Ia distinction dewra se
faire dans la phase suirrante.
2-5.2 - Deuxième phase : Autre situation groposée (35 mn)

a) 9résentation de la situation et çonsigne : "l4ainÈenant, on

a collé 9 feuilles cie rÉrre épaisseur (n'ai-s d.ifférente des autres)

pour obtenir un autre carton. Ce carton a une épaisseur
de 12/-"'t
"Pouvez-vous trouve:: L'êpaisseur de chacune des 9 feuilles
collées ?"

b) Dêroulement

Les enfants cirerchent par groupes de

Là encore, on observe des stratégies dj-fférentes
les groupes :

* guelgues enfants ont écrj"t :

:9

2 ou 3.
suivant

- 2 grc:Llr'e5 tJl"''

12/- en nultiplianr- l*s 2

P ; a/ '' .-

,r
x 9 ,, t :!

I

\ rne,'. *l
!-:

cherché une fraction éguivalente
termes par 9

:9
-\\.'-\\r'

i.rS,, . -, \D-'/

j i -= expir,qu::r L cê 'Ju

I2 n'est F,âs ui-l rrl-l-tiPl
A1o::s, if = che:ci'ren*-

ieu:: gS,. ! ;: j1:rt.l .: : rl e .i;

oils ont iai t
e cÊ 9, Ce n'
une fraction
9, cofiliïe ]a

e:, ii sar: que

es'. pa-. pcss. b je"
ians l-acue.le

3-=alit- lrlF.'

€à; ''**-) t!7)|l eË j-i reste sueique chose
\_-. ---r'

"puisgue

ie nurnêra



Elle est égale à

tigue, mais
par 3.

12/.etc'est celle-là, gu,ils dlvisent O", ,-4'
- Un autre groupe a fait un raisonnement iden-
en mulÈipliant les deux termes de la fraction

,2/ t c@
Trois enfants vont au tableau exposer ces

trois méthodes- Les deux dernières déclenchent une vive
réaction dans Ia classe.

En effet, guelgues enfants protestent en disant
"Ca ne va pas, on ne trouve pas la même chose !*

Alors, res enfants examinenÈ les deux résultats
t2/g3 et 4/a, et très wite guelgues uns voient que ces deux
fractions sont égales. Un enfant vient écrlre :

î* '\
" 2r t2/ 

e3\y
rls concluent gue 1es deux méthodes sont bonnes.

2.5.3 - Troj.sième phase : (lO mn)

-a) Présentation de la situation et congigne

:9

)x3
I,5/z

"r(

L'enseignant écrit sur le tableau :

Érr et demande aux enfants :

!'Essayez de dire à quelle occasion on a dû faire cette
opération et trouvez-en le résultat".
b) Déroulement

Les enfants travail_lent indiviCuellernent,
En gênéral, ils cherchent tous à trouver le résulta;

pi-utôt qu'à Ccine: un sens à 1'cpéraÈion. L'enseignant a

dû inslster pou= obtenir une phase écrite.
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Àu bout de 5

recherches et envoie
expliguer ce gu'ils

"on veut faîre un

environ, Itenseignant arrête les
ou plusieurs enfants au tableau
fait:

mn

un

ont
.o

de même épaisseur.
feuilles ?"

carton de I3/5 composé de

Quel1e sera ]'.épaisseur d

9 feuilles
tune de ces

Calculs observés :

*. , r3,/5 rx9l ) x9
\ sttqsl

A ce moment il .'y a généralement pas de remargues
sur re procédé qui consi-ste nour diviser nar un ncnbre, à mul-

'tiprier re dénominateur par re nombre. si par hasard, le
procédé est signalé, son caractère de généra1ité n'appa-
rait pas à ce moment-rà et il reste une remargue locale.
2.5.4 - Résultats.

Bien gue Ia plus grande partie des enfants aient
effectué les opérations proposées dans la 1eçon, et aient
compris à ce moment-fà et dans ce cas l-e sens de leur tra-
vaiL il n'est pas assuré qu'il-s sachent désormais diviser
une fraction par un nombre. Mais on va retrouver des situ-
ations semblables suffisanment fréquemment pour gu. ils
développent leurs méthodes de caLculs, les affinent et
les assurent.

Cette 1eçon leur permettra d'investj_r ces nouvelles
situations, de les comprendre sans qu'i_1 soit fait appel
à une réductlon à Ia technique opéraÈoire.
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2 "6 " 9gl!:9le-Èe:-gel!-a1::e!gs: .

f) Range les épaisseurs suivantes de la plus petite à la plus
grande :

35 3 62 5
r00 ' 5 ' 9'7 ' 25

2') Fais Ia sonme des épaisseurs suivantes :

15 22 62
100 100 r00

7 14 45E - m *fir=
3 , l-2_
1Z 4-l-
5 13+_=I 88

3) Pour faire un carton, on colle 5 feuilles identiques dont
1 'éoaisseur est * r*,.

a) Quelle sera 1'épaisseur du carton ?

b ) Ce cartcn est- il p1u s gros ou plus f i-n qu ' un mill i:irè tre ?

c) Combien ae f eui]les f aut-il coller pour cu'!-1 scit plus çrros
qu ' un mil I imètre ?

4) Un carton e une épaisseur de * t*t
1l- a été réal isé en ccllant 8 f euiLles ioentls,ues .

Quelle est 1'épaisseur C'une de ces feulLles ?

5) Trouve 2 fractions écaLes à +.- it'
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MODULE 3

MESURES
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Séances l1-12

MODULE3-Activité1

3.1-MESURESFRACTIoNNAIRESDEPoIDs,DECAPACITESETDELoNGUEURS

Pourlesenfantsrils'agira'Iorsdecette
séance d'utiliser les rationnels découverts Iors

tion des épaisseurs de feuilles (cf' lère séance)

de nouvelles grandeurs plus particulièrement :

- Ie poids d'un obiet (ici des clous)

d'une unité de Poids
- la capacité d'un récipient (des verres) à I'aide

d'une unité de caPacité

- 1a longueur d'une baguette (des bandes) à I'aide

d'une unité de longTueur'

La leçon prendra la forme d'un jeu de comrnunication' tout comme

dans Ia }ère séance'

3.I. i. }'IATERIEL
Tout Ie natériel est préparé en double (2 ateliers

de chague sorte')

de Ia désigna-
gOUr mesurer

à 1'aide

Ateliers Objet unité Objets à mesurer Instrrxnents de mesure

Balance Roberval
poids

capaci té

longueur

plague-unité
lnlaque à Ie-
viers ariÈhmé-
tigues ESA
(ocDL) l

verre coloré
(verre à Ii-
gueur)

bande én car-
ton gris

5 clous de catégo-
ries différentes

son
et de 6

5 petits verres de
tailles différentes

6 baguettes de can-

2 éprouvettes non gra-
duéès (*) , transParentes
identigue, 1'une marquee
àiorr" pastille de couleur

une bande large et lon-
gue de PaPier affiche
É1rtr. (Lanae-témoin)

lonqueurs différente
de éelte de I'unité

t En fait d'éprouvette nousavons pris des tubes tous

identiques de Plastigue transparents (flacons de

schampooing) de 5 crn de diamètre' fi-S' 1'

Remd,\que|: gour cette séance' il est imgortan: que

te ctroix du matériel soi't f ait soigneusement '

S'il est facile pour les ateliers longueur êe donner

ici celles gue nous avons utilisées' les capacités et I

-../..-
fig. I
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Polds dépendent du matériel dont chacun peut dlsposer ên.:respec-
Èant toutefols un certain ord,re de grandeur:'par rapport à r'unlté
choisle

èlgligf_pgiÊg : Nous avons utilisé des clous style clous à béton
tels gue :

clou À mesure agproxinativement L6/25 è,e Irunlté
clou B mesure approximativemenX 34/22 de lrunité
clou C mesure approx5-rnativement 3l/27 de I'unité
clou D mesure approximativement. 2L/46 de 1'unlté
clou E mesure approxinativement 13/62 de lrunité

Il faut des clous de chaque sorte et des plagues-unités
en assez grand nombre. Le nombre doit être supérieur au numérateur
et au dénominateur de la fraction obtenue colnme mesure : Exemple :

il faut ici plus de 25 clous A, plus de 62 clous E, etc... et
pJ.us de 34 'unltés" par atelj-er.

ôlglfgf_ggpggilg : Nous avons utilisé des petits verres â ligueur
de formes diverses. 11 n'y a gue le verre-unité gui est coloré.
Ils ont été choisis tels gue :

verre F mesure 2/3 de 1'unité
verre G mesure 5/3 de lrunité
verre H mesure 9/5 de I'unj.té
verre I mesure 3/2 de l'unité
verre J mesure 7/6 àe I'unité

on volt gue
les :rfqleqrç
des rappolts
encadrent ll
unité, et sonl
du même ordre
de grandeur
qu'elle

Il est nécessai::e gr:e
le maitre ait lui-
même réalisé au-
paravant les mani-
pulations pour
s'assurer gu'elles
sont faisables avec
le matériel choisi
dans un temps rela-
tivement court.
cm de largeur.

D'autres petits réctpients peuvent être employés :

- doseur de lait en poudre pour bébé

- conditionnement de petit suj.sse

- tasses de dînette etc...

èlgligf_lglgUggg : Baguettes de papier canson de 2

baguette K 4,80 ctn * 6/5 àe lrunité
baguette L 5 cm * 5/4 ou l0/8 de I'unité
bagruette M 5,60 cm * 7/5 de l'unité
baguette N 3,20 c:n * 4 /5 de l'unité
baguette O 3,50 cm * 7/8 de l'unité
baguette P 'l ,50 cm * 9,/8 de I'unité

baguette unité 4 cm de longueur.

.../. -.
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3.r.2 - PHÀSE I : RECHERCHE DiUNE METHODE DE DESIGNATION.

r. 9seelgse :

r "Nous avons lnventé des nombres (Ies fractlons) Pour mesurer
des épalsseurs de feullles de papler. Est-ce gue de la même

manière, des fractions nous Permettraient de mesurer d'autres
grandeurs, des poids, des longnreurs, des capacités ?

Par exernple, le goids drun de ces clous, la capaclté
d'un de ces verres' la longrueur d'une de ces. baguettes ?

t Pour celar Çu€ faut-il ?" une unLté et les moyens ôe comparer.

". le poids d'un clou sera mesuré à l'aide de I'unlté de

poids': Ie poids d'une de ces plaguettes-
..-La capacité d'un verre sera mesurée à I'aide de l'unité

de capaclté : la capacité de ce verre coloré-
. La longueur dlune baguette sera mesurée à l'aide de l'unl-

té de longueur : Ia longueur de cette bande grise-

:t Nous ferons tout à I'heure un jeu de communtcatlon (rappeler
Ie premier jeu au cours duquel on a échangé des messages gui
désignaient des épaisseurs de feuilles). Mais aujourd'hui,
chague groupe doit trouver un moyen Pour désigner :

- le poids d'un clou
- la capaclté d'un verre
- la longueur d'une baguette-

* I1 faut comParer Les grandeurs â mesurer avec les unités,
Pour cela, vous disposez d'appareils de cornparaison t

. }a balance Roberval' (Pour comparer l-es poids)

. Ies éprouvettes (pour comParer les capacltés)

. Ies bandes-témoins'{pour comPaler les longueurs)

Vous allez donc d'abord chercher connent on se sert de ces

appareils pour faire correspondre une fraction à une gran-

deur.
Lorsguecesystèmededésignationseraacceptépar

tous les enfants d,un même groupe, vous 1'éprouverez dans Ie
jeu de communi.cation".

I9!9 {,'enseignantPeut donner cette consigne de diverses fa-

çons, sans réeiter ee texte-

Begg5ggg : Dans

posent gue de 2

cités" , "poids"
gueurs" .

cette première ptrase, les enfants ne dis-
objets à désigner, pour les grouPes 'caDa-

et de 3 baguettes : Pour 1es groupes "lon-

.../ - - -



f8

L'enseignant- Ies a choisls de façon à ce gue Ie nornbre
de reports drunltés et de grandeurs solt mJ-nlmum parml les
objets proposée. Iclr pêr exemple on choislt :

capacité= I .. ]
Polds # "t #
Longueurr f .t 3 ". ?

KML
2 - 9rgesieeliel-Êe-le-slesge :

Les enfants sont répartls en groupes de 4, pelon la figure 2.
2 groupes pour les poids P(EO,RO) p(EB,\)

- 2 groupes pour les capacltés C(EO,RO) C(EB,\)
2 groupes pour les longueurs L(E^,RO) L(EBTRB)

flgnrre 2

Disposition des ateLiers dans la classe - Phase 1.

Récepteurs A
Capacités
Ênetteurs À

tl
"À

Emetteurs A

Poids
Récepteurs A

Ènetteurs A
Longueurs

Récepteurs A

Ea

Enetteurs B

Capacités
eurs B

Emetteurs B
Poids

Récepteurs B

Eg. Rg

Emetteurs B

Longueurs
écepteurs B

RaRa

ElReEg%

BgEglgggg : on peut considérer gue Ia classè est Civisée
en deux éguiges concurrentes.À et B. Comrne dans lractlvité
l, Séance 1, et gue chague éguj-pe est eIIe-même Partagée
en trois ateliers (P,C,L)

On peut aussi renoncer à ce regrouPement en équipes
et à la compétition. Les grouPes ne changent pas (cf. P. I
S sur la compétition et coopération).

3- PÉrggleper!.
Les enfants discutent et nanipulent lour se mettre

d'accord sur 1e système de désignation gu'ils vont utiliser.

.../. -.
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Exemples de procédés cnrè les enfants utllisent. IIs discutent--------
et rnanipulent poùr se mettre d'accord sur Ie système de dési-
gnation qu'rlIs vont utlliser.(ffi

Æ::'L

unaà
,(ffi ç

1uAAç

de
f

!c Groupe "capacités"
Le verre F contlent moins que le
verre unité.

Comparons Ie verre unlté à 2 fois la
capacité de F.
La capacité 2 f est Plus grande que

iluiité

Mais deux unités déPassent 2 f

En ajoutant 3 fois la caPacité f ' on

obtient la même capacité gu'avec deux

verres unit.é.
3 f = 2 u.

Les enfants versent alternativement et respectivement dans

I'éprouvette marquée d'une pastille des verres-unités, et dans

lrautre éprouvette des verres à mesurer jusqu'à ce gu'ils obser-

vent gue le niveau de I'eau est le même dans les 2 égrouvettes'
IIs concluent alors : "iI faut 3 f pour faj-re 2 unités"

IIs écri.vent : f = 2/3 V-

BgEgIggg : e 11 est très important gue les enfants ne versent

pas Ies verres dans nrimporte guelle éprouvette et surtout qu'ils n'en

changent Fasen cours de rnanipulatj.on. La pastille de couleur sert

à repérer I,éprouvette dans laquelle on verse 1'eau du "verre-
unité"

r Les enfants du groupe-capacité peuvent avoir guelques

difficultés : lorsqu'ils ne comPrennent Pas l'usage des éprou-

vettes. Par exemple, ilS Peuvent essayer d'en évaluer la capa-

cité avec Ie verre-unitér puis avec Ie verre à mesurer sans

faire de comparaison à chague étape ' Cette néthode Permet en

effet une approximation de la capacité du verre (r9 f gour 12 u'

par exemple) . .t
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vrai pour tous 1es ateliers'
Groupe " Poid.s"

pl unité

oLe sable pourrait être plus commode à transvaser mais

guère plus ProPre, et surtout beaucoup rnoins préci's Pour com-

parer les niveaux (tassernent, horizontabitité, etc...)

on peut utiliser d'autres récipients gue des verres et blen

distingruer Ia' "capaclté" et Ie "récipietlt"'
o certaj-ns élèves ne trouvant Pas très rapidement la

coincidence, font I'hypottrèse que si I'on continue à verser

alternativement deS'\rnités"et des"verreS à mesureri On ne

trouvera jamais de coincidence : "ça continuera toujours à

dépasser d'un côté ou de I'autre"'
Le maitre peut alors intervenir soit' Pour encourager,

soit pour accepter des coincidences approximatives'ceci est

Ici non PIus les enfants
ne Peuvent Pas utiliser Ie
procédé classique gui con-

sisÈe à fractionner
I runité Puis à équilibrer
Ie Poids cherché à I'aide

A d'unités et de fractions
d I unités .

Ils essaient de"peser" A avec u, ilS constatent par exemple gue u

estpluslourd,ilsessayentalorsd'équilibrerUavecdeuxexem-
pl.aires de A, etc.. ' jusgu'à I'obtention de 1'éguj'li-bre : ils

disent afors oar exemple : "i1 faut 25 clous dans un plateau Pour

eqlitilrer, -16 plaques dans I'autre' ""
'25 clous sont équilibrés par t6 unités' il" faut

f5 U Pour 25 clous"
'25 fois le poids d'un clou est égal à 15 fois le

Poids de 1'unité"
"Le PoiCs du clou est 16/25 V" '

Sgggfggg : Le poids de Ia plaguette est 25/16 si

du clou comme unité, les enfants disent "on met

en haut".

t_l
ague

-{clou

Mais il n'est pas souhaitable de laisser les

choisir 1'unité car ils ont tendance à prendre lrobjet

1éger systématiquement'

1'on PrenC ]e Poids
le nombre d'unités

enfants
Ie plus

- -./...



r 9r9gPe-l]elg_r'eg::l :

Il faut 4 bandes pour
faire Ia même longueur
que 5 bandes unités,
donc

Bande L mesure 5/4 unité.

. rr peut arriver gue les enfants hésitent un rnoment
avant de reporter bout à bout la rongrueur unité. c,est la con-
ception de "la bande graduée" gui est un peu difficile, mais
nous préférons laisser fonctionner re report de 1'unité prutôt
gue d'en éviter la pratique

4.r.3 - PHÀSE !I : JEU DE COMMUNTCATTON DEs GRÀNDEURS

Lorsque le système de désignation est accepté par tous
les membres du groupe, cerui-ci se scinde en deux. La martresse
donne le reste du matériel.

chaque demi-groupe a devant lui un matériel identigue.
l - Çglgiglg : Vous allez maintenant éprouver la désignation gue
vous avez choisie. Par exemple, le groupe poids émetteur choisit
un clou, désigne son poids à I'aide de I'unité, l'écrit et
envoie ce message au groupe poids récepteur qui devra retrouver de
guel clou il s'agit. De même pour les capacités et res longueurs".

Dans cette actlvité, tous Ies demi-grouges doivent être
au moins une fois émetteurs et au molns I fois récepteurs.

2 - 9rgel!:cliel-
Lors de Ia phase 2 (jeu de communication), il y a éclate-

ment de chague groupe en 2 sous-groupes, I'un émetteur, I'autre
réceptèur.

Pour éviter de devoir doubler 1e matériel, Ies récepteurs
d'un groupe capacité se mettront à la même table que les émetteurs
du second groupe capacité et vice-versa.

on effectuera les mêmes changements de tables pour les
autres demi-groupes récepteurs-

51

Bande unité
H

r-_._l
Bande L

DEA et Doctorat
de
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PHÀSE 1

PHASE 2

caPacltés

ER

poids

Capacités

E,I

poids

Iongueurs poids

J.ongueurs

Poids

Longueurs

\

Longueurs

Capacités



5t3.I.4 - qO}PTE-RENDU DES RESULTÀTS

Lrenselgnant lnscrit au tableau
- re ou 1es messages de chague demi-groupe émetteur
- la réussite ou l,échec

Les enfants de chaque demi-groupe émetteur expriquent à
Ieurs camarades des autres groupes comment ils ont fabriqué leur
message (avec retour à la manipulation si nécessaire) et Les ré_
cepteurs expliquent conrnent ils L'ont interprété et reconnu
1'objet dont il s'agissait.

on conclut que l,on pourrait mesurer des capacités, des
poids, ètc... à I'aide des fractions.
on fera alors des "lectures" de fraction par exemple :
"que veut dire : ce verre a une capacité de 3/4 de u ?,, z

-"i1 faut ajouter 4 fois la capacité de ce verre pour obtenir
une capacité de trois fois celle du verre-unité ï
Même chose pour d'autres exemples.
. des comparaj.sons de deux poids :

un clou pèse 22/37 ; un autre II/I9.
Quel est le plus lourd ?

. dessonmes :

Si je pèse ensemble deux clous, I'un de Ij/25; 1'autre
40/75 r Çue1 poids obtiendrai-je ? etc-..

3. r. S - RESTILTATS DTDACTTQUES

À nouveau, les enfants utirisent des couples de nom-
bres Dour repérer des mesures. ce n'est ni une ,,apolicatj-on,,
des rationneLs, ni une occasion de ',reconnaitre" une situation
comoarable à celle des oapiers car 1l v a des obstacles; par
exemple, )-e langage ou Ia sFnétrie de présentation entre 1'objet
à mesurer et I'unj-té (non et presgue arbitraire) -..
En fait, les enf ants ont surtout réso1u des orobl-èmes oratj-Çues,
de manj.pulation, de comDaraison, d'évorut.j_on, évaluation de som-
nê, d'égalités... des grandeurs étuciées. un autre problème im-
portant est soulevé et "résolu" (seulement Dar certains). si on
reporte des unités d'une part et des çrrandeurs égales à mesurer
d'autre part, est-ce qu'on finira par observer des équilibres
au moins aooroximatifs, ou est-ce gu'on oeut observer une suite
"non finie" Ce déséquilibres ?

.../ -..



MODULE3-Activité2 Séance 13

3.2 - CONSTRUCTION DE LONGUEURS FRACTIONNAIRES

3.2.1. Dans la séance précédente, les enfants attrLbuaLent
des nornbres à des grandeurs (irs déslgnaient la mesure).
Dans cerle-cl, ils vont de plus construire des objets dont
Ia mesure à 1'aide d'une unité, est donnée. (Ils réalisent
une grandeur). 11 s'agira seulement de l_ongueurs pour des
raisons matérielles.

Cette construction gourra suggérerune technlque çfui
rePose sur une nouvelle représentatlon de la notlon de fractlon
(que nous agpellerons MB) pour fabrlguer une bande de rongueur
5/4 de 1'unité, la représentatlon gue nous avons déjà introduL-
te et que nous apperlerons !ra, pernet plusieurs néthodes :
- soit on prend une longueur guercongue, on ra reporte 4 fois
et on compare 1a longueur obtenue à 5 unitésr puls on corrige
par tâtonnements (mo;

- soit on reporte 5 fois l'unité puis on part.age cette lon-
gueur en 4. cette deuxième méthode exlse déjà d'avoi.r un usage
assez soup)-e de 1a déf inition donnée.

rl' en existe une troisième plus efficace si on dolt
fabriguer diveises baguettes de dénominateur 4 : on partage
lrunité en 4 et on reporte le morceau obtenu 5 fois (1"1Ê)

C'est cette méthode que nous allons essalzer de faire
apparaître sans espérer gue les enfants montrent ou disent
gu'elle est éguivalente à 1'autre.
I - MÀÎERIEL: (toutes les baguettes ont la même largeur,
soit 2 crtl, et sont réalisées en papier canson)
- 12 baguettes-unité (grises) de 20 cm

- 4 jeux identigues de 6 baguettes (vertes) dont les longueurs
respectives sont :

5crn +
l0 cm +
15cm +

35cm+
30cm +

45 cm -+

L/4 u
2/4 u
3/4 u

7 /4 u

3/2 u ou 6/4 u

9/4 u

' 4 jeux identigues de 6 bagruettes (bleues) dont les rongueurs
respectives sont :

4cm + I/5u
9cm + 2/5u

15 cm + 4/5 u

28 cn + 7/5 u

5f



24 cm + G/S u 
5'

36cm + 9/5u
- 4 jeux 

l:;":*n"e; cte 
lrro",?""tt'" 

(jaunes)

5 qn -; 2/8u
!7,5 cm + 7/8 u

l2r5 cm + 5rl8 u
22,5 cm + 9/8 u

27rS cm + flrl8 u

- ciseaux
- des bandes de papier affiche de 50 cm de l,ongueur
et de 5 cm de largeur
- des bandes de canson blanc assez longues (largeur toujours
2 cm)

3.2.2. Phase I : Jeu de comlunlcation.

La classe est partagée en 12 groupes de 2 à 3 enfants
Chaque groupe a devant lul I bande uÉlté et I jeu de

5 bandes de la même coul.eur.

' a) çglgislg :

- "11 faut gue chague grouDe désigne par des fractions les
longueurs des 5 !:andes de couleur qui lui sont données,
â 1'aide.de.-trunité (grise) et les écrive toutes sur 1e

même .""".ÉJi êhaque groupe est doncdrabord érnetteur.

Chague groupe recevra Ie message d'un autre grouPe.

À ce moment-là, vous deviendrez tous 'récepteurs. vous
devrez découper dans des ^bandes de papier canson blanc
les baguettes dont les longueurs sont celles indiquées
sur Ie message.

- Ensuite, chaque grouPe récepteur rencontrela le groupe
qui a émis le message décodé et ils vérifieront ensembl.e

gue les baguettes de canson blanc sont bien identigues
à celles gui ont servi à fabriguer !'e message (par super-
position). Si elles sont bien identigues,les émetteurs ont
gagné.

- Si vous désirez du matérlel supplérnentaire, je vous le
fournlrai (papier, ciseaux, etc---)

.../. -.
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b) Déroulement 

 
i) Phase de mesure 

 
* Les 
enfants 
peuvent 
utiliser la 
technique 
habituelle 
 

 

* Certains peuvent s’apercevoir que sur les 6 bandes de couleur 

proposées, 4 sont multiples de la plus petite. Il leur suffit 

alors de mesurer celle-ci. De plus, en reportant cette petite 

bande, tous peuvent constater qu’elle est contenue un certain 

nombre exact de fois dans l’unité. Ils s’en servent alors comme 

unité intermédiaire: 

 
ii) Phase de communication 

 

- Pour plus de commodité c’est l’enseignant 

 

gui fait passer les messages. Ii faut que les groupes reçoivent le 

message d’une équipe gui a des bandes d’une couleur différente 

des leurs (et par là—même de longueurs différentes des leurs) 

 

— Les bandes—témoins de papier affiche ne seront distribuées que 

sur la demande des enfants 

 

— Les bandes de Cançon blanc et les ciseaux seront données en même 

temps que le message. 

Même s’ils ont commence par mesurer d’autres longueurs, ce 

choix des longueurs de bandes favorise des observations utiles a 

ceux gui peuvent les faire pour gagner du temps. 

 

* Pour favoriser ces observations, l’enseignant n’a fourni qu’une 

seule bande- témoin. 
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3.2.3 - Phase 2  Compte rendu des résultats Déroulement 

Les élèves viennent au tableau présenter leurs messages et 

indiquer comment ils ont procédé pour la désignation et pour la 

construction. 
 

L’enseignant s’abstient de porter des jugements personnels sur 

l’intérêt des méthodes utilisées. Il se borne A obtenir que les 

enfants précisent bien les méthodes et les résultats. 
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Séance 14

3.3 - COMPARAISONS DE STRATFTSIES

3.3.r - Obiectlfs.

- Descriptionr pâr res enfants, de Ia manière dont ilsont élaboré reurs messages et construr.t res baguettes
au cours de ]-a précédente leçon
- Pour 1ri:nseigrrrarrt; faire apoaraitre res dif férentes
métboôes de construction (il y en a 2) en disposant sous
forme d'un tableau res renseignements fournis par res
enfants (gui sont inscrits sous forme de croguis).
- llettre en évidence et faire la preuve de l,éguivalence
des longueurs réalisées des deuz manières différentes :

- tr>ar la mise en oeuvre du modèle z
. ou par la mise en oeuvre du rnodèle

3-3.2 - Matérlel :

Même matérieI qr,re la veille.

.3.3.3 - Déroulement :
r) Çgsele_=e!gs_g9e_rÉggllelE_eer_les_e!Ie!ls z

ce compte rendu est dirigé par I'enseiçnant gui inscrit
I'es résultats sous forme d'un tableau de façon à faire
ag:araltre :

- la manière dont les enfants ont réalisé leur messase
( dési gmation )

- la manière dont i.ls ont construit les bagrue-.tes (cons-
truction) à partir des nessages reçus.

Ces résultats ont été notés sur le tableau solls
f orme de croguis simples soj-t par les enfants err:<-rnêmes,
soit par Ie maître sous Ia dictée des enfants (voir
I'exemple ci-contre pour les bagruettes rouges).
2't Lorsgue les enfants ont exposé leur méthode ou recpnnu
leur procédé dans 1es méthoce-q déjà exposées, I'enseignarrt
pose le problème suivant :

"on veut construi.re une baouette de 415 de longueur à pa:-
tir d'une unité donnée"
Réfléchissez aur 2 méthodes gui vous permettraient de Ia
construire ".

Réfle>:i-ons et discussion de srouDes.



b t/5

5921 2ème méthode proposée (modèle B)

l/5 l/5 l/S t/5 l/5 L'enfant Écrlt au tableau :
u l--1 z4

4/5.------.> l/5

l/5 x 4 =4/3
l

3) Le problème est de savoir maintenant si la baguette !'brr

obtenue par la 2ème méthode proposée aura la même longueur
gue la baguette 'ra" obtenue par la première rnéthoôe.

( EgI,gggUC : Ce probl èrne n ' a pas été posé par I , enselSnant
niais par un enfant gui a demandé spontanénrent : "est-ce qu.:

les 2 baryuett es auront I a rnême longueur ?')

Lrensel{nant demarrde âu}: enf ants d'cssayer de trouver
un noyen pour savoir si cette baguette *b' a ef fective[ren]-
I à r,ê;,Ê longueur que rrarr c t est-à-dire 4/5 .

Les enfants ont élaboré, avec ltenselgnant, la démonstration
sui vante :

Dans u, il y a 5 morceau* identigres
(L/51

Dans b, il y en a 4.

lfoisb 1

:: I
3 b 12

4 b r 16

5 u --+ 25 5b

lls s'arrêtent et disent qu'i1 faut 5 b pour iaire 4 u

donc4u=5b
donc b = 4/S de 1'unité (d'après Ja définition

ou rationnel gu'ils connaissent)
La longueur i'bil est dcnc bien éqale : rraÙ = 4/5 ôe u.

r#
b F-{

Si. on met :

lfoisu-1 5

2u. j]0
3u-15
4 u ---+ 20
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. lère méthode proposée (commensuration)
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MODULE3-Activité4

PROBLqMES

l- Un marchand de tissu a vendu successivement la moitié drune pièce de velours,
puis le quart de cerre même pièce.

10) Quelle fraction de la pièce lui resre-r-il à la fin de la journée ?

2"\ La pièce de velours mesurait 24 mètres, quelle longueur de velours
reste-t-il ?

2. Claude a un sac de billes. Au cours drune partie, it perd successivement :
3de ses billes puis 

"r"or" f, de ses billes.

l") Quelle fraction de ses billes a-t-it perdue ?

2") Quelle fraction de ses billes lui reste-t-it ?

3") Au début du jeu, il avait 63 billes dans son sac.
Combien en a-t-il à la fin de la partie ?

Remarques sur I'activité 4.

1. Cette activité peut se dérouler en 2 temps :

A) choix d'un probtème par t'enseignant.
a) lecture silencieuse du texte par les enfants.
b) explication éventuette de la situation (proposer aux enfanrs de

la représenter par un croquis)

c) Recherche individueile des enfanrs
d) correction, exptication et rédaction collectives.

B) recherche et rédaction individueltes de lraurre problème.

2. Le problème no 2 est beaucoup plus difficire pour les enfanrs que le no l.
En effet, ils ne reconnaissent, dans cette situation, aucune des signifi-

cations des fractions qu'ils ont vues jusqu'alors: épaisseurs de feuilles, désigna-
tion d'une capacité, d'un poids, longueurs de baguettes.

.../...
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La deuxième difficulté est qurils ont beaucoup de mal à comprendre
qurici, l'unité est le sac de billes. ll est nécessaire de les aider en représentant
ce sac de billes qu'ils doivent considérer globalement.

3 ,3t

2
9
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COMPOS:ITIONS TRI MESTRIELLES

et

CONTROLES DE FIN D'ANNEE



386

COMFOSITION 2ème TRIMESTRE

Première partie

O Ecrire 2 fractions égales à 15'r25

O Ecrire sous forme décimales : o,027 =

3,08 =

27t4 =

O Donner une écriture à virgule de : 4/lO0 =

28O /5O =

17 /20 =

500/100 =

O Placer les fractions suivantes sur la drolte :

i/to i 3s0lr00. i 95/50 ; 9/25

O Décomposer les nombres comme sur I'exemple 3

27.34 =

t79 ,456

0r105 =

+7+3/to+4/roo20

o "rr".drer 
chaque fractl-on par deux entiers 'consécutlf"

1( r5/ro
< 3r2lr00

exemPle :
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Deuxième partie

O Effectue les calculs sulvants 3

7 + 2rr05 + 01842 =

567 - l{,03 =

0125 x 3000 =

Dans un réclplent de 35 litres' on a versé successlvement

t2.35 litres i 9 lltres i 5'475 lltres.
conbLen de litres faut-il ajouter Pour finlr fle

le remplir ?

Pendant les lracances de févrl-er, j'ai acheté 18 cartes
postales â l160 Francs chactrne.

Pqrrlesexpédierri'aiachetélestisbres:
sur 12 cartes, j'ai ml-s un timbre â 2 

'l-O 
f ra"cs i

sur Les autres, j t ai ml,s un tlmbre à I ,70 f rraacs.

Comblen ai-je déPensé en tout ?

pour payer, j,ai donné I billet de 100 francs, eonbien

mra-t-on rendu ?
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COMPOSXTION 3ème TRIMESTRE

Première partie

ô Effectue 3\_7
7 029,5 + 834 + 7,956 =

3 408,6 979 ,675 =

549 x 60,4$ =.

Encadre les fractions suivantes entre deux décinaux au

l/l 00 près

,,. r, < 1409/275<

Les 3 'côtês d'un triangle quelconque ont pour mesure :

5r7 cm

2,8 cTn

3,5 cm

Reproduiscetriangleenl'agrandlssantdetellesorte
qu'à 4 cm corresPonde l0 cm'

Pour eela,
Caleule les notr-velles mesures'

Dessine le triangle.
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Deuxième partie

(n La lieue marine est une ancienne mesure cle longueur corres-
\.--./

pondant à une longueur de ':r,5 km.

Ju les Vernr: , rians un de ses romans , (:r i.mag irré gu 'un sous-
IIlariD, "1e llarrti]Lls", atraiL narcc)uru "20 000 Iieues sous Ic's
nie rt: t' '
9'..i€:l1e distance, (an km, .:rrri:'it percoilrue 1e "Nautilus" ?

( 2 ) ur," personne a 2 posslbllités 'our effectuer un déplacement
\-/

de 400 klLomètres :

soit en chemin de fet, à raison de 0'38 F' le km

soit en l0uant une voiture dont Ia location s'élève à 95 F'

et qui eonsomme 9 iitres <l,essence aux 100 km., le prix du litre

étant 4 ,7I F.

I o ) Trouve Ie pr:Ix de revie:rtt iicrresPondant à chacune des pos-

si bi.1ités.

2") Quel est Ie mov.an de transpo'rt le plus économique ?



.NOM !. . I t a r r t a al M a a a a a l l a a l a a a a l l a l. a

CoNTROLE D'ACQUISITIONS SCOLAIRES

cM 2 ANNEE _1 984-r985

390

CLASSE ! ,, taaaa ttaallal

.I CALCUL RAPI DE

l)

2\

i.'ompIète

2,5 x
2,75

Ecris le
(2x
(5x

Ies opérations :

= 25O

[...o. = 27r5O

nombre qui manque :

rO0) + (...x 10) + J = 247

80) + (4 x f5) +....= 530

450

L25

x
x

4r5o
r25

convient 33) Sans compter I'opération, encadre
3236 x 58

1613 72t;187 688 t t5 62-a;

l-e résultat qui

187684 i6 788

TI NUMÉRATION OPÉRATIONS

l") Ecrls en chiffres :

Sept mille huit cents ;"" """

Soixante dix nille trente cinq

Neuf cent trois miLle deux :'"" "e""""

2o, QueI est le nombre entier gui est juste avant 29O 000 ?

euel est Ie noribre entier qui est juste après 79 099 ?

3") Ecrls en chlffres

Quarantehuitunltésseptdj.xlèmes3...............
Douzeunltégtroiscentl.êrnes3."...................
tlrvanla a{nC Centl"èmgS :." t"o..oo"".."tt"t'
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'4", Entoure le prus petit des nombres suivants
sous Ie plus grand

g ,7Og g,0g g ,o7g g, g0

5o) Entoure pour chacun des nombres suLvants le
dlzalnes

CLASSE !,,.,.r,rr.1

et mets

9,097

chiffre

une croix

des

3? t47 ,92

6") Ecris un nomb:re décimal.

lr8 r0 304

situé entre lr2 et 1,3

7"1 place sur la droite graduée les
2r2 2 163

Place sous
o

nombres suivants

2 rO4

chaque flèche le nombre gul correspond

8o) opérations :

t2,o4 + rog,g74 + 359 =

8 7,956 =
2,68 x 3O,9 =

148r5 : 33

Calcule

Calcule

Ie

1e

produit de f9B5 par O,25

quotient exact de 19,g5 par 25
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CLASSE ! ... .. r. r. rNOH !,,,, r.. laltatatttttt

Plerre a 18,55 francs de plus dans
Jacgues gui a 9,20 francs. Comblen

son Porte-monnale gue

Possède Plerre ?

Un casier de L2

Quel est le prix
bouteilles cotte 56,40 francs.
d'une bouteille ?

Colette pèse 15,5
Orel est le poids

kg de moins
de Colette ?

que sa mère gui pèse 65 kg.

6) A 40 francs le kilo, combien coûte un rôtL de 3550 g. ?

Une classe de 25 élèves

3/5 de ces éIèves savent
cela fait-il dréIèves ?

va régulièrement à

naqer à la fin.de
la piscine. Les

1'année. Combien
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N01'1 !.....rr.rrt. aataa tr. r.r.r.rr rr... CLASSE 1.....tr...

PROBLEME

Pour acheter des livres de bibliothègue, le direc-
teur d'une école riisrruse ti'une somme de 710 francs. II achète

une série de f8 livres à f6 F. I'un Puis une autre série de

24 livres à 13,50 F. l'un. Pourra-t-i1 acheter d'autres livres
à 15 F. l'un ? Si oui, cqnbien ? Lui restera-t-j-1 de I'argent ?



I
t
t-- 

-

/

394

CLASSE :
NOM :

GEOMETRIE

1) Sous chaque figure, écris le nom le plus précis

I
!_ _ 

- 
- - > --

vL.
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2) Trace un cercle de 7 cm de diamètre

3) Trace un triangle rectangle dont les côtés de l'angle droit

mesurent t 613 cm et 8r4 cm
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4) Construis un triangle quelconque dont les côtés mesurent :

Il cm i 8r7 cm, 4r2 cm.

5) La largeur d'un terrain rectangulaire mesure 23r5O m. Sa

longueur mesure 12 m de plus que sa largeur. Calcule le
périmètre du terrai.n.



filJn-T-l
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SYSTÈHE MÉTNtOUE

I ) Classe du plus 1é9er au plus lorrrd :

3,5k9i4tî60giôCOOqî
Classe du plus Pettt au Plus grand

01285 dam t 3 m i 27,94 &î i 29o cm

2l Trouve l runlté qrit convLent :

Ce 'camlon Peut transPorter une êharge de 8 [-J
Cette boutellle contl ent 4f 11
Cette salle a une superfiéie de 25 f-l
La dlstance de Paris à Bordeaux est de 580 f-l
Le polds de 4 tranches de jambon est de 540 n
La contenance d'une bouteille de vin est de 75 lJ
Lrâge d'un petit enfant est l8 f-l
La tallle drun garçon de l0 airs est 138 n

3) L2r5 m2 = dm2

22l8l5 cm- = ml
t2I dam- = m-
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PROBLEMES D'ENSEIGNEMENT DES DECIMAUX

:T - INTRODUCTION 
,.

Comparer, mesurer, reproduire des longueurs,'des m2sses

ou des volumes sont des activités considérées comme tout
à fait fondamentales, et, en conséquence, elles doivent être
apprises dans les premières années de la scolarité, tout de
suite après celles qui consistent à classer, ranger, dénombrer
ou reproduire des collections finies. Ces activites mettænt
en æuvre des êtres mathématiques, Jes rationnels ou ,ùes

rotionnels décimoux. En prenant en considération la stmctu-
re mathématique gui les définit et en régit I'empioi, il est
possib)e de réorganiser ces apprentissages autour d'un proiet
théonque cians lequel les acquisiiions des élèr'es sont idenri-
fjée.. paJ les connaissances qui s']' rér'èlent. ordonnées et
justifiées par ja piace que ces ciernières tienneni actuel-
jemenidans}ecorpscjesconnaissancesscientifiques.

Ol, c'est bien parce qu'il existe cies praiiques socia.les

famiiières correspondantes et donl I'origine plonge dans ia
nujt des temps qu'on peut entreprencire un tel projet;
car si les résulfats paraissent clairs, les actions assurées, lg5

méthodes ér'idenles, les propriérés utiles, ces activités sônl
souvent en réalité, à ]' bien réfléchir, d'une très grande

complexité, ainsi d'ailleurs que les concepts. dirs élémenta:-
res, qui 1' son1. engagés. Les rapports entre ces théories et

ces pratique-q resteni très m1'slérieur des jors Qu'on t'eut
les traduire en comportemenls des sujets qui accompiissent
ces activitxls, €D modificotions cie ceux gui les apprennent
ou en décisions de ceux qui les enseignent-

C'est pourquoi I'objet de cette étude apparaÎtra à certains

excessivement présomptueux.
Il s'agit, en effet, d'étudier les conditions dans lesquelles

cès comportements ou ces appropriations peuvent apparai-
tre, ainsi que lei rapports qu'entretiennent les conceptions
mathématiques - dont ces comportements sont I'indice -
avec ceriains caractères des situations qui les accompagnent'

Le nombre des variables auquel on peut s'attendre justi.
fierait tous les pessirnismes car un tel projet ne peut pas

faire l'économie d'ttne mise en expériencc de ces rapports,
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selon une rnéthr:dologie éventuellement spécifique, pas plus
que celie d'un investissement théorique initial.

De plus la finaiité de ces obsenrations est, bien entendu,
de permettre une organisation et un contrôle de ces situa-
tions à cies fins d'enseignement, ce qui nous conduit à
essayer cie reglérer le ehamp des choix possrô/es plutôt qu'à
nous borner à I'obseruation et à lacomparaiscn des pratiques
actuelles cle I'enseignement des rationnels et des décimaux.

Notre tr:xte s'a-limente d'un ensemble d'activitris et de
recherches rians le champ ainsi découpé et qui ont pris nais-
sance €n 1ç'{ 4 atr sein de I'IREI\T de Bordeaux (l'ensemble
des personlie;c concernées par ce travaii comprenant : les
étuciiants ei les enseignants du 3è cycle de cidactique des
IMathémniiqries, Ces instituteurs de l'écoie i\,{ichelet pour
l'obsen'afion et les prcfesseurs d'école norrnale de la région).
Notre t,e:i.* ne consti'Lue pa-s un compte renclu de recherches
et à foriinl"l cl'une recherche unique.

Il nous a perï d'ailleurs nécessaire d'introduire le lecteur
aux déhais cis: didr+.r-fiçse par une voie différenre cie la pré-
sentatir:rr i:r-râiiémirlue habituelie des travaux scientifiques.

Nou:; a\'{rîrs rcmrnencé par I'analvse de curricula typiques
des anne Es tlO eL 70 et de I'effet épistémoiogique de ia
réforme de 7 0 sur les conceptions des élèves et des maîtres
relativement, aux décimaux. Nous avons vouiu faire cette
première etude dan:; ie langage et dans I'esprit qui étaient
ceux des époques considérées, de façon à rnénager au
lecteur un accès famiiier à la fois à I'objet obsen'é. aux
phénorrràne.s el aur débats, c'est-à-dire à la siruation actuelle
des prcblèr:ne.s :,ri:crCés par la didactique des mathémariques.

Cette anal5'se sera suivie par I'examen des résuitats er celui
des alte:"n;il.ir'*s citvertes à cette méthode, par diverses théo-
ries de I'apprentissage de I'enseignement ou du dér'el oppement.

Cet exemple introductif permettra donc aussi d'attester
des phénomènes dont, certains seront étudiés expérimenta-
lement dans la srtite Cu texte.

A un mûmeïlt ci: un certain nombre d'États s'apprêtent
à adopter ie s5's1sme métrique, il m'a paru assez opportun
d'examiner avec qr.relques détails à quel enseignement on
est parvenu dans le pays qui le premier en a adopté I'usage.

Cette prdsent:rtian ne va pas sans risques, en particulier
celui de la ccnfusion avec le discours pédagogique classique
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en usage clans les échanges professionnels, ou avec les arti-

cles polémiques fondés seulement sur des opinions- On ne

manquera pas de me reprocher de revenir à ce genre au

moment même où nous manifestons notre désir d'installer
la didactique comme champ scientifique'

Mais il ne faut pas se trornper sur ce mode de présenta-

tion : une telle anaiyse n'a été possible que par I'existence

du travaii expérimental évoqué plus haut et qui sera présen-

té dans ia deuxième partie de cette étude. Queiques termes

ou quelques idées anachroniques n'échapperont pas au

lecteur averti.
Il faut qu'ii soit clair, paï exempie, QU€ notre analyse un

peu rapide de la position cie Diénàs, si elle s'appuie sur des

obsesrations assez longues. s'autorise surtout de I'existence

d'une autre théorie des prccessus de genèse des concepts

mathématiclues. Cette inléricrisation active et dialectique

se substitue à f int-é::iorisarion immédiate de Diénès pour

amener le caractère intalrzrctif des connaissances que notre

partie expéimenlale âuïa pour trut de faire fonctionner
et d'obselver"

< Dans les sciences plus qu'aiileurs on est amené à con-

fondre la connais-cance telie qu'cn la transmet et ia connais-

sance teile qu'on la crée )). Cette opinion de Bachelard(*)

rend indispensabie I'analyse histcrique et épistémologique

de la notion de rationnel et de 'lécimal. celleci nous donne-

ra des exemples de fonctionnement des concepts dans

di'erses situations et nous permettra d'en relever les carac-

téristiques et d'étuoier cell.es qui clonnaient leur significa-

tion aux notions. Nous icientifierons principaiement la

nature des obstacles qui s'opposent à l'évolution des con-

naissances"
Il conviendra aiors d'essa-Ver de reconnaÎtre ceux de ces

obstacies qui sont ccnstitutifs du concept et le type de

situations qui leur sonl associées"

Mais dans cette partie aussi seront engagés, comme dans

Ia première, des insr.rument,s conceptuels déjà élaborés et

nor exposés préalablernent.. Divers projets de genèse du

concept po,r*orrt être envisagés. L',étude des possibilités

de les réali.scr mettra en él'idence les problèmes théoriques

( t ) Essoi sur Ia connaisso ttcc opprochëe, \/RIN '
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ou pratiques ainsi soulevés. Nous aboutirons alors à formu-
ler des choix au sujet de la mise en expérience dlun proces-
sus didactique réalisant ce projet d'enseignement. Nous
analyserons ensuite les enseignements qu'elle fournit sur les
différentes questions posées.

Nous ne donnerons pas d'autre but à cette étude que de
présenter I'enseignement des rationnels et des décimaux
en tant qu'objet d'études et source de questions de didacti-
euê, mais nous discuterons en temps voulu des problèmes
scientifiques ou méthodologiques qui s'imposent.

2 - L'ENSEIGNETIENT DES DECIMAUX DANS LES ANNEES 60
EN FRANCE :

Au début des années 60, les t nombres décimaux > ainsi
que les < fractions ordinaires r très simples sont inscrits
au programme des quatrième et cinquièrne années d'école
éiémentaire 1CNI1 : 9-10 ans et CM2 : 10-11 ans).

Description d'Ltn curriculum :
Voici le résumé d'une méthode exposée dans un ouvrage

très répandu depuis 1936 et qui présente bien des pratiques
stables et courantes chez les maîtres de l'époque (arithméti-
que nouvelle au cours moyen de R. Joily - Fernand Nathan).

La leçon d'introduction (p 12,6ème leçon : durée lh) :

a) L'ouwage évoque des mesurages de longueur avec un
mètre pliant. L'enseignant les fera réaliser à moins
qu'il fasse lire le texte ou commenter les images seulement.
On ne trouve aucun commentaire sur les difficultés prati-
ques de cette activiki ni sur les particularités du dénom-
brement d'unités à I'aide d'une graduation. ,

b) Il énurnère les rr sous-multipies I du mètre - qui sont en
réalité les <r multiples I de la plus petite unité présentée :

le millimètre.
c) Il fait écrire le résultat de cette opération sous la forme
d'un r< nornbre décimal l. A cette occasion, le mot < entier >

apparaît pour la première fois dans le cursus scolaire pour
distinguer un rr nombre r sans partie décimale, pâr opposi-
tion à a nombre décimal r qui comprend une partie entière,
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une partie décimale et l'indication d'une unité - ainsi les
nombres entiers ne sont pas des décimaux.
d) L'analyse de cette écriture - placée dans un tableau -n'est rien d'autre qu'un exercice familier de numération
avec un changement de nom pour les têtes de colonnes.
e) Toutefois, ce changement de vocabulaire conduit à une
nouveautri car la justification du nom de ces sous-unikfs
se fait par référence à I'unite principale. Ainsi, au ( groupe-
ment par dix > des études de numérations, se substitue une
r< division par dix > de la construction des graduations du
mètre. on ne peut pas savoir si cette r< division r s'effectue
géométriquement, ni comment : il suffit sans doute que le
résultat coïncide avec la division dans les natureis et cette
parbie n'est I'occasion d'aucune question, d'aucun problème,
d'aucune action pour l'éiève qui ne partage ni ne divise rien.
f ) L'ouvrage donne quelques exemples d'emploi du mot
<< unite )) - qui désigne ici l'objet matériei reporté - mais
indique seulement par un titre : ( changement d'unite ))

qu'ii faut expliquer aux enfants comment faire des conver-
sions d'unites,
g) En fait, le véritable contenu de la leçon est indiqué par
les exercices écrits : recopier le tableau de numération et
y placer des nombres, exprimer des longueurs données
en mètres et en ses sous-multiples et <r dessiner une droite l
de longueur donnée!

Le système métrique. Les problèmes :

a) Cette leçon est suivie de 7 autres - où I'on apprend,
toujours uniquement à propos de longueurs et à travers
des problèmes pratiques, à faire I'addition, la soustraction
et la multiplication par un entier des nombres décimaux -
et d'une leçon de révision présentant le tableau des muitipies
et des sous-muitiples du mètre, intitulée r< numération des
longueurs )).

b) Pour chacune des autres grandeurs, sauf pour les angles :

capacités (2 leçons), poids (5 leçons), monnaies (3 leçons),
les leçons d'introduction sont calquées sur le même modèle.
c) 11 leçons seront consacrées à l'étude d'autres grandeurs :

surfaces, volumes, densités, vitesses et aux < systeme de
mesure )) correspondants.
d)Toutes ces leçons sont suivies d'applications où il s'agit,
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le plus souvent, de calculer des prix, des longueurs, des sur-
faces, des volumes etc... et où les décimaux sont utilisés
quotidiennement.

Les opérations dons les décimaux :

Le manuel propose d'apprendre la multiplication d'un
nombre décimal par 10, 100, 1000, puis par un naturel,
puis celle d'un nombre entier par un nombre décimal et
enfin celle de deux nombres décimaux.

Il faut noter que dans le produit d'un décimal par un
entier. le changement d'unité permet de prouver la validite
de la règle. Par contre, dans le produit d'un nombre entier
par un nombre décimal, ce dernier perd I'indication de I'uni-
té qui ne peut pius être changée. La règie est donnée sans
preuve. La vérification_ - établie dans un cas particulier, à
I'aide d'une fraction , ! remplaçant 0,5 * est empruntée à
une pratique courante- car aucune théorie n'a été faite
encore à ce sujet.

L'étude de la division - définie comme une opération
concrète : on divise un gâteau - suit un plan qui atteste ici
aussi le scuci de coller, à la fois, à des représentations men-
tales qui permettent de la comprendre et à I'exécution de
tâches progressivement plus complexes. L'ordre des leçons

- division d'un naturel, puis d'un décimal (mesures) par 10,
100, 1000, division entre naturels et quotient décimal,
division à dividende, puis à diviseur décimaux, enfin divi-
sion de décimaux - suggère d'expliquer chaque étape de
I'aigorithme pa-r les précédentes mais ces explications ne
figurent pas.

La justification de la division par un décimal, qui perd à
nouveau I'indication de I'unité et son caractere de <r mesu-
re )) (*), s'appuie sur la propriété établie sur les naturels et
étendue sans commentaires aux décimaux de I'invariance du
quotient dans la multiplication du dividende et du diviseur
par un même ncmbre. Une leçon spéciale est consacrée
à la division d'un dividende par un diviseur plus grand que
lui.

(*) Le mot a mesure )) sera employé dans tout ce paragraphe, non pas
dans un sens mathématique mais dans le sens courant que lui donnait
I'ouwage étr.rdié.
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Les fractions décimales :

Elles sont introduites, juste avant les fractions ordinaires,
comme une écriture nouvelle du décimat déjà étudié. Les
5 leçons qui leur sont consacrées consistent à reformuler les
règles de calcul des décimaux en termes d'opérations sur les
fractions.

Il devient clair à cette occasion que c'est la théorie des
écritures et non des êtres mathématiques qui est enseignée.
Ainsi 3/10 est une fraction décimale mais 712,215, 3/5 etc...
sont des < fractions ordinaires l !

Les justifications et les preuues :

Contrairement à d'autres ouwages de la même époque (x)
qui se contentent d'énoncer et de faire appliquer les règles,

ce manuel tente de les justifier soit par une vraie preuve, soit
par un exempie. soit par une vérification. N1ême dans les cas

où la preuve n'est pas possible, Ia présentation du texte
suggère que l'élève peut et doit comprendre. <t Le quotient rr

de 2 nombres quelconques est toujours un décimal soit
( exact l soit ( approché rr.

Aucune étude n'est faite d'un rationnel non décimal.
L'élève doit arrêter la division lorsqu'il a obtenu une préci-

sion raisonnable dans le contexte. Cette convention n'est
même pas énoncée, elle est pratiquée de fait.

Anall,se des choix caroctéristiques de ce curriculum et de

leurs conséquences :

Conception dominante du décimal scolaire en 1960 :

Cette méthode peut être considérée comme typique de

celle de l'époque au moins par les traits suivants :

a) le décimal est toujours I'expression d'une ( mesure ))

(au sens non mathématique);
b)ces mesures s'effectuent dans le système métrique;
c) le décimal est défini en tant que nombre naturel muni
d'une indication d'unite et d'une virgule qui repère le chiffre
de cette unitti;

(*) Par exemple Bodart-Bréjaud chez F. Nathan.
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d) les algorithmes de calcul sont présentés eomme étant les

mêmes que pôur les naturels, complétés seulement d'une
procédure relative à la virgule.

Conséquences sur le produit dans les décimaux :

Ces choix ont des conséquences que l'ont peut apercevoir :

a) Pas de décimal oPérateur :

L'écriture 3 ,25 n'a aucun sens si le type de mesure effectué
n'est pas accompagné de I'unitr5 indiquée. L'emploi des

décimaux sera donc limité aux cas couverts par I'ancienne
dénomination de <r nombre concret rr.

b) Le produit n'a pas de sens :

Il sera donc presque impossible à un élève de donner direc-
tement un sens à l'opération qui consiste à multiplier quel-

que chose par un décimal :

(( 3,25 m x 4 ; peut se ramener à une addition, Comme

dans les naturels; mais pas << 4 m x 3,25 rr si 3,25 n'est
pas obtenu par une évaporation de I'unité. Ce ne sont pas

des artifices comme ceux que nous avons signalés qui peu-

vent abaisser l'obstacle. Des équivalences du genre :

r< 4 rn x 3,25 = 3,25 m x 4 l sont inconcevabies;
ainsi que :

7.,25m x 4,38 - 7,25x (4 + 0,3 + 0,008)

- 7,25x 4 * 7,25x 0,3 + 7,25x 0,08-
Le produit ne peut plus être interprété à I'aide de la

représentation dans les naturels qui a sen'i de définition'
Pour continuer à donner du produit de 2 décimaux une

représentation < concrète )), c'est-à-dire conforme à la

concepticrn décrite plus haut (Conception dominante du

décimal scola[re en 196A), il faut en restreindre I'emploi,
soit aux cas de < mesures-produits )) ' 

par exemple la surface

d'un rectangle, soit à celui des isomorphismes de mesures'

par exemple le prix d'une quantité non discrète, le poids

d'un volume donné d'un corps homogène etc"'
,c) Mesures-produit et dimensions :

En fait, dans le cas des mesures-produit, Pâr exemple la

surface du rectangle, on écrit :

2,,5 x 3,25 - 8,125 seulement si on a choisi convenable-

ment I'unité de surface (le rectangle ayant pour longueur

I'unité choisie pour le premier nombre et pour largeur celle

choisie pour le second).
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Il n'existe pas de moyen de justifier à priori cette formule

plutôt que celle-ci :

2,5 r3,25 = 812,5 ou celle formée avec toute autre valeur'

d)Proportions :

Le cas des isomorphismes de mesures est plus favorable. L'une

des mesures agit sur I'autre comme un ensemble d'opérateurs

multiplicatifs tout en restant une mesure. Il exige toutefois

une nouvelle interprétation du produit de deux nombres soit

construite et si possible engiobe I'ancienne, celle utilisée par

Al Kwarismi u,, ixè siècle pour unifier la notion de nombre :

a x b est le nombre qui est à ( b )) comme ( a D est à ( 1 rr'

Les timides tentatives que I'on peut observer pour déta-

cher le décimal de sa fonction de résultat d'une mesure

restent tout à fait formelles :

- substitution de noms pius généraux (unités, dixièmes,

centièmes.;, à ceux spécifiques du système métrique et

proiongeant les dénominations dans les naturels (dizaines,

centaines'' etc"'); 
re nombre s,2b m

- rejet du nom de I'unit'ri avant ou apres

ou m : 3,25 au iieu de 3m,25 (depuis 1945)'

La suppression, pure et simplé, d. la mention de I'unité,

à partir d'une ceriaine ieçon et sans avertissement - I'éva-

poration teile qu'on la verra utilisée sysklmatiquement

àprèu la réforme dà 19?0, est franchement abusive mais ne

se produit que furtivement, la pression des mathématiciens

po* faire iioler les êtres, dont ils théorisent la structure'

n'étant pas très forte à cette époque'

Les deux représentations des décimaux :

C,estpourquoionpeutconstaterquelesrapportsetles
proportions qâ t'lnteriàur d'une même grandeur - nombres

abstraits) sont toujours exprimés, s'ils ne le sont pas entiers'

en fractions (ordinaires ou décimales) ou en pourcentages'

on pourrait supposer que cette spécialisation du vocabulaire

n,est qu'une tài" de l-'histoire, mais il est probabie qu'il lui

correspond des représentations distinctes : d'une part, les

décimaux reprérer,tant des mesures munis d'une addition

et du produit par un naturel, d'autre part les fractions,

bien qu,appareÀment définies elles aussi à partir de la

mesure (la tarte que I'on coupe et dont on prend quelques

parts) sont employées comme des rapports'
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Le bon fonctionnement des raisonnements ua donc dé-
pendre de Ia facilité auec laquelle les élèues pourront passer,
en une situation de résolution de probième , de I'Itne à I'autre
de ces représentations. La capacité à substituer I'une des
formulations à une autre au cours d'une interrogation, n'est
qu'un indice que l'élève pourrait effectuer ces changements
de point de vue. Nous ferons plus loin I'historique de ces

rapports.

L'ordre des décimoux :

a) Mais en fait, ces décimaux scolaires sont restés des entiers
naturels. Dans toutes les mesures il existe un sous-multipie
insécable, un atome au-dessous duquel toutes les val.eurs
subliminaires se confondent. It{ême si la définition laisse
entendre que toutes les unites de grandeur peuvent être
divisées en dlr, ces divisions ne sont jamais - dans I'ensei-
gnement élémentaire poursuivies impunérnent au-deià
de i'utiie ou du ra-isonnable, même à travers la fiction com-
mode du ca-lcui de ia division. Cette tendance s'exprimera
nettement dans les commentaires des progtammes de 1970
où le décimal est introduit comme mesure du cardinal
d'ensembles finis : ( le millier étant choisi comme uniki, la
population d'une ville de 10850 habitants s'exprime par le
nombre décimal 10,850 l.
b) Dans ces conditions, les décimaux restent munis d'un
ordre discret, celui des naturels : beaucoup d'élèves auront
du mai avec cette définition à imaginer un nombre compris
entre 10,E49 et 10,850. D'ailleurs, ce genre de questions
n'est jamais posé à l'époque et ne peut se résoudre que par
un apprentissage d'algorithme ou en < imaginant rr une nou-
velle sous-unité. I\{ais comment ?

c) Les comparaisons et les sommes de décimaux ne seront
souvent correctes que si ces derniers sont écrits avec le
même nombre n cle chiffres après la virgule, c'est-à-dire
s'ils sont présentés dans le même Dp (ensemble de décimaux
tels que 10n Dn € N) et donc s'ils interprètent comme des

naturels ( * ).

(*) Ce modèle a été ét,udié avec précision par IU.L. Izorche: <, Les

réels en classe de 2nde )). Ir{émoire de D.E.A. Bordeaux I. 1978.
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Les emboîtements de ces IDp (lDO C IDl C IDz "' C Dn)

seront malaisés dès que la situation ie coni'pliquera, surtout
pour Dg, I'ensemble des naturels, car nous avons vu que si

les déciËraux sont au fond des naturels, les entiers ont été

déclarés ne pas être des décimaux!

L'approximation :

a) La distinction entre partie entière et partie décimale

découle de la pratique de la mesure et de l'évaluation sur-

tout dans les calculs où I'opération sur les parties entières

donnent I'ordre de grandeur. Cette distinction est bien utile
car 0,31; 3,1; 31... ont tendance à s'identifier (iI suffit de

choisir son unit<5).
b)l\{ais alors, le décimal ainsi coupé en deux' sera tenté de

suivre certaines règles pour la partie entière et d'autres pour

la partie décimale. Par exempie 3.9 sera inférieur à 3.72

lpulsque I < 12\ (317, des élèves de C\{2 : I'N'R'P', 1979)

ou bien encore 2.3 x 2.3 donnera mentalement 4,9.

c ) Les décimaux seront identifiés avec les parties décimaies

et donc inférieurs à 1. Les élèves hésitent à trouver un déci-

mal ayant un seul chiffre après la virgUle et supérieur à 0,9)"'
d)Cette idée que la mesure conduit à fournir un nombre,

< approché D mais ( qui compte ) et un petit bout négli-

guuUtu s'ancrera fortement, surtout à l'occasion de la divi-

iiotr qui fournit des suites visiblement infinies qu'il faut

enfouir sans procès puisqu'elles n'ont pas de statut possible.

e) Et lorsque plus tard, un étudiant considère dans un pro-

bième une série I an à termes positifs, dont le terme général

tend vers zéro et f'ense qu'elle converge, estce palce qu'il

remonte I'implicaiiott d'un théorème connu, ou piutôt
parce que subsiste quelque par! I'idée que (V e I n tq>n

- 
a^ < e ) veut dire que 3n tq p>n --- âp':0 par
P.,

re.Ierence a ta représentation. des décimaux qu'i[ a appris

dès I'enfance ?

Influence des idées pédagogiques sur cette conception

Appréciation des résultats :

A cette éPoque, ces

tenues pour mineures.
difficultés n'apparaissent pas ou sont

L'enseignement de I'arithrnétique ne
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présente pas dq difficultes pour le maître et pas beaucoup pour
la plupart des enfants. Et s'il y a en rnathématique un ensei-
gnement qui ne prête à aucune discussion et ne présente
aucune difficultés c'est celui des décimaux. Il est d'ailleurs
si profondément associé à l'usage du système métrique et
aux mesures évoquées dans les problèmes scolaires, qu'on ne
voit pas alors comment on pourrait, )'etnseigrter autrement ou
ne pas réussir à I'enseigner.

Il faut expliquer cette opir"rion pour conrprendre réel-
lement les conditions de i'enseignement des décimaux à

cette époque.

Méthodes clcssiques :

Tout d'abord, aucune des théories pédagogiques cie l'épo-
que ne prétend ni ne peut foumir de variantes qui donneraient
une altemative à la conception cicn:itranie du décimal sco-

laire de 1960. Des contenus sont supposés être corrstitués et
organisés seion les règles de leur cliscipline et la pédagogie
n'est que I'art cie les communiquer. Tiiie est supposée n'avoir
pas de prise ou d'effet sur eux.

Considérons d'abord les plus ancietrnes :

- Les méthodes dogmatiques crinduisent à faire d'abord les

règles puis à les faire appliquer.

- Les méthodes maïeutiques procèdent par questions-et
réponses et simulent une redécouverte de la règle"

- Les méthodes actives insistent sur i'importance du temps
consacré à I'activité de l'élève el surtout I'activité manuelle
par rapport au temps d'écoute ou d'apprentissage formel,
mais ces activittis sont, soit des rrranipulati,:ns illustrant, un
discours introductif soit des exercices. Prisonnières de

I'idéologie de la main qui modèle l'esprit, elies ne trouvent
qu'accidentel.lement des situations-problèmes efficaces.

- Le courant empiriste sensualiste influence les manuels
à moins que ce ne soit I'inverse, et ceux-ci se gonflent
d'illustrations colorées.

Toutes ces méthod.es respectent les principes suiuanls :

a) Aucune connaissance n'est introduite qui ne puisse être,

soit admise immédiatement, soit définie ou expliquée à
I'aide des acquisitions antérieures"
b) Chaque définition ou erplication doit. être formulable
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et justifiable - sinon formulée - dans le langage de la scien-
ce enseignée - ou au moins dans son expression culturelle
la plus répandue.
c) Chaque ( enseignement r donne lieu à un apprentissage
identifiable et contrôlable, et, à la limite, seul est enseigné
ce qui peut être appris.
d) Les acquisitions entreprises se prolongent et se justifient
par I'usage - importance et fréquence - qui en est fait dans
les leçons antérieures.

Optimisation :

Ces principes conduisent naturellement à une conception
de l'optimisation de I'enseignement qui implique principale-
ment que :

a) Chaque leçon doit viser le maximum d'acquisition (le
débit) compatible avec les capacités d'apprentissage des

élèves.
b)L'apprentissage d'un concept doit donc se faire sous une
forme qui utilise au mieux les connaissances antérieures et
les modifie le moins possibie.
c) Il doit demander le minimum de temps et doit se rentabi-
liser par un usage ultérieur assez fréquent dans des applica-
tions d'intérêt pratique.

La leçon d'introduction que nous avons minutieusement
relatée ne semble pas satisfaire la condition (a) mais c'est
parce qu'au fond, la plupart des faits ne sont énoncés là
que pour en justifier I'emploi quotidien ultérieur et non
pour être appris immédiatement.

Autres méthodes :

a) D'autres méthodes ayant pour objet Ia recherche d'une
meilleure motivation des élèves, conduisent à une réorgani-
sation plus ou moins profonde de I'apprentissage. Cepen-
dant, sauf accidenteilement ici encore, ces motivations,
principalement centrées sur le milieu (école moderne de
Freinet), ou sur les cèntres d'intérêt pour I'enfant (Decroly)
ou même purement arbitraires sont d'ordre exogène par rap-
port à la connaissance et sans pertinence avec elle.
b) L'ordre des acquisitions paraît susceptible d'être totale-
ment bouleversé par rapport à celui que nous avons exposé

et que respectent à peu près les autres.
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c) Mais en réa]ité,la mpture de I'ordre des acquisitions et le

choix de situations familières et stimulantes n'affecte guère

les acquisitions elles-mêmes ni leur signification.
nn Lftet, lorsqu'un problème nouveau se pose à l'élève :

- ou bien Ie contexte lui permet la constmction d'une solu-

tion sans qu'il y ait à utiliser la référence à une acquisition
antérieure;

- ou bien, après échec et enquête auprès des adultes, il lui
apparaîtqu'i]existeunetechniquederésoiution.

Dans le premier cas, I'enseignement doit lnstaurer' sans

motivation, un procès d'identification de la question qui a
été posée, de ce qui a été découvert et qui doit s'organiser

aprèi coup en un savoir à réappliquer et donc à apprendre'

Dans le second, la technique doit être apprise et il faut

s'inquiéter de reconnaÎtre les conditions dans lesquelles on

pourra la réemploYer-
Dans les deux cas, les Connaissances les sa'u'oirs, ies emplois

et. les justifications sont ceux de la conception dominante'

D'ailleurs, passé le moment de la découverfe qui retient

principal"-"r.1 I'attention des utilisateurs de ces méthodes

ipeut--être parce qu'elle implique plus directement le maÎtre),

i;uppr.tttissage continue pal un effort solitaire et empirique

Ae'ietave qui doit répondre à des fiches a auto-correctives rr

d'une conception proche de I'enseignement progtammé

(fichier C.E.L.).
à)1. problème principal de la didactique consistera à trou-

ver des situations réellement spécifiques des différentes con-

ceptions des décimaux et d'organiser à la fois ces situations

et ces conceptions pour rendre possibie une genèse artifi-

cielle des savoir-faire, des savoir-dire et des sayoirs'

L'apprentissage des a mécanismes D et du ( sens )), :

Séparalion de ce's apprenf issoges et leur cause

La courte analyse qui précède met en ér'idence la con-

ception qui prévaut à cette époque de I'apprentissage des

savoir-faire, et principalement des algorithrnes dans la cons-

truction de l; connaissance' conception qui' elle, joue

un rôle dans la création et le fonctionnement des représen-

tations des décimaux.
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Cet apprentissage est conçu en deux parties que I'on peut
viser séparément :

- I'apprentissage de I'algorithme que les maîtres appellent
n mécanisme l de I'opération, et

- celui dit du ( sens l de ce mécanisme, c'est-à-dire la con-
naissance des occasions de l'< appliquer l :

- Le premier relève des techniques d'apprentissage classique

et, à la limite, du conditionnement;
- L'autre ne peut s'apprendre, à travers la répétition des

exemples et cies applications dans des problèmes, que par la
grâce de mystérieux transferts que a l'élève effectue si, et
seulement si, il a une intelligence suffisante l.

Certains ouvrages font des tentatives pour ramener I'en-
seignement du sens à celui d'un mécanisme par d'habiles
ciassifications des situations (recherche du nombre de parts,
recherche de la valeur d'une part pour la division par exem-
pie) par I'identification de démarches spéciales (la règle de

trois), voire par la recherche d'indices linguistiques de I'opé-
ration à effectuer ( << ii manque )), ( il reste rr, ( on retran-
che 1... pour recorlnaître la soustraction).

Ces tentatives conduisent à rejeter certains problèmes,
certaines formulations, et donc contribuent à modeler la
concepticn dominante.

Cette séparation entre ce qui peut être enseigné formei-
lement pour être appliqué < mécaniquement rr et ce qui ne

peut pas l'être - entre la forme et le ( sens rr - joue un rôle
iondamental dans I'enseignement. Elle résulte à première

vue de ce qu'elle est le résultat extrême de la négociation

didactique étudiée par M. Verret (Le temps des études.

I97 4) et par laquelle le savoir enseigné se constitue en une

transposition didactique du savoir pratiqué.
En effet cette négociation didactique conduit à distin-

guêr, dans ce qu'a été vécu naturellement pal l'éiève comme

une réponse normale à des situations intentionnelles, ce qui
est objet de connaissance, de ce qui ne I'est pas, ce qui
était un ( problème l de ce qui était une hésitation stupide,

ce qui était une adaptation banale de ce qui était un appren-

tissàge, ce qui doit être appris de ce qui peut être oublié.

Nous entreprendrons plus loin l'étude théorique de ce phé-

nomène important mais nous pouvons tout de suite en

observer le fonctionnement dans ce cas précis.
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Les Algorithmes :

un algorithme est une suite finie d'instmctions effectua-

bles permettant d'obtenir sur une classe donnée de problè-

mes, un résultat défini. Lors de son emploi, c'est une procé'

dure de décision, mais le fait important réside en ce gue

I'algorithme peut être déterminé à I'avance, I'exécution de

ta n-ième instruction ne dépend d'aucune circonstance non

prévue à la (n - 1)-ième,d'aucune nouvelle prise d'informa-

iion, d'aucune nouvelle décision, d'aucune interprétation,

donc d'aucun sens que I'on devrait leur attribuer- C'est

pourquoi I'exécution d'un algorithme peut atteindre une

âranal fiabilité et une grande vitesse d'exécution.
La détermination d'un algorithme permet de hiérarchiser

les tâches complexes dans lesquelles il apparaît et de raison-

ner sur elles. un grand nombre d'activités et d'équilibres

peuvent être décrits comme des algorithmes et paraissent

àon. relever d'une exécution mécanique ou d'un < automa-

tisme l selon une expression erronnée mais courante chez

les maîtres.
L'enseignement des algorithmes :

Très utiles et répandus clans les sciences et les techniques

(et d,autant plus q.t'ilr sont plus complexes), Ies algorithmes

sont tentants pour le professeur car :

- ils peuvent être 
"pptit 

soit directement dans la forme où

ils seiont utilisés ràlt par une complexification naturelle

(insertion de sous-algorithmes) ;

- ils peuvent être enseignés sans recours au sens qu'ils sont

d,ailleurs chargés de rejeter, donc pal des méthodes for-

melles : application répétée, récitation"'

- leur acquisition peut être contrôlée;

- la ,ron-""quisition permet des décisions didactiques

simples, dans un contrat clair, où la responsabilité de i'élève

peut être engagée à Priori;
I I.,r, utilité peut être éprouvée puisque leur mise en ceuvre

est identifiable dans leurs applications;

- ils assurent.après I'apprentissagerdans I'exécution des tâ-

ches, des phases de bonne fiabitité, de grande vitesse et

confiance.
IIs jouent d'ailleurs un

modèles d'aPPrentissage
réfèrent imPlicitement ou

grand rôle dans la justification des

par conditionnement auxquels se

explicitement les maîtres.
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En fait l'usage d'un algorithme est, par rapport à I'activité

mentale, "o*rie 
la partie visible d'un iceberg. Dans de nom-

breux cas qui ,r*"rnt de référence métaphorique aux théo-

ries péd"goliqrres qui les préconisent, les algorithmes sont

acquis pax un'pro"é*us tout différent de ces apprentissages

formels : ils sont le résultat d'une adaptation des sujets, pro-

gressive ou par sauts, mais où Ie sens et les caractères des

situations jouent un rôle très important. D',une certaine

manière, apprendre séparément les algorithmes de calcul et

leurs conditions d'emploi est une activité comparable à

celle qui consisterait à apprendre des citations et I'occasion

de les placer. Elle est concevable en littérature académique

mais ne permet pas d'apprendre une langue'

Cette méthoiu "onauit 
à rendre inutiles - non fonction-

nelles les expiications et la compréhension, en ce sens

qu,en cas d,.rr",r, ou d'incertitude eiles ne servent jamais à

rectifier I'algorithme. Seules alors peuvent servir des aides

mnémotechniques. c'est-à-dire arbitraires par rapport au

contenu. c'ert arnsi que les motivations à exécuter une tâ-

chepeuventdevenirnonpertinentes,etdoncseplieràdes
exigences Pius Pédagogiques'

On les voii donc disparaîtres dans certains ouvrages

(Bodarddéjàcité),oun'yjouerqu'unrôiesecondaire'de
teilesortequel'explicationestdevenueàsontourunenou-
veile connaissance juxtaposée aux autres. Et si seuls les

meiileurs peuvent l'apprendre, c,est qu'elle n'est pas indis.

pensable. EIle doit d"". être considérée comme un autre

savoir, indépendant du savoir-faire..., un luxe superflu en

première urgence.
Ainsi,iespréoccupationspédagogiquesdesannéessoixan-

te ne prenaient pas en considéiation le contenu dans la

conception des situations d'enseignement et même tendaient

à le rejeter en tant que savoir organisé pour n'en retenir que

l,aspect connaiss*"Ë des faits et algorithmes (*)'

Enconciusiondecetteétudeonpeutadmettrequela
méthodequenousavonsprésentéeestbientypiquedecelles

(*) cette tendance d'ailleurs été constatée expérimentalement par E'

Filhol dans une recherche sur l'enseignement -de 
la numération où il a

montré que les maîtres ne prévoyaieni les résultats de leurs élèves et ne

les faisaierrt progr"sser que str lus objectifs de bas niveau taxonomiques'
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qui étaient utilisées dans les années 60. Nous ferons l'écono-
mie ici de toute vérification aussi bien historique, par l,ana-
lyse des manuels, qu'expérimentale, par I'analyse'à", résul-
tats des élèves des classes qui auraient conserué (elles sont
nombreuses) ces méthodes : En effet ces méthodes, obte_
nues par l'effet des < variables pédagogiques D ne sont pas
naturellement exclusives; chaque ouvrage, chaque maître les
conjuge selon des formules qui changent d'unà leçon à une
autre.

seule I'uniformité des résultats et leur peu de dispergion
peuvent attester de I'exactitude de notre déclaration initiale :
les variables pédagogiques évoquées plus haut sont sans
grand effet sur la conception qu'ont les élèves d,un concept
comme les décimaux. Nous ne ferons ces observations
qu'après a'oir examiné les réformes des années 70.

3 -L'ENSEIGIiEIUEÀ*T DES DECIIUAUX DANS LES AÀiNEEs zo :

Les réformes des années 70, en France en particulier,
s'inscrivent en quelque sorte en réaction contre l'état que
nous venons de décrire mais, pour s'exprimer ou se justifier,
elles vont devoir s'appuyer sur certaines des conceptions
antérieures. L'enseignement des décimaux n'est pas au cen-
tre de la lutte à laquelle se livrent res novateurs et parfois
leurs advenaires, mais il est d'autant prus intéressanfd'ex"-
miner sur eux la trace des idées nouvelles - dont nous ne
ferons pas ici I'inventaire.

Description d'un curriculum :
Examinons les exercices proposés dans le < journal de

mathématiques > de N. Picard (cM1, fascicule II et cM2
1976) et dont certains sont commentés dans < Agir pour
abstraire r du même auteur (*).

Leçon d'introduction :

L'élève mesure des surfaces limitées par les lignes d'un

(*) Mme. N. Picard a contribué à diffuser en France les idées de
Z. Diénès à qui elle a emprunté nombre de ses idées. Chargée de re-
cherches à I'INRDP, elle a représenté, pour les maîtres, de 66 à ?0,
les tendances des réformes souhaitées.
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réseau'en dénombrant les mailles' L'unite de surface est le

nom donné J cette maille (<L'unité d'aire est un petit

triangle )) mes. 3) (*). on lui fait alors remplacer ce dénom-

brement par un recouwement des figures avec des < pièces rr

d,un systlme inspiré des multibases de Diénès : A couvre

une maille, g en couvre 2, C -+ 2:, D 

- 

23 
'

;^:;-'Z{,, F 
-+ 

25, G è 26. Après échanges

porlr avoir le minimum de pièces de chaque sorte, le résultat

est transcrit dans un tableau où la surface - un naturel -
est écrite en base 2. L'élève est alors invite à dessiner une

surface M d'aire 1 1 011 . r< Quand A est I'unittl rr puis à

mesurer cette aire en prenant E ( comme unitti > ' L'unite

est devenue une des piéces et par Ie jeu des échanges la clas-

se d,équivaience des figures de même aire et de même type

(ces termes eL ces remarques ne figurent pas dans le texte)'

Pour indiquer que dans cette opération matérielle, il a chan-

gé d'unité, l'é}ève doit mettre, dans le tabieau' un chapeau

sur le nom de ia pièce choisie et une virgule après ie nombre

de pièces"
Âprè, échanges, on obtient Ie même tableau que dans

l,énoncé -. uu*l en pius la virgule et le chapeau' Les chan-

gements d'unilé se iont à I'intr5rieur d'un même système'

on ne remplace pas un réseau à mailles canées par un autre

à mailles hexagonales par exemple'

. Autres àoses. DécomPosition :

Lemêmegenledetravai]estfaitenbaseSpuisenbase
10. Des exerlir*, viennent rapperer que pour multiplier un

nombre par ia base, il suffit de décaler les chiffres d'un rang

vers la gauche"
Il apparaît dans le compte rendu de I'activité du maÎ-

tre qui accompagne ces "*"r.i""s 
(agir pourabstrairep' 215)'

que dan, ,rrr'iiîogue très maleutieu€, les enfants ont été

conduits à transcrire ce tableau :

G IF IE ID I9IB
1t1i0lffi

en légalité : S =2 f + 1 f + fi8 + f/16

(*) Mes. ifait référence à I'indexation des fiches utilisées par I'au-

teur.
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Les commentaires de N. Picard sur la situation sont
insuffisants pour connaître la signification exacte de ce

comportement. f.l8 et f.lt6 ont été a trouvés spontanément >.
Mais c'est la première fois qu'une écriture ainsi décomposée
apparaît. Le maître fournit un exemple en disant : < Ecri-
vons en mathématique ce qu'il a dit l. Aussitôt les << f u

peuvent disparaître :

S-2+1+L/8+7116.
L'auteur signale toutefois que l'écriture à virgule n'est

comprise que lorsque les enfants placent le nombre dans un
tableau. Les exercices se font en différentes bases mais les
élèves n'effectuent pas de changements de base : ils ne
reécrivent pas une aire donnée en base deux, en base trois.

Les opérations :

Les opérations d'addition et de muitiplication par un na-
turel dans les nombres à virgule (base 2) sont étudiées dans
le même type de situations (mesure d'aires à I'aide de pièces),
puis, après échanges, dénombrement direct dans la base

de numération.

L'ordre :

L'étude de I'ordre des nombres à virgules utilise une
toute autre représentation : il s'agit de r< numéroter > des

livres de bibliothèque. Les livres sont désignés par des lettres
A, B, C... mais pour des raisons qui ne sont pas évoquées,
le bibliothécaire assigne, à chaque nouveau livre, une place
déterminée entre deux autres déjà placés. Par exemple F

entre B et C < Il s'agit de trouver un code pour F ,, sous-

entendu :

1) pour indiquer la position par rapport aux livres déjà placés,

2) mais qui ne change pas quand de nouveaux livres sont
placqis, tout en gardant la propriétÆ (1).

Cette < numération )) ne permet sûrement pas de compter
les liwes placés.

En fait, le problème n'est pas posé, la solution est donnée
aussitôt, ( < voici un moyen l ) non pas sous forme d'une
méthode pratique qui n'engendrerait que quelques cades,
(ceux correspondant à des introductions au hasard) mais
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sous celle d'un algorithme générateur de la graduation entière,
c'est-à-dire de tous les codes ayant un chiffre après la virgule,
puis deux..., confonnément au modèle évoqué plus haut
dans L'ordre des décimaux.

Les opérateurs. Les problèmes :

a) Immédiatement après, vient la préparation classique au
produit de deux décimaux sans indication d'unite. L'auteur
introduit une numération du rang des chiffres à I'aide des
entiers (Z)...3,2,7,0,T,2,... La multiplication par 10, 100,
1000 consiste à déplacer les chiffres dans le tableau d'un
rang vers la gauche. L'opération est justifiée par l'échange
de pièces - le modèle reste nécessaire - d'un rang contre
ceile d'un rang immédiatement supérieur.

La division (de quoi ? des nombres, des nombres-mesures,
... des unités!?) consiste en I'algorithme inverse :

I23,35 - 12335 : 100

b,; Alors, le produit de deux décimaux - dont on ne sait pas
à queile occasion on peut avoir à le faire - est interprété en
termes r< d'opérateurs u :

123,35 x 4,3 = lrZgss : 100] x [+s : r0l (*)

Nous traduisons ici par des nombres entre crochets les
nombres qui expriment des mesures et entre parenthèses
ceux qui sont associés à des < opérateurs l représentés dans
le texte par les flèches (Le point représente la ( composition l
de ces flèches ei nous avons ainsi distingué 3 < produits r :

I'opération interne x, I'opération externe I I ( ) et la com-
position d'applications qui sont confondus dans le texte).
Cette interprétation de [ 43 I < nombre concret u en I'opé-
rateur (x 43) a été préparée dans les naturels par de nom-
breux exercices sur ce que I'auteur appelle a les machines l.
Il n'est proposé aucune situation-problème où la multipli-
cation de deux décimaux pourrait prendre un sens.

c) La division est exposée selon I'ancien schéma : remarque

(*)Pour iItzgssl (:100)l x llasl (:10)l
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est faite que dans les naturels et pour la division euciidienne:
a+ b = ka + kb - #*f (si h divise a et b)

La propriété est étendue aux décimaux.

d) En dehors de ces leçons d'introduction et d'études et
auxquelles sont consacrées 32 fiches sur 131 au CM1 et
58 sur 149 au CMz. Aucune autre allusion n'est faite aux
décimaux (ni applications ni usage) sauf dans l'étude de
I'encadrement d'une aire (l\Ies. 44 à 51).

Approximation :

Dans un premier exercice les éièves peuvent constater que
I'encadrement de I'aire d'une surface connexe, mais non
composée d'une juxtaposition d'atomes, dépend de la posi-
tion du quadrillge utiiisé pour le dénombrement et qui s'est
substitué aux pièces. Mais cette aire existe-telle dans ce cas ?

Puis ils calcuient I'aire de la surface bordée par les lignes
du quadrillage, d'abord avec une unité, puis avec une autre
six fois plus petite. Le partage de I'unité est donc suggéré
mais les deux quadrillages sont présentés en même temps et
la situation ne diffère pas formellement des précédentes
(dénombrements avec groupements).

Dans les exercices suivants (NIes. 50 et 51), I'encadrement
de I'aire (?) d'une surface à I'aide de quadrillage plus fins est
supposé suggérer la poursuite de la précision.

Analyse de ce curriculum :
Cette présentation appelle quelques remarques :

Les aires :

L'introduction est conforme aux conceptions anté-
rieures, mais le recours aux surfaces est habile car il rend
plus claires les' différences entre les divers objets d'une
même classe, à laquelle la mesure attribue la même valeur.
Toutefois I'usage du matériel et la règle des échanges pla-
quent un esercice de numération inutile et qui renforce
l'aspect de dénombrement intposé par la restriction à
certaines figures, un sacrifice à I'idéologie de la mani-
pulation.
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La uirgule :

l,a virgule et le chapeau ne portent aucune information

lorsque le nombre est écrit dans un tableau, ce qui est

toujàun re cas dans ra première partie du travail. L'écriture
( Àathématique )) déôomposée sous forme de polynôme

aurait vraiment pu servir de base à une étude correcte du

décima]. Mais ..i épirode paraît assez fortuit et sans lende-

main, I'auteu, t"*ble ne s'intréresser qu'à Ia transcription'

L'ordre :

L'étude de I'ordre des décimaux est réellement une inno-

vation qui répondait, nous l'avons W, à une insuffisance des

méthodes ant*irieures, mais en quoi les raisonnements

effectués ou les propriétés énoncées à propos du numéro-

tage engagent-iis les décimaux-mesures déjà introduits ?

Ou si ce sont des < nombres )) nouveaux comment en con-

cevoir la somme Par exemPie ?

Identification et ettaPoration :

a) ces êrres n'ont en commun avec les autres que la manière

dont on les écrits. Leurs représentations sont distinctes,

isolées et cohabiient sans rapport autre que formel.

Pour raisonner sur I'ordre des <t nombres à virgule > - me-

sure, il faut se souvenir de I'algorithme du rangement des

liwes. Aucune activité ne permet à une représentation

nouvelle d'engiober les deux précédentes (on aurait pu, Pil
exemple. définir une distance entre les repères puis une

mesure de ces ( segments rr )'
b)Cependant .'urià partir de ces leçons que le décimal perd

toutg référence à une uniki donnée. La virgule conserye un

sens cependant, lorsqu'il s'agit de comparer ou d'addition-

ner des nombres clécimaux : elle indique le chiffre de I'unitrl

utilisée pour chacun et qui est supposée être ia même, même

si on ignore laquelle (cette explication n'est ni demandée, ni

fournie aux élèves).
Lorsque les nombres proposés n'ont rien à voir entre eux'

et qu'il n'y a aucune raison de supposer que c'est la même

unité qui â é# utiiisée, Ia disparition sans avertissement de

l,indication de I'unité, fait, qu'au moment où la virgule

pourrait porter effectivement et utilement I'information

aonu.rrue, elle en porte une autre' on ne sait laquelle'
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c) Or, I'identification entre le décimal-mesure et le décimal-
opérateur n'a pas été constmite. Au contraire, I'insistance
sur leur différence de statut, renforcée par I'usage des dia-
grammes, ne la facilite pas. Aussi ne se faitclle que de façon
tout à fait forrnelle. Chaque conception hérit€ des proprié-
tés et des règles établies dans I'autre par la magie de I'iden-
tité d'écriture. C'est pourquoi il était nécessaire d'utiliser le
décimal - ni mesure, ni opérateur - comme pont formel :

Toute représentation dans un exemple concret, non seule-
ment n'apporterait aucune preuve de la légitimite de l'héri-
tage, mais encore ferait obstacle à son fonctionnement (par
plaisanterie nous avons appelé ce processus l'évaporation
de I'unité ).
d)Cette identification est un des problèmes fondamentaux
de la création du sens des décimaux. EIle a été totalement
négiigée dans les études sur I'enseignement. Nous l'étudie-
rons dans le cas des rationnels où elle ressembie beaucoup
mieu-c à I'iCentification d'un espace vectoriei avec son duai.

Produit :

Pour la notion de produit, rien de nouveau non pius, mais
ii apparaît clairement que la compréhension - sans parler de
la signification - du caicul du produit repose sur la capaciui
d'identifier un nombre a concret > : I +g : 100 I avec un
opérateur (x 43) . (: 100).

En conclusion, le décimal est toujours introduit pour re-
présenter une mesure faite avec une unitxi assez petite et
exprimée à T'aide d'un autre muitiple.

Ce riécj:nal là est toujours un naturel <r concret n. Par
conire, le systeme métrique a étÊ rejeté comme signifié
principal du décimal. Son étude occupe une place excessive-
ment modeste (un exercice de présentation pow chaque
grandeur : longueurs, surfaces, volumes, masses). Les algo-
rithmes de calcul sont présentés de façon classique même si

la justification du calcul joue un rôle beaucoup plus impor-
tant et s'appuie sur un formalisme assez lourd (non mathé-
matique mais faisant I'objet d'un apprentissage prolongé :

les machines).
Ainsi, les caractères relevés comme typiques des métho-

des des années 60 sont, pour la plupart, conservés dans ces

ouvïages présent+is comme très novateurs.
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Etude d'un curriculum typique des années 70 :
Le manuel le plus répandu à la suite de la réforme de 70

fut probablement celui de Mme Touyarot (Itinéraire mathé-

..-natique - Nathan 1976).

Les choix :

Les choix sur les questions qui nous intéressent y sont les

mêmes : introduction comme mesure de cardinaux finis avec
changements d'unités puis < évaporation l de I'indication de
I'unité, ce qui permet, dans la comparaison de deux naturels
et dans celle de deux décimaux d'avoir deux algorithmes dif-
férents - fournis sans justification - pour ranger dans le
même ordre des nombres qui sont toujours considérés
comme des naturels.

Propriétés des operations :

Alors que les propriétés des opérations dans les naturels
sont fondées explicitement sur i'examen d'une représenta-
tion (les opérations ensemblistes mais les termes de

< réunion l et << d'intersection )) ne sont pas prononcés ),
celles de ces opérations dans les décimaux sont simplement
empruntées aux précédentes, attestant qu'avec cette repré-
sentation, il n'y a plus ni probième, ni débat, ni même
nouveauté. Le décimai n'existe plus comme être mathéma-
tique mais seulement comme transcription d'un être déjà
connu.

Produit :

Pour le produit de deux décimaux, l'élève est invité à

constater que (( un paquet de sucre contient 168 morceaux
de sucre donc 1,68 centaines de morceaux; 28 paquets de

Sucre contiennent 1,68 x 28 centaines de morceaux )).

D'autre part ces ( 2,8 dizaines de paquets de sucre contien-
nent bien 16.8 r 2,8 centaines de morceaux cle sucre puis-
que une dizaine de paqttets de sucre en contient 16,8 cen-
taines de morceaux. Donc : (évaporation)

16,8 x 2.8 = 1,68 x 2E

Opérateurs :

Beaucoup pir-rs tard, le décimal opéraut dans les naturels
puis dans les décimaux est ctéfini conlme une application :
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(x 2,5), ce qui permet de présenter les données de problè-
mes relatifs à la règle de trois.

Les fractions :

Elles sont définies ensuite comme opérateur réduit d'une
chaîne d'opérateurs elle-même présentée sans référence à
une situation-problème quelcongue. Elles ( s'utiliseront ))

plus loin.
L'ouwage revient alors sur la notion de décimal pour

montrer qu'une fraction (opérateur) peut parfois, par dé-
composition et recomposition, être a égale > à un opérateur
décimal. Curieusement, dans cet ouwage, où pourtant ne fi-
gurent que très peu d'exercices dans les bases non décimales,
I'expression ( nombre à virgule )) se substitue au mot
< décimai r très fréquemment et s?prs raipqn apparente.

Par exemple pour < établir > qve ffi= ffi on procède
par une démonstration pénible et illustrée d'un nouveau
type de diagramme dont les conventions n'ont pas été
étudiées i ,a. .^.@,[] @,Md

,6
l-l

Mais on ne sait pas d'où vient q"e fr% - 035 ((xffii =
(x ?5) (: 100) 

'- 75 : 100, nous retrouvons le même
obstacle), ni pourquoi pour obtenir le même < résultat >,

il suffit de diviser 2I par 28 en écrivant à droite du dividen-
' de autant de 2éros qu'il est nécessaire pour obtenir finalement

un reste nul. (Pour la circonstance, le discours s'émaille
d'inconnues : x,Y,z pour la première fois dans le cours). On
trouve seulement un exercice d'approximation pour expli-
quer et pt rgtfOlt compte les cas où la division ( ne se

termine pas )) (jT.
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Conclusion :

cet ouvrage éclectique conserve Ie canevas ancien et
I'illustre de tous les apports nouveaux de l'époque. Les
problèmes sont nombreux et très variés. L'enseignant ne
sait lesquels choisir et ne voit pas bien comment la solution
de I'un facilitera pour l'élève la résolution d'un autre. Ce
qui veut dire qu'il n'y reconnaît pas les contenus d'appren-
tissage auxquels il est habitué. Le vocabulaire est lui aussi
le résultat d'une négociation de circonstances : quelques
termes nouveaux, rattachés à des objets anciens. Mais qu'un
obstacle se présente comme dans Ia démonstration du
paragraphe précédent et le langage mathématique reparaît
avec tout I'arsena-l des innovations didactiques de cette
époque. Il temoigne ciairement d'une négociation difficiie
dont nous allons maintenant examiner les conditions.

Les idées pédogogiques de la réforme ;

La réforme uise les conlenus :

contrairement aux mouvements pédagogiques antérieurs,
la réforme des années 70 visait principalement à modifier
le contenu, la formulation, I'organisation et I'ordre d'intro-
duction des connaissances mathématiques enseignées. Si
elle était accompagnée souvent de prises de positions péda-
gogiques aucune ne lui était spécifique. Ayant constaté qu'à
part quelques compléments et changements de vocabulaire
la conception de I'enseignement des décimaux n'avait pas
fondamentalement changée, on serait tenté d'en inférer que
les difficultés des élèves devraient être les mêmes.

or nous ailons voir qu'au contraire la modification des
contenus conduisit à celle de la conception de I'apprentissa-
B€, à la réorganisation des activites des élèves et à celle de
l'enseignement des mathématiques.

Cette réforme prétendit avant tout être celle des contenus :

- les connaissances mathématiques avaient été réorganisées
et unifiées;

- le vocabulaire avait donc changé, on avait de nouvelles
exigences quant à la rigueur, le champ d'application des
mathématiques s'était élargi en partie grâce à la fécondité
de cette réorganisation ;
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- l,unification devait permettre une meilleure efficacité de

I'enseignement en lui permettant d'apprendre, moins pour

résoudre plus mais surtout pour apprendre à apprendre'

C'est porrrq,roi "tt" 
fut demandée' promue et animée par

les mathématiàiens. Mais la conception mêrne de cette unifica-

tion portait en elle des hypothèsôs sur le fonctionnement des

mathématiques, en tant que <t théorie des structures ll(*).

celles-ci, détac'hables du contenu ( peuvent être conçues

indépendammentdelanaturedesensemblesdebase)).
Remarquons:danscetarticled'ai]leurs,l'u"T::ll.''''.'

àtraversdeuxexemples'surl'importancepourunesclence
neuve de se pr""", âurrr' Ie domaine proprement mathéma-

tique de la àéduction totale, positiàn en rupture avec Ia

méthode inductive, l'abstraction extensive et I'accumuiation

de faits expérimentaux qui prédominent OTt t1::::tt"'
encore jeunes' Il conclut : ( Nos modes de connalssance

sont bien mathématiques, à eux sont indissolubiement liés

nos pouvoirs ,, ." qtri a la fois justifie socialement le projet

de la réforme et lui donne ,o,' fo''dement psychologique

et scientifique.
Ainsi,puisquelesmathématiquessontunmoyendefabri-

querlaconnaissance'"pp,",'d,"lesmathématiquesc'est
apprendre à 

"ppt""a'É' 
pti" beaucoup' Ies nouvelles mathé-

matiques sont donc organisées comme un langoge formei

dont la ,a*onti,que "ri lu thébrie des stnrctures dont on

peutexhiberlasynthèseetquis'appliquedansdifférents
domaine, ",,-,.,bissant 

des adaptations relevant de }a pragma-

tique (conception stnrcturalisie). cette conception permet-

tait d,espOr"r- des apprentissages séparés contrairement à ce

que perrnettaient de penser les travaux de Piaget'

L'enseignement des structures :

Sil,onveutaccepterleparid'organiserl'acquisitionde
ces mathém"tiq"", par les enfants il. faut donc dire com-

mentcesstructurespeuvents'approprierd'emblée.Eneffet.
l,économie du projet structuraliste consiste à refuser d'ins-

crire le sens dàs itructures dans une histoire du sujet en

(*) Cf. remarques sur-les. math:-*:11:::i '" 
réalité de LICHNE'

RowICz196?(In:Logiqueetconnaissancescientifique.p.aTT\
p.474-'185 eïtv"i"pédie a" f" PléIade' NRF 1969'
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interaction av2c des situations trop riches ou trop nom-

breuses où ces stmctures s'englueraient et prendraient des

significations et des limitations trop particulières. De plus,

les idées pédagogiques de l'époque conduisent à rejeter une

étude scolastique du discours mathématique-
Ce problème a reçu plusieurs tentatives de réponse- Nous

ne reliendrons que celle proposée par Diénès que nous

considérons comme la plus représentative et la plus expli-
ciie. Nous signalerons, toutefois, une manière de s'y dérober

fréquemment observée.
Elle consistait :

- en s'appuyant sur les travaux de Piaget à penser que juste-

ment l'épistémologie génétique montrait I'apparition non pas

de connaissances élémentaires mais de stmctures entières et,

cela, dans une genèse qui procédait du général au particulier;

- et à conclure, avec une référence douteuse aux idées de

Rogers que I'activitri des sujets et leur développement

naturel conduisaient aux appropriations fondamentales

visées, à condifion que I'on n'y fasse pas obstacle par une

didactique normative intempestive. Cette position ne

fournissait pas de pratiques didactiques ( communicables rr

mais justifiait beaucoup d'expériences < pédagogiques

,",ru"gà, )) ( * ) qui prétendaient rejeter les < méthodes

traditionnelles rr.

Par contre, Diénès, propose explicitement une solution
qu'il illustre de nombreuses leçons et de matériels nou-

veaux ( ** ).
Le processus. qu'il appelle ( psychodynamique )) se

déroule, généraiement en six étapes :

- étape ludique;

- jeux stnrcturés;

- jeux isomorphes et abstraction;

- schématisation et formulation;

- symbolisation et formalisation;

- axiomatisation
mais s'accompagne de phénomènes comme, Pâr exemple,

celui de la généralisation.

(*) Selon une terminologie de I'INRDP.

i**) MAUDET : Etude et critique du processus psycho'dynamique

selon Diénès. Mémoire de DEA. université de Bordeaux 1979.
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Le processus psychodynamique de Diénès :

L'irrt"rpiétution que nous allons en donner n'est pas

entièrement conforme aux écrits de I'auteur, elle est une

tentativu a'approctre de celle que les enseignants ont pu lui

donner dans fe contexte des idées de l'époque. EIle cores-

pond en tout 
""r, 

à la plupart des exercices et des situations

d,enseignement se référant à lui et que j'ai pu observer'

a) un jeux structuré est un jeu dans lequel l'enfant agit

selon des règles qui lui sont fournies soit formellement' soit

par le contexte .-La plupart du temps ces règies sont celles

àe la stnrcture à découvrir'
Le cas typique est celui des gÏoupes" Le didacticien

choisit .t.ru ,J*isation dans un groupe' par exemple le grou-

pe de Klein comme groupe de transformation d'un certain

ensemble(parexemplequatrepositionsd'unepoupéequi
culbute, toume et roule). Le maître présenLe cet ensembie'

invite l'élève à effectuer les transformations, à les chercher

toutes, à trouver ceue qui, apptiquée à ceci' donne tei

résultat, ceile par quoi peut-on remplacer cette autre' etc'

Ces activittis iont directement calquées sur des activittis

mathématiques et colTespondent à des soiutions d'équa-

tions, à des recherches de propriétés' etc'

Le mot <r jeu > est utilisé dans le sens où on I'utilisait à

l,époque en fea"gogi". Il signifie que la situation est inha-

bituelle, dégâgée 
"6'oUtig"tions d'apprentissage, d'exigences

scolaires, qu,on peut y prendre des libertés, qu,elle met en

æuvre l,imaginatlon, q,t'on peut faire des découvertes' se

les dire. Bien que t etéu" soit mis devant le problème d'at-

teindre un objectif dans le cadre de règles qui lui sont don-

nées, la situation didactique n'est généralement pas organisée

comme un jeu ordinaire, ni telle que le joueur ait plusieurs

occasions d'essayer les diverses strategies qu'il pourrait met-

tre en concurrarr"". Le terme < jeux )) recouvre donc ici

""*i'ti." 
J*r situations authentiquement ouvertes que des

exercices très banals d'imitatior et de reproduction de

tâches. La situation mathématique est un cadre dans lequel

s,insèrentdesactivitésetnonpasunmoyenintellectuel
quicommandelechoixd'unestratégieoptimaledansune
situation-problème d'utilité familière'

Danscesconditionslesmotivationsserontencore
exogènes, ne mettanL pas en rapport le contenu en tant



429

que solution d'une situation reconnue intéressante.

È1 O*r l'étape des jeux isomorphes, le maître propose,

successivement, à ses élèves plusieurs jeux réalisant la

même stmcture. Ceux-ci, doivent reconnaître d'eux mêmes

entre ces jeux, les colTespondances d'objet à objet, de

relation à relation qui leur ont permis de transporter de

l'une à I'autre de ces situations problèmés, comportements'
propriétes et méthodes. Aux yeux du didacticien ces trans-

ierts sont déjà tenus pour la preuve que l'élève a pu établir
entre les réalisations, une relation qui constitue I'appréhen-

sion encore implicite de I'isomorphisme, modulo la structure
choisie et dont on prendra conscience dans la phase suivante.

c) L'abstraction consiste alors à identifier, en tant qu'objet
de connaissance la ( stntcture commune l à divers jeux

isomorphes. La structure est ici I'ensemble des propriétés

qui indépendamment des particularités de chaque exemple

les régissent tous. Le didacticien doit donc produire un en-

semble de réaiisations présentant une < variabilité )) conve-

nable pour limiter la finesse de la stmcture abstraite. La re-

cherclre de la structure la plus fine doit être, elle, érigée en

règle permanente, les réatisations formant la sémantique de

la stmcture conformément à la définition de carnap. Mais

les raisons de cette recherche, du choix des exemples, et,

de I'usage de cette stmcture ne sont pas accessibles à l'élève

de sorte que pour lui il y a bientôt un contrat assez clair :

il lui faut ,u.ànnuître ce que le professeur a caché dans les'

jeux, décoder scln intention didactique selon une règle

uniforme : chercher les ressemblances et les différences'

Il faut remarquer que cette étape, contrairement aux précé-

dentes n'appelie aucune décision nouvelle de la part de

I'enseignant, elle ne comporbe le plus souvent aucune situa-

tion-piobième spécifique: elle apparaît comme une réponse,

entièiement à là charge de I'élève, donnée aux étapes anté-

rieures qui en sont à la fois la condition nécessaire et

suffisante
C'est à mon avis I'existence du contrat didactique qui

assure le fonctionnement du processus, et non une quelcon-

que loi de la genèse de la connaissance. L'abstraction n'est

pas fatale. En effet les commerçant n'ont jamais abstrait les

structures de moduies qui règlent leurs échanges permanents '

parce qu'ils n'avaient pas de motivation à le faire.

l
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d) La schématisation et la formulation de la stmcture
poursuit le processus d'identification et de mise à jour.
Diénès ne prévoit pas de situations générales spécifi-
jour. Diénès ne prévoit pas de situations générales spécifi-
ques de cette étape (ce qui se conçoit bien s'énoncerait-il
clairement ?) mais la représentation par un graphe est sou-
vent envisagée comme une expression simplifiée mais natu-
relle et directe de la pensée de I'enfant. Figurer les objets
par des points et les opérateurs par des flèches s'apprend
par I'usage de I'imitation, comme un langage.
e) La symbolisation est la transcription dans un nouveau
langage des propriétés représentées à l'étape précédente.
f) L'axiornatisation est l'étape de rcicrganisation de la con-
naissance acquise, du choix des propriétés fondamentales
de Ia mise en place des stmctures les unes par rapport aux
autres; cette position étant bien entenclu celle assignée par
l'état actuel des connaissances mathématiques (qui doivent
donc s'identifier, se figer, en < mathématique moderne ))

pour devenir une référence didactique). Cette étape se dé-
roule eUe aussi suivant la démarche précédente jeux libres,
avec règles isomorphes, formalisation"."

Et ainsi apparaît la nature de ce processus psychodyna-
mique. La connaissance n'est pas organisée comme une ré-
ponse adaptable, adéquate, économique et personnelle à

des situations-problèmes, elle est fournie toute armée par la
culture qui en assure la validité et l'utilite future et ne laisse
à l'élève que la possibilitri d'adhérer" Elle est seulement un
peu cachée suivant une fiction régulière conventionnelle et
simple. Ce que l'élève doit faire pour la découwir est sup'
posé être le fonctionnement de la connaissance dans toutes
les situations didactiques ou non. La méthode de Diénès est
un langage de communication avec les élèves, un mode de

codage didactique de la connaisszulce qui est supposé ne
pas en modifier la nature (conformément à ce qu'affirme
Bmner) et c'est un contrat didactique avec les élèves, pour
le décodage des messages. Certes eette méthode d'exposition
promet d'être très lente et de ne convenir qu'à des exemples
très simples.
g) C'est pourquoi elle est reprise par le processus de généra-

lisation et son antagoniste la particularisation : Une fois
connus les axiomes d'une structure. il est possible d'en
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abandonner certains, ou d'en arrêter d'autres et ainsi d'ad-

mettre le débat constitutif de la science' Diénès donne

comme exemple de ce processus le schéma suivant :

-/z \*^
N-- ;Q-E-F

\ -/\e-
Processus psychodynamique et pratique pédagogique

Le contrat dont nous parlions plus haut s'appuie sur une

fictionépistemologiqueetpsychologiquetrèsrépandue
(à l'époque) et lupt"tta des pratiques professionnelles

bien établies :

a) Les comportements des élèves sont supposés être essen-

tiellement emfiriques : leurs rapports répétes avec Ia < réa-

Iite, des situations didactiques font surgir les stnrchrres

qui y sont inciuses ccmme lâ < gestalt D dans la perception-

ce processus d'abstraction s'interprète parfaitement dans la

théàrie des traces mémorielles'
b) L,acceptatùn du modèle empiriste pour rendre compte

du fonctionnement de l',élève s'appuie sur une position

traditionnelli fondamentalement réaliste et presque plato-

nicienne des enseignants: Ia réalite a des stnrctures que

l,hommedécouvre,Ieprofesseurestportéàsimulerla
nature en cachant les stmctures qu'il veut enseigner' la

découverte étant une lecture du monde'

c)Latechniquedesjeux.isomorphescorrespondàlapra.
ttque ancienie de ù répétition des problèmes pour en

enseignerlarésolution(enlesclassantautourdetypes
qu,il faut reconnaÎt,re). Sur ce point, la méthode nouvel}e

peut ainsi s,opposer à I'ancienne et en même temps s'y

substitu",,",',modifiersensiblementlespratiques.
d) La position ancienne devait séparer I'apprentissage du

savoir-faire et celui du sens . La nôuvelle permet d'espérer

fondre les deux car elle assure au professeur que la signi-

fication de la structure qui est finalement apprise et les

algorithmes qui y sont attachés n'est rien d'autre que

I'ensemble des réalisations qu'elle décrit €t, inversement'

l,abstraction se produit fatalement par le processus même

quiengendrelamémorisation.Maisenfaitlarrstructurell
va se substituer aux savoir-faire et l'apprentissage du sens
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encore plus négligé. on assistera même à la disparition

des problèmes'
e) LL stmcturalisme triomphant des années 70 assure'

quant à lui, l'utilité et la fécondite de ces acquisitions'

0 t a didactique de Diénès satisfait en rnême tèmps des

conditions q;i paraissaient, auparavant, contradictoires:

pour chaque structure Ia construction précède l'analyse

et le maître entend que I'on procède du concret à I'abstrait'

de la manipulation ét au I'action à la réflexion, du jeu à
I'étude prrir à I'application. Mais on peut c*mmencer

par enseign", les structures les plus génerales donc les plus

simples pour finir par les plus particulières et les plus

complexes.
g) L; reformulation en langage rnathématiqeie (isomor-

i't ir*", réalisation,...) ou mathématique des phénomènes

psychologiques ou didactiques est c*nf,::rme au projet

pu.r--uth?matique qu'expnmait plus h;:lr L Lichnerowicz

et confarme aussi à un usage Piagétien" -llle jor'le un grand

rôle dans l'ernergence d'une prerniàre <r thtlorje rr clidactique

dontlavaleurn'* p^t besoin de s'enraciner dans l'expérience'

selon Ses prOpres schémas, autre.rnent, qi:e par une recon-

naissance, in ,ito, dans le travail d'enseig-ncment : la théorie

est waie parce que I'enseignement qu'elle décrit, marche'

h) un revers de cette conception a étei qu'elle a déchargé

les enseignank de la responsabilit€ d'assurer certaines

étapes en (r garantissant,r les résultats de la méthode par des

lois psychologiques-
par n***ftn l*, problèmes, au sens classique ont dis-

pam en tanà r{ue piatiques et en tant qu'objectifs: il ne

s,agissait g'ère qu; d'applications quË I'acquisition des

structures clevait rendre possibles le moment venu.

i) D,autre parb Ia position de Diénès n'éùait pas incompatible

avec la ptupart, des théories pédagogir{ues que nous avons

évoquées plus haut. De plus, Diénès a pris des positions

infuiressantes niais indépendantes de sâ théorie didactique'

Influence sur I',enseignement des décimaux du processus Psj'cho-

dynamique et critique

Revenons à I'enseignement des décimaux et reprenons

notre analyse des *oaiti"ations dues à la réforme, à la

lumière de ces données'
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A la référence du système métrique et aux pratiques qui

lui sont liées, on a préféré présenter différentes bases,

d'abord la base z où le nombre des unité différentes est

plus rapidement croissant et les manipulations plus simples.
-t 

", "orrditions 
de la reproduction d'activités de numération

sont facilitries mais aucun problème nouveau n'apparaît

et ces réifications ne sont que des répétitions.
De plus, les vrais problèmes de Ia mesure : le caractère

non dùcret, la recherche d'une unité et d'un moyen de

comparaison et de report, l'encadrement, les erreurs, tous

ont éte gommés au départ et renvoyés à une entrée ulté-

rieure ef solennelie. Les activités ne se réfèrent plus, ni à

une utilitié pratique, ni à une justification théorique expli-

cite ou construciion. Il est révélé à.I'élève que puisqu'il

a fait telle tâche, ii vient de découvrir telle propriété- La

structure, qu'un observateur juge présente, dans Ia situa-

tion-problèrne" esl réputée être entrée dans les acquisitions

de l'élève par ie fait même de son succès à l'épreuve comme

si le labyrintl:e eians lequel on a placé un rat était connu

de lui en tant que tel dès qu'il en est sorti une ou deux fois'

Je ne crois iur q,r. Diénès ait dit ou pensé ainsi, mais

rien dans sa u ihéo.i" rr didactique ne permet au professeur

de prendre en compte les comportements des élèves, de les

"*p1iqrr", 
et de lei prévoir, lorsqu'ils sont < erronés > et

a,y aâapter les situations d'enseignement. Par exemple, c'est

la confiance dans Ia providence ou dans la prévoyance des

hommes ou de ceiie àe I'enseignant qui permet aux élèves

d,admettre que les décimaux mesure héritent de certaines

propriétes des décimaux-repères. On ne peut rien dire de

ia signification de la réussite ou de l'échec de I'élève.

Conceptions et situations
ce n'est pas le lieu ici de faire une critique systximatique

de I'ceuwe si inklrpssante de Diénès mais il faut bien voir

I'obstacle principal sur lequel elle bute et qui est celui de

I'engagement de ia connaissance dans I'action finalisée'

Une < structure mathématique l prend sa signification

dans I'emploi qui en est fait, dans la fonction qu'elle joue,

dans Ia constitution des autres, et surtout dans les problèmes

qu'elle a permis de résoudre. C'est au niveau du concept

d"'il faut i'envisager. L'analogie de fonction dans un même
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problème n'est pâs, bien évidemment garante qu'il existe un
isomorphisme entre les stmctures qui la présentent, mais
surtout, I'observation entre deux cas d'un isomorphisme
n'est aucunement garante d'un fonctionnement analogue
de deux situations.

Le structuralisme, instrument fécond pour la recherche,
devient dans I'enseignement, une magie trompeuse.

En fait, les travaux de Diénès, s'ils ont bien installé le
contenu au centre du débat d'enseignement, ne conduisent
pas le didacticien à questionner les mathématiques pour y
chercher, au-delà des structures, les concepts et au-delà
des concepts,éventuellement les conceptions qui pourraient
se forger chez un sujet dans des sffuat[ons historiques ou
didactiques particulières. L'analyse de ces conceptions,
qu'il faudra que l'élève possède ou évite, est inséparable
de celle de la famille des situations-spécifiques où elles
prennent leur fonction et leur utilité. Toutes les deux
sont inévitables dans toute entreprise qui prétendrait,
à la fois foumir une théorie dotée de ses méthodes de
confrontation (probablement spécifiques aussi) et de
techniques didactiques continuement contrôlables par les

enseignants. Les travaux de Diénès ne conduisent pas, et
par voie de conséquence serions-nous tentés de dire, à

interroger les comportements des éIèves, non seulement
en tant que réponse à une sollicitation didactique mais
surtout en tant que source d'informations sur les questions
théoriques de didactique.

Bt c'est pourquoi peut€tre, après ces deux longues
études de pratiques d'enseignement on a I'impression
de savoir si peu de choses sur les décimaux, sur les diverses
conditions de leurs genèses et même de leur emploi ainsi
que sur les comportements attestés ou possibles des élèves

à leur sujet. ,

Quelques résultats en 1979

Hypothèse
D'autres méthodes sont apparues à la suite de la réforme.

Bien que leur étude conduirait à préciser le champ des

< variables > sur lesquelles jouent les didacticiens de cette
période, nous ne la poursuivrons pas ici : d'une part, Ieur
impact a été relativement plus faible, d'autre part, elles

L
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agissaient dans le sens que nous avons indiqué, parfois

*ê1n" de façon excessive. Nous estimons finalement que

la conception est restée la même gue dans les années 1960.

Illustration
Nous n'avons pas rapp orté ici des travaur qui ont permis

de mettre en évidence les phénomènes que nous avons

signalés mais pour illustrer leur permanence' nous relevons

cidessous quelques résultats d'une enquête récente de

I'I. N. R. P. sur le comporbement de près de 900 élèves* en

les disposant de façon à illustrer les caractéristiques de la

"otr""ption 
des décimaux que nous avons décrite plus haut'

a) Techniqués... Nous pouvons observer ainsi quelespointssur

lesquels les différences significatives apparaissent sont ceux

qrr. norrs avions signalés : notre hypothèse n'est pas contredite'

* Institut National de Recherche Pédagogique (unité de recher'

mathémat. sur l'élémentaire). Enquête sur I'enseignement des mathé-

matiques à l'école élémentaire. T. 1: comportement des élèves (1979).

Exercices corres-
pondants dans fD

Exercices zur fN

6,137 et 728,32
57,05
0,583

8 nombres
- selon la partie
entière

- qui ont même
partie entière

1,04? m
0,049 m
16,84 m

45,25+ 0, 3451+-
3092,048

124L,39 - 327,043

54,15 x 3,02

7 4,19 par 3,4

49
50
47

26

74

28

ENCADREMENTS
L9225 et 499425
134900
340090

ORDRE
INRDP (1e77 )

CHANGEMENTS
D'ECRITURES

Passage de l'écriture en
chiffres à l'écriture en lettres
176 et 5A77
t207 5320

ADDITIONS
4325128 l-92O42 + 104095

SOUSTRACTIONS
315426 - 429.75

MULTIPLICATIqNS
7 485x37 4

DlvrsroNS
8359 par 39

61

60

69
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t:;
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b) Conversions dans le système métrique.

Effectif : 940

4,15 m2 € dm2 29Vo
3m2 € il 227o
5,251 - cl 74V"
0,13t € kg 40Vo
2h 25 r1n . mn 537o

c) Il est intéressant de rapprocher de ces résultats sur les
techniques, ceux qui ont été obtenus à propos de la pro-
portionnalité. I1 s'agissait de calculer les proportions pour
!2, 4 et 10 personnes d'une recette connue pour 6 personnes.

Ce Ésultat est entièrement conforme à ceux obtenus
par Alain Mercier* qui a montré çlue le formalisme des

opérateurs (des machines) tendait à faire disparaître l'usage

aè ta notion de rapport, surtout en tant qu'invariant dans

une application linéaire, au bénéfice d'un calcul fonction-
nel en général mal assimilé . La recherche de la proportion
pour une personne correspond au début de cette procédure :

âUu d"*ait foumir la fonction linéaire qu'il faut appliquer
aux valeurs de l'ensemble déparl, mais, la valeur obtenue

reste une mesure et l'élève en reste là.
Ces résultats sur les naturels sont valides pour les déci-

* Mercier A" : Etude des notions < opérateur D ( machine I mémoire

de D.B.A. soutenu en novembre 19?8. Université de Bordeaux.

ffiectlf 947 : t2
personnes

4
personnes

'10
personnes

hoportions correctes (Y

compris une fraction)
Deux proportions conectes
(pourcentages)

Une proportion cor:ecte
Donne les proportions
pour une personne

Autres solutions fausses

15

50
4

t2
19

24
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45

5
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13
51
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maux. Ils montrent peut-être gue les élèves, bien qu'en-
traînés à la technique des opérateurs, n'ont jamais étr-
beaucoup confrontés avec les problèmes que rencontrent
Ies naturels dans ce rôle.
d) Les problèmes numériques :

Voici les pourcentages de réussite à quelques exercices,
un peu complexes il est vrai, (avec usage de diagrammes,
de tableaux de péage, de tarifs etc.) mais basés sur des
calculs numériques dans [.I ou dans D.

Calcul de la distance entre deux villes
Calcul du prix de I'essence
Calcul d'un tarif postal
Calcul de distances sur une carte routière
Sur des problèmes plus classiques de pour-
centages, les réussites sont de I'ordre de

L57o
0,8vo

48 à 54Vo

L47o

30 à 45Vo

e) D'ailleurs les auteurs concluent :

< En ce qui concerne les acquis traditionnels sur les
techniques opératoires, les comparaisons qui ont pu être
faites avec des enquêtes plus anciennes montrent que,
contrairement à une opinion répandue, tr le niveau ne
baisse pas)). Les élèves d'aujourd'hui savent aussi bien
faire des opérations qu'il y a vingt ans, et ont, de plus,
la maîtrise d'outils que ne connaissaient pas leurs aînés. >

En revanche, les élèves du CEz et du CMz ont des diffi-
cultrls pour résoudre des problèmes : il s'agit là de réinvestir
leurs savoir-faire techniques dans des situations où ils
soient pertinents. Cette faible disponibilité d'outils par
ailleurs bien maîtrisés, constitue I'information la plus claire
des résultats et renvoie aux multiples aspects de ce qui pour
les enfants fait difficulté dans la résolution des problèmes.

Varioblæ
D'autres études, que nous ne rapportons pas ici, montrent

en fait que I'effet de variables telles que le nombre des

chiffres maniés, le nombre des chiffres de la partie entière,
la présence de zéros intercalés près de la virgule, l'égalité
des nombres de chiffres après la virgule,-.. joue un rôle
conforme au modèle.
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- QTIELQUES PROBLEMES DE L'ENSEIGNEMENTS DES

DECIMAUX
L'examen détaillé mais quelque peu naïf des pratiques

des vingt dernières années nous a permis

- d'une part d'identifier les difficultes que les élèves ren-
contrent dans I'apprentissage des décimaux,

- d'autre part de reconnaître les difficultés des conceptions
didactiques classiques ou nouvelles à trouver une prise
sur les résultats insuffisants.

Pour pallier à un échec dans I'acquisition d'une connais-
sance, la pratique habituelle consiste à renforcer I'apprentis-
sage par des répétitions, la multiplication des exercices,
I'adjonction d'explications et de métadiscours dans les

objectifs d'enseignement,... et même de procédés didac-
tiques ou mnémotechniques, ce qui a pour conséquence
d'alourdir et d'allonger I'enseignement" Il faut donc en
conséquence et en réaction à la fois, I'alléger en renvoyant
à plus tard I'apprentissage de ce qui est considéré comme
secondaire et en ne retenant que I'essentiel, le fondamental,
les algorithmes pour les uns, les stmctures pour les autres.

Nous pensons que ces principes conduisent à des décisions
qui peuvent rendre impossible la conception de situations
capables de donner un sens convenable aux notions ensei-

gnées et donc d'en hypothéquerl'emploi et, de toute manière,
ils empêchent la fabrication de situations didactiques
nouvelles dans le domaine de I'innovation, de I'invention.

Nous nous proposons malntenant de poser le problème
différemment et, anticipant sur les apports de la deuxième
partie de cet article, d'esquisser les problèrnes qui seront
étudiés par la suite.

PROBLEMES D'ENSEIGNEIVTENT ET PROBLEMES DE
MATHEMATIQUES

Pour comprendre les difficultés de I'enseignement des

décimaux, il ne faut pas se borner à examiner les dysfonc-
tionnements de I'apprentissage.
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Le schéma classique, dans lequel I'apprentissage est la mise

en mémoire d'une connaissance gui va s'appliquer' a permis

une approche économique de la didactique. Il s'agit de dé-

.o*pài"t I'organisation de I'enseignement en sous-tâches

pouvant ," "o**voir 
indépendamment et s'exécuter séquen-

tiellement. Chaque sous-tâche apour fonction depermettre de :

- définir la connaissance visée, la réorganiser sous la forme

la plus adaptee à sa communication ou à son apprentissage,

Ia faire apprendre au sens de mémoriser sous cette forme et

montrer comment on I'aPPlique;

- placer cette sous-tâche dans un domaine de savoirs cons-

titués ou sous contrôle d'une activité spécialisée : la disci-

pline mathématique, les théories de Ia communication ou

àe I'apprentissag", o.t de I'enseignement etc... une utilisa-

tion .ruiu* de ce schéma permet essentiellement aussi une

décomposition des responsabilités et des contrats dans Ie

déroulement de I'enseignement et fournit donc un cadre à

l'interprétation des difficultés, des elreurs et des échecs'

L'erreur est interp rétne comme I'indice du non-fonctionne-

ment d'une des séquences préwres, d'un écart entre un pro-

jet et sa réalisation : le savoir a été mal appris, mal retenu,

t" mal appliqué, ou mal compris, Fd relié aux autres

savoirs... Les àitfi".tttés sont celles de l'élève ou celles de

I'enseignant, ou celles de I'enseignement : les objectifs

sont ma precisés, mal communiqués, les moyens sont insuf-

fisants, les résultats mal évalués"' etc'

Nous nous proposons ici d'essayer une autre approche :

l,apprentissage "rt 
trr. adaptation de l'élève à une situation-

pràÈta-e nùvelle (*). Les difficultés qu'il rencontre sont

donc fondamentales pour provoquer cette adaptation' De

plus, elles peuvent être constitutives du nouveau savoir,

c'est-à-dire être indispensables à sa compréhension (**)'
ces difficultés sont celles que portent en elles la conception

antérieure de i'éiève et Ia situation-problème choisie les a

seulement révélées; La nouvelle conception apparaît parce

qu'elle est une solution à ces difficultés. Elle est une rééqui-

Iibration des systèmes de réponse de l'élève (*) soit qu'elle

1*; PIAGET : < Théorie de l'équilibration l'
(**) BACHELARD : .( Notion d'obstacles épistémologiques dans

la formation de l'esprit scientifique D'
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lève les contradictions portées par les anciennes conceptions,
soit qu'elle apporte des simplifications substancielles.

Dans cette perspective (à laquelle nous nous référons
souvent et que nous étudierons à nouveau), ce qui est,

ailleurs, interprété comme une difficulté des élèves dans un
apprentissage, devient alors une difficulté pour une ancienne
conception à être remplacée par une nouvelle - lorsqu'elle
est en difficulté dans la situation-problème présentée-

Autrement dit, pour comprendre I'apprentissage des

décimaux, il faut chercher qu'elles sont les situations-
problèmes dans lesquelles ils sont de façon évidente une

meiileure solution que les autres structures, en particulier
celles déjà connues de I'enfant.

Il s'agit donc maintenant d'un couple de problèmes

mathématiques (eux-mêmes formés d'un couple situation-
conception) à comparer selon des critères à déterminer. On

peut espérer mathématiser aussi cette comparaison en I'in-
terprétant en termes d'économie sur les variables à détermi-
ner. C'est Ia direction dans laquelle doit s'avancer la didac-

tique aujourd'hui.

E P I S T E XI O L O G I E E T It'l A T H EIII A T I QUES-

ce point de vue ne permet pas de rendre bien indépen-

dantes la recherche et l'étude des conceptions particulières

relatives au concept de décimal et la détermination des

situations qui pourraient leur être associées. C'est pourquoi
il n'y a pas encore de méthodes très naturelles de recherche'

C'est seulement après coup qu'on peut mettre à l'épreuve le

choix des variables pertinentes et acquérir Ia conviction qu'il
est bon.

La méthode la plus tentante consiste à prendre les chan-

gements de couples r< situation-conception rr là où iis se

sont produifs pour I'humanitxi, c'est-à-dire dans I'histoire'
L'étude de la genèse des concepts constitue la méthode la

plus féconde de l'épistémologie moderne'
Nous Savons que nos connaissances ne nous permettent

pas encore de fabriquer et de contrôler des transpositions

âidactiques satisfaisantes pour un usage éducatif' Il n'est

pas question, de toute manière, de réintroduire la méthode

i',irtoiiq.," dans I'enseignement mais de comprendre les

b-.
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mécanismes de production des savoir, qui nous intéressent
en termes de conditions reproductibles. L'autre méthode
intéresse plus spécialement les mathématiciens et consiste
en une étude a priori des différentes manières de constituer
des notions. L'explicitation des contraintes auxquelles on a
obéi consciemment, ou non, peut, elle aussi, fournir des
indications intréressantes. Nous allons conjuger ces deux
méthodes pour la recherche des questions auxquelles la
constmction des décimaux est une réponse adéquate.

Dans la mesure où ces réflexions ne seruent qu'à la consti-
tution du problème épistemoiogique qui sera mis en expé-
rience et où nous ne cherchons pas à conclure directement
sur la foi d'opinions didactiques conscientes ou non, nous
pouvons les accepter tous les deux, concurremment et
conjointement.

LA DETERIITINATION DES CONCEPryOTIS ET DES
SITUA?/OIV,9.

Anticipant sur les résultats de l'étude théorique à venir
dans la deuxième partie de cet article nous allons rapide-
ment passer en re\,.rue les questions qui se posent et les choix
qui peuvent s'ouwir.

Pour constmire les décimaux il suffit de considérer I'en-
semble D+ engend.ré en adjoignant à NI un éiément d tei
que 10d = 1 et de poser que I'ensemble obtenu est muni
d'opérations qui prolongent celles de N en gardant les
mêmes propriétes fondamentales.

En considérant N I d I avec 10d - 1 on obtient un
codage prolongeant celui de NI., et tout élément x € D
s'écrit sous la forme x = Ia, 10t i eZ. Alors ayant copser-
vé tout ce que I'on désirait, on peut montrer que DÎ est
totalement ordonné (contrairernent à D{ tx I ) par Ia relation
a<a' --- Ja" € N Id I tq a'-a=a", dense et archi-
médien. Les seûls éléments de [.{ qui sont inversibles dans
NI t d I sont les multiples des diviseurs de d. Mais pour tout
nombre décimal a il existe un décimal a' qui peut jouer le
rôle d'inverse de a avec la précision e quelconque voulue :

0<1-aa'r-e
-_On 

peut alors montrer que D+ Àst dense dans Q+ et que
R-r est le complété de D r.
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Cette constmction est celle qui clécrit le mieux la cons-
truction directe que nous avons décrite comme étant typique
en 1960. (Il faudra dire en quel sens).

Nous verrons qu'elle correspond assez bien, d'une certai-
ne façon, âu processus que I'pn peut prêter au travail de
Simon Stevin qui construisit les décimaux pour unifier la
notion de nombres rationnels et radicaux en particulier, à
la suite d'études sur les fonctions polynômes (Les multi-
nômies ).

Malgré cela, cette construction, comme d'ailleurs toutes
celles que I'on a avancées à priori, fait disparaître les problè-
mes que la structure est chargée de résoudre.

Elle correspond certes à la meilleure récupération des con-
naissances ankirieures des propriétés de lN, mais ne favorise
pas une rupture qui permettrait de bien différencier D de NI.

Elle ne permet pas surtout de maîtriser la notion d'homo-
thétie et de I'identifier avec les nombres déjà construits.

F. Colmez a montré dans une série d'expériences du
type des nôtres qu'aujourd'hui les élèves confrontés à des

problèmes d'invention des moyen de mesure, reconstruisent
sans difficulte des décimaux-mesure selon un schéma qui
n'est pas éloigné de celui que nous avons adopte.

DE L'ORDRE DISCRET A L'ORDRE DENSE.

Si on veut fonder D* contre N il faut donc une situation
où I'on a besoin que chaque élément ait un inverse, et où on
a besoin d'un ordre dense. Selon que I'on choisira certaines
situations, certains ordres de grandeurs, ou d'autres..., la
solution ia meilleure sera Q+-ou D+ ou seulement R+.

I

Qî est une structure très incommode pour la mesure,
pour les calculs pratiques de sommes et de différences, pour
des comparaisons, donc pour la topoiogie de la droite.. Peut-

être est-il pius favorable de fabriquet b+ pour pallier aux
insuffisances de Q+ plutôt que de N ? r

Il pourrait ainsi apparaître clairement que D ' est une ap-

proche d'une structure connue (et non pas < quelque chose l ).
Mais en fait pourquoi pas une non-approche des nombres
algébriques ? Historiquement ce n'est pas A que D est

chargé d'approcher. R. Douady a longuement étudié une

réalisation didactique dans cette voie (Voir article infra).
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DE LA MESURE AUX HOMOTHETIES DE D.

il est finalement relativement facile d'obtenir I'usage
des décimaux-mesure, en tant que semi groupe additif à
opérateurs naturels. Nous avons vu que la notion d'applica-
tion linéaire de D dans D I'est moins, et surtout la désigna-
tion de ces applications linéaires à I'aide de nombres précé-
demment utilisés pour les mesures. Il y a là une opération
qui correspond à I'identification d'un espace vectoriel avec
son dual et qui appelle des situations et des processus
appropriés. Comment concevoir cela à un niveau élémen-
taire ? Est-ii possible dans ce rôle de faire l'économie de
I'étude de Q en tant qu'ensemble des opérateurs archimé-
diens ? C'est seulement dans (Q*) que le produit de deux
rationnels prendrait tout son sens. L'approche de ces opéra-
teurs à I'aide des opérateurs décimaux est-ii un problème
différent par ie sens de celui posé au paragraphe précédent ?

DE LA Sfiq UCTURE AUX REPRESENTAZOIIS.

Comment passer de cette terminoiogie mathématique à
des conceptions d'élèves ? Est-il possible de constituer une
représentation efficace et correcte de la notion de décimal,
qui constitue un sens des algorithmes permettant leur usage ?

On peut imaginer - et I'histoire I'atteste - qu'il existe
des représentations différentes pour les décimaux.
Par exemple, Rr :0,3 est ( ce qui multiplié par 10 est
égalà3l

R2 : 0,3 est << 3 fois la dixième partie de I rr

Pourrons-nous en choisir une autre, que la représentation
dominante, et I'enseigner pour en observer les effets ?

Nous verrons que si on fait réellement fonctionner la
pensée mathématique-créatrice des élèves, il faut aussi ac-
cepter que des conceptions transitoires éventuellement
fausses se créent chez eux. Comment peut-on provoquer
leur rejet ou leur abandon ?

^DES CONCEPTONS AUX SITUA?/OI/S.

Comment éiaborer des situations qui fassent réellement
fonctionner une notion ? C'est-à-dire qu'on ne peut pas
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répondre sans mettre en euvre cette notion et sans lui don-
ner un sens. De quels paramètres dépendent qualitativement
les procédures qui attestent I'usage de cette notion ?

Comment rendre .une assimilation (au sens de Piaget)
nécessaire, quand une acconrodafion (id) est-elle indispen-
sable ?

Voici quelques unes des queslions spicifiques qui se
posent à propos de Ia didactique des décimaux ef auxquelles
nous essa)'erons d'apporfer des élémenLs de réponses.

A travers cetle étude se posent d'autres qtrestions plus'
générales comme par exemple celle de la rcproductibilite
en didactique, ou même de la possibilile de r'éaliser des
expériences scientifiques. Nous essaierons de les aborder
aussi.
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PROBLEMES DE DIDACTIQUE DES DBCIMAUX

l-Introduction .1

Nous avons analysé en détail différent", -"rrières d'en-
seigner les nombres décimaux utilisées en France pendant
les vingt dernières annéer, tofu-ment celles qui ont suivi
la réforme des années 7 O. Nous avons montré que les
résultats scolaires n'étaient guère affectés par les variations
qui opposaient les différentes méthodes, et qu'ils présen-
taient toujours certaines faiblesses. Nous avons émis I'hypo-
thèse que ce fait était dû aux déficiences des conceptions
didactiques en usage et de leurs bases épistémologiques.
Le manque d'études dans ce domaine - notamment en ce
qui concerne I'analyse des situations d'enseignement, des
processus d'apprentissage, de la tâche du maître - conduit
les différentes pratiques à obéir à une même conception des
décimaux

Pour pouvoir être étudiés expérimentalement, les problè-
mes d'enseignement doivent finalement s'exprimer par des
choix théoriques qui se traduisent eux-mêmes par des
méthodes réalisables.

Il s'agit d'abord, dans cette deuxième partie, de montrer
qu'il existe de véritables alternatives à la conception domi-
nante de ID, et par là, de mettre en évidence certains de ces

choix didactiques qui s'offrent à I'enseignant.
Nous présenterons donc une expérience conçue en rela-

tion avec une analyse mathématique, historique et épis-
témologique des différentes conceptions des nombres natu-
rels et des nombres décimaux, êD détaillant les principales
caractriristiques des processus et des situations qui rendent
les élèves capables d'acquérir ces conceptions. Afin de
contrôier cette approche théorique, Ie même processus
a été reproduit huit fois avec les mêmes maîtres et cinq fois
avec des maîtres differents. Nous avons tenté de mettre en
évidence le rôle des variables de commande et la paÉ des dé-
cisions didactiques dans l'évolution du processus qui ne se

présente pas comme une méthode optimale du point de vue
éducatif.

Cet essai d'( épistémologie expérimentale )) permettra de
chercher de nouveaux critères pour analyser les processus
d'enseignement.
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Ces critères seront signalés à I'occasion, et de cotrrtes
études des quelques questions de didactique, parmi les
plus importantes, seront insérées dans le cours du récit.
Car nous souhaitons aussi, à cette occasion, entamer un
débat Eur les rapports qu'entretiennent les problèmes
d'enseignement avec les domaines scientifiques connexes
déjà constitués, d'une part, et avec les problèmes de didac-
tique, d'autre part. Nous insisterons sur la complémenta-
rite des deux aspects phénoménotechnique et scienti-
fique - de la didactique.

2. Conception générale d'un processus d'enseignement
des décimaux

2.1. Conclusions de l'étude mathématique

2.1.1. Axiomatique et choix didactiques implicites
Il existe bien des manières de définir mathématiquement

ou de constmire les décimau:i. Elles diffèrent par le choix
de ce que I'on considère connu comme objets mathéma-
tiques et comme méthode de démonstration, mais leur
résultat est le même, en ce sens qu'il existe un moyen de

montrer l'équivalence, I'isomorphisme des stntctures obte-
nues. Chacune de ces constmctions axiomatiques est dans

le champ des mathématiques; par contre, l'étude de ce

qui fait leurs différences, les raisons des choix, de ce qui
est admis ou non, de ce qui est important ou non' facile
ou non... ne relève pas des mathématiques. Une construc-
tion a:riomatique est chargée implicitement d'options
épistémologiques, de présupposés didactiques qu'il faut
se garder de croire nécessaires au même titre que les conclu-
sions mathématiques, mais par lesquels il faut bien passer

pour obtenir un discours qui permet de communiquer la

notion. Deux méthodes diffèrent par le choix des a:riomes

et des règles de production des théorèmes.

2.1.2. Transformations du discours mathématique
n existe aussi des procédés formels qui transforment

un discours mathématique en un autre relevant de la même

axiomatique. Ces procédés affectent plus ou moins profon-
dément le discours :

la logique permet le changement de I'ordre des énoncés,

diverses présentations des implications, (condition néces-
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saire ou condition zuffisante mises en évidences) le regrou-
pement en énoncés généraux, l'éclatement en lemmes et
corollaires etc.

- la réthorique suggère ses figures de pensée, I'antithèse,
la comparaison, la répétition* jusqu'à r'hypotypose et
pourquoi pas la prosopopée*x et nous ajouterons I'illustra-
tion, I'exemple, le commentaire etc.
- la gtammaire et la stylistique permettent les reformula-
tions en langage plus simple, le remplacement des termes
par leur définition, le choix des synonymes etc. sans parler
des procédures de présentations chères à cagné (19g0).

ces divers procédés appliqués de façon presque auto-
matique fournissent toujours un discours, ur exposé que
I'on peut espérer plus simple, plus clair, plus redàndant...
et donc plus intelligible, plus assimilable que le discours
mathématique initial. ce point de vue alimente un certain
nombre de recherches qui, malgré tout leur intérêt , n'ont
pas réussi à montrer que ces procédés ag,issaient de façon
spécifique et différenciée selon les notions et sur les acqui-
sitions des éièves. Comme les méthodes pédagogiques dont
nous avons étudié les effets dans I'article précédent, ces
procédés ont en commun de ne pas remettre en cause, de ne
pas interroger la constmction mathématique elle-même.
2.1 .3. Métamathématique et heuristique

Il existe un langage spécialisé dans la description et Ia
comparaison de ces méthodes; ii fonctionne dans le discours
des mathérnaticiens, dans leurs commentaires, dans leurs
cours et leurs confidences. A côté des termes authenti-
quement mathématiques parfois utilisés de façon métapho-
rique, des incispensables termes métamathématiques (qui
décrivent le langage mathématique) et de certains termes
paramathématiques, (considérés comme clairs bien que
n'étant pas définis) on trouve essentiellement des concepts
heuristiques : généralisation, synthèse, analyse, problèmes
tels que les présente Poiya dans ses ouvrages, ce langage,
plutôt descriptif et classifiant chez certains de ses continua-

* Ici, le lecteur complaisant voudra bien insérer les 43 principales
figures dont il trouve.ra la liste par exemple au mot <figure> dans le
<dictionnaire alphabétique et analogique de la langue françaisel
de Robert.

+{'Cf. Lucienne Félix.
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teurs, permet néanmoins de s'interroger sur les différentes
conshmctions d'une notion à partir de ses motivations.

2.1.4. Extensions et restrictions
Prenons, ptr exemple, une construction directe des

décimaux ID :

* Considérons, dans Z X IN, la relation d'équivalence -
(a,n) - (b,p) <+ a.10p _ b.L0n, la classe de (a,n) étant

notée if,.
ID - Z X II{ / - est muni d'opérations stables par passage

quotient: (a,n) +(b,p) = (a. l-0p +b. 10', n *p)
(a,n) X (b,p) - (a.b, n +P)

qui prolongent les opérations dans IN, identifié à (lN,O)c l|f
d( ID est ordonné par (a,n) ( (b,p) o a.10e < b.10'
* Alors (lD, * , X, <) est un anneau commutatif unitaire
integre et totalement ordonné.

Cette méthode est typique d'une catégorie de conshuc-
tions qui consistent à prendre une stntcture connue, ici Z
et à en faire une extension, gui lui rajoute des éléments.
Nous avons esquissé dans l'article précédent une construc-
tion de IDip* une extension de IN qui procédait par I'ad'
jonction d'un seul élérnent et tel que 10d -- 1. Toutes
les puissances de cet élément, leurs produits et leurs sommes
avec un nombre fini des autres engendrent IDI. Bien que
produisant le même résultat, cette méthode permet de
mieux rrvoinr que I'on a ajouté le moins de choses possibles
à f,\l, et ce que i'on a ajouté. Par contre, elle exige une
prise de conscience de ce qui représente toutes les opéra-
tions possibles d'un élément avec les autres, c'est-à-dire
le semi-anneau des polynômes à coefficients naturels hl Ix].
Elle suppose connue une structure plus compiexe.

n existe une autre catégorie de constructions qui pro-
cède à I'inverse par restriction. On a déjà défini une stmc-
ture générale, par exemple Q , et l'on se restreint à ne
prendre qu'une partie de ses éléments. Exemple : les déci-
maux sont les rationnels exprimables pff une fraction
décimale.
II) : {x.--€ ID tq tf p tq. x.10P € Z)}è--
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il existe bien d'auhes méthodes fondées 6urmotivations mathématiques (problèmes d'ordre
fo.nolgne par exemple)- Nous n,en rendons pasici mais le lecteur pou*a consulter Ermer irggrl.

d'autres
ou de

compte

2. 1 .5 . IVI otiuatfons mathématiques
on peut aussi imagin_er bàaucoup d'autres extensionsde IN. Pourquoi cereJà ? que p"r-Ët-elle de réroudre queles auhes ne permettraient pas ? Ir est hop tôt pour cher-cher une situation précise qui rendrait nécessaire Ia créationet I'usage des décimaux, -*ir c'est Ià qu'iI faudra en venir.Certains problèmes ne peuvent trouver de solutionsdans cert'ains ensembles parce que ceux-ci ne sont pasassez riches : par exemple, on ne trouve pas dans IN de nom-bre tel que : (1) a X S - Z,ou bien tel qùe 7 +a _ 5 (2)or, il peut arriver, dans certains domaines ou dans cer-faines appiications que de telles équatioru aient, à l,ér,i_dence, touiours une sorution : par exempre, on peut toujoursparbager une ]ongueur en hois parties-égales, même si elemesure 2 m. Alors, on veut représenter paï un nombrela longueur ainsi obtenue. Il faut àon. construire une exten-sion (ici de N) dans laquelle ces équations sont toujours

résolubles, Q pour (1), Z pour (2) ou tout auhe stmcturequi les contiendrait.
on aurait pu construir€ R, les réers, pow que toute suitede cauchy y soit convergente ou (D, les'ôomplexes, pour quetout polynôme à une indéterminée non constante et àcoefficients dans CI, y zut au moins une racine.
Et pourquoi une restriction ? Lors du plongement d,un

ensemble A dans une extension B, tous les éléments de Aont toutes les propriétés communes aux éléments de B,mais I'inverse n'est pas wai et les éiéments de B peuvent
avoir <perdu, des propriétés intéressantes. par 

"*"*pt", u nest le successeur de LT ,> a une solution dans IN et dans ID.
Ainsi.ID hérite des facilités de calcul que l'on trouve dans IN;
mais Q les a perdues, €D particuliei pour les différences,l_.t comparaisons, le catcul sur les intervalles. Il arrive
donc que I'on ait pu construire, paï un moyen ou par un
autre, un ensemble B satisfaisant pour y trouver la solution
d'un problème, mais tel que les calculs àu les raisonnementsy soient pénibles. on cherche alors un sous-ensemble, une



450

restriction A de B, tel que tout élément de B puisse être
représenté, approché par un élément de A sur lequel les
calculs seront plus faciles:
ID approche Q ou IR parce que, pour tout récl, quelle que
soit la tolérance que I'on s'accord€, il existe toujours un
décimal dont la distance à ce réel soit inférieure à la tolé-
rance choisie.

Des problèmes de ce genre se rencontrent très fréquem-
ment en rnathématique où I'on veut souvent étudier tous les

objets engendrés par un systæme générateur ou au contraire
chercher un système générateur commode pour un ensemble
donné.

Puisque le fait de plonger un ensemble dans une extension
change ses <rpropriétris> et celles de ses éléments que I'on
peut désormais utiliser, nous pouvons nous attendre à de
grandes difficultes et à des résistances au changement
d'emploi lorsque l'habitude jouera un rôie - qu'il s'agisse

d'habitudes psychologiques ou culturelles. C'est un des

principaux obstacies épistémologiques que l'on rencontre
en mathématiques.

2.1.6.
Cette remarque nous amène à observer que les méthodes

heuristiques d'anaiyse ne prennent pas waiment en charge

les situations d'emploi ou de création des mathématiques.
Elles ignorent, entre autre, le sujet, le groupe social et leur
histoire.

2.2. Conclusions de I'étude épistémologique-
Pour organiser une genèse expérimentale qui donne un

sens convenable à la notion de décimal, il faut faire une

éhrde épistémologique afin de mettre en évidence les formes
sous lesquelles le décimal s'est manifeste et leur statut cogni-

tif . Cette étude ne pouvait pas prendre place dans ce

chaoitre. Nous allons seulement en exhaire quelques

conclusions.

2.2.1. Différentes conceptions des décimaux.
a) Le <décimal> de I'antiquité qui sert exclusivement au
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mesurage et à la représentation des quantités. Par exemple,

ceux q.ti 
"*priment 

les mesufes décimales en Chine trewe
siècles 

"uuol 
Jésus Christ. Ils fonctionnent à peu près

comme les binaires hiérophyghiques des Eg;yptiens de

-2500 et comme les sexagésimaux des Babyloniens de -1900'
en ce sens qu'ils résolvent de façon similaire des problèmes

similaires ; il s'agit de l'emploi direct du système de numé-
ration en usage pour les dénombrements comme moyen de

décrire des fractionnements : certaines fractions peuvent

être désignées, d'auhes simplement approchées. Ils se distin-
gUent bien, par toutes sortes de caractères formeis, techni-
q.ter et même sociologiques, des autres fractions avec les-

quelles les initiés tentent de faire des calculs exacts, puis

de définir la notion de rapport et avec lesquelles ont franchit
d.ivers obstacles."- (passag; à la forme $, m naturel quelcon-

que; puis à *, n strictement inféni:ùr à m; puis à n

n et m quelcÈihques, etc). Bien peu de 
"n, 

proiriétés t8t"i
reconnues, mêrne si elles sont utilisées. Je dirai- en emprun-

tant ce terme à Y" Chevatlard (1981) ._ que Ie décimal est

alors une nCIf;*r: protamathtimatique : cette structure est

mobilisée irnpii*itement dans des usages et des pratiques,

ses propriétés s*nt utilisées poul résoudre cerbains problèmes,

mais elle n'est pas reconnue' ni comme objet d'étude,

ni même comrne outil.
b) Al Fluwarizmi. (?80-850), qui unifie le calcul des

natureis avec celui des rapporfs (géométriquesu et qui

introduit l'empici de la numération de position décimale'

permet l'érneigence du décimal outil mathématique

à'"pproche. rroi pTus des grandeuts, mais des entités rnathé-

matiques : rationnels d'abord, puis radicaux etc' Ces entités

sont susceptibles cl'âtre des nombres dénombrants, des

nombres mesurants, des rapports et enfin, avec stevin

( 1 585) d'4uthentiques applications'
Le décimat cevient. alors une notion parathématique : tJ'

n,est tout d'abord. qu'un outil consciemment utilisé, re-

connu, désigné, rnais que son inventeur Al uqlidisi' vers

g52, ne traite pas comme un objet d'étude. (Abd el Jaouad,

rgzé). Le ae cima: est montré dans son fonctionnement

(précânstruit) et apparaît comme une méthode d'exposition

du, fractions ou unq curiosité. L'écriture des fractions

décimates dans l'æuwe' d'Al uglidisi est identique à Ia nôtre
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et pourtant le concept n'est pas repris par les contempo-
rains.

Au contraire, son deuxième inventeur, Al Kashi (L427,
le reconnaît comme une découverte mathématique. Mais il
n'est pas encore sous le conhôle d'une théorie qui en fixe
la définition, les propriétés et la position épistemologique.
Il est la traduction du systeme sexagésimal des astronomes,
en un systeme plus commode pour les calculs. On peut
supposer que pendant 5 siècles, les décimaux sont potentiel-
lement présents dans la culhrre et que c'est leur statut
qui est en évolution (par exemple, Bonfils de Tarascon
vers 1350 en produit une ébauche.)

c) C'est après Simon Stevin (1585) que le décimal accède
au statut. de notion mathématique. Stevin introduit systé-
matiquement les nombres géométriques et les multinomies

les fonctions polynômes - pour unifier la notion de
nombre et les solutions des problèmes d'algèbre de son
époque. Le décimau:i apparaissent comme une production
achevée de cette théorie; ils deviennent alors un objet
de connaissance susceptible d'être enseigné et utilisé dans
les applications pratiques, les calculs, la constitution de
tables. Leur rôle conceptuel reste le plus caché. Pour Stevin,
<les quantités i:rationnelles, iltégLilières, inexplicables,
sourdes et absurdes > sont des nombres (réels) parce que
toutes sont approchables par les nornbres décimaux; il n'a
pas écrit cette phrase, mais tout se passe comme s'il I'avait
pensée.

Les décimaux servent de modèle heuristique dans I'analyse
naissante et Nervton les utilise pour expliquer I'approche
des fonctions et de leurs fluxions à I'aide des fonctions
polynômes et des séries, de leurs dérivées et de leurs primi-
tives (Ovaert, 1976). Cette place n'est finalement fixée
et attestée que lorsque les réels sont enfin devenus à leur
tour des objets mathématiques et que les procédés d'appro-
che des fonctions qu'utilisait St€vin ont reçu à leur tour
leur identité mathématique.

2.2.2. Rapports dialectiques de D et de Q
L'analyse épistémologique fournit d'autres indications:
Les progrès de ID se sont nourtis de ceux de Q puis de IR

en une dialectique difficile à résumer : il sera sans doute-t
,lil
.::

b..
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indispensable de poser des problèmes qui appeleraient
la constmction d'une sur-stmchrre telle que Q ou IR, et
peut€tre de la constmire effectivement pour donner à ID sa

signification (Douady, 1980).
Par exemple, tl nous paraît difficile de concevoir que la

notion de rapport puisse être directement approchée par les

rappork décimaux.

2.2.3. Types d'objets réalisés
Les situations dans lesquelles ID ou a sont employés,

diffèrent profondément par Ia nature des objets mathé-
matiques qui rdalisent ces stmctures et dont on s'occupe.
A t'oiigine, Q 4. et ID+ étaient réalisés comme ensemble des

images dans un sysfeime de mesure; ce qui était explicité,
écrit, qui avaif un statut, c'était le semi-groupe ordonné
(Q +, * , () muni des opérateurs naturels. Les propriétés
de corps de A éhient utilisées impiicitement mais non
reconnues"

La fuaductir:n des faits historiques en langage moderne
nous fait ccmmettre quelques abus mais nous gagnelons

en conci.sion" Ainsi, à côté des rapports naturels (multiples,
sous-multiples), des Pythagoriciens utilisaient certains
rapporbs privilégiés (épimères, épimores, émioles...) mais ils
ne les utilisaient qu'en géométrie et les calculs à leurs
propos étaient pénibles; iis ne les assimilaient sûrement
pas aux fractions. Un instant, Euclide a rejeté ces distinc-
tions barbares, mais cette initiative est restée presque

sans lendernain et rnême Archimède n'a pas waiment
connu les fractions que nous appelons <Archimèdiennesrr.

La construction de -C (Al en tant qu'ensemble de rapports
ou d'opératÆurs, munis des opérations de groupe, et son
identification avec Q + ua prendre plus de mille ans ( de
-400 à +850). A la fin de cette période, les rapports fonc-
tionnent impiicitement comme des applications mais il
faudra encore six cents ans au moins (1585) avant que

Q 
+ ne devienne expiicitement un ensemble de fonctions

traitées comme des nombres.

2.2.4. Differenfs sens du produit de 2 rationnels
Ainsi, par exemple, l'opération de multiplication de deux

fractions peut recevoir des interprétations différentes
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dont beaucoup sont apparues à des époques parfois éloi-
gnées et que nous présentons dans le tableau L.

Ce tableau est à rapprocher du canevas que nous donne-
rons au paragraphe 2.4. et de l'éhrde des niveatrx de connais-
sance sur la composition de deux applications linéaires
rationnelles au paragraphe 3.1.5.

On peut donc s'attendre à ce que les conceptions corres-
pondantes, que I'on a la possibilité de confondre aujourd'hui
dans les calculs, se présentent en fait dans des situations
différentes et par conséquent qu'elles ne soient pas d'emblée
conçues de la même façon et au même âge*

2.2.5. Necessité de I'étude d'épistémologie expérimentale
.Mais it est peu problable que toutes les distinctions,

tous les obstacles, toutes les situations particuiières conti-
nuent à subsister. Par exemple, prendre Ie dixième - dé-
cimer - consistait, dans l'antiquité, à ranger les éIéments
puis à compter 1,2,3,... et à retenir le di-xième. Ainsi ne
pouvait-il y avoir qu'un dixième, ps 2!Il est donc nécessaire
de se liwer à une étude d'épistémologie génétique et expéri-
mentale par le moyen d'enquêtes et d'expériences compara-
bles à celles que nous allons rapporter.

n y a un équilibre à houver entre un enseignement
<<historique)) qui restaurerait une forêt de distinctions
et des points de vue périmés dans laquelle se perdrart
I'enfant, êt un enseignement direct de ce que I'on sait
aujourd'hui être une structure unique et générale, sans se

soucier d'unifier les conceptions de 1'enfant, nécessairement
et naturellement di-fférentes. La recherche des conditions
d'un tel équilibre est un des grands problèmes qui se pose
achrellement à la didactique. C'est une des ambitions de
cet article de faire avâncer la réflexion dans cette direction.

2.2.6. Obstacles culturels
Il faut ajouter que la didactique des décimaux a une lon-

gue histoire. Depuis Stevin, qui I'envisageait avec une cer-
taine ingénuité et des principes bien anêtés, jusqu'à !a
décision, pour les Etats Unis, d'adopter le systeme méhique,

d( Nous reviendrons plus loin sur cette question précise arxt( para'
graphes 3.1.4. et 5.3.5. Voir aussi Vergnaud (1976)-
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et donc un système décimal de mesure, en passant par
sa première apparition dans I'enseignement populaire en
France après L792, cette didactique a changé, non seu-

lement de forme mais aussi, corrélativement, d'inspira-
tion et même de signification politique. Ces significations
politiques et culhrrelles pèsent toujours sur son enseigne-
ment et se constihrent parfois en véritables obstacles (Brous'
seau, 19?6).

2.3. Conclusions de I'étude didactique
L'analyse épistémologique fournit en outre un grand

nombre des variantes de conditions, de méthodes, de sens.
La difficulte consiste à regrouper ces variantes et à en
hiérarchiser les caractères en fonction de leur importance
présumée pour la reproduction et le contrôle des situations
pouvant provoquer l'apparition du savoir.

2.3.1" Principes
Nous allons laisser cette question ouverfe, et selcn

notre projet, montrer comment produire un processus-

Les genèses artificielles que nous envisageons de construire
dewont faire fonctionner la notion de décimal de façon à
simuler les diJférents aspects actuels du concept. Il ne

s'agit pas de reproduire le processus historique mais de

produire des effets similaires par d'autres moyens. La phé-
noménotechnique épistémologique consiste à faire, sur cer-

tains points, des choix très différents de ceux que suggére-

rait l'histoire, et de restaurer, par l'exercice des règles et des
principes que I'on a pu découwir, uD processus néanmoins
équivalent.

L'expérience épistémologique porte sur les effets et
les corections que ces modifications produisent sur I'en-
semble du systeme.

Mais cette expérience se glisse dans une activite d'ensei-
gnement. Elle doit être compatible avec elle, se plier à ses

exigences et subir d'inévitables transpositions didactiques.
Nous allons donc placer désormais notre réflexion dans

ce cadre didactique.

2.3.2. Obiecttfs de l'enseignement des décimaux
a) Examinons les objectifs classiques de I'enseignement
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des décimaux. Il s'agit de rendre les élèves capables de
résoudre les problèmes classiques et pratiques, mettant
en æuwe les opérations et I'ordre des décimaux, ce qui
implique I'emploi de mesures décimales (et sexagésimales),
une maîtrise convenable des situations comprenant des
applications linéaires décimales (et rationnelles) : échelles,
changement d'unités, pourcentages, placements de fonds,
vitesse, volumes, surfaces, densités...

Dans la plupart de ces problèmes, les enfants sont invités
à présenter ou à désigner leur résultat dans les termes de
la situation proposée. Par exemple, <le prix de vente en
francs du transistor est... ? > Puis à exprimer ce résultat
dans Q- par une formule (par exemple "280 { 4" 

) puis à
reproduire un décimat raisonnablement proche"de ce résul-
tat. Le calcul consiste essentiellement à passer de Q-r.à IDt
Aucune explication n'es, écrite; la justification consiste
dans la décomposition du calcul finat en une suite de calculs
intermédiaires <rsimplesu, c'est-à-dire appartenant au réper-
toire reconnu des occasions d'utiliser cette opération.

b) Le curriculum s'ad.resse à des élèves d'au moins g-10 ans
et d'au plus I2-I3 ans qui peuvent avoir appris les opéra-
tions sur les décimaux en référence avec l'usage du systeme
métrique. Il vise fondamentalement les mêmes objectifs.

Ceci. implique la possibilité de faire tous les calculs
usuels avec les décimaux (et avec les fractions). Mais il
devra favoriser la reprise théorique qui conduira les élèves
vers 13-14 ans à réorganiser de façon définitive la notion
de décimal et à l'utiliser sous sa forme mathématique
actuelle (exemple: i,394 10 o), en particulier celle qui
est utiiisée sur les machines à calculer.

2.3.3. Conséquences : Types de situattons
Si I'on veut obtenir que les élèves aient la possibilité,

non seulernent d'appliquer des méthodes et de produire
des sblutions, mais aussi d'en comprendre et d'en discuter
le bien-fondé, il faut rendre possible cette attitude réflexive,
en leur donnant I'usage d'un vocabulaire, même simplifié,
et d'une théorie, même non satisfaisante, des applications
Iinéaires et de leurs propriétés.

a) Notre étude épistémologique permet de comprendre
gua, pour qu'une théorie puisse être institutionnalisée, il
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est nécessaire qu'au préalable, elle ait fonctionné comme
telle dans des débats scientifiques et dans des discussions
entre élèves, comme moyen d'établir des preuves ou d'en
rejeter. Ce processus correspond à la troisième étape de
notre analyse, celle où la notion est maniée comme notion
mathématique. Nous appelons situations de çualidationl
et ad'institutiohnalisationn les situations didactiques
qui permettent de simuler ce processus. 

:

b) Mais pour que ces théories aient un sens pour celui
qui les utilise, il rrfautr qu'elles aient préatablement fonc-
tionné comme solution à un problème posé à chaque
élève dans des conditions qui lui permettent, soit de houver
lui-même cette solution, ou plus exactement de Ia constmire
(éventuellement. progressivement), soit de I'emprunter
toute faite, de lui-même, entre plusieurs qu'il pouvait
envisager sans qu'une intention didactique ou une pression
culturelle I'y contraigne en se substituant à son jugement.
Nous disons alors que la théorie fonctionne comme un
modèie implicite et nous appelon s situations a d'actionn
les situations didactiques qui permettent l'apparition de
cette théorie dont le statut est alors dans la classe celui
d'une notion protomathématique.

c) Pour que le vocabulaire soit acquis, et que les termes
aient du sens, il ,rfaut> qu'ils servent suffisamment à expri-
mer et à communiquer des informations dans des situations
qui en justifient I'emploi et le contrôlent. De teues sifuc-
tions dites de aformulationn permettent I'acquisition
des modèies explicites et de langages qui, dans le cas où
ils ne sont pas encore des notions mathématiques, se voient
ainsi conféré un statut de notions paramathématiques
(l'ostension et I'usage y tiennent lieu de définition).

2.3. 4. Nouueeux objectifs
Les objectifs comprendront donc des connaissances,

dgt savoir-faire, un vocabulaire et des acquisitions théo-
riques. Ces objectifs ne peuvent être indépendants; un
certain équilibre s'établit entre etrx dès lors qu'on veut
respecter leurs fonctions réciproques dans une genèse
authentique. D'ailleurs, un savoir théorique, non justifié,
serait perdu et n'aurait pas de sens et une pratique exces-
sive sans débats, conduirait à des apprentissages par condi-
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tionnement et prémahrrés gui feraient obstacle aux étapes

ultérieures.
Ainsi, dans la pbase finale, l'élève dewa calculer

dans le demi-corps Q 
+ et en particulier dans le demi-groupe

(qf { 0}, x ). l,"r domaines d'application choisis condui-

ient à envisager tous les types de réalisations que nous

avons évoqués au paragraphe précédent'

on pourrait estimer que le fait que les élèves peuvent

s'expliquer le produit de deux décimaux se présentant tous

les deux sous la forme d'opérateurs ou d'applications

linéaires est un bon test de I'acquisition de la stmcture

visée (Rouchier 1980).
Exemples:1. Quelle est la distance parcourue en 4,25 tours par

un'disqué de 0,38 m de périmètre ?'(1 opérateur' t-t.oryy;tr),' 
F

4,25 x 0,38 égal à a fois 0,38 plus 2 dixièmes de fois 0,38 plustro o"

:li,i;t"t- i gL-x 0,38
100

2. On estime que la
est la suivante :

loyer :0,68
charges :0,18
chauffage : 0,14

répartition normale d'un budget logement

a prévue de consacrer à son

ce revenu que cette Personne
La part de revenu qu'une Personne

logement est 0,23. Quelle est la part de

"o*"o" au chauffage ? (2 opérateurs)'

Mais cett€ hypothèse reste à vérifier expérimentalement'

Il faudrait q.r. 
-t" 

réussite à ces exercices domine hiérar-

chiquement toutes les autres, c'est-à-dire les implique'

Les recherches sur les rappork entre ces organigrammes

d,objectifs, les hiérarchies 
-de 

connaissances et les impli-

cations d'acquisitions retiennent I'attention de nombreux

chercheurs depuis une quinzaine d'années (Gras, 1980)'

Malgrélegrandinterêtdecestravaux,onn,apasencore
pu en tirer des conclusions décisives'

2.3.5. OPtions
Nous avons finaiernent retenu les options principales

suivantessurlesquellesnousreviendronsplustard:
a) L'acquisition des décimaux-mesure suivra un processus

distinct de celui visant les décimaux-application- Ils se suc-

cèderont dans cet ordre'
b) Dans les deux Cs, les décimaux seront présentés
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comme des rationnels, simple réécrihrre des fractions
décimales. Les rationnels seront donc constmits les pre-
miers dans les deux étapes. Cela n'est pas très original pour
les opérateurs. Par contre, pour les mesures, cela va à
I'encontre des habitudes culhtrelles les mieux établies.

c) Les fractions décimales-mesures seront choisies par
les élèves pour approcher les rationnels à cause des facilités
de calcul qu'elles présentent.

Les problèmes topologiques exigent justement de nom-
breuses comparaisons et des calculs d'intewalles. Ils mettront
de plus, en évidence, les propriétés de I'ordre naturel de Qet
de ID qui s'opposent à celles de IN.

d) Cette approche topologique ne sera pas reproduite
dans l'étude des applications linéaires rationnelles. II s'agit
bien d'une option : nous avons montré dans une autre
pariie de la recherche* que nous ne rapportons pas ici
qu'une teile approche est possible.

e) Nous tenterons de faire acquérir, ou fonctionner,
s'ils sont acqr.ris, les modèies implicites avant d'en provoquer
la formuiation ou I'analyse. Nous admettrons que ies
enfants possèdent un modèle implicite de la proportion-
nalite dans N.

f) Les sommes et les différences d'applications rationnelles
bien que rencontrées, ne seront pas théorisées ni institu-
tionnalisées.

g) Nous expiiciterons les autres options au cours de
I'exposé des situations.

2.4. Le caneuas du processus
2.4.1 .

Ce canevas est formulé en termes mathématiques visible-
ment exclus du vocabulaire des élèves et organisé comme
un exposé où les définitions et les théorèmes se succèdent

* Il s'agissait d'approcher à l'aide d'une fonction linéaire qui
représentait la probabilité - en tant que moyen de prévoir une fré-
quence théorique - une application statistique attribuant des effec-
tifs observés correspondant à des nombres de tirages. L'approche des

statistiques par ces applications <probabilitér est traitée par des

méthodes sirnilaires en 33 séances. Les élèves suivent une démarche
expérimentale et de redécouverte. Cf" <L'enseignement des probabi-
lités à l'école élémentaire> IREM de Bordeaux - 1974.
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de façon classique. cela pourait faire croire que tout
exposé du même genre, c'est-à-dire articulé comme un
discours de mathématique, pourait constituer un canevas.
Il n'en est rien. Il représente en fait une suite de questions
et de problèmes qui tendent à constituer une genèse : la
question de rang n naît des problèmes rencontrés avec
les solutions trouvées à la question de rang n - 1, ou des
conséquences et développements de ces solutions. Un tel
canevas ne peut pas être obtenu automatiquement comme
séquence de I'analyse mathématique et épistemologique. Il
faut s'assurer constamment de la capacité de la conception
générale à permettre I'invention, I'organisation et le dérou-
lement des situations locales.

cet aller et retour, cette dialectique enhe la conception
du processus et celle des situations est inévitable à àause
de la nature même de la didactique.

L'articuiation à pariir de la connaissance seule ne suffit
pas à déterminer le sens donné aux acquisitions par les
situations spécifiques choisies.

I1 est classique d'analyser les curricula à rebours pour
mettre en évidence les implications entre les objectifs
terminaux et ies objectifs subordonnés. Le lecteur ne sera
pas surpris que nous I'ayons utiiisé dans ce texte. Ir{algré nos
mises en doute réitérées de la possibilitÆ de déterminer les
acquisitions inciépendamment des situations qui les produi-
sent, nous ailons utiliser le même procédé dans Ia représen-
tation des activités, au chapitre suivant. Ce procédé augmen-
tera peut-être les difficultes du lecteur à comprendre
quelles sont réeliement les connaissances des élèves qui
sont disponibles au moment de la leçon, mais nous espérons
ainsi le conduire à prendre mieui conscience, à la fois de
la nécessité de préciser les conditions du déroulement
des situations et du rôie de I'histoire du sujet dans ses
acquisitions. Si notre tentative est un échec, nous conseil-
lons au lecteur de lire les paragraphes dans I'ordre chrono-
logique.

2.4.2. La phase II : Du mesurage aux homothéties de D +
a) Suivant ces options dans la phase finale, nous pré-

voirons une identification institutionnalisée, c'est-à-dire
raisonnée et convenue de (Q*, X ) (mesure) et f (Q+, 0)



impliquant en particulier I'utilisation Fystématique dei
applications inverses dans le calcul du rapport de deux
décimaux (Phase TI .7 : 2 séances).

b) Il aura faJlu pour cela être capable de manier la compo'
sition et la décomposition des applications rationnelles
en effaçant le rôle des couples objet-image pour pouvoir
fournir diverses décompositions d'une même application.
Nous avons retenu d'exposer les situations d'introduction de
cette phase (II . 6 (3 séances) : (composition de 2 appli-
cations linéaires> où les élèves utilisent un pantographe.
Cette étude ne peut se dérouler elie-même convenablement
si les fractions et les décimaux n'ont pas étÊ identifiés
comme ensemble d'applications opérant sur les fractions
et les décimaux-mesure.

c) Au cours de la phase II . 5 (2 séances) : ies enfants
cherchent à donner un sens au produit de 2 fractions ou
de deu:i décimau;. Ils y pawiennent en interprêtant l'un
comme appiication linéaire opérant sur i'autre. A cette
occasion, les élèves récupèrent le vocabulaire traditionnel
décrivant le < produitrr d'un rationnel par un rationnel
opérateur (pal exemple prendre une fraction d'un nombre,
un pourcentage, etc.) et ils formalisent et institutionnalisent
le calcul aes images par les éléments de .C (Q +) qu'ils pra-
tiquaient déjà dans la phase précédente mais avec des mé-

thodes très diverses, non fixées, voire par tâtonnements.
Les rapports enhe multiplier, diviser, agrandir, rapetisser
font I'cbjet d'un débat.

L'introduction de ces appiications linéaires va occuper
les 3 phases précédentes qu'il vaut mieui exposer dans leur
ordre naturel.

d) La phase II. 1 (2 séances) consiste à demander aux
élèves <d'agfandirl un puzzle, morceau pal morceau' saIIS

préciser autrement ce que veut dire <agfandirrr et de façon
à ce que t€] côté qui mesurait 4 cm en mesure 7 . Nous
exposerons cette situation de façon détaillée (Par. 3.2.).
Les élèves s'acharnent à essayer divers moyens de calculer
les longUeurs-images mais seul, celui qui (implicitement)
fait correspondre la somme des images à I'image de la somme

permet un remontage satisfaisant du puzzle. Ce que les

enfants construisent tr empiriquementrr , est un ensemble

de quelques couples et n'a pas de nom. al'application
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Iinéaire I D s'inscrit seulement dans les schémas d'action
du sujet. -

Déjà, pourtant il faut trouver I'image de longueurs
décimales et fractionnaires.

e) La phase II. 2 (1 séance) reproduit une situation
presque identique à la précédente. L'agrandissement d'une
mosaïque régulière repose les mêmes problèmes; les côtés
ont des longueurs décimales. Dans Ies débats, I'image 1
émerge comme moyen d'établir les autres images ainsi que
la division d'un décimal par 10", n € IN.

f) La phase II.3 (2 séances) commence par une situation
identique. on considère un dessin de bateau et 6 photo-
graphies de ce dessin obtenues avec des agrandissements
différents. Chaque élève cherche à prévoir de sa place les
longueurs de tous les segments reproduits sur une des photos.
Ils peuvent aller vérifier le résultat de leurs prévisions et
éventueliement les reprendre (Il y a des <agrandissementsl
et des <<rapetissementsu). Puis de nouvelles photographies
apparaissent et il s'agit de trouver le moyen de désigner et
de ranger les photos pour gagner dans un jeu de communi-
cation (assez semblabie à celui que nous exposerons au
paragraphe 4.r. dans la leçon r<< épaisseur d'une feuille de
papier r). c'est naturellement I'image de 1 qui sert à dési-
gner les photos et à les ordonner. Ainsi, les élèves ont été
conduits à identifier, à désigner des applications linéaires à
I'aide des nombres décimaux. Mais ces nombres restent atta-
chés à une des photos, à un ensemble de vaieurs. Le jeu
reprend mais le modèie est changé à chaque fois. Le calcul
d'images devient familier, le vocabulaire et les discussions
portent sur les agrandissements et les rapetissements (ce qui
implique le déhrat ulterieur que nous avons signalé plus haut).
En conclusion, les élèves déclarent savoir désigner les appli-
cations linéaires (de Q I dans qX et dg IDX dans IDX ).

g) Il est temps de proposer quelques situations où des
applications non linéaires viennent se glisser comme solu-
tions < obligées n ? aux applications linéaires (phase rr.4.,2
séances).

A cette occasion, les élèves prennent connaissance
des pratiques et des langages dans le domaine des aéchel-
lesr et dans celui du commerce (taxes, remises en pour-
centage, etc.)
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2.4.3. La phase I : Des mesures rationnelles aux mesures

décimales
Dans La phase [I, au lieu de définh directement les

opérateurs rationnels comme composés d'opérateurs natu-

,ôtr lqni ne sont pas alors des.applications), méthode dont
,,o.r, âuorrs signalé les difficulfés et les contradictions, nous

avons admis llexistence de Q'- et de ID i- en tant qu'ensem-

bles d'arrivée des mesures. L'objet de la phase I est donc de

constmire un tel ensemble : Ies enfahts créent et expérimen-

tent des nombres nouveaux pour mesurer diverses glandeurs.

a) La phase I.1. permet aux élèves d'inventer d'abord les

<rationnelsD (act. 1 séance) par une méthode de passage

au quotient sur I'ensemble des couples de rationnels (acti-

vittl 1, 4 séances). Nous analyserons longuement cette

première activitxi : (mesure de l'épaisseur d'une feuille de

papierp pour bien montrer l'évolution du statut de ces

rationnels. (ParagraPhe 4.).
b) Ils apparaissent comme solution à une situation

favorable, sans statut cognitif. cette solution pose des

problèmes d'identification car elle peut prendre bien des

ior*u, équivaientes. Les élèves sont donc conduits à un

débat : (ces objets nouveaux sont-ils des nombres ?u c'est le

moteur de I'u.ii,rité 2 (5 séances) qui amène les enfants à

les identifier, à les additionner, Ies soustraire, les multiplier

et les diviser par un naturel, les comparer et les ranger.

Les fractions sont alors reconnues comme des nombres

nouveaux englobant les nombres déjà connus' mais dont

certaines propriétes sont différentes'
c) Dani la phase I.3., poul mesurer d'autres grandeurs,

capacités, poiàs, longueurs, les élèves utilisent ces mêmes

nombres et passent àe Ia conception d'une définition des

fractions par commensuration à une définition constructiue

(cette phase sera commentée au paragraphe V, elle n'est pas

pssentielle dans Ie Processus) '

d)LaphaseI.4rrIDmoyend'étudedea))comprend
7 séances. Les propriétés nouvelles qui sont recherchées

dans les ratio6i, po,rt fabriquer des mesures sont surtout

des propriétés topôlogiques : on veut, entre deux nombres

rationnels, pouvoi, 
"r, 

ptâ."t toujours un nouveau et on veut

pouvoir mesurer tous ies intervalles obtenus' Grâce à un jeu

convenable de bataille navale ou ils lanceront des filets de

plus en plus fins (des filtres) pour cerner des u poissons )) ra-
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tionnels, Ies enfants vont donc explorer la structure topo-
logique de Q + (cette activité sera présentée elle aussi au
paragraphe 3.3.). Mais il se trouve que parmi toutes les
opÉrations que I'on peut faire avec les rationnels sous
leur forme fractionnaire, les plus longues, les moins faciles,
sont justement les comparaisons et les sommes ou les diffé-
rences. De telle sorte euê, pour des raisons d,efficacitti, les
enfants vont très vite choisir d'eux-mêmes, parmi les frac-
tions rationnelles, certaines - les décimales - qui permettent
à la fois des calculs rapides et une représentation commode
- une approche - des mesures rationnelles.

e) Phase I.5. construction et éhrde de ID. (6 séances).
Ces fractions décimales se prêtent à une écriture simplifiée
qui permet d'étendre les règles du calcul (addition, sous-
traction, multiplication par un scalaire) de IN à ID au prix
de modifications mineures (activite 6).

f) Phase I.6 {4 seances). Densitti de ID dans a - Divi-
sion - Approche d'un rationnel par un décimal.

Evidemment, tous ies rationnels ne sont pas décimaux,
mais on peut approcher n'importe lequel d'entre eu-x d'aussi
près que I'on','ci;t avec des décimau.x.

cette approche, organisée, standardisée et institutionna-
lisée va permettre de convertir en décimal le résultat d'une
division d'un rationnel par un natuiel et donnera implici-
tement la méthode de la division des décimaux par des
entiers.

g) Dans cette pariie I, Ies nombres sont maniés par les
enfants comme des rnesures . La constmction comporte
donc des limitations de sens qu'il faudra respecter (cf.
paragraphe 3.3.3.).

Les seuls opérateurs utilisables sont les naturels, on saura
multiplier ou diviser par 2,3... mais pas par 217 ni 2,5.
(cet apprentissage sera I'objet de la 2ème partie). Et ces
opérateurs ne sont pas introduits comme des objets mathé-
matiques. Iis fonctionnent comme un modèle implicite
de linéarite emprunté à IN. Ils serviront au plus à exprimer
les rapports scalaires naturels que I'on utilisera au cours
des calculs.

La méthode a été conçue de telle sorte que le fait pour
les élèves d'avoir déjà appris à utiliser les décimaux pour
les mesurages, et à faire les opérations ou non, ne modifie
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pas sensiblement le processus. Cela ne veut pas dire qu'il
faudra faire semblant d'ignorer ce qu'on sait déjà, ni qu'on
va reprendre une connaissance acquise en rejetant son sens

ancien et y substifuant un sens (nouveauD,

3. Analyse du processus et de sa réalisation

3 .1 . Le pantograPhe

3.1.1. Introduction des pantographes : La réalisation de Ia
phase 2.6.

L,e pantographe est un parallélogramme articulé utilisé sur les

planches à dessiner pour produire des figures homothétiques d'une
figure donnée. Les appareils utilisés dans cette activité sont des jouets

dà phstique beaucoup moins précis que les appareils professionnels -
et c'est précisément cette particularité qui sera utilisée. Ils sont

susceptibles selon le réglage, de produire quelques homothéties déci-

maies bien précises :1,5-;2 ;2,5 i3 ;4_; et leurs inverses (un autre

modèle peut produire 1f ;2;2|rrT,, ?tt ;3 T;4 ;5 ;6;
7 ;8 ;10).

Dans la séance d'introduction, les élèves apprennent du maÎtre,
banalement, cornment se servir de I'appareil : la ventouse ne doit pas

bouger, ni le papier, la pointe suit le modèle, le crayon dessine I'ima-
ge... Ils s'essayent à agandir et à rapetisser des dessins personnels puis

mettent en commun leurs observations et leurs hypothèses :

- On peut ragrandirr ou (rapetisser> en échangeant la pointe et le

crayon
- L'image ne change pas de forme quelle que soit la manière dont

on dispose le pantograPhe
- L'agrandissement varie suivant les pantographes ou suivant le

choix des trous de montage
- si le pantographe ne forme pas un parallélogramme, la trans-

formation est déformée.
- A certaines longueurs, le pantogfaphe fait correspondre d'autres;

à la somme des longueurs, il fait colrespondre la somme des images'

- Le pantographe effectue des agrandissements bien connus, les

élèves reconnaissent les noms des agrandissements sur les trous"' etc'

3.1. I. : Exemples de situations didactiques différentes

fondées sur ce schémas de situation
a) L'exposé banal basé sur I'ostension : le maître montre l'appa'

reils, montre ses effets magiques, enseigne le mode d'emploi, présente

tes différents calculs possib/es : calcul d'image, de modèIe et d'agran'
dissement et fait reproduire des exercices.

b) La méthode heuristique (de redécouuerte), uoisine de celle que

nous uenons d'éuoquer ci-dessus. EIIe donne des résultats collectifs
sssez rapides et est conuenable si les éIèues ont I'habitude de Ia recher'
che indiuiduelle et des débats, mois sons aucun projet autre que de udire
dps càqscs intéressantesn-u!1e telle méthode tournc souL'enl court.

, 

--
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c) une méthode actiue et mai'eutique : chaque étève a son panto,graphe ; une suite de questions lui sont posées pour lui faire énoncersuccessiuement les différentes propriétés o, corriger les 
"o"rrc qu,il

a commises.
d) un processus prus étaboré comprenant plusieurs phases :

- une phase d'action : Ie maître annonce aux élèies qu-e dans unmoment il choisira une longueur entre I et IS cm : chaque élèue (ou
Sroupe de 2) deura prévoir la longueur conespondante transforméepar son pantographe. cette préuision fera l'objet d,un pari, pui, d,un,
épreuue : on uérifiera auec l'appareil si la ualeur annoncée est exacte.En attendant ce montent, Ies élèues peuuent s,entraîner à piéuoir :
ils cherchent les images de quelques nombres et vérifient. Ili peuuent
venir parier dès qu'ils pensent auoir découuert la loi et s'en Eentent
cssez sûrs.

- Une phase de ualidatian : les résultats concrets sont assez impré-
cis et présentenf de.ç écarts parfois'troublants auec le mod.ère; d,autrepart, il est facile de monter un pantogrophe faux. Le jeu oppose d.oncplusieurs groupes : i/ s'agit, pour chacurq d,e d,euine, st tii pontogra-
phes des autres- et qui sant cachés - font ou non des agraniissements
corrects - et lesqueis. Pour cela, chaque groupe d.emande à un autrede lui montrer d.es tnages de différenti u!^rrfs ou figures (qu,il
choisit) dannés ptr Eon appareil. Lorsqu'r, groupe croit auoir d.euiné
l'agrandissement donné par ce pantographe caché, il annonce sc
conclusion. si cette conclusion paraît /ousse à un des autres groupes
(qui n'ant pas non plus ce pantographe) celui-ci prend positioi contre
cette conclusion. Atrors s'engage un débat où iI faut prouuer aux autres
élèues que les asser/ions de l'a.duersaire sont faus.çes ef que les siennes
sont uraies, en ne recourant que Ie plus tard possible à lo preuue
contingente. (cette preuL,e consiste à montrer Ie pantographe càché et
ce qu'il produit). une règle de prise de parole et un s1,itème de points
Iaissent a chaque groupe le choix entre des décisions qui consistentà accepter ou à refuser les preuues prod,uites par I'aiuersaire ou à
demander de nouuelles infarmations (de nouuelles images) (Broussearr,
1979). Certoins éIèues obtiennent ainsi Ia conuiction que, si le panto-

graphe donne le même agrandissement d'un segment quelconqi" danstoutes les positions, I'application doit être (est nécessairement)
linéaire car alors l'image de la somme est la somme des images.

3.1.11. Ploce de cette situation dans le processus.
Auec peu de modifications, cette situation du pantographe poumait

être prise comme situation initiale dans I'étude aes-oppiications
linéaires' lvfais olors les hypothèses que font les élèues pour'iÀterpréter
les agrandissements du puzzle (cf. par. s.2.) avec de simples frons-
lations (x * x + a) seraient enuisagées moins slrieusement. Elles
seraient rejetées presque sans examen, puisque I'appareil fournirait la
bonne image. Au lieu de construire le modèle et de préuoir le résultat
scfrs/afsont, les conditions uoulues, il suffirait de le découurir comme
une loi de la nature. Or, le modèle additif est un obstacle résistant à
la mise en place du modèle multiplicatif et doit pouuoir lui etre oppo-
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sé dans des situations ouvertes, ce choix deuant se faire sur des cri'
tères rationnels et intellec tuels.

3. 1.2. Compositions d'applications ( 2 séanees)
- D'abord les élèves, par gToupe de 2, doivent conshuire I'image

d'une figure simple, que I'on obtient par deux agrandissements succes-

sifs (par exemple x 2,5 suivi de x 1,5).L'image la plus <joliel et
<correctel I'emportera après vérification. La consigne est donnée

de telle façon, qu'il est clair, que la manière d'obtenir cette irnage

n'importe pas, c'est seulement le résultat qui compte.
En fait, la manipulation réelle produit un agr:u-rdissement telle'

ment erroné qu'il est nécessaire de retracer les segments à la règle

et les mesurer, en calculant leur longueur (Fig. 1).

figurc I : imaec obtenuc avcc un pantocr:rphc

lc modèlc

I'imagc obtcnue -
I'imagc homothétique - -
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I

(x 3)
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Alors la pointe et le crayon étant guidés tous les deux convenable-
ment, on peut (prouverD que I'agrandissement est correct. Les élèves
doivent donc être convaincus (implicitement) que la composition de
deux applications linéaires conserve les formes.

3. I.In : Rapports théorie mathématique/pratique.
Les 2 dernières situations-problèmes du paragraphe B.l.I. sont un

exemple'correct des fonctions que doiuent remplir d'abord une théo-
rie, (une structure ou une connaissance mathématique) par rapport à
une manipulation : cette théorie doit fournir un modèIe qui permet
la préuision, de manière plus simple, plus économique, plus précise,
que Ia pratique, et nan une complication inutile. Et c'est parce qu'on
veut prévoir qu'il faut exiger des mathématiques qu'elles soient non
contradictoires. EIIe reçoit de cette pratique un certain type de
preuve et de iustification et ô son tour, elle sert de preuue (intellec-
tuelle) à la pratique-

- La 2ème séance consiste à proposer aux élèues de préuoir les
longueurs de nombreux segments formant une image (au sens com-
mun) obtenue ainsi par une composition d'homothétie. Ils possèdent
Ies dimensions du madèIe et à leur demande - soif les longueurs des
segments correspondants dans chacun des agrandissemenfs - soif les
décimaux désignant les applications linéaires (en fait I'image de I)

Exemple : I cr dcssrn 2i'mc dessin 3èmc dcssin

, ^J t,

3.5

x 1.5

5,25

iI faut calculer pour Ie troisième dessin les images des longueurs 2,5 ;
6 ;2 ;5,1 ;14,6 ;2,25 sur le premier. Dons le calcul de cette image
ils emploient diuerses procédures :
Pg) La plus longue, par linéarité et en calculant les intermédiaires,
est Ia trace des premières découuertes : de moins en moins d'élèues
s'accrochent à Ia dëfinition initiale qui conduit aux calculs suiuanfs
oO t{,8 est assez drssucsff :

ler dessin 2ème dessin 3ème dessin

4
I
2,5

r2
12 :4: 3

3 X 2,5 :7,5

+ 3,75_- 1.5
2,5
7,5X1,5=I1,25
11,252,5
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P1) Par linéarité directe, sans calculs intermédiaires, le premier et le
troisième dessin :

4412.''--- 12Xl,5=lE
l8 :4 = 4,5

2,5X4,5=11,25

P2) Par la composition des deux applications linéaires avec un cal'

cul intermédiaire
x 3 X 1.52,5-7,5-11,25

P3) Par I'utilisation directe de la composée des deux applications,

x 4,5
1r,25
4,5

9

2,5

2,5

I

2

x 4,5

cette composée étanr calculée une fois pour toutes, d'une manière ou

d'une auEre.
Dans cette situation, il est très avantageux d\rtiiiser impiicitement

le fait que la composée des deux homothéties est une homothétie, de

la calculer, et l\rtiliser pour obtenir I'image finale de chaque segment

du modèle.
Comme précédemment, Ies images sont réellement accrochées au

tableau, chaque élève fait une prévision, va la contrôler lui-même,

revient, la corrige si elle est fausse et cherche à modifier son calcul

ou son système de Prévision.
Le remplacement de deux. similitudes par une seule est apparu

dans les comportements en tant que solution de la situation-pro-

blème. Mais les différentes procédures témoignent de niveaux cognitifs

différents : Dans la procrÉdure Pg, lëlève a effectud une composition

d'applications mais rien ne permet de pens€r quTl s'est intéressé à

I'application composée. Celle-ci est présente Pour un obsenat€ur,

dani la situatior, âu sens habituel, elle ne l'est pa-s dans la procédure

Pg ; etle I'est dans la situation-problème car elle est la connaissance

ciractéristique du passage d\rne solution moins bonne à une solution

meilleure du point de vue de la complexité des calculs.

3.1.1V. : Différents uniueaux de connaissancen relatfls ô la compo'
sition des applications linéaires.

Ces niueaux d,épend,ent à la fois des comportements gui manifes'

tent Ia connaissa nce et des types de situations qui prouoquent ces

comportements. La classification en niueaux tend à permettre d'expli'
quri o priori leurs différences par des différences de complcxité
entre les sifuaf ions, entre les procédures ou entre les modèles cognitifs
qui les caractérisent. ces différences de complexité sont fondées sur
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des informations d'origine mathématique, épistémologique, psycho-
logique qui doiuent se iustifier de façon intrinsèque dans I'analyse d,e
la situation ou du processus didactique.

Expérimentalement, I'existence de tels niueaux peut se monifester
par des indices que nous éuoquerons plus loin (par. s.g.s.) et dans
certains cas particuliers, importants par ce que G. Vergnaud a appelé
a niuecux de complexité psychogénétique n.

a) Pour mémoire, nous pourcions noter Niueau (0) cerui que
réuèle Ia procédure Pg : Ia structure est agie.

b) Niueau (I) : c'est celui que réuèIe le remplacement dans I'action
d'une suite de similitudes par une seule (procédure p 1). on peut
supposer que ce comportement n'est possible que si Ie sujet a un
modèle, encore implicite peut-être, qui lui permet d'admettre ce
remplacement, Ieque! peut apparaître sans que Ie sujet ait la possibi
Iité de reconnaître, de formuler, de considérer comme un objet
d'étude et a fortiori de justifier ce remplacement autrement que par
de s preuues cont ingentes.

c) Niueau (2) : un premier pas est franchi sf un élèue dit : aj'ai les
pantographesFfr.r, @ alors je calculerai les images auec une
seule application ,,;Ix (t.625lcelle-ci est obtenue après calculs sur des
lo ngueurs particulières (Procédure P l.

d) Niueau (3/ : S'il d,it : ttAuec les deux pantographes que t)ous me
donnez:WetFu,jeprévoisqueI'agrand'issemen75g7gw
un autre pas esl franchi. La uérification est possible par le calcul
(procédure P g).

e) Niueau (4) : L'élèue dit : uon deurait toujours pouuoir rempla-
eer I'action des deux ou de plusieurs pantographes par I'action d'un
seul que I'on peut calculer en faisant le produit des deux premiersn.

f) Niueau (5) : considérer que les mêmes propriétés pourraient
ualoir dans d'autres domaines et acquérir des formulations spéciali-
sees : aprendre une fraction de... - un pourcentage...n demande
d'autres types de situations, où le concept peut gagner en familiarité,
en extension, et receuoir un statut culturel nouueau sans changer
beaucoup du paint de uue mathématique. Par contre, Ie calcul des
mesure-produits affecte la conception même de la notion de fraction
et doit etre traitë à part à ce stade (uoir à ce suiet (Vergnaud et
Al (1979) ; Rouchier (j,980)).

g) Niueau (6) : bien que certaines remarques antérîeures aient
permis à I'élèue de mettre en difficulté sinon en doute, Ie modèle
suiuant né de Ia pratique des naturels :

agrandir
diminuer

mult iplier ( ou aj outer)
d iuiser (ou soustraire)

etb
@
atnst

Ainsi les élèues ne sauent pas directement ce que signifie S,Z -A
ni calculer I'image correspondante, bien qu'ils aient les moyens de
découurir.

ien qu'il ait remarqué que (Ç) étuit le même opérateur que

sur les entiers (Phase II.3), Yobstacle que constitue ce modèle
que tous ceux brifis sur l'usage de IN est loin d'être franchi.
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Il est clair que le jeu qui peut conduire les élèuet à identifier les
différentes manières de désigner les ( similitudes n, à unifier les mé-
thodes de calcul exige qu'ils s'occupent non plus d'une ou de quel-
ques applications mais de toutex Il faudra un débat intellectuel, et
seul un jeu social conuen"able peut promouuoir de telles probléma-
tiques et conduire à se poser la question. a est-ce que tout panto-
graphe a un inuerse n. Au niueau 6, I'éIèue peut s'occuperde certaines
propriétés des opérations dans Ia mesure où ces propriétés seruent une
action-

Il y a un saut de complexité très important entre les situations qui,
comme celle du pantographe, conduisent à utiliser Ie fait que cet in-
uerse existe et celles qui conduisent à se poser la question, surtout si
l'on ueut que cette question se pose pour des raisons mathématiques
(ce serait utile de le sauoir) et non didactiques et formelles et que ces
rsrsons qpparaissent aux yeux de l'éIèue.

h) Niueau (7) : L'étape suiuante consiste à faire fonctionner cette
opération comme moyen d'analyse. Par exemple, en se rendant compt-
te que toutes les applications rationnelles peuuent s'exprimer comme
composées d'une application entière et de l'inuerse d'une applicatioa

entière. Exemple : (x 3/4 ) : (x 3l . fx4)4'
Les calcuis dcns ce système assurent Ia possibilité d'établir de uéri-

tables théorèmes sur les rationnels comme celui que demandait ae

façon un peu abrupte Mme Touyarot (Brousseau 1980 , p. 36)
Exemple de question : u Pour passer d'un modèle ô son image, i',i
utilîsé l'application linéaire x 4/7 ; quelle est I'application linésù e
qui permet de passer de l'image au modèle ? Pouuez-uous Ie prouur:r
à un camorade v,ns calculer aucune image ? t

Cette étape permet de rechercher et de trouuer comment résoudt e

tous les cas de diuisions des décimaux au sens le plus général. Les
élèues ont Ia possibi/if é de mettre au point Ia technique de la diuisian
dans un des niueaux de connaissance précédenls, scns auoir reclu''s
ô Ia composition d'applications linéaires, mais auec des sens diff,i-
rents: implicitement, lors de I'encadrement des rationnels'mesure
(par exemple dans lo pW 1.5, puis 1.7), pour calculer I'image dans

certaines homothéties ((x I)0", exemple, phase II-3.), par la recher'

che de I'image o, ^oyeYde I'application réciproque ou de Ia com-
position de deux applications exceptionnellenent éuidentes à cause du
contexte. Par exemple, pour calculer 3,25 x 1,25 sans auoir recours
à la composition, I'élèue recherche quelle est I'application équiua-

,lente à x 1,25, qui, il le sait, fatt correspondre à 1,25 1- ce

qui Ie conduit péniblement à rechercher une fraction décimale équî

valente à # c'est-à-dir, ffi: 0,8. On effectue alors 3,25 x 0,8.

II est clair que ces procédés, même s'ils sonf apparus une ou deux
fois dans Ie comportement, ne méritent pas à ce moment-là d'être
érigés en méthodes et de faire I'obiet d'apprentrssoges. Les éIèues

peuuent les produire une fois, en situation, grôce à un fnuestissement
exceptionnel et au support sémantique qui en découle. Ce serait une

F
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méprise complète de uouloir faire détacher cette "procéd,ure,, de 6on
contexte et de l'ériger directement en méthode à coups d,exercices.

C'est le niveau (7) qui permet la oolution raisonnable et contrôlée
de ces problèmes.

i) Niueau (8) : il consiate à prendre conscience de l'étape 7, à la
prendre comme objet d'étude à la décrire de façon à Ia formaliser, en
utilisant un langage algébrique et une théorie mathématique axioma-
tisée. L'intérêt d'une telle aventure peut être une classificatron des
structures numériques. Une telle construction entrait bien dans les
intentions des réformateurs des années 70, pour Ia classe de 4ème
(élèues de 13-14 ons). Mais en l'absence d'un contrat d,id,actique clair
auec les éIèues au sujet de I'enjeu de l'actiuité mathématique, tous les
niueaux épistémologiques que nous uenons de détailler étaient
confondus et la tentatiue uouée à I'échec dans Ia plupart des cas.

une pratique eomparable, courante, dans l'enseignement élémen-
taire, consrste pour le maîtr:e à "exploiter" Ie genre de situations
didactiques présenté pius haut, en instifutionnalisant immédiate-
ment la découuerte d'un élèue : rVous auez découvert tel objet
(affirmation implicite du fait qu'il a un caractère générat) ; il s'appelle
"composé de dewx applicatior?s", sous-entend.u il a un statut càgnitif
et culturel, reconnaissez-le, utilisez-Ie, dans les exercices suiuants...) 1.

Cette praticlue court-circuite tout le trauail mothématique et
même Ie nie ; elle revient à affirmer implicitement qu'il stffisait
d'y penser pour transformer un concept protomathématique en
notion mathématique. Certes, ce procédé didactique fonctionne
et on peut légitimement l'employer localement. Mais nous sommes
fondés à penser que le rejet de son emploi systématique est néces-
saire pour changer fondamentalement les rapports du "sujet- E'appre-
nant" auec Ia eonnaissance.

3.1.\r : sur Ia recherche en didactique.
Parmi les canditions qui confèrent à la situation-problème ses

propriétés didactiques (uoir paragrsphe 5.2.2), figurent :
- la possibilité pour chaque élèue d'auoir un nombre suffisant

d'occasions de changer de niueau de connaissances,
- des pénalisations implicites des procédures les plus complexes,

elles'mêmes dues à une connaissance plus simple, par l'interméd,iaire
de coûts d'exécution et de probabilités d'erreurs plus éleués. i

La situation où l'élèue doit préuoir l'image donnée par la compo-
sifion de deux applications, possède ces propriétés.
Le problème qui se pose au didacticien est alors un problème de faisa-
bilité : il faut préuoir dans Ia situation du pantographe un minimum d.e
dessfns et de segments par dessin, il existe un maximum d'opérations,
compatible auec Ie temps disponible, et la motiuation des élèues.
L'intersection est-elle uide ? il faut obtenir une éuolution plus rapide,
généralement en diminuant l'incertitude de I'élèue, soit par un apport
d'information soit par Ie choix d'une situation plus fermée. Dans
quelle mesure le sens des acqursftfons en est-il affecté ? Seule l'expé-
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rimentation peut répondre. Mais elle peut apporter beaucoup plus

d,informations sur l"effet de ces conditions : It est possible dans èer-

tains cas de s'aider d'études a priori, de u calculs des situatioru n'

Par exemple, on peut ici comparer les coûts des diuerses stratégies

en nombre d'opérations à effectuer (mentales ou écrites).

D: caût d'une diuision l

M : coût d'une multiqlication
d: proba (diuision iuste)
m: probc (mult. iuste)
n : nombre de segments

On peuts'essayer à préuoir I'effet de celles de ces uariables gue l''on

peut faire varier (D, M en choisissant la grandeur des nombres, n)'

Norzs appellerons' variables didactiques les uariables de commande

dont on montrera qu'elles ont un ,if"t important - quatitatif - sur

Ies éuolutioræ de Procédures.
. En s'aidant disutres considérations, on peut formuler certaines hS'-

pothèses: par exemple, la méthode P1 conduit à Ps plus rapidement

que P 2.
L',obseruation de deux clcsses (50 éIèues), telle que nous Ia prati'

quons régulièrement au centre pour I',obseruation de I'école Jules

Michelet de Talence, permet, par de simples X2 de tester des hypo'

thèses de ce genre, pour peu que la prise d'information ait lieu au mo'

ment où les effectifi du inotx sont suffisonfs pour chaque méthode'

Nous en donnerons quelques exemples su paragraphe 5'

3.1.3. Résumé de Ia sutte du processus (2 séances)

Les activités, qui suivent les deux
haut, ont pour objet de provoquer les

cidessus du niveau 1 au niveau 7.

que nous avons décrites Plus
modifications de sens détaillées

s€ poser des questions ma'
compositions : Est-ce que

Le processus tend à amener les élèves à

thématiques à propos des propriétés des

Po P, P! P3

coût d'un
résultat

2D + 21\,I D+lvl 2tu
2D+-
n

D_+Àl
n

fiabiliré d'un
résultat d2 m2 d.m 4z m2

I

d.m



475

x 2, ((x 1,5) . (?,5) ) est la même application que x (2 x (1,5 x 2,5)l?
Que signifie (3), quels autres noms peuton lui donner? (la défini'
tion de l'égaliÏ6 de deux applications fonctionne ici comme moyen
de preuve). Quets agfandissements peuton obtenir par composition
de deux pantographes (puis de 3, etc.), pris dans un certain ens€m-
ble, par exemple (x2; x3; x 4;x7_: x10). Quelle est la réciproquede
x 4li , etc. Que produit x f x $. Un des buts de ces activités con'

siste à interesser les élèves à la recherche des propriétés des objets
dont ils s'occupent, ou à s'intéresser à des curiosités, comme par
exemple, les situations où it faut choisir enh,e deux modèles d'aug-
mentations de prix par somme ou alors par composition. Par ex-
emple : x (1 + 0,03 +0,05) et x (1 +0,03) (1 +0,05).
Bien sûr, chaque étape pose un problème spécifique qui appelle le

choix de situations elles aussi spécifiques. Toutefois, un certain
nombre de concepts de didactique et de tours de mains dont nous
parlerons au chapitre suivant, permettent d'en produire et d'esti-
mer leur adéquation, La plupart d'entre elies relèvent du schéma de la

validation. L?rai;itude de ce genre de situations qui, au début, suit des

règles précises, permeÈ aux élèves d'instaurer et de conduire des débats
sans que les règles soient explicitées chaque fois et d'en choisir des

sujets.
L'activité finale eonsiste à identifier les fractions'mesures, les

fractions-applieations linéaires et les rapports, à unifier les expressions

et les explications particulières produites au cours du processus, et à
Ies reformuler dans le iangage nouveau commun.

3.1.W : Limites des pracessus de reprke
Cette réorganiætion "après coup" de la connaissance est une actiui-

té fondamentale à laquelle on serait tenté de voir un bon entmîne'
ment aux mathémaliques pour les élèues (Brousseau 1976): mais il
n'est pas prouué que cette transposition de Ia genèse historique en ge'

nèse did,actique soiÉ sr intéressante. H.Ratsimba-Rajohn (1981) a mon'
tré que, contrsireynent à ee qu'on pourrait attendre et malgré un

chok conuenable des situations, dons certains cas, Ie modèIe le plus

ancien, celui dans lequel les autres prennent leur source et leur iustifi-
cation, sort renforcé d'un processus destiné ô le faire remplacer
par un autre, même si I'élèue sort conuaincu que le nouueau modèle

est meilleur et si les situations lui donnent une grande supériorité. Le

conditionnement par Ia répétition de I'emploi n'est pas effacé par la
signification du processus. Aussi, I'étude des caractéristiques des

sifuoffons didactiques ne peut pas plus êtie rabattue sur I'épistémolo'
gie qu'elle ne peut l'être sur Ia psychologie'

3.2. Le puzzle
3.2. 1 . La situation Problème

La première situation d'étude des applications linéaires proposée

aux élèves est la suivante.
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4 2 5 fig.2

Consigne; <Voici des puzzles (Exemple : Tangran, fig. 2 ) vous allez
en fabriquer de semblables, plus grands que les modèles, en respectant
la règle suivante: le segment qui mesure quatre centimètres sur le

modèle dewa mesurer sept centimètres sur votre reproduction. Je

donne un puzzle par équipe de 5 ou 6, mais chaque élève fait au moins
une pièce ou un gloupe de 2 en f.ait 2. Lorsque vous aurez fini, vous

devez pouvoir reconstituer les mêmes figures qu'avec le modèler.
Déroulemenf .' Après une brève concertation par équipes, les élèves

se séparent. L€ maître a affiché au tableau une représentation agrandie

des puzzles complets.
Presque tous les enfants pensent qu'il faut ajouter 3 centimètres à

toutes les dimensions: même si certains doutent de ce modèle, iis
parviennent rarement à s'expliquer et jamais à convaincre leurs par'
tenaires à ce moment-là. Le résultat évidemment, c'est que les mor-
ceaux ne se raccordent pas. Discussions, diagnostics, les leaders

accusent leurs camarades d'avoir manqué de soin. Ce n'est pas le
modèle, c'est la réalisation qui est mise en accusation; vérifications,
certains refont tous les molceaux. Il faut se rendre à l'évidence' ce

n'est pas faciie! Le maître n'intervient que pour encourager et consta-

ter les faits, sans exigences particulières. Certains enfants produisent,
par retouches successives, un puzzie qui reproduit gfossièrement

ia forme du modèle. D'autres se tirent d'affaire en découpant un gtand

ca:ré: les raccordements sont impeccabies. Le maître invité, ainsi

que les autres gïoupes d'élèves, à constater le succès, suggère dans

ce cas aux compCtit"*r de former avec te modèle une fisure(fi9-3)
qui ne peut pas être reproduite avec I'image (fig.4) il est assez facile en

a, f (2) f (2

f (4)

fig. 3 :modèle fig. 4 : image
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général de trouver 3 côtés, a, b, c, tels que
a + b = c et l("-) I f(c) * f(c). c,eci amène souvent les érèves à remar-quer Ia nécessité de réaliser la condition caractéristique a" r" ùrrearité.

Divers processus sociaux et intellectuels se conjuguent pour rendredifficile la remise en cause du modêre. on peut nssister à des mani-festations affectives extrêmement vives: disputes, 
""i*"-"rrt,pleurs, menaces.

Lorsque les enfants admettent qu'il doit y avoir une autre loi etse mettent à la chercher, les choses vont beaucoup prus vite, s'rtoutsi'l'un d'eux, ou re maître dispose les longueurs dans ie tabreau (fig.b).

4_7

6_

Fig. 5

Ils trouvent d'abord l'image de g :4 + ? arors g + 14, qui ne sertpas et curieusement, cette idée n'est pas contestée, comme .i de, qu"I'autre modèle est rejeté, celui-ci s'imposait. ( Il fauârair f i-"g" ae 1 >
a oui, ça permettrait de trouver toutes les autresD ( pour cerà, il fautpartager 4 en 4 parties, il faut diviser z en quatre aussi>r. Le modèlede commensuration qui leur est enseigné leur permettrait d,écriredirectement:4 fois I'image de 1 mes,rru ?, I'image de l est doncT14(voir par. 4-2.6.). Ils ne I'utiiisent pas spontanement. Ils calculentpar des procédés du genre suivant :

, =H:ff ,#,n :1Â: ff =ffi :r,75
alors L5-Q :2 -i#: 1,75 etc. Il est sûr que ces calculs ne peuvent

avoir lieu que parce que la fraction-mesure est connue.
. on observe peu de remarques à ce moment sur Ia néc.essité d,avoirdes segments tels que f(a) +i1U): f(c)dè;lr;;que a *b: c. Ces cat_culs permettent enfin le succès dûment constaté par la constructioneffective.

3.2.2. Résumé de la suite du prccessus

- La leçon suivante consiste à proposer de chercher lrmage - dansla méme situation - d'une'rongueur fractionnaire. Les enfants peuventvérifier leurs prévisions pour des fractions simples en utilisant lespuzzles construits.

- .Pour enseigner le calcul de I'image des décimaux, Ie maître intro-duit à nouveau une situation semblable à celle du puzzle; il s,agitd'agrandir et de reproduiie une pièce en Tquip"r juxtaposition,pro_
duira une mosaîque. cette fois,"les remarqu".'r.,, la relation fonda-
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mentale abondent et le modèle linéaire est adopté d'emblée mais on
aurait tort de supposer qu'il s'est définitivernent installé, car, dans
une activité ultérieute (6 séânces plus tffd) les élèves accepteront
aans sourciller I'idée que les applications I-43, x +5r et2x *3,
sont toutes les trois des applications linéaires (des t agrandissements >

comme les autres)" Et il faudra aussi les distinguer des fonctions
quadratiques (8x.. : côté '+ surface du carré) pour qu'ils utilisent
systématiquement le critère fondamental afin de s'assuler dans chaque
cas du bien fondé de I'emploi de la linéarité.

Le lectew aura remarqué que dans cette première séance sur le
puzzle, I'agrandissment n'a pas besoin d'avoir de nom. Les activités
suivantes vont rnultiplier ces agrandissements et lorsqu'il faudra ies

comparer, trouver ceux qui sont équivalents, les ranger, la domina-
tion par I'image de l sera choisie consciemment. Alors la question
n est-ce que les agrandissemenLs sont des nombres )) s€ra posée comme
elle I'a été pour les fractions-mesures, et laissée sans réponse officielle.

3.2.1 : Fondernents affectifs et sociaux de la preuue mathématique
Cette sifucflon du puzzle est du même type didactique que celle du

pantographe mais la préuision correcÉe s)' heurie, de façon beaucoup
plus dramatique, à un obstacle épistémologique : la preignance du mo'
dèle additif.

Il est essenffs/ que Ie maître ait pu, au préalable, donner à ses élèues

I'habitude d'accepter de chercher leurs solutions dans Ia situation -
problème et non d'essoyer d'interprêter les indices qu'il pounait leur

fournir. II aura besoin de tout son crédit de tt neutralité cognitiue n

pour pouuoir soutenir les éIèues au niueau affectif sans in terrrompre
les processus psyc hotogiques et sociaux qui doiuent s'accamplir- De
prime abord, Is situation leur paraît parfaitament innocente, familière
et ssru mystère : chacun a le temps de se faire une idée etde s'inues-

tir personnellement dans une tôche matérielle qui ua engager so

responsabitité à l'égard de l'équipe. Le suspense est tout-à-fait modé-

ré, mais il existe tout de même. Le sccndale é,clate dans un ciel serein

ça ne marche pas ! It faut que ça marche ! Les conuictions se heurtent
et s'expriment selon \es caractères et positions sociales au sein de

l'équipe. C'est alors que commence Ie proces.sus scientifique, il fdut
chercher la caLtse, s'obstiner. Il ne sert à rien de séduire ou d'inti-
mider l'opposant, il faut se conuaincre, conuaincre, prouuer. L'é'
quipe éclate en écoles : Ies uns contrôlent le trauail fait, d'autres
ieitent agrand,ir le carré, le doubler et couper un petit bout. Les

amitiés sonf ô rude épreuve, Ies mises en doute sont reçues comme

des trahisans, /es a faibtes n mettent en doute Ia compétence des

u forts tt. Rien à faire, la réthorique deura céder Ie pas à la preuve

scientifique et intellectuelle, seul moyen honorable de Ee rendre

à I' K aduersaire n. Larque, I'obstacle franch\ la solutian apparaîtra

à chacun démystifiante, contingente, banale, et même un peu désen'

chanteresse, chacun se la sera appropriée, et aura triomphé, non pas
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de ses camarades, mrcis de lui-même, tout le monde a gagné sans que le
maître ait besoin de tirer aucune leçon. Le mérite d'abandonner une
idée qu'on ttouue fausse esf cussi grand que celui d'en trouuer direc-
tement une iuste, lbbsfrnction esf oussi nécessaire que le renoncement
à l'obstination. Les enfants ont été conduits à prendre plus passion-
nément le parti de la uérité.

Nous auons eonstamment obserué qu'ils tirent sussi le plus gratd
plaisir de ces jeux, comparables sur bien d,es pointi 

""- iri* ,portifs.
Ce plaisir les conduira à aimer les mathématiques et à leur dànner ta
signification hurnaine et philosophique qu'elles n'auraient pas pu pren-
dre. Le maître doit gérer I'inuestissement affectif, Ie désir de ses
élèues et les leçons de ce type sont de nature à leur faire, non seule-
ment açcepter, mais demand,er éuentuellement des exercices ou des
entraînemenfs. "lious n'auons pas décrit le système très complexe qui
règle ses intentsnffon-s, non plus strictement didactiques, mais dont
I'importance n'échappera pas au lecteur. â.N. penet Clermont (lgTg
et 1980) étudie tette constructton de l'intelligence d.ans I'intégration
sociale et N. Balucheff (lgs0) obserue de façon fine les condiites d.e
preuues des élàues de Ciuers niueaux.

3.3" Apprache d"dcimale des rationnels (S séances)
Ces situatioru; font partie de la phase II.4 qui intervient dès que les

élèves ont construit I'ensemble des rationnels munis des opéràtions,
addition, soustraction, produit et division par un naturel et ordre.

3.3.1. Locatrisation d'un rationnel dans un interualle naturel
Le joueur A cheisit une fraction comprise €rrh€ 0 et 10 (sans la

dire à haute voix). il l'écrit sur un papier qu'il met dans sa poche.
Le joueur B cherche à deviner dans quel inten'alle de naturels

consécutifs se trouve eette fraction. Pour cela, il a le droit de poser des
questions, par exemple :

<< est-ce que ta fraction se houve entre 7 et g ? n
A n'a le droit, d* répondre que par (oui l ou par ( non l. B pose des
questions jusqu'à ce qu'il ait trouvé les 2 entiers consécutifs entre les-
quels se trouve la frastiûn. ta maîtresse n'intervient dans cette phase
que si les enfants font appel à elle, soit pour arbitrer un conflit, soit
pour apporter des précisions ou des renseignements.

Le jeu oppose d'abord des équipes, puis très vite des élèves 1à 1 qui
choisissent en même ternps deux fractions et se posent mutuellement
des questions à tour de rôle. L,e jeu est suivi d'une mise en commun
des observations.

Il conduit les enfants à manier le langage désignant les intervalles
de N et leurs intersections, éventuellement. Assez rapidement, la
recherche d'un nornbre minimum de questions conduit à une stratégie
de partitions linéaires successives en intervalles à peu près égaux.
Ex. [0, 5[ ? R :oui ; [0, 3[ ? R :non ; [3, 4[ ? R :non
Je sais, : [4, 5[ !" Beaucoup d'élèves de 10 ans ont besoin après
<< [0, S[ ? R : oui ; [0, B[ ? R : non)) de s'assurer de [8, b[? Le jeu en
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équipe conduit, à des explications intéressanteS.
Dans les phases antérieures, les élèves avaient remarqué que les

entiers correspondaient à certaines fractions mais cette activité de-
mande l'usage systématique du plongement de N dans Q.

3. 3. 2. I nteruslles ratio nnels
Le maître demande aux élèves de chercher des fractions, par exem-

ple entre 3 et 4. La comparaison leur fournit' le moyen d'en houver
beaucoup :

3 - 
L3 4 = 19 alors 1.3, 4,L+ répondent à la question. Il in-4 4 4' 4'4

troduit aleirs de nouvelles règles au jeu précédent : on va essayer de
continuer ie jeu en essayant d'en@drer la fraction de I'adversaire
dans I'interrralle le plus petit possible (sans préciser d'abord).
Remarque : Une année, ce jeu s'est appelé le < jeu du radar n (connu
aussi sous le titre : u jeu de I'explorateur r) car la fraction de I'adver-
saire était un avion qu'il fallait localiser le rnieux possible avec un
faisceau radar de plus en plus étroit, mais cette rt justification > n'a été
proposée qu'une fois et n'aide pas beaucuup les enfants.

La difficulté con^siste autant à trouver des fractions entre deux
autres, qu'à comparer celle qu'on a choisie de celles du ( filet rr de
I'adversaire.

Après quelques essais, la méthode du jeu s'éclaire un peu mais il
faut se mettre d'accord sur ce que veut dûe intervalle plus petit. Les

élèves discutent, dessinent une droite. Seance difficile:la règle du jeu

est difficile à apprendre et nécessite de nombreux calculs .- I'enjeu
n'est pas évident, cette activité consomme du < capital-plaisir > lors
de la première séance- Les enfants s'a:rrêtent d'eux-mêmes dès le pre-

mier encadrerment inférieur à 1 et comparent les longueurs des inter'
valles. Dans la séance suilante, certains peuvent poursuiwe et raffiner
une fois leur partition" Les enfants n'ont le temps que d'accomplir
2 parties. Cependant déjà, des encadrements décimaux apparaissent

bien que les enfants voient que les calculs de I'aduersaire sont facili'
tés. C'est une faiblesse du jeu, car les élèves ne comprennent par;

d'eux-rnêmes qu'on n'a aucun intérêt à compliquer le calcul de I'ad'

versaire. Dès que la question est reglée Par une mise au point collec'
tive, les parties se déroulent beaucroup plus vite et les dénominateurs
des fractions s'enflent : 99/10 est attrapée sous la forme 9900/1000'
Encadrée dans un intervalle hès petit : 1/100 000 la fraction 2217

n'est pas encore attrapêe. Une discus.sion animée s'installe : on ne

pout " 
jamais I'attraper ! disent les uns.." maissi !pourquoi ? Certains

àonnent la raison : parce que 10, 100, 1000... ne sont pas multiples de

?, mais bien peu sclnt convaincus et le maÎtre paraissant intéressé mais

ignorant ou neutre, le problème reste ouvert pour le moment.

3.3.3. Suite dtt processus
Les fractions décimales dont nous nous sommes servis dans le jeu

précédent, peuvent étre placées très vite sur une droite gradur6e. Cette
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activité permet d'établir une relation avec les nombres à virgules (les
décimaux) ai les élèves les connaissent déjÀ et avec les longueurs.
Sinon, le maître introduit l'écriture décimale. Est-ce que Ge sont des
nombres ? discussions assez courtes, les élèves déduisent les calculg sur
les décimaux de ceux sur les fractions...

Le jeu de la localisation reparaît à la fîn de cette série de leçons :

où se trouve 2â*1 ? mais il prend aussi la forme : on veut partager
4319 enhe z9?bles élèves <redecourrentr la division dans les en-
tiers et la prolongent.

Voici ci-contre le tableau final dressé par la classe et qui présente
le travail effectué et les arnéliorations apportées. La disposition de la
division a été perfectionnée.

3.4. Expérimentation du processus
3,4. 1 . Remarqiles méthodologiques

La rnéthode que nous avons utilisée pour identifier les
problèmes ii'enseignement des décimaux et pour observer le
fonctionnemenr, cies concepts de didactique est bien connue
en physiqr:e €]'[. en technologie empirique: c'est celle des
( comparaiscn.; à résultats constants l .

Après avoii identifié un certain nombre de variables
ou d'options c{ue i'on croit susceptibles d'agir de façon
significative, on réaiise des expériences basées sur des choix
différents avec l'intention de les comparer, indépendamment
de I'idée que I'on s€ fait de l'interêt de ces choix pour
I'enseignement.

La méthocle expérimentaie classique consiste à organiser
alors en plan d'expérience les différents choix et à conclure
au vu des var:iations des résultats statistiques.

Elle ne convient pas à notre propos:

- d'une parl, elle n'est pas déontoiogiquement recevable.
Aucun professionnel ne peut accepter, a priori d'enseigner
(pour voirl, en se désintéressant du résultat.
- d'autre part, elle n'est pas possible; par fonction, le
systeme éducatif réagit à ses propres résultats en modifiant
ses conditions d'enseignement et donc, la base de la compa-
raison, fondée sur i'identité des conditions, est caduque et
par conséquent, elle exige I'analyse des réactions du sys-
tème âlucatif et donc, celle des conditions d'enseignement.

Ces comparaisons a à résultats constants l portent sur les
conditions d'obtention et les moyens mis en ceuwe pour
contrôler les résultats, et non sur les résultats eux-mêmes :

nous cherchnns à savoir si les mêmes résultats sont plus
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ou moins coirteux à obtenir selon divers choix. De très
nombreuses raisons, que nous n'exposerons pas ici, plaident
en faveur de ce procéCé.

il faut rompre néanmoins avec certaines routines de la
recherche fondamentale : ainsi, au lieu de comparer des
processus peu différents pour observer I'effet d'une modifi-
cation des conditions, en maintenant toutes les autres cons-
tantes, il est préférable, au contraire, de produire des proces-
sus très différents en faisant varier des conditions jugées im-
portantes. Cependant, pour rendre possible I'enseignement,
c'est-àdire pour réaliser et conduire ces situations concur-
rentes, nous avons vu que nous étions amenés à répondre à

de nombreuses questions et à faire de nombreux choix. Ces

questions et ces choix forment Ie tissu que les concepts et
Ies théories didactiques ont à charge de décrire en même
temps que de fournir les moyens d'analyser les réalisations
obtenues.

3.4.2. La situatio n expérimentale
a) Le curriculum a été conçu et préexpérimenté au cours de la pé-

riode 19?4-1976 ( à la suite de tentatives qui ont débuté en 1971-
L972) avec la collaboration de Mme Llorens et Mme Brousseau, ins-
titutrices, dans deux classes de CM2* à l'école J. Michelet de Talence,
où se trouve implanté le centre d'obserryation de I'IREM de Bordeaux.

It a été présenté sous forme d'une suite de textes comparables à

celui du chapitre 4 et d'un film réalisé par I'OFRATEME en colla-
boration avec M. C. Prouteau. Sa communicabiiité a été éprouvée
au mêrne niveau à I'Ecole Normale de Pau (5 classes), à I'Ecole Nor-
male de Périgueux (3 clas.ses), à Orléans, la Source (1 classe) et 3 fois
au CM1*.

b ) La population
Nous ailons rendre compte de sa reproduction dans 2 classes de

cM2 de l'école J. Michelet pendant 3 ans, (d'octobre 1977 à juin
1980) par Mmes N. Brousseau et D. Greslard : les effectifs étaient
de ce fait 54, 50 et 47 enfants.

c) Techniques
Nous nous assurons de la < reproduction l effectuée du processus

dans son ensemble. A I'intérieur de ce processus, nous aménageons des

modifications des conditions et nous comparons les efforts nécessaires

à I'obtention des mêmes résultats. Le recueil d'un grand nombre d'ob-
servations dans des conditions déterminées permet l'étude expérimen-
tale classique de certaines questions de didactique dont nous par-

lerons au paragraPhe 5"

* CM1 : Cours moyen 1ère année, enfants de 9-10 ans.

CM2 : Cours moyen 2ème année, enfants de 10-11 ans-
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3.4.3. Les résultats scolaires
Les résultats que nous présentons ont été choisis parmi

tous ceux gui ont été recueillis de façon à montrer, autant
que possible, quel est Ie niveau des élèves en fin d'année sur
les différentes catégories mathématiques d'exercices. Dans le
tableau v, nous donnons donc tous les résultats obtenus au
cours des différents CAS (contrôles de I'année scolaire),
tous ceux figurant aux TAS (tests d'acquisitions scolaires) et
certains résultats à des contrôles, aussi tardifs que possible,
dans les categories où, ni les CAS ni les TAS ne présentent
de questions.

Le TAS est un test QCM étalonné à l'échelon national et
porte sur les acquisitions en français aussi bien qu'en mathé-
matique. Il permet de contrôler que les résultats de l'école
expérimentale ne s'écartent pas significativement des ré-
sultats nationaur.

Le cAs est une liste d'exercices, correpondant arui ob-
jectifs de I'expérience, parmi iesquels sont choisis ceu.x cons-
tituant l'épreuve de fin de chaque année (les questions peu-
vent donc différer d'une année à I'autre).

Rappelons que ces résultats sont donnés à titre indicatif
et que Ie curricuium n'a pas été choisi de façon à produire
les effets scolaires maxima. Les seules exigences déontolo-
giques de I'expérience étant que :

i) les maÎtres cherchent à obtenir les meilleurs résultats
dans les conditions qu'on leur a proposées.

ii) les résultats obtenus sont au moins aussi bons que
ceux produits par les autres méthodes.

Le tableau ci-après montre que les exigences ont été
satisfaites. Il noest pas question de tirer argument scientifi-
que de différences enhe des méthodes dont on sait bien
qu'elles peuvent être produites par des conditions fort va-
riées que nous n'avons pas les moyens de contrôler.



Fnctionr + décimal

Ecrire sous formc dc

nombre à virgule
123 t2 2

100'25'125
(cAs 78)

Equiralencc

Ecrirc 3 fracrions
égales à l5i 25

Calculer :

8+ 425
l0 100

(composition

(comp. I. I978-1979)

Qucllc est la série

exacte dc fractions
équivalcntcs :

?':,ili,i
6 12.4 16

1l t 't' 8r
(T.\S)

J
l+-

5

r)

Calculcr :

9J.5t8- "' 100

56

9t

65.5

50.5

lV - Transformations

Parsagc dc l'écriture cn lcttrc + cn chiffrc

Ecris cn chiffres :

quarante huit unités
scpt dixièmes ; douzc

unités trois centième s::

trcnte cilrq centièmes.

cAs 80

Ecris sous forme de

nombre décimal :

quanrante huir unités
sept dixièmes ; douze

unités trois centièmes:

deux cents unirés

huit miliièmes ;

quatre vingt neuf mil-
lièmcs ; six ccnt qua-

rante huit centièmcs
c{s 79

8 2.5

62,5

\' - Additions

Effectuer :

12,0+ + i08,974
cAs 78 - CAS 80

2 t-63 * 55{,65
CAS 79

0,07+0,05+0,01:0,013
0,07+0,05+0,01= 1,3

0,07+0,05+0,01=0,13

Cochcr la bonne
réponse

T.{,S (Test d'acquisi-
tion scolaire)

VI - Soustractions

L,ffcctucr :

8,0{3 - 7,95
CAS 78

273,08 - 67,5
c_{s 79

5+

38 52

5 7,5 7l b5,5

78,5

82

82,5

84,5

486

79

89

75

80
80
70

90



\tIII - Irlultiplications

Effectuer:
t7,03 y. 4,507
cAs 78

2,6 X 30,5
cAs 79

2,68 X 30,9

cAs 80

10000 x 0,042

E,l4 - 7,956
CAS 80

I - 0,991 = 0,009 E
I - 0,009 = 0,091 E
I - 0,001 = 0,099 O
TAS (cocher la bonne
réponse)

^i 
Tr

420 D
4200 D

(TAS) (cocher la
bonnc réponsc).

rC--.-6'ô-.
,@-.,,ô.d',

TAS

82,5

86,5

87

VIII - Divisions

I - Opérateurs

82.5

Effectucr :

50,25 :33,5 (CAS 78)
491,,1 :0,7 (CAS 79)
50,25 :33,5 (CAS 80)

0,17312 : 0,0017342 =
1000 tr
100 E
10000 tr

(TAS) (cocher la
bonnc réponse).

93,5 90

63,5 75 75,5

47

53,5

52,5

58,5

6 7,5

45

E9

66

6l

6.1

487

87

45

67

62

62

l,
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TAS

Un fromagc conticnt
45 Vo dc matièrc
grassc.

Trouve la massc dc

matièrc Erassc conte-

nuc dans 250 g dc

cc fromage.

Quelle distance repré.

scntent 12 cm sur

une carte à l'échclle

l/5000000 ? L.a

distance enue 2 villcs

cst de 35 km. Quelle
scra la distance entre

ces 2 villes sur la
cafle
CAS 78

C' : opérations Posées

et cxplications
corrcctcs.
R : résultat.

C:
R:
+5,5

C:
79,5
R:5

6 3,5

2 - Applications couranter

I - Opératcurs

DI\/TSIOÀ"S

t3

.>

75,5

Applietions courantcs

Un casicr de douze

bouteilles coùrc

56,.10 F. Quel est le
prix d'une bouteillc ?

C.rrS 80

Un casier de dix bou-

reilles coùte 36,50 F.

Quel est le prix d'une

bouteille ?

c{s 78 - cAs 79

Un marchand dc

fruits et légumcs a

acheté au marché un

lot de 14 kg

d'oranges pour 20 F.

A qucl prix lui
revient I kg

d'orangcs ? Donne

ta réponse sous forme

de fraction puis au

ccntime près.

c.{s 78

79

C:
79,5

R :53

488

C :93
R :82

]..

C :95
R:72
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II- Problèmer

Sur un cadran
d'horlogc, la grande
aiguille tourne de
5/12 dc tours.

Quelle est la durée
de cette rotation ?

25mn O
5mn D

un quart d'heure O
TAS

Sur le olan "u 
I

' 200
d'un appartement. les

dimcnsions de la sallc

de séjour en murs
sont de 35 ct 20.
I.es dimensions réelles

en m sont :

2,35 et 2.20 n
70 €t40 n
t- 4'r4 tr
T.{S
(cocher la bonnc
riponse).

37,5 43 32

Maman t payé 25,20
un bifteck dc 900 g.

Qucl est le prix du
kilo ? Combien
aurait-elle pavé
350 g de bifteck ?

cÂs 78

Sur une cartc rou-
tière 4,5 cm repré-

sentent une distance
de 9 km. Quelle est

l'éc}elle de cctte
carte ?

cAs 78

A40Flekg.
combien coûte un
gigot de 1500 g ?

cAs 78 - cAS 79

A 40 F lc kg, com-
bicn coûte un rôti dc
3550 g ?

CAS I98O

Colcttc vcut achctcr
des pommcs. Ellc a

lc choix cntrc 4 caté-

gories, A, B, C, D,
présenrées en sachcts

de poids différents :

Quelle est la caté-

gorie la plus intéres-

santc ? (Celle qui
revicnt le moins
chcr au kg).

cAs 78 - CAS 79

C:
55,5
R :28

C :31
R:
18,5

64

26 3l 27

C :58
R:
5 3,5

C: {3
R:4349

A B c D

poids du
sachct
(kg)

9 3 5

pnx du
saôet
(F)

2,30 5 6,9 10,5
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3. 4.4. Reproductib ittté - Ob solescence
a) La reproductibilité doit être envisagée d'abord à

travers la stabilité des résultats à des exercices comparables,
proposés au coruîs de chacune des hois années de I'expê
rience principate, dans des conditions comparables.

Une grande latitude ayant été laissée aux maîtres pour
ajuster leur enseignement, on retrouve seulement 40 exer-
cices commun aux trois années (sur 75 po#s chaque an-
née) : 2L ont été posés en cours des processus, 8 figurent
dans les conhôles de fin d'année et 11 que nous traiterons à
part, appartiennent au TAS

L'examen du tableau VI permet d'observer :

une ass€z bonne stabilité des rdsu ltats aux contûles
annuels malgré, selon I'opinion des maîtreg des différences
importantes entre les niveaux des élèves des différentes pro-
motions : les résultats ne diffèrent pas significativement
d'une année à I'autre. Par contre une bonne corrélation
entre ces exercices montre qu'ils sont très comparables.

Trbleru Vl

\\ anndcs I X
o/o ---r-- 

I

dc rcussir,:-. 
-\ I tr-r"

Y

7t.79

z

79-80
XY

t dc rtudcnt
r corrdlation

xz
t

f

\z
t
fcffccrif dcs I

dlè--cr I so 50 47

m | 65.93

crcrciccs I
It=21 
Io t 2O.21

75,23

t 8,08

76,05

I 1,75

t

f

t,57 tls

0,97 S.001

l,9E ris

0.67 S.00t

NS

0.6.r s.001

m i 73,25

contrôlc annucl I

r=8 I

o I 11,46

77.50

l+,t 7

72,50

t0,12

t

1

0,65 NS

0,75 S.05

NS

0.80 s.0?

lis

0,47 NS
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- Les résultats evx'exercices en cours d'apprentissage
paraissent moins utilisables, mais il n'y a pas non plus entre

éux de différences significatives. Les conélations sont excel-

lentes : au prix d'une conection linéaire, les pourcentages
pourraient presque être confondus. L'examen des corré-
lations partielles permet d'éliminer, dans une certaine me-

sure, I'influence de la tt nature des exercices l. Alors que

les deux premières années restent fortement conélées, la
troisième ne I'est plus :

(rxzly _ - 0,055(NS); rxzly - 0,26 (NS) i rxylz - 0,95 (S))

b) L'observation du graphe de contingence montre,
qu'en fait, une colrection guadratique serait plus indiquée
car les résultats des exercices ayant eu la première année les

pourcentages de réussite les plus faibles : 5 exercices au-

dessous de 50 7o font I'objet d'une amélioration importante
les années suivantes :3 audessous de 50 la 2ème année, et
seulement 2 entre 50 et 60 la 3ème. Seuls les exercices

proposés en cours de processus sont dans ce cas' mais ne

sont pas caractérisés par un type d'opérations mathéma-

tique.
c) L'hypothèse de reprcduction du même processus doit

être envisagée principalement contre les deux suivantes :

1. Cetle d'une a ameîlioration D, au moins locale, comme

celle que nous uenons de signaler et dont l'effet, uistble ici,
est un resserrement de la dispersion des résultats (I'écart

type des exercices diminue fortement d'une année à I'au-

tre).
2. Cetle d\tne obsolescence des situations didactiques'

Nous entendons par obsolescence le phénomène sui-

uant : les maîtres, d\tne année à I',autre, ont de plus en

plus de mal à reproduire les conditions susceptibles d'en-
-gendrer 

chez leurs élèues, à trauers peut'être des réactions

àifférentes, une même compréhension de la notion ensei'
gnée. Au lieu de reproduire des conditions, qui, tout en pro'
duisant le même résultat laissent libres les traiectoires, ils

reproduisent au coittrair:e une a histoire D ' un déroulement

simblabte à celui des années précédentes, par des inter-

uentions qui, même discrètes, dénaturent les conditions
didactiques garantes d'une signification coftecte des réac'

tions des élèues : les comportements obtenus sont apparem'
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conditions dans lesquelles ils ant
le seng plus proche du compor-

L'enfant puise alors les informations nécessires à l'éta-
blissement de ses réponses, moins dans l'analyse de la situa-
tion et la compréhension du problème ( qui lui est proposé)
que dans /es indieations ( pédagogiques n qui lui sont four-
nies d'instant en instant, selon un contrat didactique im-
plicite indépendant du contenu. (Brousseau 1979 ). Ce
processus présente lbuantage de réaliser I'institutionnali-
sation de la cannaissance : l'éIèue prend connaissnce des
questions qu'on ueut lui, poser, des réponses qu'on attend
de lui, de leur statut culturel... etc.

La sttuatton didactique enuisagée initialement comme
une situation d'adaptation de I'éIèue dans une sttuation-
prcblème est deuenue en fait une situation de communi-
cation d'un savoir institutionnalisé auec |es inconuénients
que I'on cannait pour la compréhension et l'acquisition.

Les trauaux de E. Filloy permettent de préuoir que
certains objectifs de haut niueau taxonomique échappent au
contrôle des rnaîtres et donc aux conections didactiques.
On peut espérer que l'absolescence, si elle se produtt, en-
traînera d'une part, une éuolution des questions choistes
par le maitre dans le sens d'une augmentation du nombre
des problèmes formés et dbutre part une diminution des
réussites sur les questions les plus ouuertes.

On peut noter des tendances dans les sens indiqué en ob-
seruant, par exemple, dans Ie tableau VII, l'éwlution des
pourcentages de réussite aux opérattons et en les compa-
rant à ceux des structures problèmes. Ces tendances ne ænt
pas significutiues"

d) Sans rapporter ici plus longuement les moyens du
même ordre par lesquels on I'obtient, nous accepterons
cette conclusion : si I'expérience a reproduit les conditions
prérmes ce que I'observation clinique et d'autres statis-
tiques ont à ctrarge de déterminer - elle a produit sensi-
blement les mêmes résultats. C'est pourquoi nous rappor-
tons ces résultak au processus que nous étudions, quelle que
soit I'année qui fournisse I'information étudiée dans ie
tableau.t

I
t,*
*
{

1
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3.4 .5 . Bref s commentaires
a) ComParaisons extÆrnes

En rapprochant, sous réserve des remarques précédentes,

ces résultats sur ID de ceu)i des tableaux de la première par-

tie de I'article (Brousseau 1980, p. 47 ) on peut remarquer

qu,ils leur sont assez comparables, sans leur être inférieurs,

sur les objectifs considérés comme fondamentaux par les

maîtres (opérations). Ils s'échelonnent dans le même ordre

de réussite entre 60 et 90%'
on peut attribuer les fluctuations à des différences entre

les questions Posées.
De mêm", t' assiste, ici comme là, à une importante bais-

se des réussites dans les rt Problèmes ))'

b) Comparaisons internes : les décimaui

L'analyse factorielle des résultats indique que le mode de

questionnement (TAs ou cAs) est le premier facteur de

dispersion des étàves et des questions. Les opérations sur

les décimau:i sont raisonnablement acquises. Les diffé-

rences entre les réussites aux additions et aux soustractions

ont tendance à s,effacer, sauf pour les TAs qui présentent

desdifficultesspécifiques(1-0'Ogetc)'Demême'la
réussite est à peu ptès la même auiK multiplications et aur

divisions et en moyenne 10 à !57o inférieure à celle des

opérations Précédentes'
La relation d'ondre et ses manifestations' rangements' re-

pérages, encadrements ont des tau:i de réussite qui sont

du même .niveau que les opérations (contrairement à ce qui

se produit habituellement)'

78 ?9 80

oPcta t luns t9 t5 l5

problèmcr 7 I I

Nombrc dc contrôlcr
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La conception des décimaur en tant qu,application
linéaire est bien acquise : les opérations sont poséâs à bon
escient (compréhension de g0 à gb vo) et bien réussies.

Les situations et problèmes sont moins bien réussis et
c'est la compréhension des situations qui est en cause.

c) Les rationnels. Les rangements, repérages et encadre-
ments sont un peu mieux réussis dans les rationnels que
dans les décimaux et les résultats sont honorables. Il faut
voir là I'effet de renforcement du modèle initial dont nous
avons parlé : les fractions servent à établir les règles de com-
paraison des décimauy. Leur connaissance est renforcée.

ce phénomène se produit aussi pour la soustraction des
fractions qui est utilisée au début de I'approche des ration-
nels (657"1 alors que I'addition I'est beaucoup moins (4oro)
mais dans ce dernier exercice, c'est Ia présence du z qui a
fait baisser les résultats.

L'utilisation des opérateurs et du symbolisme fonction-
nel est efficace malgré un apprentissage finalement très
court sur ce sujet {7 5 à 90 To).

d) Le fait que la réussite aux exercices sur les décimaui
soit ass€u comparable à la réussite aux exercices corïes-
pondants sur les rationnels, est un indice nouveau et po-
sitif d'un fonctionnement mieux contrôlé du concept.

e) L'analyse du processus ne sera pas faite ici. La prin-
cipale question qui nous intéresse (voir paragraphe 5"4.)
exigerait I'examen du nombre d'exercices et àu i"çorrs et
celui des dépendances et des implications enhe les résultats
des élèves. cel examen doit porter sur leurs compor-
tements d'erreurs et non seulement, comme ici, sur leurs
réussites à propos de situations relevant de niveaux ta:rono-
miques pius élevés.

4. Analyse d'r.lne situation : I,épaisseur d,une feuille de
papier

4.1. Description de la situation didactique : séance I (phase
1.1 )

4.1 .1 . Préparation du matériel et des lieux
L'enseignant a disposé :

- sur une table devant les enfants : 5 tas d'environ 200 feuilles demême format, de méme crureur, mais d'épaisseurs différentes (parexemple, des feuilles de polycopie, de briitol etc.) placés dans unordre quelconque.



Certaines différences d'épaisseur ne doivent pas pouvoir être appré'
ciées au simple toucher. Le maÎtre ne cherche pas à < savoir,) ces

épaisseurs à I'avance : il n'y a pas de tt bonne meEure I à découwir.

- 6ur une autre table au fond de la classe 5 autres tas de 200
feuilles des mêmes t5rpes de papier placés dans un ordre différent qui
servira pendant la phase 2.

- 10 pieds à cpulisse en plastique (2 par groupe de 5 enfants)

- Un rideau ou un paravent permet de partager la classe en 2.

4.1.2. 1ère Phase : Recherche d'un code (durée 20 à 25 mn)
La maîtresse place les enfants par équipes de quatre ou cinq.

a) Présentation de la situation - Consigne

- s Voyez ces feuilles que i'ai préparées dans ces boîtes.A, B, C, D,
E. Dans un même tas, toutes les feuilles ont la même épaisseur mais
d'un tas à I'autre, les épaisseurs ne sont peut€tre pas les mêmes.
Pouvez-vous sentir ces différences ? >

Quelques feuilles de chaque tas circulent dans la classe - les en-
fants les touchent, les comparent. n C,omment faiton dans le com-
merce pour distinguer les différentes qualités de papiers ? > (d'après
le poids).

- Objectif
r< Vous atiez essayer d'inventer un auhe moyen pour désigner et

reconnaître ces différents types de papier, et pour les distinguer seule-

ment d'après leur épaisseur.
Vous êtes groupés par équipes concturentes. Chaque équipe va

réfléchir pour trouver un moyen de désigner les épaisseurs des feuil'
les. Dès que vous en aurez trouvé un, vous I'essairerez dans un jeu

de communication.
Vous pouvez faire des essais avec le papier et ces instruments

appelés n pieds à cpulisse r (les doubles décimètre suffiraient mais le
pied à coulisse a été déjà utilisé) u.

b) Déroulement et remarques
Les enfants essaient presque tous de mesurer l'épaisseur d'une

seule feuille afin d'obtenir immédiatement la désignation cherchée.

Il font des remarques du genre : a c'est beaucoup trop fin, une

feuille n'a pas d'épaisseur ), ou a c'est beaucoup plus petit qu'un mil'
limètre D, ov( ce n'est pas possfble de mesurer une feuille ! n

II y a souvent à ce moment-là une phase de désaroi, de'décou-
ragement mêrne des enfants. Puis ils demarùent à la maîtresse s'ils
peuuent prendre plusieurs feuilles. Très uite alors, ils font des essals

de mesure auec 5 feuilles, 10 feuilleq iusgu'à ce qu'ils obtiennent
une épaisseur suffisante pour Ia mesurer au pied ô coulisse ou auec

le double décimètre. Alors, ils échangent des sysfêmes de désigna'

tion tels que :
I0 feuilles I mm
60 feuilles 7 mm

ou

- J l = 2 mm (le maître fera remarquer lors de la discussion que
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cet emploi du signe égal n'est Pas correct)
Dais I'une des équipes, let enfsnts ont refusé le pied à coulisse et

ont établi ce système de désignation: A:TG B:TF D =M
A, B, C, étsnt le nom des différents types de papier, TG, TF,

M voulsnt dire .' três gro8, très fin, moyen. Dans cette phase, le

maître intentient Ie moins possible. Il ne fait de remarques due sII
s'aperçoit, que, dans les groupes, Ies enfants ne respectent pas - ou

simplement ont oublié - la consigne.
Les enfants peuuent se leuer, aller chercher d.es feuilles, les changer,

etc.
Lorsque Ia plupart des équipes a trouué un système de désignation

(et que les cinq enfants de chacune sont d'accord auec ce système ou

ce code) ou sf le temps est écoulé, le maître passe à la phase suivante :
le jeu de cammunication, et ceci même si toutes les équipes n'ont pos

encore trouué.

4.1.3. Zème Phase : jeu de communication (10 à 15 mn)

a) Présentation de la situation - consigne
< Pour éprrcuver le code que vous venez de bouver, vous allez iaire

un jeu de communication. Vous vettez au cours de ce jeu, si la dési-

gnation des épaisseurs de feuilles que vous avez inventée vous permet

de reconnaître le type de feuille désignee.

- Les enfants d'une même équipe vont se séparer en 2 groupes

(de 2 émetteurs et de 3 récepteurs, suivant qu'ils sont 4 ou 5 dans

l'équipe) : un gloupe d'émetteurs et un gloupe de récepteurs.

- Tous les groupes émettetrrs vont se placer d'un même côté du

rideau. Tous les groupes récepteurs de I'autre.

- Les émettËurs vont choisir un des types de papier placés sur la

première table (A ou B, ou c ou D ou E) (que les récepteurs ne voient

pas grâce au rideau). Its vont envoyer à leurs récepteurs un message

lui àewa permettre à ceux-ci de trouver le type de papier choisi' Les

recepteurs utilisent les tas de papier disposés sur la deuxième table au

fond de la ciasse pour trouver le type de papier choisi par les récep-

teurs.
Quancl les réeepteurs ont houvé, ils deviennent émetteurs (après

vérification avec les émetteurs). Des points seront attribués aux équi-

pes dont les récepteurs auront bien trouvé le type de papier choisi

par les émetteurs > "

b) Déroulement et remarques
' Dès le début du ieu, la maîtresse met en place le rid,eau qui s*lpare

émetteurs et récePteurs.
La maîtresse .'

- fait pr6.s€r les messages des émetteurs aux récepteurs
* reçoit les réponses des récepteurs

- va contrôler que cette réponse est conforme au choix des

des érnetteurs et constate, auec toute l'équipe, l'échec ou la
réussite.
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Tous les mesæges ænt écrits 8ur une même feuille - que nous
pourrions appeler ici u carnet d,e mewges r (fiç. I) - qui circule
entre les émetteurs et let récepteurc d'une même équipe - cette
feuille porte le numéro de l'équipe. De plus, les émetteurs notent sur
une autre feuille - que nous pourrioru appeler r fiche de contrôle n
- et qu'ils gardent, le type de papier gu'ils ont choisi à chaque jeu
afin que la maîtresse puisse constater la réussite ou l'échec.

Remarque : Il est clair que la maîtresse n'a pas introduit de uoca-
bulaire superflu comme tt carnet de mesæges D (( fiche de contrôle n...
ni d'uigences formelles à propos de la présentation des messages -que les enfants deuraient apprendre à respecter. II n'y a pas eu de con-
signe générale a ce suiet, seulement des aides et des corections lxtr-
ticulières auprès des enfants mal inspirés.

(1)

numéro dc l'équipe
I er jcu : messagc émis

réponsc

2èmc jcu : message émis

réponse

3ème jeu : message émis

réponsc

ler jcu

3ème jeu

feuille dc

contrôle

carnet. de messages

Si certaines équipes n'étoient pas aniuées â faire des messages effi'
caces, la maîtresse aurait organisé une nouuelle phase de concerta'
tion, par équipe, pour la recherche d'un code (même consigne que
dans Ia piemière phase)

Mais ce fait ne s'est jamais produit (sur 8 expériences identiques).
Les enfanfs sont arrivés à faire 2 ou 3 parties de ieu.

Pendant ce jeu, on observe 3 attitudes différentes chez les en'
fants :

- certains choisissent un nombre de feuilles dont ils ntesurent l'épais'
seur

- certains choislssen t une épaisseur et comptent le nombre de feuilles

- d'autres cherchent au hasard épaisseur et nombre de feuilles
On remarque aussi que les enfants chorsl'ssent de préférence les

types de feuilles d'épaisseur extrême : les plus fines ou les plus épaisses
pour faciliter Ie trauail de leurs camarades.

I

E:10=lmn

R : D réussi

E:21 :lmn

R : B réussi

E: 8:2mn

R :A reussr
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4.1.4. \ème Phase : Résuttat des ietn et des codes (20 à

25 mn) (confrontation)

a) Présentation de la situation et consigne

Pour cette phase, les enfants reprennent leur place en équipes de 5

comme pour ia 1ère phase de la eéance. La maîtresse annonce"une

"o-p*"lson 
des résultats et prépare le tableau à double entrée :

(équlpes) X (types de papietf a"ttt lequel elle inscrira les messages

à"t 
"1196, 

et les 
-poitttt 

àbl"t.,t par les équipes (voir tableau I CM2

b Lg77 ) au fur et à meswe de leur compte rendu' 
j

b) Déroulement et remarques :

A tour de rôle, chaque équipe enuoie un ( représentant t qui lit
les mesæges à haute voix, "tpiiqu, 

Ie code choisi et indique lie ré-

sultat du ieu.
Les différents messages sont comparés et discutés par les eniants'

comme fls sont souuent très différents, Ia maîtresse leur demande d'a'

dopter un code commun.
Exemple:10:lmm

TF
60 feuilles 7 mm

Après discussion, la closse entière a décidé de marquer :
I0 f ; I mm
60f;7mm

Lorsque tous les messages sonf fnscrits, Ies enfants Obseruent Ie

tableau et font spontanément des remorques du type : (( ça, ça ne ua

pas ,, ou n ici, c'eEt bien n etc.
ces remarques pouftaient être clossdes en 4 catégories :

1ère catégorie :

Si tes leuilles sont de type différent, à un même nombre de feuil'
Ies doiuent conespondre des épaisseurs différentes.

Exemples du tableau I :

19f ;Smm + TYPeA 1

Igf ;3mm + TYPeB r

19f :2mm -> TYPeC ]
19 f ;2 mrn -+ TYPe D )

2ème catégorie :

Pour. un même type de feuilles, au même nombre de feuilles cor'

respond la même éPaisseur

Exemple du tableau I :

30f ;Zmm + TYPeC 1

3o f ; 3 mm n iïp, c I (çaneuspas't

3ème catégorie ;-- 
S';t y a2 fois plus de feui1les, lUpaaseur est 2 fois plus grande.

Exemple du tableau I :

30f ;3mm+TYPeC^ ] nçaneuapas,,
15f;lmm+TYPeC J

et les enfants rqioutent ( on aurait dû trouuer n :
3Af;3mm
15 f ; I rmm Psrce que

( ça ne ua pos ,)

(( ça ne ua pos ,)

IlSf;Immlrtx2\30f;2mml



499

4ème catégorie :

Des différences sur le nombre de feuilles ne doiuent pas corres-
pondre à des différences égales de mesures :
Exemple :

19 f ; 3 mm I ( ça ne ua pas parce gu,une feuiile ne peut
20 f ;4 mm I por mesurer I mm l
A la fin de la séance, Ie maîtresse propose aux enfants de repren_

dre I'examen de ce tableou à la prochoine séance de uérifier collec
tiuement les mesures par la monipulation et de les rectiiier si c'est
nécessaire.

Remarque : La présentation des opérations effectuées sur les
nombres dans Ia recherche de couples équiwlenfs ô l,aide de flèchesn'a aucun caractère formel ni obligatoire, c'est une u manifestation n

fomilière de l'emploi des opérateurt naturels auquel les enfanfs sonf
habitués.

4.1 .5. Résultats
Les enfants savent tous mesurer l'épaisseur d'un certain nombre

de feuilles de papier, écrire le couple correspondant et rejeter un type
de papier ne correspondant pas à une écriture qui leur est donnée. La
plupart est a.lors capable de mettre en oeuvre une stratégie de compa-
raison et en conclusion d'accepter un type de papier comme corres.
pondant à une mesure. Quelques-uns ont formulé cette shatégie. La
plupart des enfants peut analyser un tableau de mesures et signaler
des incohérences en se servant implicitement du modèle linéaire.

4.2. Comparaison d'épaisseurs et couples équiualenfs (Acti-
vité 1, Séance 2)

4.2.1. Préparation du matériel et des lieux
Le matériel est Ie même que pour la séance 1 : Ies tas de feuilles

disposes de la méme manière, les pieds à coulisse.

4.2.2'. Ière phase (zb à Bo mn)

a) Présentation de la situation - Consigne
La maîtresse demande aux enfants de reprendre I'examen du

tableau réalisé au couts de Ia 1ère séance.
Cette obserlation s€ fait d'abord silencieusement, pour que les

enfants puissent repérer les incompatibilités les plus évidentcs
de certaines mesures. Piris la maîtresse leur propose de relever les
erreurs qu'ils ont vues, ligne après ligne (pour chaque type de pa-
pier).

b) Déroulement et remarques
Les enfants, après.obsentation, et sur leur demande, uiennnent à

tour de rôle su tableau pour montrer les a messages n qui leur ap-
paraissent inexacts et proposent éuentuellement une correction.
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Ces corrections sont discutées par l'ensemble des enfants. S'ils sont

tous d'accord, la conection est faite sinon, ils propoænt de vérifier
par une manipulatton : ils recomptent le nombre de feuilles indî
'quées 

dans le-message et font la mesure. Après vérification collec:tiue,

le nouueau meæsge est adopté et inscrit aur le tableau (cette manîpu-

lation est faite par gloupes : 2 groupes uérifient un message, 2 autres,

un autre messoge... etc). II est arriué souuent que lorsque le même type
de papier est mesuré par des groupes d'enfants différentd çes groupes

ne trouuent pas des melures compatibles. Ceci est dû souuent aur
erreurs de lecture ou au fait que les enfants onf plus ou moins tass;é les

feuitles. fls s'en rendent compte très uite et Ie disent.
II est arriwé également pour des types de papier d'épaisseurs três

uorsines que les mesures trouuées ne permettent pas de reconnaître de

quel papier iI s'agit. C'est au cours de cette phase que les enfants se

iont rendu compte qu'ils ont plus de chance de distinguer des épais-

s€urs de papier uoisines en prenant un plus grand nombre de feuilles.
En effet, 15 ou 20 feuilles seulement de papiers d'épaisseurs frds uoi
sines ont des mesures si proches que les enfants ne peuuent pas les

distinguer auec précision. C'est alors qu'ils proposent souuent de

mesurer I'épaisseur de 50, 80 ou 100 feuilles'
Exemples de remarques d'enfants (ces exemples sont pris dans Ie
tableau II)

et 
ti 

l', ? ii pour te tvPe B, c'est bien'

Un enfant aioute :

-o(5 f ; Imm\ rJté\tsf ; Jmml 'v
ces trois mesures : 5 f ; I mm - 10 f; 2 mm et 15 f ; 3 mm sontdonc
conseruees.

Par contre dans Ia ligne du tYPe C,

12 f ; l mm
Ies mesures :

et 8 f ;1mm sonf contestées et
proposent de les refaire.

reietées par les enfants qui

Autre cxemplc (tablcau II)

Equipcs Typc C Typc D Conclusions dcs enfants

I 100 f ; 8 mm l00f;llmm= -l) D>C (D est plus

épais que C)

2 t?f;lmm l0f ; lmm -'2) D>C (D est plus

épais quc C)

3 8f;lmm
-s1 C>u (C cst plus
/ d'pais quc D)

4 14 f ; I mm.

\__\_
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Les d,eux premières co"clus ioms ne conespondent pas à ta lème -
les enfants déctdent d,e conserver la lêre conclusion car ils wient
que sur 100 feuilles, il y a 3 mm de différence slors qu'avec I f,
14 f, 12 f, il n y spos de différence de mesure.

IIs disent sussi qu'une différence de 3i (12-8) ou de 2 f (14-12)
ne change pes la mesure (ils vérifient par une rncnipulation).

4.2.3. 2àme phase : finition du tableau : recherche des
ua,leurs man(Iusntes (20 à 25 mn)

a) Présentation cie la situation - consigne
Læs enfants remarquent que certains types de papier n'ont pas été

choisis au cours ciu jeu de communication et qu'il manque des me-
sures.

La maîtresse propr:se alors aux enfants de ca,rnpiéter le tableau en
mesurant les typcs eie papier manquant.

b) Déroulernent et rernarques
Les enfants se pr:rtagent Ie trausi! par grCIupes d.e 5 non plus

concurrenfs nrcrs {:{}ûperan.ts et pms forcément les memes que dans Ia
séance précédenfr ipJusfeurs grûupesprcnn€nt le même type de papier
et uérifiend ensr:f f * Ia e omptchilite des rncsrures)
Exemple prur le t;,';* ti :

^(12 
f ;J r,rr::',, 

ô*B\se f :B mmixs
Quand tous fes enfunls srsnt d'accar{i, ies nouuelles mesures sonf

inscrites dans le tabieau {tableau III}. A ta fin de cette phase, le ta-
bleau est donc entierement corrigé et can-'pleté. Il y a plusieurs me*
soges compatiblespour ckaque type de pcpier.

4.2.4. 7ème phase : jeu de cornmunication (tb mn)

- La maîtresse propose aux enfants de refaire le jeu de communica-
tion de la 1ère activitd en f"enant con:pte de toutes les remarques et
corrections qu'ils ont fait*s {grend nombre de feuilles, tassement
du papier...)

- Le jeu est donc repris une
qui réussisent tous, rnéme si
de papier.

fois à la grande satisfaction des enfants
on ajoute un ou deux nouveau:K types

4.2.5. Rrisultats
Ces 'enfants savent adapter le nombre des feuilles choisies aux

besoins de la discrimination de lerss épais"seu.rs {augmenter le nom-
bre de feuilles lorsque les épaisseurs sont très voisines). Ils savent
trouver par Ie calcul, des couptres correspondants au mênne type de
papier. Tous savent maintenant utiliær le modèle linéaire pour ana-
lyser un tableau. Une partie d'entre eux est capable d'utiliser des rela-
tions de voisinage entre les couples. Un gtand nombre d'enfants a été
conduit à juger des déclarations et à argunrenter lui-même.
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EXEMPLES DE ler TABLEAU DE MESSAGES (non corrigé)

Tableau III ctassc de Cl\l2 b (19i7)

type dcs

feuilles

équipe I équipe 2 équipe 3 équipe 4

A 19f;3mm l0f;2mm 2O f,;4 mm

B 19f;3rnm 4f;lmm 15f;2mm

c 19f;2mm 30f;2mm l00f;8mm
30f;3mm
15f;1mm
20 f ;2 mm

D
19f;2mm
12f;lmm

l00f;9mm

E 9f;4mm 13f;5mm
7f;3mm

type des

feuilles équipe I équipe 2 équipe 3 équipe 4

A 48f ;9mm

B l0f;2mm 5f;
15 f ;

lmm
3mm

c 100f ;8mm
L2f ; lmm
96f ;8mm

l0f ; lmm
l00f;l0mm

8f;1mm
64f;8mm
12 lilmm

,

14f ;1mm
154f;llmmD l00f;llmm

E 23 f ; l0 mm
l0f;
8f;

4mm
3mm

6f ;2mm

Jt'
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4.2.6. Résumé de Ia suite de la séquence (séance3)

Après avoir vérifié que les élèves savaient reconnaÎtre des feuilles

désignees par leur épaisseur : (48 ; 9) par exemple, I'enseignant de-

mande de trouver d-'autres écritures pour désigner chaque épaisseur,

f"ir a" ranger les feuilles de la plus mince à la plus épaisse (25 f;
? mm) qu'il faut ranger avec les autres.

En fin de séance, I'enseignant expase aux élèves une méthode d'é-

sriture de l'épaisseur d'une feuille : (50 ;4) désigne un tas de 50 feuil-

les qui mesure 4 mm d'épaisseur, l'épaisseur d'une de ces feuilles

s'écrit { que ['on lit : <quatre cinquantièmes de millimètres r. Il
vérifie 

tplt a"t exercices que cette information est transmise'

La distinction entre l'épaisseur d'une feuille et la désignation

d'un tas de feuilies est essentielle mais difficile et ne sera apprise

que progessivement.

4 .2.7 . Résul'tats
Les enfants savent trouver des couples équivalents. Ils savent com-

parer les épaisseurs de feuilles (beaucoup avec 2 méthodes). Ils ont
une stratégie de rangement des couples, d'après ces comparaisons. Ils

savent désigner l'épaisseur d'une feuille de papier à I'aide d'une frac-

tion et trouver des fractions égales-

Ils ne savent pas bouver l'égalité de 2 fractionsdansle cas général-

Remarque : Ces savoir-faire sont constatés en situations. Il n'est pas

possible à ce moment-là de détacher une question du contexte et de

i" por", de façon indépendante. On ne poura donc pas encore s'ap'

puy". sur ces résultats en tant que connaissances < acquises rr et iden-

tifiées comme telles par I'enfant.

4.3. Analyse de la situation : le ieu

4.3. 1. La situation-Problème

a) Analyse de Ia tôche des éIèues : Emetteurs
La tâche d'émetteur est bien plus légère que celle de ré-

cepteur : on ne doit compt€r que les feuilles du tas choisi

et prendre soin de bien les mesurer. Le désir d'avoir des

nombres simples et colrects conduit à choisir un nombre de

feuilles tel

- que l'épaisseur soit aussi voisine que possible d'un nom-

bre êntier de millimètres ,

que les erreurs dues au tassement des feuilles restent

faibles
que le nombre de feuilles à compter reste assez faible'

ûnr analyse plus approfondie ou une pratique répétée

conduirait l'émetteur à choisir :
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un nombre de feuilles assez grand pour que la différence
entre leur épaisseur et l'épaisseur d'un même nombre de

feuilles du type le plus voisin soit assez nett'e par exem-
ple, excède 1 mm (tassement éliminé)
un nombre de feuilles tel que le coût de I'opération soit
minimum (Le coût de I'opération est évalué en coût du
du comptage des feuilles et en prix des eneurs par ten-
tative. Le coût des erreurs dépend de l'erreur relative
par I'intermédiaire de la probabitité d'erreur qu'elle
engendre).
Ce point a mériki une étude mathématique qui n'est pas

publiée ici.

b) Analyse de la tache des élèues : Récepteurs
La tâche des récepteurs est plus lourde. s'ils < appli-

quaient )) un algorithme rationel, ils dewaient pour inter'
prêter le message (60 f ;7 mm)

compter 60 feuilles de chaque lype de papier
mesurer l'dpaisseur de ces 5 tas de 60 feuilles
comparer: les tas dont la mesure serait la plus proche de

7 mm seraient retenus.
En fait, cette procédure, si elle était systrimatiquement

appliquée, ferait perdre le bénéfice essentiel de la situation :

lés enfants peuvent (doivent) éliminer certaines hypothèses

en utilisantl'expérience qu'ils ont acquise dans la première

phase et en mettant en æuvre une représentation (un mo-

âat" implicite) de l'épaisseur. Dans cette phase d'action, des

relations, des appréciations, des opérations, encore floues,

incomplètes, approximatives, vont s'éprouver, se clarifier,
se complexifier avant même d'être formulables.
Exemple : ( 60 f ; 7 mm, c'est du (papier) fin, c'est pas du

A, on avait trouvé pour A (3 f ;1 mm n - Souscntendu
60 f de A feraient bien plus de 7 mm...

Si les enfants se trompent dans leurs hypothèses, ils peu-

vent s'en apercevoir sans trop de retard et sans autre senc-

tion qu'une petite perte de temps. La représentation permet

d'anticiper, d'économiser des tentatives, elle est contrôlée
par I'action, sans la conditionner complètement, ni être

èonditionnée par elle. Elle commande toutefois ces déci-

sions d'action car une fois écartés les < papiers n impro-

bables, il faut retenir les autres. ( C donne pour 30 f. 2 mm
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et D aussi, on ne peut pas savoir. Tiens remesure... Si 30 f
de C font un peu moins que 2 ça doit être D... n faudrait
plus de feuilles... D

Pour les récepteurs, deux messages ont tendance à être
équivalents s'ils permettent la même discrimination parmi
les papiers, donc s'ils sont voisins topologiquement.

Il est nécessaire que chaque enfant soit tour à tour
émetteur et récepteur.

Même si tous les enfants n'acquièrent pas une égale
aisance dans le raisonnement sur les épaisseurs, tous
acquièrent une bonne connaissance des conditions que
dewa satisfaire le modèle qu'on choisira : ce qu'il devra
permettre.

4 .3.2. La situation didactique

a) Analyse de la tâche du maÎtre : phase 1

Dans les deux premières phases, la tâche du maître la
plus importante ne consiste pas à conhôler le contenu et
le déroulement des réflexions des enfants : il ne doit pas

intervenir, qu'il entende une proposition intéressante ou une
déclaration fausse. C'est la situation qui doit exercer ces
feed-back nécessaires. Il n'est plus - provisoirement - le
gardien de la vérité, le garant, le recours, le destinataire obli-
gé et finat de toutes les interventions des enfants.

b) Il doit -. par son attitude - convaincre les enfants de
sa neuhalité à I'égard de leurs appréciations de la sihration
afin qu'ils renoncent à tirer de lui les informations et les
aides qu'ils ne doivent tirer que d'eux-mêmes.

Neutralitxi mais pas indifférence : il reçoit avec un égal
interêt toutes les suggestions et les renvoie avec conviction
sans en modifier le contenu mais il essaie de les rendre réali-
sables. Le maître renvoie les enfants à la sihration mais s'at-
tache à accroître leur investissement, leur désir de réussir.
Il facilite la solution des problèmes subalternes, surveille le
respect des règles et des consignes qu'il précise et répète à
I'occasion, résout les problèmes d'organisation, aide l'évolu-
tion favorable des conflits dans les groupes. Il veille à ce gue
tous s'investissent et concourent au résultat cherché. Pour
cela, il s'intriresse beaucoup au résultat final qu'il enregis-
tre, participant au)i succès, comme aux déceptions, heureu>r
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avec les uns, encourageant les autres, dans une sorte d'esprit
< bon sportif l.

Ici comme là, ce sont les efforts qui sont éducatifs et non
les buts marqués.

En particulier, le décompte des points des équipes ne

donne lieu à aucune déclaration de sa part, les équipes se

défont d'une leçon à I'autre. Les points servent à détermi'
ner les stratégies pendant le jeu, pas à classer les gens après

le jeu.

c) La phase 3 de la 1ère activité est une phase de confrcn-
tation (ce n'est pas une situation de validation formelle).
Là encore, le maître est un conducteur de jeu qui fait
jouer mais ne joue pas lui-même. Four tous les enfants,
les problèmes qu'il réussit à faire résoudre pal ses exi-
gences : fonnulations claires, renseignements précis...

sont ceux qui empêcheraient le f onctionnement de la
situation. fl n'a pa-c d'exigences < externes )), Il laisse

arriver à leur formulation correcte les déclarations fausses

ou absurdes, il laisse aux autres Ie temps de formuler leur
jugement. Ii ne confirme pas une déclaration conecte
avant que taus se soient déclarés d'accord.

Il encourage les minoritaires à exprimer leurs réserues,

clarifie les débats même s'il ne peut pas les résoudre.

4.3.3. Le maintien des conditions d'ouuerture et leur

rapport auec la signification du sauoir

Dans les situations de recherche, Ia pédagogie elassique

conduit le rnaÎtre à rt exploiter rr immédiatement ou presque

la < bonne l déciaration. Il parle avec le prernier ou un des

premiers < qui trouvent rr. Finalement les échanges concer-

nent 207o des enfants (les plus r< vifs n). Pour que ces échan-

ges soient compris des autres, les questions posées doivent
étr. telles que 8A% d'entre eux seraient capables d'y ré-

pondre presque directement, s'ils avaient le temps néces-

iuit" : lôs questions seront donc assez fermées et la recher-

che consistera en une sorte d'épreuve de vitesse mettant à

I'honneur les algorighmes. Ainsi, 6O 7o des enfants parti-

cipent par procuration. Quant aux 20 Vo Qui ne sauraient

pas répôndrâ, il ne s'agit jamais pour eux de chercher, mais

â'uppi.ndre un savoir tout fait, qu'ils devraient posséder,

quT est même a honteux > de ne pas posséder, puisqu'il

il

I
I
il
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ne s'agit finalement ici que de savoir r< qui I'a l ou ( qui ne
I'a pas l. Donc, pour 807o des enfants, Ia recherche est une
situation sanctionnée négativement où I'accent est mis sur
le savoir : devoir chercher est l'aveu d'une faiblesse qui ne
pardonne pas. Devoir apprendre est le fait d'une minorité
défavorisée et méprisée.

Les situations que nous proposons ne doivent pas être
conduites de la même façon.

Les questions sont souvent plus ouvertes, en ce sens que
le nombre des enfants capables d'y répondre directement est
hès faible : presque tous ont à chercher. Les échanges vont
concerner B0% des élèves sur des problèmes que moins cle
20% d'entre eux peuvent résoudre directement. Le maître
maintient Ia situation ouverte en n'exploitant pas les idées.
Ii se contente cie les faire prendre en considération. Le fait
d'être le premier à avoir une idée perd un peu de l'impor-
tance.

Les enfants qui ont trouvé plus vite doivent apprendre
à faire partager leur conviction sans la sécurite de la valida-
tion par I'adulte. Ainsi, la recherche et I'apprentissage de-
vient I'affaire principale de la majorité.

Ces situations sont délicates à conduire : la voie y est
ouverte à un champ d'attitudes sociales très diverses. Le
maître a appris à contrarier les actions de diversions; cer-
tains enfants égarent I'opinion des autres pour avoir le
temps de chercher eux-mêmes, accaparent I'attention, ne
respectent pas la recherche des autres, etc... C'est toute la
fonction et I'usage du savoir et de la vérité qui s'apprennent
à ce momenLlà. Certains enfants, habihrés à un statut dans
la classe et à un contrat didactique classique, vivent mal les
changements subits de mode d'action didactique du maître
comme I'absence de sécurité, de valorisation immédiate, la
dépendance par rapport à I'action ou à I'opinion d'autrui,
etc. Pour les enfants et même pour les parents, le maître a
dû parfois faire provisoirement le médiateur des change-
ments, souvent profonds, qu'il avait provoqués. De toute
façon, les changements fréquents de Epes d'interventions
utilisés favorisent les évolutions en douceur et I'adaptation
des attitudes malgré leur diversitré.

L'évolution s'opère conectement dans la mesure où on
pan'ient à faire en sorbe que les relations avec l'objet de
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l'étude, et les relations avec les autre sujets apprenant
deviennent sources de plaisir et enjeu du désir. Les prises

de décisions, les actions, les échanges, les jugements...

doivent devenir d'abord des occasions d'une jubilation fon-
damentale de la classe. Le maître est conduit à renoncer
à I'objet unique du désir des enfants.

Le savoir, I'alibi symbolique d'une lutte entre les enfants,
doit pouvoir devenir I'objet d'une activité libidinale.

La relation maître-élève s'efface ainsi devant les relations
enfant-savoir, enfanLmilieu-savoir et enfant-autrui'savoir.

4.3.4. Le contrat didactique

Le maître est la mémoire de référence de la classe. Il se

souvient des conventions, des accords et des faits pertinents.
It les rappelle à bon escient. C'est par ce rôle qu'il com-

mande et contrôle les apprentissages.
Enfin, le maître représente le savoir des adultes. Lorsqu'il

fournit des informations sur ce sujet (par exemple : Activité
1 - séance 3 - Phase 3). Les enfants, qui ont leur propre

système, peuvent comprendre la notation en cours et ses

avantages - ou son équivalence - avec le systeme qu'ils ont
constmit, et I'adopter, non pas librement mais consciem-

ment (sifuations d'instihrtionnalisation).
Bien sûr, les éventtrels changements de notations ou de

vocabulaire coûtent aux enfants et aux maîtres.

C'est pourquoi les conditions d'apprentissages ont un ca-

ractère critique et dépendent essentiellement du contrat
didactique.

A aucun moment au cours de cette première activité, le

maître n'indique qu'il faut apprendre quelque chose. A

aucun moment, il ne fait répéter une activité en ayant

convenu avec les enfants qu'elle devrait être sue' connue'

apprise. (Cela viendra plus tard peut-être) et en reconnais-

'r"ttt qu'une phase n'était pas justifiée par d'autres raisons.

En fait, ia phase L de la lère séance : < recherche de

couples équivalents D, doit permettre à tous les enfants d'ef-

fectuer la recherche d'au moins deux couples équivalents

à un couple donné, de comparer deux couples une dizaine

de fois au moins, d'expliquer une lfouivalence au moins

une fois, d'entendre plusieurs méthodes de comparaisons.

Tout cela dans ,rne rit ration de contrôle collectif. Ir{a:s le
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contrat passé avec eux ntest pas ( vous devez apprendre et
sauoir faire ceci pour pouvoir répondre à la question sui-
vante comme je le veux lr, mais ( vous devez faire ceci pour
pouvoir participer au défi suivant r. L'apprentissage de la
recherche de couples d'équivalence se poursuit dans la phase
2 et plus loin, il n'est pas nécessaire de l'< achever l dès la
phase 1. De plus, cela exigerait le plus souvent la formula-
tion d'une méthode de recherche comme par exemple : on
peut multiplier ou diviser les deux termes du couple par un
même nombre, ( ou pire l deux couples sont équivatents si
< immanquablement > à ce momenLlà on devra dire, ou une
sottise, ou une phrase incompréhensible. D'ailleurs, ces for-
mulations de méthodes ne sont que rarement économiques
à long terme" Nous le refusons catrigoriquement ici.

La solution de la situation de la phase 2 : rangement des
épaisseurs, n'est pas plus compliquée si I'on ne sa[t pas
chercher des équivalents, puisque l'enfant réfléchit dans la
représentation de la situation :

en nombre de feuilles et épaisseurs des tas - au lieu
d'appliquer un algorithme sur l'écriture de l'épaisseur d'une
feuille.

Tout apprentissage formel (convenu, institutionnel) à ce
mornent, serait lourdement hypothéqué de contresens. Par
contre il faut que le maitre vérifie que tous les élèves ont
bien refléchi, choisi et calculé un couple nouveau... au
besoin au tableau, avec I'aide des autres.

Ceci ne veut pas dire qu'il n'y a pas d'apprentissages ni
d'apports d'information. La phase 3 de la Bème séance
montre un exemple d'apport d'information. il s'agit de con-
ventions à enregistrer et à utiliser. Ces conventions seront
désormais de règle et le maître <r exigera r leur emploi dans
les communications < publiques')) des enfan'.s. En fait, il
exercera une pression croissante au fur et à mesure de la
banalisation de la convention, sans refuser de comprendre,
surtout au début, d'autres formulations.

4.4. Analyse des uariables didactiques. Chok du jeu

4.4.1. Le type de situatiort

Nous ne reviendrons pas sur le caractère fondamentale-
ment cy bernetique de la situation de communication :
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Le codage le plus èconomique, si on admet que I'on peut
auglnenter à volonté le nombre des types de papiers, con-
siste à les désigner à l'aide d'un couple, nombre de feuilles,
épaisseur en millimètre Remarquons toutefois que la
situation de recherche de code n'est pas répétée. I! n'y
a pas de dialectique de la formulation des couples. Le
code est mis en place de façon presque immédiate. La si-

tuation de communication ne fonctionne donc pas beau-

coup en sihration d'apprentissage, elle sert seulement à
donner < du sens l à la phase d'action des émetteurs et des

récepteurs. Le caractère < optimal rr du message n'a fait I'oc-
casion d'aucun commentaire avec les enfants. Il nous assure

seulement une bonne acceptation de leur paft.

4.4.2. Le choix des épaisseurs : modèle impltcite

Par contre la composante u action t de la situation est

I'occasion de la création d'un modèle implicite du sysième

des épaisseurs.
Pourquoi, puisqu'il s'agit finalement de mesurer des lon-

gueurs, n'avoil pas choisi des objets de longueurs appré-

ciables ? L'enfant possède à cet âge une représentation ef-

ficace des rr longueurs )) comprises entre 1 mm et 50 mm.

C'est-àdire qu'il peut les comparer, les mettre bout à bout,
les partager, et au besoin les évaluer (c'est-àdire leur faire

colrespondre approximativement un entier à I'aide des sys-

temes d'unikis en usage).
Mais justement, cette représentation est assez efficace

pour perïnettre de résoudre la plupart des situations pra-

liq,let-sans qu'il soit nécessaire d'utiliser de systeme numé-

rique nouveau : perception, mesurage entier, etc.
L'enfant peut imaginer ou effectuer des opérations sur

des < longueurs D : somme, différence, sans utiliser de mo-

dèle, de réprésentation. '

Par exemple, il peut indiquer la longUeur désirée d'une
' baguette en envoyant une ficelle de < longueur n égale.

L'activité mathématique peut alors au mieux traduire,
transcrire < la réalité )) supposée préexister.

Comme en géométrie, le modèle implicite dont dis'
posent les enfants est si riche qu'il commande toutes les

décisions. Lorsqu'il ne pawient pas à résoudre une situation,
la théorie rnathématique qui pourrait lui suppléer est alors
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trop complexe pour être construite à ce moment. si on
utilise ce modèle implicite, la théorie mathématique cons-
truite, ici, le mesurage, n'apparaît jamais que comme une
complication, une exigence supplémentaire ou superflue.
Elle doit être guidée, conhôlée par < I'intuition r, elle four-
nit au mieux des renseignements plus précis... etc.

Nous avons donc choisi pour la variable didactique
< grandeur des objets l, un domaine mettant en défaut
Ie modèIe implicite naturel sans toutefois exclure des mani-
pulations"

Avec des longueurs de quelques centièmes de millimètres,
on peut ( concevoir ll les opérations visées mais sûrement
pas les percevoir ni les effectuer directement. Certaines sont
mêmes carément inconcevables comme partager une de
ces longueurs (un cheveu en quatre ! dans le sens de la
longueur). Nous verrons que cette impossibilite est voulue
pour d'autres raisons. Le nombre qui mesure l'épaisseur de-
vient alors le moyen le seul < concretr d'appréhender
cette épaisseur, de constmire les expériences de comparai-
sons, de prévoir la somme, etc... La représentation mathé-
matique a étÉ réintégrée dans son rôle fondamental de ttréo-
rie en constmction, dans son rapport dialectique avec le
constructeur et avec la sihration.

De plus, I'enrichissement de cette représentation va pou-
voir être contrôlé si, dans un premier temps, on favorise le
développement du modèle implicite en rendant inutiie
I'explication des méthodes (de comparaison par exemple).
on pourra provoquer une phase de formulation (Activite 1

- Séance 2) puis de formalisation progressive dans le mo-
dule 4", au moment opportun pour chaque notion : avant
que le modèle implicite ne soit hop efficace, assez tôt pour
être utile, mais assez târd pour avoir du sens; assez tôt pour
que le sens attribué au langage soit indispensable à I'action
et à sa formulation, assez tard pour que les concepk formu-
lés ne soient pas isolés les uns des autres, mais fonctionnent
ensemble.

4.4.3. Du modèle implicite à I'explication
Le modèle implicite développé par les enfants dans la

1ère séance comprend une approche de la relation d'équi-
valence algébrique fondamentale (nombre de feuilles du
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tas 1 x épaisseur du tas 2 = nombre de feuilles du tÆ 2
x épaisseur du tas 1, mais sûrement pas sous cette forme),
sous la forme d'un ensemble d'application linéaires de N
dans N.

Cette application est approchée par ses propriétés :

la première remarque des enfants signifie qu'ils veulent
des applications différentes pour des feuilles perçues comme
différentes (injection de I'ensemble des applications dans
I'ensemble des types de papiers).
Remarquons qu'il n'est pas réaliste de la part des enfants de

vouloir que des applications différentes indiquent des types
de papiers différents : ils ont des exemples sous les -veui
où pour un même type de papier, et pour un même nom-
bre de feuilles, on obtient des épaisseurs différentes, et or.r

cependant Ie message a marché. Il suffit d'avoir des résuitats
suffisamment voisins les uns des autres et suffisamment
éloignés des autres résultats.

Cependant cette exigence est formulée : il semble que

I'on vr:udrait un nombre par type et un type par non:irre.
En fait, ce sont seulement les résultats scandaleui qui sont
rejetés ;

a 30 f. ;2 mm ; 30 f * 3 mm quelqu'un se trompe !rr
(ces résultats ne sont pas algébriquement équivalents, ni
topologiquement assez voisins).

C'est seulement ensuite que la linéarit€ est formulée,
par sa propriété caractéristique de conserver les rapports.
Les enfants relèvent les couples qui contrarient cette pro-
priétæ et l'énoncent ensuite.
Remarque : S'il n'y avait pas eu des tentatives un peu va-

riées, avec la liberté de prendre le nombre de feuilles qu'on
veut, des rapports simples ne seraient pas apparus. Si le jeu

n'avait pas été rapide, uD peu anarchique, bon enfant., les

contradictions non plus ne seraient pas apparues.
Il faut remarquer que le modèle explicite n'apparaît pas

comme une formulation positive des propriétés connues à
I'occasion de leur existence. Les couples qui obéissent à

la loi implicite ne donnent lieu à aucune remarque : ce sont
les couples qui ne lui obéissent pas, qui, par l'accident qu'ils

révèlent, rendent la formulation nécessaire : comme une

théorie, le modèle s€ révèle par ses contradictions - appa-

rentes ou réelles - avec I'expérience et non par Ses accords.
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Il faut voir dans ce faid un phénomène tout à fait général
et important qui contredit formellement certaines théories
didactiques empiristes, .comme par exemple le processus
psychodynamique de Dienès : ce ne sont pas les ressem-
blances ( les isomorphismes) entre les situations renconhées
qui sont le moteur principal des < abstractions > non plus
que la transcription ou la schématisation des structures ne
sont la clé de la formulation. La simple familiaritÆ, même
active, avec des situations bien stnrcturées, ne suffit jamais
à provoquer une mathématisation. Au conhaire, les pro-
blènres posés par une situation à la mise en æuvre d'un
modèle (impticite ou explicite) préexistant, ou par une thé-
orie à la prise d'une décision, provoquent l'évolution, la
reprise ou le rejet et la formulation des théories.

Cette dialectique caractérise la plupart des mathéma-
tisations.

Ici, Ia situation initiale (1ère srlance, phases 1 et 2) peut
être envisagée sans modèle initial particulier (dénombre-
ments et mesures entières - homothéties de IN). Sa résolu-
tion conduit à un langage et à des méthodes peu satisfai-
sants du point de vue logique. La résolution de ce pro-

-blème théorique (phase 3) exige de nouvelles < expériences ))

et confrontations (2ème séance) qui amènent la réduction
des contradictions et I'usage d'un modèle en partie explicite.
Surtout en ce qui concerne la technique de mesurage des
feuilles de papiers et un peu aussi la relation d'équivalence
fondamentale entre les écritures.

Avec la 3ème séance, commence une autre étape : la
mise à l'épreuve du systeme de mesure. Permet-il de recon-
naître l'écriture de l'épaisseur d'une des feuilles connues,
de la distinguer de l'écrihrre d'une nouvelle épaisseur ? Ici,
le codage devient à nouveau I'objet de l'étude des enfants
avec la formulation de l'équivalence, là création des classes
d'équivalences et l'étude de la compatibilité de la relation
d'ordre sur les couples avec la relation d'équivalence : les
conclusions doivent être les mêmes, quels que soient les
couples qui servent d'équivalence.

La désignation des classes par une < fraction u (le mot
n'est pas obligatoirement prononcé), l'écriture de l'égalité
des classes, sont des informations apportées par la maîtresse
comme des conventions sociales (à respecter pour être
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compris des autres) et comme une conclusion didactique,
une confirmation implicite de la validite de la démarche
de la classe.

Les enfants pensent que les types de feuilles peuvent
se ranger par ordre croissant d'épaisseur. La théorie qu'ils
ont construite permet ce rangement alors que leurs sens
ne le peuvent ps, et tout de même ils peuvent avoir des
confirmations assez concrètes de leurs inférences leur
théorie fonctionne comme une vraie théorie.

Elle pose de nouveaux problèmes car la méthode de com-
paraison n'apparaît pas valable pour n'importe quel couple
et elle a recours à la fois :

aux relations algébriques qui permettent de ramener la
comparaison de (40;6) avec (20;4) à celle de (40;6) avec
(a0 ; 8) ou encore de ramener (30 ;4) et (20;2) à (30 ; a)
et (40 ; 4)

et aux relations topologiques qui permettent de compa-
rer par exemple (19 ;3) et (10 ; 2) car (19 ; 3) est moins
épais que (20; 4) - Contmentaire des enfants: ( avec une
feuille de plus, le tas fait 1 mm de plus, et comme une feuil-
le ne rnesure pas 1 mm... )).

Ii se bouve que Ia constmction générale de cette sé-

quence suit le modèle d'une construction æriomatique des
rationnels - assez moderne (couples, passage au quotient).
Il n'est pas niable que la connaissance d'une telle a:rioma-
tique a permis de I'envisager comme solution aux problèmes
de didactiques des décimaux que nous nous posions. Il
serait faur de croire que ce choix a précédé I'analyse didac-
tique. Si nous avions été conduits à choisir un autre do-
maine des variables didactiques et une autre genèse, les

couples auraient pu perdre toute signification, l'équivalence
tout intérêt, la construction aurait pu alors coincider
Iocalement avec une autre æ<iomatique classique ou non.

De toute manière, laisser apparaître la hace de cette ar-

chitecture dans I'activité des enfants sous une forme quel-
conque, serait sans interêt pour eux.
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5. Questions de didactique des décimaux

5.1. Les obiets du discours de didactique

Le discours de didactique porte sur quatre niveaux
d'objets :

1. Le niveau des faits contingents : c'est la description
des productions effectives du maître ou du systeme éduca-

tif : objectifs déclarés, informations fournies, consignes, etc.
Les productions effectives des élèves, les comportements, les

résultats, les réactions du milieu etc.
2. Le niveau de la situation didactique. Il s'agit d'inter-

préter les décisions du maÎtre, les comportements de l'élève,
leurs motivations, etc. en discernant contre quels autres

comporternents ceux qui sont attestrés ont été choisis, et de

les relier en strategies, en modèles de comportement, d'er-
reurs, si possible explicatifs des r< jeux )) et des contrats res-

pectifs et réciproques des partenaires. Cette anaiyse met en

évidence les variables qui assurent la reproductibilité de la
situation, à travers certaines différences entre les faits
observés.

3. Le niveau de I'analyse du concept et de ses genèses.

Il s'agit alors de déterminer l'ensemble des sihrations qui
sont iusceptibles de faire fonctionner une notion, en lui
conférant les différents sens qui déterminent le concept

colrespondant. Seules, les différences de situations qui
affectent le concept, sont dans le champ de la didactique,
elles sont le fait de variables à déterminer dans chaque cas.

4. Le niveau des faits et des débats de didactique où sont
produits les concepts, les méthodes et les moyens d'analyse

nécessaires aux niveaux précâlents.
Chaque niveau a ses méthodes propres, d'études et de

preuve et ses problèmes de méthodologie qui font
considérer une expérience de didactique comme une expé-

rience d'épistémologie expérimentale et la font distinguer
d'une expérience d'enseignement.

Les interactions de ces quatre niveaux sont évidentes mais

la façon dont s'articulent les problèmes d'enseignement et

les questions de didactique n'apparaît pas encore bien claire

à beaucoup, ainsi que la façon dont s'opposent et se com-

plètent le point de rme scientifique et la phénoménotech-
niqu. didaàtique. C'est pourquoi il nous faut revenir sur le
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processus que nous u"nonr de décrire de façon très détaillée,
pour montrer comment il peut être le lieu où peuvent s'é-
prouver et s'actualiser les questions qui nous inkiressent.

5.2. Quelques concepts de didactique

5 .2. 1 . Les composantes du sens

La définition du sens d'une notion est, nous I'avons dit,
un des problèmes centraux de la didactique. Ce qui précède
nous permet maintenant d'entrevoir comment nous Fo-
posons de le résoudre : il s'agira de recenser et de classer
toutes les situations où cette notion apparaît engagée, soit
comme solution, nécessaire ou non, optimale ou non, soit
dans l'énoncé, soit dans les comporLements des protago-
nistes du jeu didactique. Ainsi, la notion apparaît dans son
fonctionnement et dans ses rapports avec les différents
secteurs des mathématiques. On peut identifier diverses
conceptions particulières qui permettent de résoudre une
classe de situations, alors qu'elles suggèrent des réponses
fausses sw une autre, et dont la réunion constitue le con-
cept.

Recensons les criteres que nous avons utilisés pour choisir
le processus étudié. Ils constif,uent une première approche
des composantes du sens des décimaux et permettent d'en-
gendrer une bonne partie des situations cherchées.

1. Le type mathématique de problèmes : algébriques,
topologiques ou d'ordre.

2. Le bype d'objets mathématiques qui réalisent la notion
et à propos desquels le problème se pose explicitement :

le décimal image d'une mesure,le décimal scalaire ou rap-
port opérant dans un ensemble de mesures, le décimal-
proportion, le décimal-opérateur linéaire dans un espace
vectoriel, etc... (cf. Tableau I).

3. Le type de stmcture mathématique concurrente de
ID dans la situation proposée, celle contre laquelie se défi-
nit ou se justifie ID (ce peut être IN, Q , ou IR) comme
seule ou comme meilleure solution.

4. Le ffpe de situation didactique d'après les mani-
festatio,ns de connaissance, sifuations d'action, de formu-
lation, de validation, d'institutionnalisation : le décimal
y apparaît respectivement comme règle d'action, comme
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langage, comme systeme de preuves ou comme savoir cul-
furel. Cette classification produit aussi les fonctions de e :

calculs, algorithmes, désignation, représentation, objet
d'étude, moyen de preuve, théorie...

5. I-e domaine de réalisation de la sifuation (banque,
commerce, physique...etc.) et le statut scientifique : né-
cessite rnathématique, loi physique, convention sociale.

6. Le type de présentation formelle du langage expri-
mant les décimaux et les caractères informationnels qui
I'opposent à des solutions voisines : décimaux v.s. séxagé-
simaux ou v.s. binaire (caractères de numération).

7. La fréquence avec laquelle la situation est susceptible
de se présenter.

8. Le bype d'engendrement de ID ou de la partie utilisée :

type d'opérations utilisées et caractères de la distribu-
tion des fréquences d'emploi sur les décimaux employés.

9. Le statut didactique ou cognitif de la notion dans les
comportements du sujet pratiqués par la situation. Voir
ce que nrus avons appelé dans le paragraphe II, les niveau:r
de connaissance.

10. Le type de représentation ou de définition, commen-
suration ou fractionnement par exemple. (voir cidessus
5.3.1.)

11. [,e type d'organisation æiiomatique des savoirs im-
plicites et expiicites du sujet.

\2. Le ffpe d'opération ou de relation mathématique
solution de la situation : rangements, encadrements (entre
deux entiers, entre deux fractions, entre deux décimaux
à un ordre de grandeur près), repérage (placer, trouver un
nombre dans un intervalle), transformations (fractions ê dé-
cimaux €) sexagésimaLlx, changements d'unittis, écriture
scientifieuê, décomposition polynomiale, chiffres o lettres),
sommes (de mesure, addition, translations, composition de
translations), différences (idem, décimal opposé), produits
(mesure x opérateur naturel ou décimal, mesure x mesure.
opérateur x opérateur, mesure dérivée etc... tableau II),
division (partæe, division, multiplication par un inverse,
composition, mesure par un rapport, etc...).

Toutes les distinctions ne sont pas d'égale importance
et la liste n'est pas exhaustive. Il resterait à réorganiser cet
ensemble de situations pour favoriser des analyses moins
Iourdes.
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5.2.2. Les propri€tés didactiques d'une situation'
problème

a) le terme < situation D désigne I'ensemble des circons-

tances dans lesquelles se trouve i'élève, les relations qui
I'unissent à son milieu, I'ensemble des données qui caracté-

risent une action ou une évolution. Une situation est une

situation-problème qui nécessite une adaptation, une ré-

ponse de l'élève. En particulier, si la nécessite de cette ré-

ponse a fait l'objet d'une consigne précise, si I'élève a un

projet, un objectif déclaré, nous aurons une < situation-
problème stricte > (ou formelie), et même un ( problème rr

si le milieu est réduit à un énoncé et si aucune contrainte
matérielle, due à certains aspects physiques de la sifuation,
ni à aucune condition psychologique ou sociale, n'en mo-

difie I'interprétation. Une situotion didactique est une situa-

tion où s€ manifeste directement ou indirectement une

volonté d'enseigner, un enseignant. En général, on peut

distingUer, dans une situation diCactique, au moins une

situation-problème et un contrat didactique"
b) Quelies conditions font d'une situation-problème

une situation d'apprentissage CIu une situation d'ensei-

gnement ? R. Douady ( 19S0) en propose une liste qui

àorrespond bien en première approche, à celle que j'ai
voulu satisfaire dans le processus proposé ci-dessus et que je

ne petui pa^s exposer ici. L'analyse et la théorisation des situ-

ations conduit à raffiner et à allonger cette liste, à cons-

tmire les indices qui permettent d'objectiver et d'étudier
les criteres trop intuitifs, comme le font Bessot et Richard

(19?9). C'est un problème central de didactique aussi bien

pour l'analyse que pour la réalisation de tels processus' et

â"i n'a 
. 
pas encore reçu la place qui lui revient (maigré

quelques publications anciennes mais presque confiden-

tielles doni (Brousseau, 19?0). '

' 5.2.3. Situations-Connaissances-Comportements

Chaque situation-problème appelle de la part de l'élève

des comportements qui sont I'indice d'une connaissance'

Cette colrespondance fondamentale' établie, cas par cs,
est justifiée par I'interprétation des situations-problèmes

en termes de ieu, et des comportements, €D termes d'in-
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dices de stratégies dont ù faut montrer le caractère adapté
dans le modèle ou la représentation attribuée à l'élève.
Le tableau VIII a pour objet de montrer que les différents
types de situation, produits pa-r I'étude des conditions
didactiques d'apprentissage, donnent bien des compor-
tements distincts selon les formes de connaissance. Nous
avons depuis (Brousseau 1970) utilisé un modèle à quatre
classes dont les noms ont varié selon les nuances qui distin-
guaient les cas étudiés :

( 1) Procédure ( ou modèle implicite d'action, ou schéma
d'action \ (2) Savoir implicite équivaJent à un énoncé ;

propriéte ou relation (3) Savoir explicite (4) langage (code,
système formel...). Parfois les classes 2 et 3 étaient fondues.
Ce systeme pourrait êhe rapproché, dans une certaine
mesure, de ceiui de Skemp ( 197 6 ) et Skemp/Herscovics/
Byers (1980).

( 1 ) trimoigne d'une compréhension i:rstrumentale , (2)
d'une compréhension intuitive (3) d'une compréhension
relationnelle çt (4), peut€tre d'une compréhension for-
melle. II est dommage qu'Herscovics, qui avait eu en 1976
une longue conversation à ce sujet avec Skemp et moi à
Karlsruhe n'ait pas examiné cette correspondance.

Nous ne reprenons pas ici les caractères bien connus
des situations d'action, de formulation et de validation
(Brousseau 1970).

Les sifuations d'institutionnalisation sont celles par
lesquelles on fixe conventionnellement et explicitement
le statut cognitif d'une connaissance ou d'un savoir. L'ins-
titutionnalisation est interne si un gxoupe fixe librement
ses conventions, seion un processus quelconque qui en fait
un systeme quasi isolé. Blle est externe si elle emprunte ses
conventions à une culture : c'est la situation la plus fré-
quente dans la didactique classique.

5.3. Retour sur certains caractères du processus

5.3.1. Insuffisances du processus

Nous avons insiste à plusieurs reprises sur le fait que nous
ne considérions pas le curriculum comme une méthode à
proposer aux enseignants. Il conyient d'expliquer pourquoi.

a) La principale raison réside dans la difficulte à com-
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muniquer toutes les informations ndcssE;ri:"*s. En particulier
celles relatives au:i règles auxquelles Ie rnar?tre doii s,astrein-
dre à obéir. Eiles sont fort différentes cle celles auxquelles
les enseignants ont été habitués et reg;o-sent sur une concep-
tion didactique très r<nouvelle)), sur der, n:*des d'évaluation,
et même sur une sensibilite nouveile dans ies rapports maî-
tre-élève. I] serait probablement clam.n:;;gsablc àùx enfants
de leur enseigner de la manière classiqii* ri,*qn_,e pas de cette
longue genèse et d'institutionnaliser des c,:mportements
provisoires.

b) D'ailleurs, les nécéssikls de I'expdr:ience d'épistximo-
Iogie ont conduit à des choi" qu'il sei;iit *u moins préma-
turé de proposer aux enseig;nant_s : per *serrple, 

"rà,r, 
nu

savons pas pr{}.'*r{juer et contrôier Te fra::chissement des
obstacles épistrrrclogiques, ou sirnplen:*r:f des reprises,
ce qui est in#sp*:isabje pour remplacer ;* m*deie dù gon-
flement régulier des connaissances cûinpatii:ies. ou encore,
nous avons ch*i:,i une représenteticn riu decimal-mesure
très éloignee Ce c* que suggère i'hjsl*jr*,

c) Enfin, le prccessus présente des imperfections no-
toires du rnême genre que cei.res rJi.ri? ncr:s reprcchions
aux rnéthocies classiques par.*-x*mpÏ*, I,évapcration
de I'unité dzurs la première phase (r,cir Fr,*usseau 1gs0 p.BJ)
- et qui son'i; I'objet, d'études. La defjnirinn pff commen-
suration ne rend guère à l'élève ia ncticn ile fraction plus
disponible que I'ancienne définition.
_ Par exempie dans la phase II. 1., les élèves éprouvent
des difficultes à écrire I'image de 1 dans I'application
linéaire qui â 4 feit correspondre T, bien qu'iù- sachent
que cette image reportee 4 fois forrne un segrnent de
7 cm : I'irnagc cs-t ?i4.

L'effort de définition des fracticns-rnesure est proba-
blement asseu stdrile du point c3e vue euÏturel etc. Nous
allons exarniner maintenant queiques îjï1es de ces ques-
tions.

5.3.2. Retour sur Ie décimal-rnesure

une étude dpistemologique dn: rnesurage et de ses fonc-
tions a m ontré qu'il joue un rôIe i::rp*ntant dans I'émer-
gence des décimaux (par I'intermédiaire des sexagésimaux).
Ce rôle est iié à diverses situations q:ir il s'agit de représenter,






























