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Résumé — La simulation numérique de ’interaction entre un fluide incompressible circulant dans un
solide pose des difficultés. L’effet de masse ajoutée perturbe la convergence des algorithmes Dirichlet-
Neumann dans la résolution des schémas de couplage implicites (ou semi-implicites). La relaxation de la
condition de couplage cinématique ou de I’'incompressibilité a I’interface permet de rendre ces itérations
moins sensibles a cet effet. Nous proposons de regrouper ces méthodes dans un cadre de précondition-
nement non-linéaire commun et d’y ajouter des nouveaux algorithmes.

Mots clés — interaction fluide-structure, approche partitionnée, préconditionnement, masse ajoutée.

1 Introduction

Dans cet article, on étudie la simulation numérique d’un probléme d’interaction fluide-structure met-
tant en oeuvre un fluide newtonien incompressible et une structure élastique. En pratique, il peut par
exemple s’agir d’une portion de grosse artere dans laquelle s’écoule du sang (voir [4]). Pour ce type
de probleme, il est connu que les algorithmes de couplage Dirichlet-Neumann explicites peuvent étre
inconditionnellement instables suivant la quantité de masse ajoutée, dictée par la géométrie du probleme
et le rapport des densités fluide et solide (voir [2]).

Pour contourner cette difficultés, nous partons d’un schéma dans lequel le couplage est implicite et
qui nécessite donc des itérations a I’intérieur de chaque pas de temps. Les itérations Dirichlet-Neumann
doivent étre relaxées pour assurer leur convergence et celle-ci est tres fortement affectée par ’effet de
masse ajoutée (voir [2, 8]). Nous proposons donc de préconditionner ce schéma dans le cadre d’itérations
de défauts corrigés pour en améliorer les propriétés de convergence. Ceci permet de rassembler certaines
méthodes itératives existantes dans un méme cadre et d’en proposer de nouvelles.

Nous commencerons donc par présenter le probléme continu, sa discrétisation en temps pour ensuite
introduire quatre différent préconditionneurs dont les propriétés sont illustrées numériquement dans la
derniere section. Le choix du parametre de relaxation est aussi analysé pour certains de ces algorithmes.

2 Le probléme continu
On considére un domaine de référence Q = QF UQ® et on note £ & 90 N9Q° I'interface entre le
fluide et le solide et I" les bords d’entrée et de sortie du fluide. On désigne par I'Y et I des parties de la

frontieres du solide en dehors de I’interface fluide-structure. On introduit le déplacement d' : Q x R* —

R%(d = 2,3) du domaine fluide et la carte ALE 4 &ef Iy +df, de telle sorte que le domaine fluide

mobile s’écrive Qf(¢) = 4(Qf,¢) En pratique, on obtient d par un relévement du déplacement solide

d: Q% xRt — R? de telle sorte que d = Ext(d|z). On note X(¢) &t 0Q5(¢) N9Q(z), la position de

I’interface fluide-structure a I’instant 7.

Le probleme d’interaction fluide-structure que 1’on considere dans cet article consiste a trouver la
vitesse fluide u : Qf x RT™ — R?, 1a pression p : Qf x RT™ — R et le déplacement solide d : Q° x RT — R¢
qui vérifient



poulg+p'(u—w) Vu—-V-o'(u,p)=0 dans Q(r),

uw=0 dans Q(r),
f

o'(u,p)nf =—pn' sur T,
p°dyd—V -II(d) =0 dans Q°
d=0 sur IY (0
II(dn*=0 sur I,

Q1) = (Igr +dH(QY), d'=Ext(dly), w=20dd dans Q
u=09d sur X(t),
II(d)n* = —J'o'(u,p)(F) " Tn' sur Z.

Ici, une pression j est imposée sur le bord d’entrée-sortie I, pf et p° représentent respectivement

les densités fluide et solide. La dérivée ALE est notée d;|4 et le tenseur des contraintes de Cauchy

of(u,p) &f —pI +2ue(u) avec u la viscosité dynamique, €(u) &ef 5 (Vu+ VuT) le tenseur du taux

€

de déformation, TI(d) le premier tenseur de Piola-Kirchhoff de la structure, Ff “vaile gradient de

. . . . def . _
déformation du domaine fluide et J* < det Ff son Jacobien. n! et n® sont les normales unitaires des
domaines fluide et solide.

3 La discrétisation en temps

Nous obtenons un probléme discret en temps a partir du probléme continu présenté ci-dessus en
utilisant pour le fluide un schéma d’Euler implicite avec un traitement semi-implicite du terme convectif
non linéaire et pour le solide un schéma du point milieu qui présente I’avantage de conserver 1’énergie
élastique, tout comme le probléme continu. Dans la suite, on notera 7 le pas de temps discret, D X"*! &ef
(X"+1 — X") /1 la dérivée discréte et X2 & (X"+1 4 X") /2 I’approximation du point milieu.

Pour simplifier les notations par la suite, on introduit 1’opérateur Neumann-Dirichlet, qui fait corres-
pondre a un couple (u, p) le déplacement de ’interface A = d|z, solution du probleme suivant :

P (d—d') - V-TI((d+d")/2) =0, dans @

1

%(d—d”): (d+d"), dans Q,

N |

d=0 sur I9
II((d+d")/2)n*=0, sur I",
I((d+d")/2)n' = —J" o' (u, p) (F" ) Tnt, osur T

Ainsi, on peut écrire simplement par A = S(u, p), le déplacement de 1’interface induit par une
contrainte fluide exercée sur le solide. Le changement d’un modele solide se traduit uniquement par
un changement de I’opérateur S, ce qui permet de s’affranchir du modele solide utilisé dans le reste de
I’article.

On utilise un schéma de couplage dans lequel la continuité des efforts et de la vitesse sont traités
de maniere implicite et la géométrie de maniere explicite. On suppose que Q", u”, p”, d" and d" sont
donnés et on propose de calculer Q"1 w"+!, p"tl d"*1 et d"+! de 1a maniere suivante :

On définit I'espace V & (Hzl(Qf))g’ x L2(QF) x (LZ(Z))3 et I’opérateur

A:(HY(QY) x2@) x (1A(x) — Vv,



défini par

defpf n n
<A(u,p7>\);(U7q7£)>V/7V = ? </Qf,n+1u.’v_/§;f,nu "U) _pf‘/§'2f1’1+l(v'w +l)u"v

+p' (u" —w"™!) - Vu-v+ o(u,p): €(v) 2)

Qfntl Qfn+tl

A—d"
+/_ gV -u+ <u—>-£+/ﬁv-nf,
Qfntl Y+l T r

pour tout (v,q,é) € V. Finalement, pour simplifier les notation, notre probleme semi-discret en temps

revient a trouver (u"™!, p"*!) € (H! (Qf))3 x L?(QF) qui annule le résidu suivant :

R(w™! p ) A (wrtt pt St p" ) =0 dans V. 3)

4 Stratégies de préconditionnement

Pour annuler un résidu R(w, p), on va utiliser des itérations de type "défauts corrigés" (voir [10]), qui
utilisent comme préconditionneur un résidu simplifié R proche de celui que 1’on souhaite annuler, mais
bien plus facile a résoudre. Le fil conducteur de cet article sera I’itération suivante :

R(uki1, prs1) = R(ug, pr) — R(ug, px)  Vk >0, (C))
On verra que cela revient a relaxer la condition de continuité des vitesse ou 1’incompressibilité du
fluide, facteurs reconnus de I’effet de masse ajoutée.

4.1 Algorithme 1 : relaxation de la condition de continuité des vitesses

Dans cette partie, nous allons utiliser un modele de solide plus simple que celui du probleme couplé
initial. On définit I’opérateur linéaire S, destiné a remplacer 1’opérateur non linéaire Dirichlet-Neumann,
et qui fait intervenir un réel positif o qui représente la compliance de notre solide simplifié.

I~ def f
S(uvp) - —Oca(u,p)n > )

Ce modele relie linéairement la contrainte que le fluide exerce sur I'interface X et le déplacement
de cette derniere. Le solide se comporte donc comme un ressort sans masse de raideur 1/o. Dans la
pratique, on peut ajuster ce parametre pour que le solide simplifié ressemble le plus possible au modele
solide complet dans son comportement, ce qui pose un probleme d’estimation. Nous verrons qu’il existe
une autre interprétation de ce parametre et que I’on peut lui donner une valeur naturelle en fonction des
données physiques et géométriques du probleéme. Finalement, on introduit le résidu simplifié suivant,
dans lequel on a remplacé le modele solide initial par notre solide simplifié.

ﬁl(“ﬂp) :AI(UaPag(UuP)) (6)

Lorsque I’on écrit I’itération de "défauts corrigés" correspondante, on trouve un probléme qui s’ écrit
de la maniere suivante :

( g
pf ’llzk+lﬂc u + pf(un _ ,wn+1) Vug — V- Uf(“k-&-l ,Pk+1) —0 dans Qf7n+1,
4
V- -upy; =0 dans QP+ 7
f £, T _ TS(ug, pr) —d”
o (W1, Prr1)m + P

f _ g
o(uri1, pry1)n = —pn sur T

f f i
+o'(ug, pr)n' sur X'

On voit 1a apparaitre une relaxation de 1’équation de continuité des vitesses en une condition de
Robin purement fluide. Cette itération est équivalente a I’itération Robin-Neumann proposée dans [1],



mais il est intéressant de noter que la formulation (7) ne fait pas intervenir les efforts de la structure
a I’interface (les échanges se font comme dans une itération Dirichlet-Neumann). Comme on le verra
dans les exemples numériques (voir aussi [1]), cette relaxation permet de réduire le nombre d’itérations
nécessaires a la convergence ainsi que la sensibilité de la vitesse de convergence a 1’effet de masse
ajoutée.

4.1.1 Le chois du parameétre o

Dans I’algorithme présenté ci-dessus, on a fait intervenir un réel positif a. En pratique, si on donne
a ce parametre une valeur trop petite, I’itération ne converge pas. Inversement, si on donne de grandes
valeurs, I’itération converge, mais treés lentement. On aimerait donc connaitre la valeurs optimale a donner
a ce parametre en fonction des données physiques et géométriques du probleme. On peut également en
savoir plus sur la valeur critique en deca de laquelle I’itération ne converge plus. L’étude d’un modele
simplifié réalisée dans [1] permet d’extraire ces valeurs :

1 7% (p'L — tanh(nR/L) (Bt* + p°H))
O =75 Iof (B2 +0° ’
p' (B> +p°H)
2
Olopt = Bl

C’est la valeur Olop qui sera utilisée dans les expérimentations numériques présentées a la fin de

I’article.

4.2 Algorithme 2 : relaxation de la condition d’incompressibilité du fluide

Dans cette section, on propose de changer de préconditionneur pour un modele inspiré d’un schéma
de projection ([5]). On propose donc de définir I’opérateur fluide simplifié suivant :

,un+1 —u"
pf - +pf(un_wn+l).vun+l —2,uV-e(u"+1) — _Vpn dans Qfntl
a
dr— dn—] (8)
wtl=—— ur x"t!
T
2ue(uYn=0 sur T
T
TAPVH_I —V. ui’H—l dans Qf,?l-‘rl
p
T n+1 \—2d" _,'_dnfl
—~ P __ nt sur Y 9)
pt on T
T apn+l n+1
— = —p) sur I
S Y(p" - p)
Ce schéma traite la continuité des vitesses de maniere explicite. Remarquons que nous aurions pu
écrire ! = 0 sur ¥ sans que cela ne change 1’itération préconditionnée. Ce phénoméne est une consé-

quence de la structure de 1’algorithme des défauts corrigés. Apres préconditionnement, nous aboutissons
a I’algorithme suivant :

PfDr|;4Uk+1 + pf(u" — w”“) -Vugy) —2uV -€(ug+1) = —Vpr  dans Qfntt

S —d"
uk+]=(Uk7p§) sur Zn+1, (10)

2ue(tuppr)n' = (pe—p)n' sur T,

T T
EAPkJrl = EAPk +V ugy dans QM

T Ipki1 | O TOopr | O !

_ = e . ynt

pf an + Tpk+1 pf an =+ Tpk sur ) (11)
T OPk+1 T Ipi
of on YPk+1 = of on +Ypx sur T

4



Remarquons que nous avons a la fois simplifié le solveur solide, mais aussi modifié€ la partie fluide,
dans le but de permettre une résolution séparée de la vitesse et de la pression du fluide. Dans un premier
temps, on résout la premiere partie pour trouver w1, ce qui nous permet de résoudre la deuxieme partie
pour en déduire pri;. Nous verrons dans les exemples numériques que cela permet un gain de temps
passé pour une itération, mais aussi un gain en nombre d’itération par rapport a 1’algorithme précédent.
De plus, il est intéressant de remarquer que le couplage entre la pression et le solide ne se fait qu’au
travers du terme V - uy4 puisque la condition sur I’interface X disparait a la convergence.

Remarque 1 Dans le préconditionneur, nous avons remplacé la condition de Dirichlet p = p sur l’in-
terface d’entrée/sortie par une condition de Robin pour des raisons techniques. Le paramétre 'Y introduit
influe peu sur le comportement de [’itération et peut sans problemes étre fixé a 100 et c’est ce qui est fait
dans la suite de ’article.

4.3 Algorithme 3. Un autre algorithme dans le cas discret

Dans cette partie, on propose de simplifier encore plus le probléme initial en négligeant la convection
et la viscosité dans le préconditionneur. On peut justifier cette idée en remarquant que 1’effet de masse
ajoutée provient du caractere incompressible du fluide. On consideére donc le préconditionneur suivant,
dont la partie qui concerne la vitesse n’a de sens que dans le cadre d’une discrétisation en espace de type
éléments finis :

n _pf . n o . =y .
<Al(u,p,x),(v,q,g)>m_T(/Wlu.v [ .v) [, 090 [pon
A-=d" T
+ yn+l <u_ T ) .£+/£2f,n+] Evpvq

+/ )\—d"_un n _|_/i( _—)
wntl T i rypfp P4

Comme dans [9], nous avons une équation d’incompressibilité qui fait intervenir le déplacement a
I'interface. C’est précisément ce qui permet d’apporter au solveur fluide une information sur le compor-
tement de I’interface plus précise qu’une simple condition de Dirichlet. Finalement, 1’itération précondi-
tionnée consiste a résoudre d’abord le probleme suivant sur la pression :

T T
EApkﬂ = EApk +V-u; dans QF
T Opry1 | O TOpr O pf S(uk, pr) —d" ¢
= =z - z,, -2 _ 7). 3
pf an Tpk+1 pf an Tpk Uk T n sur ) (12)
T Oprs1 | TY TOopk |
—_——+ — = — =+ — I.
\ of on + pfpk+1 of an + pfpk sur
Et ensuite retrouver la vitesse fluide ug; en résolvant le probleme discret suivant
of
(/ uk+1~v—/ u”m)—pf/ (V- w" Dy v+ pf (u" —w" ) Vv
T Qfintl1 Qfn Qfin+l Qfin+l
f
_ A (prr1 — pe)m' +S(ug, pr) — d”
+/_ O'(uk,pkH):e(v)—F/p'v'nf—i—/ [ukH— (P =) (s, i) £=0
Qfint+l T yn+l T
(13)

Ce nouvel algorithme n’a de sens que dans le cadre d’une discrétisation en espace de type éléments
finis, mais il cumule les avantages des deux précédents ;

1. II permet une résolution séparée des inconnues vitese et pression.

2. 1l fait intervenir une relaxation de la condition d’incompressibilité et de continuité des vitesses



4.4 Algorithme 4. La compressibilité artificielle

Dans cette section, on propose de préconditionner notre schéma en modifiant 1I’équation d’incompres-
sibilité comme présenté dans [3] (voir aussi [6]). Encore une fois, le but est de relaxer cette condition,
mais d’une autre fagon que dans 1’algorithme précédent. On introduit alors un réel positif ¢ qui relie
linéairement la divergence a la dérivée temporelle de la pression.

n+1 _ .n
V.ourtl= P TP (14)
T
Nous aboutissons au schéma préconditionné suivant :
(¢ Uk —U"
f Uk+1 f 1 f fn+1
e (u"—w")  Vug — Vo' (uy1, pryr) =0 dans Q"
a
k+1_ Lk
Vot =2 . P dans QFnt! (15)
S(u —d
uktl = ( k’];k) " sur Y

Ce schéma, présenté dans la littérature (voir, p.e., [3, 6]), présente des similitudes avec les autres
schémas. Il s’obtient par préconditionnement du probléme initial et fait intervenir un parametre dont
I’ajustement a priori pose probleme. Nous présenterons une analyse qui permet de décrire comment la
vitesse de convergence varie avec ¢ et quelques valeurs remarquables.

4.4.1 Le choix du parameétre ¢

Comme pour le parametre o qui intervient dans la condition de Robin des trois premiers algorithmes,
on peut définir la valeur critique ci en deca de laquelle I’itération ne converge plus et la valeur optimale
pour laquelle la convergence est la plus rapide. Comme dans [2, 1], on prend un modele simplifié qui
permet de mener I’analyse. On considere le probléme suivant :

( w1 —
pf%—i-VpkH =0 dans Qf
k+1 _ k
V- uft! ——cu&z dans Qf
T
} 16)
ki1 4" —dn

= n sur X

pSH 4 Bdk+l — pk+1 sur ¥

d—2d,+d,_;
Tz

Ce probleme reprend les caractéristiques fondamentales du probleme complet d’interaction fluide-
structure présenté au début de I’article, mais en négligeant quelques termes pour en simplifier I’analyse :
la convection, la géométrie mobile, la viscosité. De plus, le solide est ici modélisé par une membrane, ce
qui permet d’incorporer son équation d’évolution dans le probléme fluide comme condition aux bords.
Nous allons résoudre ce probléme sur notre géométrie de test 2D composé d’un domaine fluide rectangle
de longueur L et de largeur R surmonté d’un solide occupant la frontiere y = R. Une condition de symétrie
est appliquée en y = 0, axe de la conduite.

En écrivant I’itération sur la pression, on fait apparaitre un opérateur dont le rayon spectral ¢ dépend
de c. Plus précisément, on a

T2

T A 2
G psH + Bt

2
c+ of tanh (BR)

Nous obtenons donc, sur le modele de la partie précédente, les valeurs suivantes :



1 2 R 1
Cerit = = I3itanh <TC> + =5
2| pf
—+P 17

2

T

Il est remarquable que I’on retrouve le parametre optimal de 1’ Algorithme 1 obtenu dans [1] (voir
la section 4.1.1). Cela suggere que I’essentiel du comportement d’un solide fin composé d’une masse et
d’une raideur d’ordre zéro est compris dans cette valeur ou bien que les deux algorithmes ne sont que
deux manieres équivalentes de préconditionner le méme probleme.

5 Résultats numériques et conclusion

Nous avons testé tous les algorithmes a 1’aide du logiciel FreeFEM++ dans la géométrie 2D simple
présentée dans la section 4.4.1 avec L = 10cm et R = 0.5cm, avec cette fois un solide 2D d’épaisseur
H = 0.1cm. Les conditions aux limites se compose d’une pression nulle en sortie (x = L) et une pres-
sion 5 = 10*dyne /cm2 pendant une durée de 5 x 1073 s en entrée (x = 0). Les densités fluide et solide
sont fixées a pf = 1g/cm® et p* = 1.1g/cm?. Le fluide a une viscosité u = 0.035Po et la structure a
pour module d’Young E = 3 x 108 Pa et un coefficient de Poisson de v = 0.3. Nous utilisons un pas de
discrétisation temporelle T = 10~*s et une discrétisation spatiale par éléments finis de pas 7 = 0.1 cm.

Nous avons ajouté a notre test les itérations Dirichlet/Neumann relaxées avec la formule d’ Aitken
(voir [7] pour une description des différentes méthodes de relaxation dynamique). Cet algorithme est
connu pour étre sensible a 1’effet de masse ajoutée, dicté par la longueur du domaine et le rapport des
densités fluide et solide ([2]).

T T 100 % T
40 | D-to-N Aitken —— i D-to-N Aitken ——
Algorithme 1 - . Algorithme 1 ----%----
Algorithme 2 = Y Algorithme 2 -
@ 351  Algorithme 3 1 2 80 X Algorithme 3 1
o Algorithme 4 ---a--- k=] N, Algorithme 4 -~
T 30 1 B s
2 2
5 o25¢ 15
c c
€ €
o 15 g 1 @
5 V[ e R 5
§ 10t 1 5
{4 <
5 . 4
0 l— . . . . 0 , !
5 10 15 20 25 0.1 1 10 100
Longueur L (cm) densité du solide (g/cm”"3)

FIGURE 1 — Nombre moyen d’itérations par pas de temps.

On constate que comparativement aux itérations Dirichet-Neuman, les algorithmes préconditionnés
sont plus efficaces pour des valeurs physiologiques de L et p®. De plus, leur efficacité en terme de nombre
d’itération par pas de temps est mois sensible a la variation des parametre physiques, particulierement
pour les algorithmes 3 et 4. Notons toutefois que pour des valeurs tres faibles (et non physiologiques) de
p%, les algorithmes préconditionnés deviennent moins performants.

Si on s’intéresse maintenant au temps CPU écoulé pour calculer 10 pas de temps, on s’attend a ce que
les algorithmes qui permettent une résolution séparée des inconnues fluide et solide donnent de meilleurs
résultats lorsque le pas du maillage /# diminue. C’est effectivement le cas comme le montre le tableau 1.

Ainsi, I’algorithme 4 qui présentait les meilleurs performances en terme de nombre d’itération par
pas de temps devient ici moins efficace et les algorithmes 2 et 3 deviennent les meilleurs.

En conclusion, nous avons présenté un modele d’interaction fluide-structure et différents algorithmes
itératifs permettant de s’affranchir de 1’effet de masse ajoutée lorsque les parameétres physiques et géo-
métriques varient. Certains ont pour effet de relaxer la condition de continuité des vitesses a I’interface,



h [ 0.04]0.05]0.08]0.1]0.2 |
Algorithme 1 34 12261 94 |65 1,8
Algorithme 2 [ 21,2 [ 14,5 ] 55 [ 38| 1
Algorithme 3 || 22,2 | 154 | 6,8 [ 4,6 [ 14
Algorithme 4 | 49 | 32 | 12 [76] 15

TABLE 1 — Temps de calcul pour 20 pas de temps (sans dimension)

d’autres relaxent la condition d’incompressibilité. Tous introduisent un parametre supplémentaire de re-
laxation (¢ et ¢), dont la valeur a priori n’a rien d’évident. Une valeur de ce parametre mal ajustée peut
considérablement augmenter le nombre d’itération nécessaires a la convergence, voir méme compro-
mettre celle-ci. Nous avons étudié la maniere dont I’efficacité de I’algorithme varie avec ce parametre
en étudiant analytiquement un modele simplifié. Nous avons ensuite confronté les résultats obtenus a la
réalité expérimentale pour les valider a posteriori. Finalement, les valeurs qui ressortent de cette étude
ont permis de mener une analyse comparative de tous les algorithmes proposés en comparaison avec
les itérations Dirichlet-Neumann relaxés par la méthode d’Aitken. Il ressort de cette étude que 1’intro-
duction de la relaxation permet d’une part une efficacité supérieure en terme de nombre d’itérations par
pas de temps, et d’autre part une relative stabilité de ces performances lorsque les parametres physiques
et géométriques varient. De plus, certain algorithmes permettent une résolution séparée des inconnues
vitesse et pression, ce qui diminue le temps de calcul. Nous proposons donc d’une fagon unifiée toute
une gamme d’algorithmes robustes, donc certains ont déja été publiés dans la littérature, en apportant des
améliorations significatives (découplage, moindre sensibilité a la masse ajoutée).
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