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Abstract
Ce rapport de stage de Master Recherche traite du problehestimation du canal de transmission
en communication radio-mobile. Les domaines d’applicetivisés concernent plus généralement
les communications sans fil (WIFI, UMTS, WIMAX, 4G, LTE, .)e " modéle de Rayleigh a
spectre Doppler de Jakes " est le modéle aléatoire le plysrtant accepté dans la littérature pour
modéliser les variations temporelles (ou évanouissemériading ") du gain complexe du canal
équivalent en bande de base. Ce modéle n’est cependantjagscommode & manipuler dans les
algorithmes extrémement importants qui servent a surmtag@roblémes d’estimation et d’égali-
sation de ce canal. Par ailleurs, un modele basé sur unesespaéon d’état du probleme est plus
facile a exploiter dans les algorithmes. C’est pourquoiclesrcheurs en traitement du signal ont
proposé un modéle autorégressif d’ordre p, AR-p (utiliggllis souvent avec p=1), pour approcher
le canal et faciliter sa manipulation. Notamment, cetta@aximation AR-p a été largement utilisée
par les chercheurs et ingénieurs en communication nunmeépqur estimer le vrai canal a I'aide du
filtre de Kalman, vu I'optimalité du filtre de Kalman dans unaéée dit " linéaire Gaussien ". Mais
dans certaines situations, les résultats obtenus se soitéaa’une certaine maniére décevants, en
particulier quand le canal est a évanouissements lentsnettiéoriquement plus facile a estimer.
Et c’est la que la question se pose: pourquoi I'estimationedeanal a I'aide d’un filtre de Kalman
présente parfois une variance d’estimation beaucoup puge que la borne théoriquement attei-
gnable (Bornes de Cramer Rao Bayésienne)? N’est-ce pag&fpeytdar faute de modélisation? Ne
devrait-on pas choisir un autre modéle plus proche du vral@eDans ce rapport de stage, on a pré-
senté le modele général du canal, on a ensuite étudié etésaBérnes de Cramer Rao Bayesiennes
pour le probleme d’estimation de ce canal (& 1 seul trajetrdpgmation) en présence de bruit ad-
ditif Gaussien. Ensuite on a présenté le modele autoréfydessire p, et les équations du filtre de
Kalman appliqué a ce modéle. On a mesuré par simulationsev@atlo les variances des erreurs
d’estimation du filtre de Kalman pour les cas AR1 et AR2, et @ifactivement remarqué qu’on
était loin des bornes dans le cas de faibles fréquences Broopjalr la suite, on a fait une étude théo-
rique détaillée des performances asymptotiques de l'tfgoe de Kalman basé sur modele AR1,
en établissant I'expression mathématique de la variandemeur d’estimation (composée d’'une
partie dynamique et d’'une partie statique) en fonction desrsl parameétres : fréquence Doppler
normalisée, Rapport signal a bruit, paramétre du modéle &RAce a cette étude, des propositions
d’amélioration par rapport aux choix standards de la htiére ont pu étre proposées a la fin.

Mots Clés

Erreur Quadratigue Moyenne EQM, Bornes de Cramer Rao Bayess BCRB, Modéle autoré-
gressif d’'ordre p AR-p, Filtre de Kalman, Gain de Kalman grrd’estimation, Spectre de Jakes,
Fonction de Bessel, Autocorrélation, Fréquence DopplappRrt Signal sur Bruit SNR.



Abstract

This MSc Report deals with the problem of channel estimaitioradio-mobile transmission,
applied in wireless communication (WIFI, UMTS, WIMAX, 4GTE, ..). The " Rayleigh fading
channel model with Jakes’ Doppler spectrum” is the most@ederandom model to represent tem-
poral variations (fading) of the equivalent baseband ceboomplex gain. However, this model is
not always convenient to use in highly important algoritrepglied to overcome the estimation
and equalization problems. That's why researchers in sgoaessing proposed an autoregressive
model AR-p (usually used with p=1) to approach this chanodétilitate its manipulation. This
approximation AR-p has been widely used by researchers mgide®ers in digital communication
to estimate the real channel by using the Kalman Filter,rotgg to the optimality of this filter in
a "Gaussian Linear" model. But in some situations, the tesutre disappointing, especially when
the channel is slow fading and therefore theoreticallyezdsi estimate. And there is the question:
why the estimated channel using a Kalman filter presents tior@e an estimation variance much
higher than the theoretically attainable lower bound (B&e Cramer-Rao Bounds)? Is it due to a
modeling error? Should we not choose another model clogeettrue channel? In this report, we
have presented the general channel model, studied andgtbt Bayesian Cramer-Rao Bounds of
this channel estimation problem (single-path channel)amith an Additive White Gaussian Noise
(AWGN). Then we presented the autoregressive model AR-pitendssociated Kalman filter equa-
tions. By Monte-Carlo simulations, we measured the erraewae estimation by the Kalman filter
applied for AR1 and AR2 models. We noticed that we were famftbe bounds in case of low
Doppler frequencies. We made then a detailed theoretigdl/sif the asymptotic performance of
the Kalman algorithm based on AR1 model, by computing théheraatical expression of the es-
timation error (composed by dynamic and Static parts) basedarious parameters: Normalized
Doppler Frequency, Signal to noise Ratio, and the AR1 patenm#ith this study, some proposals
for improvement, compared to the standard choices of titeeahave been proposed at the end.

Keywords:

Mean Square Error , Bayesian Cramer-Rao Bounds, Autorgi§reedel , Kalman Filter, Kalman
Gain, Estimation error, Jakes’ spectrum, Bessel functaripcorrelation, Doppler Frequency, Si-
gnal to Noise Ratio.
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Introduction

Au cours des derniéres années, les systemes de commumisatio fil ont réalisé une véritable
révolution. En raison de leur faible codt relatif, et a cadss exigences dues au milieu de propaga-
tion (dans des endroits ou I'emploi de cables semble étfieit#j, la connexion radio a été mise en
place, et les systémes de communication sans fil ont gagngranee popularité. lls ont été utilisés
dans de nombreuses applications (traitements multimddM3 S, WIFI, WiMax, 4G, LTE....).

Dans la plupart de ces systemes, la transmission se faivérdgran canal dit "radio-mobile”.
Cela signifie que I'on a une transmission radiofréquenceinieidmation entre la station de base
et le mobile en présence des différents obstacles, qui smatld siege d’'un phénomeéne de propa-
gation multi-trajets (diffusions, diffractions, réflexig), et par suite les conditions de propagation
sont tres variables. C’est la qu’apparait le probleme denteaance d’'une communication fiable,
dont dérive les problémes d’estimation de canal, de symitation (estimation du délai de pro-
pagation et du déphasage), et d’égalisation. Les techsid@draitement du signal jouent un réle
extrémement important pour surmonter ces problemes. Najoe les variations de phase du canal
complexe équivalent en bande de base sont généralemenbbipanlus "rapides” que les variations
du délai ([9], [10]) (d( au rapport élevé entre la fréquencequse et la bande passante), et donc
le probléme le plus crucial est celui de I'estimation de lag#[11] ou du gain complexe (incluant
module et phase du canal).

Mais avant d’aborder les solutions de ces problemes, ilnégtdssant de modéliser ce canal,
afin de le traiter ultérieurement. Dans la littérature difiggne des communications sans fil, il est
tres largment accepté de modéliser le canal physique (esdaienveloppe complexe) de trans-
mission en mobilité (a vitesse,) par un canal de type Rayleigh a spectre de Jakes a fréequence
maximalefy = I fo, appelée fréquence Doppler¢st la célérité des ondes radio,fgtest la fré-
quence porteuse). Chaqgue trajet de ce canal posséde um gaimplexe variable (que ¢a soit durant
un intervalle symbold ou bien entre les symboles) ayant un spectre Doppler sowsrteefd’'un
spectre de Jakes, et sa loi de probabilité suit une loi deeRey(pour le module, voir le chapitre

12
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1 pour plus de détails). Pour I'appliquer sur des algorithr@stimation, ce modéle ne semble
pas étre tres commode, et donc on a traditionnellement re@éodes simplifications a I'aide d’'un
modéle autorégressif d'ordre p [1], avec le plus souvent(@R1) [4], qu’'on nomme encore "pro-
cessus de Gauss-Markov de premier ordre" (les gains erndardu temps représenteront une série
de Markov de premier ordre).

Dans la littérature, on trouve I'utilisation de cette appnaation AR1 pour approcher la dyna-
mique du canal dans la plupart des cas. Par exemple, on peusaen utilisation dans les systemes
single-carrier modulation utilisés pour le "upling ou liemontant” de LTE (Long Term Evolution)
[13] (voir page 95), dans les acces multiples CDMA utilisésglles schémas HSDPA de la troi-
sieme génération de mobiles UMTS [14], dans les systemesvDeRthogonal frequency division
multiplexing) ou I'on applique un filtre de Kalman AR1 pouttieser la fonction de transfert du
canal [2], ou encore [3] qui utilise un modele AR d’ordre pgayp=2 pour les simulations) pour
estimer le canal discret équivalent.

Cette approche parait completement efficace dans le cagiddoss (relativement) rapides du
canal a I'échelle d’'une période symbdie c’est a dire lorsque I'on a une fréquence Doppler nor-
malisée par la période symbole telle gigd > 10-2. On peut citer le cas d’estimation de canal
radio-mobile a évolution rapide dans les systemes a madal@F-DM ou le filre de Kalman - AR1
atteint bien la borne de Cramer Rao ([9], [10]) (voir page)1lMrais cette approche, bien que lar-
gement utilisée, ne semble pas forcément la meilleure agaoad pourtant le plus usuel de faible
fréquence Doppler normalisé&T < 1072) ou il y a une grande corrélation entre deux symboles
consécutifs. Ce point a été mis en évidence récemment dposrifernant I'estimation des gains
complexes du canal physique multi-trajet en OFDM, ou endares [7] pour le cas du probléme de
localisation (estimation conjointe de délai et amplitudmplexe) traité pour le projet LURGA.

Ce projet LURGA (Localisation d’Urgence Reconfigurable @&LILEO) était notre point de
départ pour ce stage de Master-Recherche. Dans ce pragehaadulation a phase continue (CPM)
du signal était utilisée telle que celle du GSM.

Un algorithme d’estimation de retard de propagation engmé&s d’un canal a évanouissements non
sélectif en frequence (modele dit "flat fading", ne compurtgu’un seul trajet de Rayleigh avec
spectre Doppler de Jakes), basé sur I'algorithme EM (Egpiect Maximisation) a été proposé [7]
et [8]. Il revient finalement a une procédure itérative tidasat sur une trame de symboles GSM
connue (séquence d’'apprentissage), revenant pour chiggatoin a : faire une (nouvelle) estima-
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tion de la trajectoire de I'amplitude complexe en supposaet connaissance préalable du retard,
suivi d’'une (nouvelle) estimation du retard en supposanhada trajectoire de I'amplitude com-
plexe. L'algorithme est initialisé avec une estimationggiére du retard (par position du maximum
de corrélation). Cet algorithme a donné des résultats atisfasants en ce qui concerne l'estima-
tion du retard (utile pour la localisation), mais I'estinoat de la trajectoire de I'amplitude com-
plexe demeure de faible qualité, et loine de la borne d’edton théoriguement atteignable (Borne
de Cramer Rao). Notons que pour cette étude en GSM on fMait= 0.000738 o = 1.8 GHz
1/T = 270kbit/se¢ vim = 120km/h).

Apres une phase d’étude bibliographique et discussioruadi® ces probleme d’estimation, le
sujet qui a été finalement retenu pour mon travail de stagiedéahord d’étudier et d’apporter une
explication théorique détaillée concernant les perforrearde I'estimation du gain complexe d’'un
canal de Rayleigh a spectre de Jakes a partir de I'algoritheri€alman basé sur I'approximation
ARL1. Ensuite si possible, de proposer et d’explorer destpaiamélioration a I'approche standard.
Pour cela on s’est concentré dans le stage sur le modeleddatiique (observation bruitée d’'un
trajet de Rayleigh a estimer) mais fondamental, et a la besé€tlides diverses les plus complexes
d’estimation de canal.

Dans le premier chapitre, on présentera le modele du cangéméral, et on va chercher les
bornes d’erreur minimales qui peuvent étre atteintes @gmde Cramer Rao Bayesiennes).
Dans le second chapitre, on va étudier le filtre de Kalmarsétgour estimer le signal modélisé par
un modéle AR1. Une étude sur I'origine des erreurs sera faite
Des propositions de méthodes d’amélioration et des pergpsseront menées a la fin.
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Chapitre 1

Modele genéral et probleme d’estimation

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va étudier I'estimation d’un canal dpagation de type Rayleigh a spectre
de Jakes. Supposons dans un premier temps que le canal estaimmonotrajet a retard nul, ca-
ractérisé par le gaio de variance normaliség? = 1, et qui varie d’un symbole & un autre, mais
fixe pendant une durée symbdie Soit fq4 la fréquence Doppler maximale, ce canal est un canal a
variations lentes a I'’échelle du temps symbole, et donc; goa cette hypothese soit valide, il faut
que f4T soit inférieure que 10?2, mais notre étude pourra considérer des valeuffgBasupérieures,
comprises entre 1@ et 10°L.

Les gains d’'un tel canal continu et stationnaire au sen% lagnt corrélés temporellement
d’apres la fonction d’autocorrélation continue donnée par

Reont(T) E'E(a(t)a(t — 1)) = 0230(27f4T) (1.1)

ouJp(.) est la fonction Bessel de premiére espéce d’ordre zéro.
La figure (FIG. 1.1) montre cette fonction d’autocorrélati®ans cette figure, on a normalisé

fq et T par rapport & . On remarque bien que quariglaugmente, la valeur di(2rfy7) est plus
proche de 1 (moins serrée). Le premier zéro est atteintp@u%.

Le spectre Doppler de ce canal, ou autrement dit la denstérspe de puissance (DSP) du pro-
cessus stationnaire, est défini comme la transformée de Fourrier de la fonctiantdcorrélation

15
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Fonction d'autocorrélation du spectre de Jakes pour différentes valeurs de de
1

f dT =1le-4

f T =1e-3
fyT=1e-2

0.5

RCOFII(T)

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
/T

FIG. 1.1 —Fonction d’autocorrélation continue d’'un canal de Jakesipdifférentes valeurs de la
fréquence Doppler 4t

Reont(T). C'est un spectre de Jakes, il est donné par la figure (FIGofl.2

9%

—<2_ si|f|< fd
Mo(f) = nfd,/lf@%)z

0 sinon
Physiquement, un tel spectre peut résulter d'une sup¢igosie trés nombreux trajets de retards
quasiment identiques mais d’angles d’arrigée différents uniformément répartis s 1t; 77], dont
pour chacun on éé') = fqcog8") avecfy la fréquence Doppler définie par:
Vim

fg=—f

d= o
ol Vv, est la vitesse de déplacement uniforme du mobile entre tiéoneet le récepteuc la célérité

de I'onde radio-électrique, dp la fréquence porteuse [9]. La figure (FIG. 1.2) illustre uactpe de
Jakes pour une fréquenégdonnée.

D’aprés le modeéle considéré, pour un indice temporel ddn(gymbole numérk), ax est une
variable aléatoire complexe gaussienne et circulairemobteay ~ CN(0,02):

— Les patrties réelle et imaginaire sont toutes les deux cexeplgaussiennes centrées de va-
2
riancea—za, et elles sont indépendantes entre elles.
— Son module = |a| suit une loi de Rayleigh de densité de probabilité
2 <_p_2) io>
ddp(p) — Ggexp o2 sip>0
0 sinon

— Sa phas@ = arg(a) suit une loi uniforme suf—rt, ]

CHAPITRE 1. MODELE GENERAL ET PROBLEME D’ESTIMATION
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3

Spectre de Jakes
10 T

107}

10

r,0

FIG. 1.2 —Spectre de Jakes pour une fréequence Doppler f

Ceci estillustré sur les figures (FIG. 1.3) et (FIG. 1.4).

0.8r

ddp(p)
o
(2]

0.4r

0.2r

Fic. 1.3 —-DDP du module dex

La fonction d’autocorrélation du processus disergest définie par:

Rall] E'E(anay; )

Elle peut étre déduite a partir de la fonction de corrélatanprocessus continBeoni(7) €chan-
tillonnée pourr =IT:
Ra[l] = Rcont(T)\r:IT

CHAPITRE 1. MODELE GENERAL ET PROBLEME D’ESTIMATION
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ddp(®)

1/2m

4 3 2 -1 o 1 2 3 a
FIG. 1.4 —DDP de la phase de

Soita = [a1,d>,....,ak]| un bloc deK échantillons de gains qu’on cherche a estirdeeprésente la
taille de la fenétre d’observation exprimée en nombre debsyes. La fonction autcorrélation entre
les gainsnj etaj est donnée par:

Rali — j] = 02do(2mtfgT.(i — j)) (1.2)

La matrice d’autocorrélation de ce vecteur sera donc dopagée

[ J(2mfgT.(0)  Jo(2mfgT.(=1)) ... ... Jo(2mfgT.(—(K—1))) |
Ry — Jo(ZT[de.(l)) Jo(ZHde.(O)) Jo(ZHde.(—(K—Z)))
| BRTT.K-1) B@TTK=2) . . b))

(05 =1 et[Rali,j = Rali — i] = [Ral}i)
Ce canal est bruité additivement par un bruit blanc compiexelaire gaussiehy, centré et de
varianceg?. Lesby sont tous décorrélés entre eux. On rigte- CN(0,02).

Soitb = [by,by,....,bk] un bloc deK échantillons de bruits ajoutés. La matrice d’autocorigéteat
de ce vecteur sera donc donnée par:

gz 0 0
0 o? 0
Ry = b = gplk
0
0 0 o

CHAPITRE 1. MODELE GENERAL ET PROBLEME D’ESTIMATION
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En communication numérique, le signal observeé est géméeaiede la forme

Yk = SO+ by

ou s sera le signal utile qui dépend des données transmises gbeldé modulation.

On a souvent besoin d’estimer conjointemeget les données.

Mais ici nous supposons qeg= 1 et nous nous focalisons sur le probléme de base d’estimdgio
ax comme expliqué dans I'introduction. Notre modéle de basd@sc simplement:

Yk = O+ by (1.3)
On définit le rapport signal / bruit p&NR= 10log10 <%) (endB).
b

1.2 Bornes de Cramer Rao Bayesiennes

Afin d’évaluer la performance d’'un algorithme proposé poestimation du gaina en terme
d’erreur quadratique moyenne , nous allons calculer ladoormimale de référence qui est la borne
de Cramer Rao Bayesienne.

1.2.1 Différence entre les bornes Bayesiennes et les bormtsssiques

Les problémes d’estimation sont présents dans presquietodemaines scientifiques et en par-
ticulier dans les systémes de communication numeériques Des problemes de synchronisation, il
faut estimer des délais et des décalages de phase et denftéqé® radiocommunication, il faut
estimer le canal de propagation. Dans des systémes de tienjghfaut estimer la position d’'un
récepteur mobile, etc. Un point crucial dans les problémestichation est I'obtention de bornes
minimales de performance, qui nous servent comme réfémmaesavoir siI'on a un "bon estima-
teur" ou non.

Il'y a deux approches possibles pour caractériser les prasé’estimation :

— Estimation classique, non-Bayesienne : on suppose quatameétres a estimer sont des in-
connus déterministes.

— Estimation Bayesienne : on suppose que les parametram&esont des variables aléatoires
avec une densité de probabilité a priori. Dans cette catgor peut inclure I'estimation
hybride, adaptée au mélange de parametres aléatoireseemdéstes. On appelle bornes
Bayesiennes, les bornes associées a un probleme d’estirBatyesiens.

(Pour plus de détails, voir chapitre 2 de [11]).

CHAPITRE 1. MODELE GENERAL ET PROBLEME D’ESTIMATION
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Ici on traite le probleme d’estimation dm qui est une variable aléatoire ayant une densité de
probabilité normale supposée connue. Donc il est inténésizas ce cas de calculer les bornes de
Cramer Rao Bayesiennes.

1.2.2 Calcul des bornes de Cramer Rao Bayesiennes

Soita(y) un estimateur du vectear= [ay,a,,....,ax]" basé sur I'observation de=[y1,y>,.....yk] "

La matrice d’erreur quadratiqiede I'estimateun (y) est définie par [6]:

E E Eqyl(a(y) - a)(@(y) — o)
Etona
E>J1

ouX >Y estinterprété dans le sens que la matkceY est une matrice semidéfinie positive. Avec
dans notre cas: o

= Eq,y[Oa, In p(y,a) 05, In p(y,a)]

= Eqy[~Dq INp(y,a)]

= Eqy[~Aa' INp(y| &)] +Eqa[~2g/ INp(a)]

[Ji,

Notons que
1 v HR Ly )y — L gy
p(y|a>—|an|eXF( (y—0) "Ry (y—a)) (mg),(exp( Ug(y a)(y—a)) (1.4)
Et
pla) = mia |exri—a“Ra—1a> (1.5)

avec:Ag () = }m((}%j(.))

a; étant complexe, on définit la pseudo-dérivée par rapportamplexes par:

0 10 0,
daj 2 daR Jdai'

ouaR etal sont respectivement les parties réelle et imaginaire; de
La fonctiona; est supposée dérivable (elle satisfait les conditions del@g et donc la pseudo-
dérivée coincide avec la vraie dérivée.

Le calcul nous donne (voir annexe A)

o 1
Ea,y[_Aai] (Inply|a))] = +?aj
b

CHAPITRE 1. MODELE GENERAL ET PROBLEME D’ESTIMATION
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Et:
Ea[—0g! (INp(a))] = R i

Et donc:

Jij = aigdj +[RaYi (1.6)

ou & est le symbole de kronecker

D'ou:

J= [l +Re ] (1.7)

2
Oy

Pour chercher la borne, on peut:
— Soit prendre la trace dk la borne sera dite une borne "bloc off-line".
— Soit prendre I'élément au milieu de la diagonaleldia borne sera dite une borne "milieu du
bloc".
— Soit prendre I'élémeritjk k, la borne sera dite une borne "on-line".

Notons que la borne on-line concerne I'erreur quadratigurennale qui se fait sur I'estimation de
ok a partir de toutes les observations présente et précédgntesyk], alors que la borne off-line
représente I'erreur minimale en terme de moyenne quadegtpur I'estimation de tout le bloc
a=lay,....... ,ak| & partir de toutes les observations: [y1,....,yk].

1.2.3 Tracé des bornes par simulation et discussion

Sur MatLab on a fait des simulations pour voir I'évolutionlddorne de Cramer Rao en fonc-
tion de la taille du blod pour plusieurs valeurs de SNR et 8. Les figures (FIG. 1.5) et (FIG.
1.6) et (FIG. 1.7) représentent respectivement la BCRB eatiion de la taile du blo& pour dif-
férentsfyT (104, 10 2 et 10°2). Dans les trois figures, on a pris trois cas de SNR (20 , 3% &Bj.

Voici ce qu’on peut remarquer d’aprés ces figures:

1. Onremarque que la borne off-line est inférieure (meid¢gue celle on-line. La borne "mi-
lieu du bloc" est la meilleure. Prenons par exenifle- 61, la borne "on-line" est I'erreur

CHAPITRE 1. MODELE GENERAL ET PROBLEME D’ESTIMATION
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Bornes de Cramer Rao Bayesiennes pour de =1le-4
10 T T T T

on-line / SNR = 20 dB
off-line / SNR = 20 dB
on-line / SNR = 35 dB
off-line / SNR = 35 dB
on-line / SNR =50 dB
off-line / SNR = 50 dB

BCRB

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Taille du bloc K

FIG. 1.5 —-BCRB en fonction de la taille du bloc K, pour différents ragpd&ignal sur Bruit (20,35
et 50 dB), §T = 1le—4, pour K> 80o0n atteint la limite de la borne.

Bornes de Cramer Rao Bayesiennes pour de =1le-3

on-line / SNR = 20 dB
off-line / SNR = 20 dB
on-line / SNR = 35 dB
off-line / SNR = 35 dB
on-line / SNR = 50 dB
off-line / SNR = 50 dB

BCRB

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Taille du bloc K
FIG. 1.6 —-BCRB en fonction de la taille du bloc K, pour différents ragpd&ignal sur Bruit (20,35
et 50 dB), §T = 1le— 3, pour K> 80o0n atteint la limite de la borne.

qguadratique minimale possible sur I'estimationale a partir de I'observation présente et
60 observations précédentes dont disons 10 n’ont plusgdéntar trop éloignés (faiblement
corrélées). Par contre, la borne "milieu du bloc" utiliseoB8ervations précédentes et 30 sui-
vantes toutes intéressantes dans cet exemple, et donecelatpune meilleure estimation.

CHAPITRE 1. MODELE GENERAL ET PROBLEME D’ESTIMATION
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Bornes de Cramer Rao Bayesiennes pour de =0.01
10°¢ T T T T T T T

on-line / SNR =20 dB
off-line / SNR = 20 dB
on-line / SNR =35 dB
off-line / SNR = 35 dB
on-line / SNR =50 dB
off-line / SNR = 50 dB

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Taille du bloc K

FIG. 1.7 —BCRB en fonction de la taille du bloc K, pour différents ragpd&ignal sur Bruit (20,35
et 50 dB), §T =0.01, pour K> 600n atteint la limite de la borne.

2. Quand la taille du blo& augmente, la borne sera meilleure, elle diminue, jusqu&ratre
presque une limite. En fait, le nombre d’observations at#rgis pour I'estimation dex aug-
mente aveK et par suite I'estimation sera meilleure, et a un certain ewi’addition d’ob-
servations précédentes mais trop €loignées (faiblemerélées) n'apporte pas une grande
amélioration.

3. Quand la valeur d&T augmente, on atteint a peu prés la limite de la borne pludeapent.
Par exemple poufy T = 0.01, il suffit de prendr& = 40, alors que poufyT = 1e— 3, on doit
prendreK = 60 pour atteindre presqu’une limite. On peut déduire qu’onédrét a utiliser les
obserations précédentes encore pluk; i est faible. De plus, pour un méme rapport signal
sur bruit, la borne est inférieure quafyll est inférieure.

4. Lorsque le rapport signal sur bruit SNR augmente, et dﬁrdiminue, la valeur de cette borne
diminue encore. On peut vérifier cette propriété théoricerend’apres la formule (1.7). En
fait J varie linéairement en fonction dé; et par suite avec le SNR , et donc la borne BCRB
est a peu prés inversement proportlonnelle au SNR. Lorsy&egbigmente de 10 dB, BCRB

CHAPITRE 1. MODELE GENERAL ET PROBLEME D’ESTIMATION
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diminue de 10 dB.

Dans la suite de notre travail, on va prenldre- 80 pour calculer les bornes car pour cette valeur
deK la limite est presque atteinte quelquesoient pour toutegdkeurs du SNR et diy T.

CHAPITRE 1. MODELE GENERAL ET PROBLEME D’ESTIMATION



Chapitre 2

Algorithme basé sur une approximation
Auto-Reégressive et filtre de Kalman

2.1 Estimateurs Autoregressifs

2.1.1 Motivation

En vue d'utiliser un algorithme "on-line" séquentiel, omgéresse a une modélisation d’état du
probleme.

Dans cette partie, on approche le canal de Jakes avec uneradaeélegressif d’ordre p aussi
appelé "Gauss-Markov Model". Et donc on supposeaue apravec:

p
ap P = 21 am. QP4 gy (2.1)
m=

Pour simplifier I'écriture, on noteng au lieu deakARp.

Ou g est le bruit du modéle, supposé Gaussien complexe et cdatvé,riance:fg :

Le choix des coefficients; est soumis aux deux conditions suivantes:
1. Les coefficients; pouri = 1,2,...,p sont calculés traditionnellement d’apres les équations de
Yule-Walker, afin de minimiser la variance de I'erreur du r@l@djg (Voir annexe B):

p
S amRux[k—m| k>1

m=1

2. Le choix standard de la littérature ([1], [9], [13]) esindposer aussi que la fonction d’auto-
corrélation du processus AR soit :

Rux[K] = Jo(2mtfyT|K|) pourk € {—p,...,0,1,...p} (2.3)

25
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Ce choix impose donc que la fonction d’autocorrélation réiteedu processus AR coincide avec la
fonction d’auto-corrélation du vrai processRgnt(KT) (1.1) pour les p+ 1 échantillons d’indice

ke {-p,...,01,...p}.

Et donc on aura d’apres la premiére condition (équationsutie-Walker (2.2))Ruxa = V.
D’ou la solution:

a=Rv (2.4)
Ou:
[ Rol0] R[-1 .. .. Ro—(p-1)
Ry — Rex([1] Rex[0] e o Rx[—=(p—2)]
i RxlP—1] R[p—2] Rux(0] ]
T
a= [ a a ap ]
.
V= [ Rux[1] Rux[2] Rux( P ]
Et par suite ,
UFZ) = R«(0] — Z akRux(K] (2.5)
K=1

On obtient donc une modélisation du probleme avec une égudttat et une équation d’ob-

servation suivantes:
{Xk = O Xpo1 + &

zZc = Hi Xk + by
avec:
a]_ a2 e ap
1 O 0
k:
0 1 0
0 1 O
et:
Xk = [Xk Xk—1 Xk—2 oo Xk—p+1 ]T
N =1 o 0 .. 0
He = 1 0 0 .. 0 |

CHAPITRE 2. ALGORITHME BASE SUR UNE APPROXIMATION
AUTO-REGRESSIVE ET FILTRE DE KALMAN
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Un tel systéme est dit "linéaire gaussien", car les équstibobservation et d’évolution d’état
sont linéaires vis a vis de I'état, et les bruits du systénteehesure, sont des bruits blancs additifs
et Gaussiens (AWGN), le paramétre a estimexgst
Une solution optimale au sens de 'EQM a ce probleme d’esiima dans le cas ou le canal serait
exactement un processus AR au lieu du processus de Jakesétngeobtenue a I'aide du filtre de
Kalman. Mais rappelons que dans notre cas le vrai canal pésséxactement un processus AR, et
donc la solution qu’on cherchera a I'aide du filtre de Kalmarsara pas forcément la meilleure, et
que I'on pourra alors chercher d’autres solutions améieré

2.1.2 Filtrage de Kalman

On considere un systeme dynamique modélisé par les deuki@tgiauivantes: une équation
d’état, qui détermine I'évolution des parametres inconetisine équation d’observation qui ex-
prime le lien entre les observations et les états. Soit alors

X« = fi(Xe1;Vk-1)
Vi = hi(XinK)

Le probleme d’estimation optimale est celui de I'obtentiéoursive d’une estimée des états a
partir des observations. On peut considérer trois caseliffé :

— Filtrage : on veut estimer 'état a I'instakitx, a partir des observations jusqu’a cet instant,
Y1:k-

— Lissage: on veut estimer I'état a I'instdqi,, a partir d’observations passées et futuyeg,,
avecK > k.

— Prédiction : on veut prédire I'état a I'instalt- L, avecL > 0, Xc. , & partir des observations
jusqu’a l'instantk, y; .

Le cas le plus simple, est celui des systemes linéaires @agsgui est notre cas. Dans ce cas, la
solution est le filtre de Kalman (KF), largement utilisé ddesmultiples applications. Le KF donne
la solution optimale, pour estimer les états d’une faconnsdee : prédiction des états et correction
a partir de la derniére observation obtenue [11]. Le filtré&Kedknan va étre utilisé dans la suite. On
s’intéresse donc au probleme d’estimtion "on-line".

CHAPITRE 2. ALGORITHME BASE SUR UNE APPROXIMATION
AUTO-REGRESSIVE ET FILTRE DE KALMAN
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Le systeme des équations récursives du gain et de I'errestiiation, ainsi que de I'estimée
sont données par [12]:

[ Ki=Pyi_1H{ [HePi1Hg + 0g]
Pk = (I — KiHi)Pig_1
Xigk = X1+ Ki(2 — HiX k1) (2.6)
P 1k = PuPi®f + a2y

[ Xirak = Pl — KiHi) X1 + PiXgie )

avec:
— Kk le gain du filtre de Kalman a l'itératiok
- I5k|k la matrice de covariance de I'erreur de prédiction corrigéétérationk.
- )A(k‘k le vecteur d’état estimé aprés correction, a l'itéralion
— Pyx,1x la matrice de covariance de I'erreur prédite a un pas.
— Xky1jk le vecteur d’état préedit a un pas.
— @, est la matrice de transition d’état.
— Ik est la matrice de bruit.
— Hy est la matrice d’observation.

L'erreur de prediction sur I'estimation d& = tr (Py)

2.1.3 Filtre de Kalman basé sur un modele AR1

Dans cette partie, on approche le canal de Jakes avec unexadetegressif d'ordre 1. Et donc
on suppose quey ~ apT- avec:
ap™ = ag.afR + e (2.7)

Pour simplifier I'écriture, on noteng au lieu dea? ™.
e est le bruit du modéle de varianoé et le coefficienty; est notéa dans la suite .

La solution de I'équation (2.4) est:

Rux([1]
a= 2.8
RXX[O] ( )
Et la solution de I'équation (2.5) est:
02=1-a° (2.9)

CHAPITRE 2. ALGORITHME BASE SUR UNE APPROXIMATION
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Et en imposant de plus le choix standard (2.3) de la littéeates équations amenant (2.8) et (2.9)
deviennent respectivement pour un AR1:

a=Jo(2mfqT) (2.10)

et
02 = 1— (Jo(21fyT))? (2.11)

Notons que pour les valeurs dgT considéréesa est proche de 1 d’aprés le choix (2.10),0gt
proche de 0. Le tableau suivant illustre ces valeurs.

fqT | 10°¢ 103 102 101
a | 0.99999990 0.99999013 0.99901328 0.90371264
02 | 0.19739208—6 | 0.19739068—4 | 0.19724608— 2 | 0.18330346

TAB. 2.1 —Valeurs de a et de? pour les §T concernées

On obtient donc une modélisation du probleme avec une éudttat et une équation d’ob-
X = aX-1 + &

Zoo= X%+ b
Le parametre a estimer egt

Les équations récursives du gain et de I'erreur d’estimatimsi que de I'estimée sont données par:

servation suivante{

( Kie = Pge-1/ [Bge-1.+ of] )
Rk = (1 —Ki)Bgr-1

Xk = Xik—1 + Ki(Z — Rigk—1) (2.12)
Per1k = @®Rqk+ 02
( Xkt-1]k = @k J

2.1.4 Filtre de Kalman basé sur un modeéele AR2

Dans cette partie, on approche le canal de Jakes avec unaadetegressif d'ordre 2. Et donc
on suppose quey ~ a2 avec:

ap® = a1af™® + aa S + o (2.13)

Ou g est le bruit du modele supposé gaussiem adt a, sont calculés a partir du systeme de Yule-
Walker. Pour simplifier I'écriture, on notera au lieu dea?™.

CHAPITRE 2. ALGORITHME BASE SUR UNE APPROXIMATION
AUTO-REGRESSIVE ET FILTRE DE KALMAN



2.1. ESTIMATEURS AUTOREGRESSIFS 30

Et donc le systeme d’équations de Yule-Walker pour un systaotorégressif d'ordre 2 devient
(voir I'équation (2.4)):

R0 Ro(~1] || ai | | Ru«ll]
Re(1] Rx[0] a | | Ru2

La solution de ce systeme est alors:

_ Rxx[;]z- [[E](x[gz—ﬁxx[z]
ap— Rul0 2 1 (2.14)
R>2<x[0] - R>2<xm

ai

On a dans ce cas la variance de I'erreur du modgldonnée par (voir I'équation(2.5)):

Ug = Rux[0] —a1Rux[1] — a2Rxx(2] (2.15)

Et en imposant de plus le choix standard (2.3) de la littéeaties équations (2.14) et (2.15)
deviennent respectivement pour un AR2:

o Jo(ZHde).[lfJo(47deT)]
U= T et
. Jo(4mTfgT)—(Jo(2mfgT))?
2= 1—(Jo(2mfyT))2

Et:
02 = 1—aJo(21fy T) — apdo(4mfyT)

La solution a ce probléme d’estimation consiste a utiliséfiltre de Kalman avec I'équation

2 2 . . . X = O Xk -+ I
d’état et I'équation d’observation suwant@{s: X ko kel kS

Zx = Hk X¢ + by
avec: ]
(
X, = | X
| Xk-1
(Dk: a ag
_0 1
1
M —
k _O]
Hk:-lo]
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Les solutions récursives sont alors les mémes que le sy$&6é)e

2.2 Reésultats de simulations et interprétations

L'erreur quadratigue moyenne mesurée est:

A 2
Z |Qn — an|
n=1

La taille du bloc est d& = 80000 échantillons. Mais dans le calcul des bornes, on segenté
de prendr&K = 80 car c’était suffisant pour nous comme on I'a vu dans lesdg(FIG. 1.5) ,(FIG.
1.6) et (FIG. 1.7).

EQM=

X =

Les figures (FIG. 2.1) et (FIG. 2.3) illustrent des trajesid’évolution dex et de ses estimations
a”Rl et a”AR2 en fonction du temps pour différentes valeurs de SNR efydle On remarque que
lorsquefyT diminue,((FIG. 2.1) et(FIG. 2.2)), I'estimation ne sempbes s’améliorer, au contraire.
Par contre, en augmentant SNR ((FIG. 2.3) et (FIG. 2.2))ilietion s’améliore logiquement.

Variation de a et ses estimés pour fdT = 1e-4 et snr = 20 dB
1.4 T T T T

a
cxARl

cxAR2

Re(a)

0 L L L L L L L L
2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000 6500
k

FiG. 2.1 —Exemple d’évolution de et estimation en présence de bruit a 'aide des deux modéles
AR1 et AR2 - JT = 10~% et SNR= 20dB

2.2.1 EQM en fonction de la frequence Doppler
Les simulations sur Matlab ont donné la figure (FIG. 2.4) desues quadratiques moyennes

(EQM) en fonction de la fréquence DoppliT pourSNR= 30dB.
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o et ses estimés pour de =0.001 et snr=20dB

a
uARl

GARZ

-2k L L L L L L L M
2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000
k

FIG. 2.2 —Exemple d’évolution de et estimation en présence de bruit a I'aide des deux modeéles
AR1 et AR2 - 4T = 102 et SNR= 20dB

o et ses estimés pour de =0.001 et snr=10dB

15r oPR1

uARZ

2000 3000 4000 5000 6000 7000
k

FIG. 2.3 —Exemple d’évolution de et estimation en présence de bruit a I'aide des deux modéles
AR1 et AR2 - T = 102 et SNR= 10dB

L'analyse peut étre divisée en deux parties:
1. Afaibles fréquences DopplefyT < 10~ 2): lamodélisation avec un modéle AR1 est meilleure
gue celle du modéle AR2, mais nous sommes toujours loins loertee de Cramer Rao.
2. A hautes fréquences Doppler: Le modéle AR2 ne convienppesque le modéle AR1 qui
est devenu meilleur. Mais en fait, nous sommes plus prochés ldborne de Cramer Rao qui
logiqguement a augmenté avégT .
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erreurs des estimateurs AR1 et AR2 en fonctions de de - SNR =30dB

T T

-3
0 _ B

EQM
\

0% P

AR1

- AR2
-7 — — Borne

FIG. 2.4 —BCRB et Erreur quadratique donnée par 'algorithme AR1 eRAR fonction de la
fréquence Doppler normaliségT comprise entr&.10 % et 101 pour SNR= 30dB.

2.2.2 EQM en fonction du rapport signal sur bruit

Erreurs des estimateurs AR1 et AR2 en fonction de SNR, fdT = 0.001

10 T T T T T T T T

1072 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

SNR (dB)

FiG. 2.5 -BCRB et Erreur quadratique donnée par I'algorithme AR1 e2A&R fonction du rapport
SNR pour §T =102,
Les simulations sur Matlab ont donné la figure (FIG. 2.5) desues quadratiques moyennes
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(EQM) en fonction de SNR pouiyT = 103,
L’'analyse peut encore étre divisée en deux parties:
1. A faible SNR ((FIG. 2.6) - partie a): Dans ce cas la mod&bssavec un modéle AR2 est
meilleure que celle du modele AR1, mais nous sommes toujoimsde la borne de Cramer
Rao.

2. Ahaut SNR ((FIG. 2.6) - partie b): Le modele AR2 ne convf@us, et le modele AR1 devient
meilleur. Nous sommes plus proches de la borne de Cramer Rao.

La figure (FIG. 2.6) montre en détails les erreurs pour lex das: faible et haut SNR.

a) EQM sur des faibles SNR - de =0.001 b) EQM sur des hauts SNR - de =0.001

AR1
AR2

AR1
AR2 ||
-~ BCRB

— — BCRB

EQM
EQM
7

107k

107 : d

5 10 15 20 25 30 40 60 80 100
SNR (dB) SNR (dB)

FIG. 2.6 —-BCRB et Erreur quadratique donnée par I'algorithme AR1 e2 &R fonction du rapport
SNR, fdT = 0.001 dans les deux cas: a) SNR faible entre 0 et 3@ dBhaut SNR entre 50 et 100
dB

On remarque que le modele AR2 ne donne pas de trés bons te€ieta est dd a des problémes
d’inversion de la matric®y dans le systéme de Yule-Walker (équation 2.4), ou cetteicegieut
étre non réguliére , surtout a faibles valeursfglg, car dans ce cas la fonctidg(.) est trés serrée
et doncRyy(0) et Rx(1) sont trés proches de 1. Une solution utilisée dans la litiegaconsiste a
ajouter une sur la diagonale dByx avant de I'inverser dans I'’équation (2.4).
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2.3 Analyse de l'erreur

2.3.1 Motivation

On a vu que 'EQM dans les deux cas des modeles AR1 et AR2 estila borne pour
de faibles valeurs déyT. Il parait naturel que la modélisation AR-p de la littératwonvienne
mieux (pour de faibles valeurs de p) pour des valeurs relatant grandes di T, étant donnée la
forme de la fonction d’autocorrélation résultant de la ébod de I'équation (2.3). Ceci est clair
d’'aprés les figures ((FIG. 2.7) et (FIG. 2.8)) qui comparesspectivement poufyT = 101 et
pour f4T = 103, la fonction d’autocorrélation du processus AR pput 1, 2, 3, avec la fonction
d’autocorrélation du vrai processus de Jakes (fonctioneds@&). Néanmoins, avant de chercher des
solutions d’amélioration, il parait oppurtun d’analyseédoriquement pour le modele AR1 (le plus
simple et le plus utilisé), les différentes composantesealte @rreur. On cherchera en particulier
les expressions mathématiques de I'erreur en fonction desmetres d’intérétf{T, SNR et du
parameétrea du modele AR1). On s’intéressera au cas des faibles SNRe(€dB et 30B) et
aux faibles fréquences Doppler(entre 4@t 1072). Dans un premier temps, on calcule le gain
asymptotique, puis on cherche a séparer I'erreur en detiegafune provenant de la dynamique
du modele, et I'autre du bruit d’observation.

Les fonctions d'autocorrélation du vrai Jakes et des modeles AR-p pour différents p — f,T = 0.1

e p=1
1.2t + p=2
X p=3
1*‘\* — — —bessel
0.8f ‘\' x %
L]
° x+ 4 L
0.6 ”\ . x + x
\ . + x ++
04 \ MR x + F
— X )
= 02 \ SN e et ¥
o« \ \ ©® e 0
\ A N /% SR X}
oF X X/ \ 4/ o 8
+ / \ ’ Nox,
/ N ’ Nz
-0.2 \ x/ + x.0% ¥
X 7 + x x
—0.4 X X X . x
+ +
0.6 + ++
+
= +
0.8 ¥

FIG. 2.7 —Les fonctions d’autocorrélation du vrai Jakes et des ma@R-p pour différents p -
fgT =0.1

CHAPITRE 2. ALGORITHME BASE SUR UNE APPROXIMATION
AUTO-REGRESSIVE ET FILTRE DE KALMAN



2.3. ANALYSE DE ’ERREUR 36

Les fonctions d’autocorrélation du vrai Jakes et des modéles AR-p pour différents p - de =0.001

p=1

+  p=2

x  p=3
— — —bessel

L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70

FIG. 2.8 —Les fonctions d’autocorrélation du vrai Jakes et des mad@R-p pour différents p -
fyT =0.001

2.3.2 Gain asymptotique du modele AR1

Quand on parle de filtre de Kalman, on pense toujours a chelelgain asymptotique et la
variance de l'erreur d’estimation asymptotique.

Gain du filtre de Kalman — de =1e-3etsnr=30dB Variance de I'erreur d’estimation — de =1le-3etsnr=30dB

10° g 10°}

. L

n n n 10’ n n n n
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
itération n itération n

10

FIG. 2.9 —Une réalisation du filtre de Kalman sur le modéle AR1 monttargain et la variance
de I'erreur d’estimation, T = 0.001et SNR=30dB
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Le gain asymptotique est le gain du filtre de Kalnig et I'erreur d’estimation asymptotique
est I'erreur quadratique moyenne entre la vraie valeur dteve d’état a estimeX,, (Qui est dans ce
casaj™), et son estimatioy, (ou encoredy™) lorsquen > Ny (avecNp est le début du régime
asymptotique).

La figure (FIG. 2.9) montre une courbe d’exemple sur le gaitesteur d’estimation dans le cas du
modele AR1. On remarque bien que le régime asymptotiqudtegttares rapidement.

Valeur du gain asymptotique par simulation en fonction du rapport signal/bruit

fdT = 1e-4| 1
fdT = 5e-4| |
fdT = 1e-3| |
fdT = 5e-3
fdT = 1e-2
fdT =5e-2| 1
fdT = 1e-1| ]

! ! ! !

107 ! ! ! ! !
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

snr (dB)

FIG. 2.10 —Valeurs par simulation du gain asymptotique du filtre de Kainbasé sur un modele
AR1 en fonction de SNR

Les deux figures (FIG. 2.10) et (FIG. 2.11) montrent le gaymgsotique du modele AR1 en
échelle logarithmique en fonction de SNR etfg& respectivement. Dans les deux cas, on a d’abord
cherché le gain asymptotique par simulation. On remarqtikestilinéaire en fonction de SNR et
en fonction ddogio( fqT) pour les valeurs faibles de ces deux. Il nous faut maintetafustifier
cela théoriquement.

Le calcul du gain asymptotique qui est plus compliqué damsisedu modele AR2, est simple
dans le cas de modéle AR1. On aboutit alors aux résultatsigiués suivants: (On s’est basé
sur un raisonnement par I'absurde en supposant qu'en régaymptotiqueK, = Kn. 1 = K ,

FA’n‘n = FA’nH‘nH =P, et Pin—1 = Pryan = P/, et on a appliqué ceci sur les équations récursives
du filtre de Kalman. Voir Annexe C pour plus de détails)
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Valeur du gain asymptotique par simulation en fonction de la fréquence Doppler

0

10

SNR=0dB
SNR =10 dB
SNR =20 dB
SNR =30 dB
SNR =40 dB
SNR =60 dB
SNR =100 dB

fdT

FIG. 2.11 —Valeurs par simulation du gain asymptotique du filtre de Kainbasé sur un modéle
AR1 en fonction deyT

1. Pour l'erreur asymptotique, on obtient:

o2(a®—1) — a2 +VA

P= a2 (2.16)
a = Jo(ZIdeT)
2 2
o5 = l1-a
Avec: ) 2 42 2242)\2 2,52 +2
(0 + 05 —a“of)” +4acogos
= (02+ 02072)?+ 40202 — 4020y
2. Le gain asymptotique est par suite déduit:
251 42
— a‘P+ o,
K - Kasymp: = (217)

a’P+ 03+ 0?2
Dans le cas de faible SNR, et a faible fréquence Doppfer < ge << 0p < 1.
Par suite:
A=~ (02)%+ 40202 ~ 402 0?

25 _ —02(1+05)+VD _ —02+20,0e
2 2

~ OpOe
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Et donc, une approximation de I'équation (2.17) devientsalo

ObOe + 02 Ob0e 02
K ~ ~ == 2.18
Y oo+ 02+ 02 o2 oZ (2.18)
En échelle logarithmique, on a:
1 1 SNR
log10(Kasymp = > [log10(08) —l0g10(0E)] = §|0910(0§) + =5 (2.19)

avecSNR= 10logio_ (endB)
b

Rappelons que [15]:

(mfgT)*
2

02 =1-a°=1—[J(2mfgT)]? =1—[1— (fgT)?+ — . Pr2(mfgT)?2 (2.20)

et par suite
1
é|oglo(ag) ~ logo(21f4T) = logyo( f4T) +Cte

Donc les approximations faites sont encores linéaires.
Pour vérifier , on peut chercher le gain asymptotique théeritent, et par simulation. La figure

Comparaison entre le gain asymptotique par simulation et celui de la théorie pour différentes fréquences Doppler

10°

il

Simulation - fdT = 0.0001
Simulation - fdT = 0.0005
Simulation - fdT = 0.0008
Simulation - fdT = 0.001
Simulation - fdT = 0.005
Simulation - fdT = 0.008
Simulation - fdT = 0.01
Théorie - fdT = 0.0001
Théorie - fdT = 0.0005
Théorie - fdT = 0.0008
Théorie- fdT = 0.005
Théorie - fdT = 0.008
Théorie - fdT = 0.01

0O+ O % + O %

1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30
snr (dB)

FIG. 2.12 —-Gain Asymptotique (simulation et théorie (éq (2.18))) piidtre de Kalman basé sur un
modeéle AR1 en fonction de SNR
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(FIG. 2.12) valide I'équation (2.18). Elle montre que lesuiéats théoriques et les résultats par si-
mulation sont quasiment les mémes. Dans la suite, on pratahsale gain asymptotique donné par
I'équation (2.18), et travaillera a faibles SNR et faiblesguences Doppler (scénario ou on est le
plus éloigné de la borne).

2.3.3 Erreur EQM
Le modéle traité est trés simple, on a I'équation d’obs@wveuivante:
Yk = Qi+ by (2.21)

Travaillons dans le régime asymptotique. La solution eahde d’apres [a®3'€et la FM€équation
du systeme d’équations (2.12) du filtre de Kalman:

Ok = Q-1+ Kasymd Yk — @0k 1) = alx_1+ Kasymgd Yk — alk_1) (2.22)

Passons aux transformées en z:

~ Kasymp
p— B
>80 = | T30 Koemyz 3| (€@ +B(@)
Posons: K
T(2) 2symp (2.23)

" 1—a(l—Kasympz
T(z) est la fonction de transfert entre le vrai paramétre bruité parameétre estimé.
On a:
=0a(2)-0(2) = €(2) = [1-T(2)]a(2) -T(2)B(2)
Et on pose:
(z—2a)(1—Kasymp

L(z2)=1-T(2) = z—a(1— Kasymp

(2.24)

L(z) est la fonction de transfert "erreur”.

L'erreur d’estimation résulte donc d’un filtrage passe-pasr(FIG. 2.14)) du bruit d’observation
par la fonction de transfeft(z), et d’un filtrage passe-haut (voir (FIG. 2.13)) du procesdéatoire
a par la fonctionL(z) =1—-T(2).

En observant le diagramme de Bode de la fonction de trarigfgrton remarque que dans la plage
d'intérét des fréquences (fréquences comprises entr&), efle présente une pente ¢0dB/dec

et donc,|L(e 2™ T|2 est de la formeA. 2] .

Notons que dans le cas dgT = 102, on va négliger la partie constante

<|L(z= = 2)

a

2

1— a(l— Kasyma
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Diagramme de Bode de la fonction de transfert L

01-T1E 2T 02 (dB)

de =le-2

-120-

FIG. 2.13 -|L(e)?™T)|2 = |1 T(el2™T)|2 en fonction de f pour différentes valeurs ¢d f

Diagramme de Bode de la fonction de transfert erreur T

|
N
o

T

arEe?™ " (dB)

FIG. 2.14 -|T(el?T)|2 en fonction de dT pour différentes valeurs de T

qui vaut presque-100dB, surtout parce qu’elle correspond a 1% de I'intervalle agnér.

Théoriquement, pour des faibles fréquenaes €27 = ePT ~ 1+ pT ou p = j2rif.

. 2 2
—jonfTy 2 _ (1-Kasymp®[1—2a+pT]|
On a donql—(e )‘ ‘1+pT*a+aKasymd2 )
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Or pour des faibles frequences~ 1 et 1+ pT ~ 1, et donc:

- 1-K 2
|L(e—127TfT|2%( aSymF) |p-|-|2

Ka%symp
Avec Kasymp~ \/gizi (d’aprées I'équation 2.17).
D’ou
(]-Lasymp;z ~ 1+ a_g _2 0_€ ~ 0_€

Kgsymp 082 062 062
caro? << /o2 << 1.
Et donc on déduit la formule intéressante:

. o2
IL(e 12T 2 ~ G—E.(4n2T2).f2 (2.25)

La valeur de I'erreur quadratique moyenne peut étre cadcailéaide de ces deux fonctions de

transfert:
it 3T
3 ) 2 .
EQMEE[a-al =02 = [ |LE2MT)2ra(f)df + o | [T(elT)2df
—%T _%T
pr— O-r%'od + O-gI’UIt
_ EQM1 + EQM2

7

avecl 4(f) = ——2——sun — fy; f
Cr() m‘dm ﬂ d d[

— EQML1 représente la variance d’erreur dynamique (due aux i@rgatea).
— EQM2 représente la variance d’erreur statique (due au bruitifdd

Les figures (FIG. 2.15) et (FIG. 2.16) montrent comment varfies valeurs dél (el T)|2.1 ¢ (f)

et Ug.\T(ejZ"fT)\z respectivement, en augmentant le rapport SNR et en augmefpia En fait
EQM1 etEQM2 dépendent dEasympet donc de SNR et deou implicitementfyT. Pour chercher
ces courbes, on a pris= Jo(211f4T). Pour déduiree QM1 etEQM2, il suffit de calculer I'intégrale
de ces courbes sur toutes les fréquences normali3éaliant de 0 a (b. Lorsque le rapport signal
sur bruit augmente (passage de la courbe rouge a la cour® @ remarque que EQM1 et EQM2
diminuent, mais lorsqu’on garde le méme SNR, et on augmgiite(passage de la courbe bleue
a la courbe verte), on remarque que EQM1 diminue et EQM2 antgr{eoir encore figure (FIG.
2.17))
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Valeur de I'erreur élémentaire provenant du modele

10* T T T T E
f,T=1e-4 - SNR = 10 dB|]
f,T=1e-4 - SNR = 20 dB|]

10 f,T=1e-3 - SNR = 20 dBE

10° : 4

€ 10 E

.

N_

=

&

I 10 .
10k ; 4
107k 4
10’3 1 1 1 1

0 0.2 0.4 06 0.8 1 1.2
T x10°

FIG. 2.15 —Variation de I'erreur élementairél (€12 T)|2.7 () en variant SNR etyfl

~ Valeurde I'erreur élémentaire provenant du bruit d’observation additif
10 T T T T

T T
de= le-4-SNR=10dB
de= le-4-SNR=20dB
de= le-3-SNR=20dB

N
] —
= - e —
£ 10°F ]
o
A
=8

10k 4

107° 1 1 1 1 1 1

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012

T

FIG. 2.16 —Variation de I'erreur élementairéT (e/27'T)|2.g2 en variant SNR etyfl

Observons les variations &QM1 etEQM2 en fonction de SNR et diT. La figure (FIG. 2.17)
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EQM1 et EQM2 en fonction de de pour différents SNR

10

10 |

EQM1 - SNR = 05 dB
EQM1 - SNR = 10 dB
EQM1 - SNR = 15 dB
EQM1 - SNR = 20 dB
i EQM1 - SNR = 25 dB
I e S y_\-v“‘_,.\ﬁ"\.-&_ EQM1 - SNR = 30 dB
10k : et NGt I Lk B LT EQM2 - SNR = 05 dB
: = A - A IR EQM2 - SNR = 10 dB
. ST AT e T : RS I R EQM2 - SNR = 15 dB
107k ‘,,—"\:‘— e | |'== EQM2-SNR=20dB
‘‘‘‘‘‘ EQM2 - SNR = 25 dB

et e : ' : i EQM2 - SNR = 30 dB
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FIG. 2.17 —Variation de EQM. et EQM2 en fonction de SNR, en variangT

illustre ces variations:

— On observe que lavaleur de EQM1 est quasiment constamaqpart af4 T, par contre QM2
augmente aveéy T (on a une pente de10dB/deq.

— Les valeurs d&QM1 etEQM2 dépendent de SNR, quand SNR augmente, ces deux valeurs
diminuent.

— EQM1 >> EQM2, pour des faiblesqT , surtout pour des faibles SNR, et donc l'erreur est
principalement due au modéle ARL1 utilisé et non pas au brolisgrvation, car le filtre de
Kalman a relativement "éliminé" ce dernier.

On peut approximer les deux valeursEl@M1 etEQM2. Pour cela on aura recours aux valeurs de
IL(el?™T)|2 et |T (e12T)|2. On approche donc les valeurs B®M1 etEQM2:
— PourEQML, d'apres I'équation (2.25), on aura la formuleEl®M1 en fonction du parameétre
adu modele AR1 (2.7)(voir annexe D):

fq
2 2 2 2(11fa T 2+2
EQML~ (4272 2% | 2 f  gr| 2 2MD% (556
o5 | rify £\ 2 l1-a
o1 ()
Et en posant le choix standard de a de I'équation(2.10)reé&p.20), on aura:
EQMl~ of (2.27)
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Ce résultat est en accord avec (FIG. 2.17).

— PourEQM2, on sait que la bande équivalente de bBlitdu filtre T (z) vaut (voir annexe D):
)T(eiz’fo)de ~ L %
2T\ o?

EQM2=o2.T.BL

BL=

El"‘\ﬂH

Etona:

On aura donc, en fonction de

(1-a)0f
EQM2~ +———— (2.28)

De méme, en supposant prendre le choix standaadi;né par I'équation (2.10), d’apres
(2.20), on aura:
VO T
EQM2~ ¥ o 0 o MMd1% (2.29)
2 V2

Ce résultat est en accord avec (FIG. 2.17EGQM2 croit linéairement avetyT.

Pour vérifier lathéorie, on compare I'erreur quadratiqugenae donnée par simulatiorElQM
calculée par théorie (calcul ainsi que ces approximatides) résultats obtenus sont illustrés sur la

figure (FIG. 2.18).

Pour des valeurs de SNR trés faibles et pfydr encore tres faible, 'approximation est bonne.

2.4 Proposition d’optimisation

Cette partie présente une proposition de choix pour le patrendu modele autorégressif du
premier ordre, différent de celui généralement retenu talitsérature. Cette partie méritera d’étre
développée et approfondie ultérieurement, mais elle pedléja de montrer une piste intéressante

D’apres les équations (2.26) et (2.28), on a:
A
EQM(a) = I a2+B.\/1—a2 (2.30)

avec.
(2.31)

A=2(rtfyT)%cf

CHAPITRE 2. ALGORITHME BASE SUR UNE APPROXIMATION
AUTO-REGRESSIVE ET FILTRE DE KALMAN
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Erreur du modéle AR1 calculée pour plusieurs SNR en fonction de f,T par simulation puis d'aprés la formule et son approximations
0

10
Simulation - SNR =10 dB
Simulation - SNR =15 dB
Simulation - SNR = 20 dB
10 g g g e e i a1 Simulation—SNR:ZSdB
Simulation - SNR = 30 dB
—— Intég num - SNR =10 dB
Egyw = s R N A vl —#— Intég num - SNR = 15 dB
. —*— Intég num - SNR =20 dB
%lofzﬁ i - el - o Sos —#— Intég num - SNR = 25 dB
w o *— Intég num - SNR =30 dB
Clilmei —B— " Théo_approx — SNR =10dB
— ——ee - | —BO— - Théo_approx — SNR = 15 dB
. . : Chih —B— " Théo_approx — SNR =20dB
10735 N o i T =8 Lo —0— Théoﬁapprox—SNR:ZSdB
—— ey * —o— - Théo_approx - SNR =30 dB
10 —
10 10 10
fT

FIG. 2.18 —EQM calculée par simulation, par théorie(intégration nuigée) et par I'approxima-
tion de la théorie (équations (2.27) et (2.29)) pour diffées valeurs de SNR en fonction ¢d f

et

B= V" (2.32)

Essayons de voir pour quelle valeur @eE QM est minimisée. Pour cela, on a recours a la déri-

vée par rapport a:
JEQM  2Aa aB

da  (1-a?)2 1_-a2

avec les conditions suivantes:

1. O<axl1
2. aprochede 1

JEQM 2A B
Q =0= a __ @ :>(1—a2)%:

da (1-a?)2 J1—-a2

2
2A\ 3
a'=1/1-(—=

Et en remplacam et B par leurs valeurs données dans (2.31) et (2.32), on aura:

A
B

alors:

CHAPITRE 2. ALGORITHME BASE SUR UNE APPROXIMATION
AUTO-REGRESSIVE ET FILTRE DE KALMAN
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at = \/1— v/ (2mfyT)*o? (2.33)

Dans ce cas, I'errel QM optimale, théoriquement calculée est obtenue en remglagara*
dans I'équation (2.30):

Ou encore, en remplacaAtet B par leurs valeurs données dans les équations (2.31) e}, (2r82
trouve la valeur optimale deEQM en fonction des différents paramétreﬁg et fgT), valable pour
fgT << 1:

WIN

(rTfgT 0F) (2.34)

NI W

EQM)pt:

La figure (FIG. 2.19) montre les résultats de ce compromiszainbien que lorsqu’on utilise la
valeur optimale da, a= a*, on peut gagner une diminution de la variance de I'erreustateation
d’un facteur de 10 par rapport au cas de la littérature (égu#2.10)), dans la cas de SNR extré-
mement faible, et pour des fréquences Doppidr faibles aussi. Ceci étant vérifié par théorie et
par simulation. Une comparaison avec les bornes de CraneB&gesiennes est mise en évidence
dans la figure (FIG. 2.20). On remarque tres bien qu’on stagp de la borne dans la casale

2.5 conclusion

Dans ce chapitre, on a étudié le filtre de Kalman utilisé pstimer un modele AR1 remplacant
le modéle de Jakes. On a vérifié au début que les résultatg€sigran la simulation au niveau de
la variance de I'erreur ne sont pas tres bons pour des farblears defy T, comparativement a la
borne minimale théoriquement atteignable. C’est pour ge&al’on s’est concentré dans la suite de
faire I'analyse détaillée de cette erreur.

L'étude théorique de 'EQM en fonction dgT , du paramétra du modele AR1, et du SNR ainsi
gue des formules approximatives a été faite. Dans le casajé@réa vu que= QM était une somme
de deux partiesE QM1 (partie dynamique) qui varie comr‘qg%z, et EQM2 (partie statique) qui
varie comme/1 — a.

Avec le choix standard de la littérature—= Jo(211f4T ), et dans la plage qui nous intéresse, on
voit que l'erreur statique est négligeable par rapport &die dynamique , c’est-a-dileQM2 <<

CHAPITRE 2. ALGORITHME BASE SUR UNE APPROXIMATION
AUTO-REGRESSIVE ET FILTRE DE KALMAN



2.5. CONCLUSION 48

- Variance de I'erreur d’estimation dans le cas de la littérature et le cas optimal qu’on a calculé
10 T T T T T T T ——
___________

g o3> = = = littérature (simu) - SNR = 10 dB

L Lo y_ -

|| = = = littérature (simu) - SNR = 15 dB
= = = |ittérature (simu) - SNR = 20 dB
= = = |ittérature (simu) - SNR = 25 dB
| = = = littérature (simu) - SNR = 30 dB
—&— Optimisation (simu) - SNR = 10 dB
Y o R Y —&— Optimisation (simu) - SNR =15 dB
.0 o [ —=8&— Optimisation (simu) — SNR = 20 dB
=8 Optimisation (simu) — SNR = 25 dB
b o —&— Optimisation (simu) - SNR = 30 dB
I e S S S A O+ Optimisation (theo) — SNR = 10 dB
10 p i - O Optimisation (theo) - SNR = 15 dB
““““ O Optimisation (theo) -~ SNR = 20 dB
O Optimisation (theo) - SNR = 25 dB
@ Optimisation (theo) — SNR = 30 dB

s B

\\\

10 10° 107

FIG. 2.19 —EQM calculée par simulation pour les deux cas pris de a dargti&rature et dans
notre cas (équation(2.33)), ainsi que par théorie (équat2034)), pour différentes valeurs de SNR

en fonction de 4T

EQM1, avecEQM1 =~ og ~ Cte Mais le choix supposé dene permet pas de minimiser globale-

ment 'TEQM pour f4T faibles.

Si I'on suppose changer la valeur dgour une fréquence Doppler donn&d et un rapport
signal sur bruit donné, on pourra améliorer I'erreur to&a@M. En fait, si I'on diminue la valeur
dea EQML diminue, et QM2 augmente. On pourra chercher la meilleure valeua dei nous

meénera a un compromis. C’est ce qui a été traduit dans lagderpartie.
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Erreur d'estimation dans le cas a = JO(Z nf f )]

— |ittérature
— littérature (simu)
— |ittérature (simu)
imu)

)

simu) - SNR = 10 dB
-SNR=150B
-SNR=20dB

Simu

— |ittérature (simu)- SNR =25 dB
littérature (simu) - SNR = 30 dB
+=BCRB-SNR=10dB
+=BCRB-SNR=15dB
+=BCRB - SNR=20dB
+=BCRB-SNR=250B
+=BCRB-SNR=30dB

P

*

—#— Optim (simu) - SNR =10 dB
—&— Optim (simu) - SNR=15dB
—#— Optim (simu) - SNR = 20 dB
—&— Optim (simu) - SNR = 25 dB
—#— Optim (simu) - SNR = 30 dB
+=BCRB-SNR=10dB
+=BCRB-SNR=150B
+=BCRB-SNR=20dB
=BCRB-SNR=250dB
+=BCRB-SNR=30dB

FIG. 2.20 —Comparaison dans les deux cas (littérature et notre opttios) des EQM calculées
par simulation avec les bornes de Cramer Rao Bayesiennes,ditbérentes valeurs de SNR en
fonction de §T
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Conclusion et perspectives

Dans cette étude, on a d’abord présenté le modéle de canabpigation le plus utilisé pour
modéliser la transmission radio-mobile (modéle de Rajl@igpectre Doppler de Jakes), et notre
étude s’est restreinte au cas " flat fading " (1 seul maciettde propagation). Pour le probleme
d’estimation de ce canal en présence d’un bruit blanc ddd8éussien, on a cherché les bornes
d’erreur minimales qui peuvent étre atteintes (bornes den€r Rao Bayesiennes), et on vu leur
variation en fonction des différents paramétres. Le modeterégressif d'ordre p (AR-p) ainsi que
le filtre de Kalman associé, ont été présenté. Notons queat@hent a ce que I'on avait supposé
en début de stage, 'augmentation de I'ordre du modele égitessif (AR2 vs AR1) avec les choix
standards de la littérature, ne donne pas toujours une @maidhn. On s’est concentré dans la suite
de faire I'étude du filtre de Kalman utilisé pour estimer lgnsil modélisé par un modele AR1, et
on a meneé a une étude sur l'origine des erreurs. Nous avoregigdence que le choix de la litté-
rature convient bien pour les fréquences Doppler normesigéevéesfgT > 10-2), mais n’est pas
optimal lorsque le canal a des variations plus lentes. Onaal@din trouver une méthode d’amélio-
ration qui a pu diminuer la variance de I'erreur d’estimatibun facteur de 10 pour le cas de SNR
extrémement faibles, 4T faibles.

L'étude ne s’arréte pas la. Le modéle présenté était simpaés il est aussi fondamental, et est a
la base des diverses études plus complexes d’estimatiandéqui pourront étre envisagées. Cette
étude peut étre étendue aussi pour étudier le cas d’un éelajui n’aurait bien sir pas exactement
les caractéristiques du modele de Rayleigh a spectre de (fakeistesse de la méthode ?). Aussi on
peut se poser la question de quoi faire si la fréquence Dopjast pas connue a la réception. Des
méthodes d’estimation de fréquence Doppler ou directesheparameétre du modéle autorégressif
(parametrea) doivent étre proposées. De plus, on peut chercher une deétliamélioration inde-
pendante du SNR qui, lui aussi, n’est pas toujours connui@udstimé).

Concernant maintenant les algorithmes basés sur le mod@k #ne technique d’amélioration
consiste dans la littérature a ajouterausur la diagonale de la matrice d’autocorrélation du proces-
sus AR2 calculé exactement selon la fonction de Bessel. Mais pensons que I'amélioration peut
étre encore bien meilleure en optimisant directement lesnpetres de I’AR2 similairement a ce
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gue nous avons proposeé pour ’AR1 afin de minimiser directef QM en régime asymptotique.
D’autres perspectives peuvent aussi étre mises a tabledasgion.

CONCLUSION ET PERSPECTIVES



Annexe A - Calcul des bornes de Cramer
Rao Bayesiennes

On part du modéle de base qui est tout simplement:
Yk = Ok + by

ay est une variable aléatoire complexe gaussienne et cireuli'on noteay ~ CN(0,03), et by
est un bruit blanc gaussien complexe circulaire centré eadanceag.

On cherche a calculer les bornes de Cramer Rao minimalesestimateur utilisé pour estimer
Q.

def T

= EGvY[DGi In p(y7a)Daj In p(y7a)]

— Eqy[~A Inp(y,a)]

= Eay[—Aq INp(y | a)] +Eq[A4! In p(a)]

i,

1 Hp -1 1 H
a) = exp—(y—a —a)) = exp——(y—a)(y—a
p(y|a) TRy H—(y—a)"Ry (y—a)) (02K o ag(y ) (y—a))
Et 1
Hp 1
p(a)= exp—a 'Ry "o
(a) TRy | o )
Avec:
Ag!(.) = O (OF, () Mopérateur différentiel seconde,
etOg, = [521,5%2,-52r] ' ol @ estla composante numérdu vecteur;.

Lesa; étant des scalaireSl, sera forme d’un seul élement, on I'écrit sous Iafor};%ie Et comme

a; est complexe, on définit la dérivée par rapport aux complpae% = 3152 — i3], otiaR et
I I
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al sont respectivement les parties réelle et imaginaire;de

— Calcul du premier terme

Eay[~0a! (INP(Y | )] = ~Eayl 5575, (Cte— (v~ ) (y—a))]
an[gal (;‘Z,j(y ) (y— a)]

— Premiere dérivée patrtielle:

2ly-afy-a)] = |ZWH-a®].y-a) + y-af [Zy-a)

— Calcul deM;

on a'ﬁ (Y —a")=10,...,0,—1,0,...,0] (le —1 se trouvant a la positiorj™)
et: ai' yH at)=10,...,0,+j,0,...,0] (le +] se trouvant a la positionj")

Donc:a—aj(yH—aH):% %F(yH—aH)—jﬁryH a™)| =[0....,0,0,0....0
D'ou:M; =0
— Calcul deM;
Ona:;2x(y—a)=10,...,0,—10,..,0" (le —1 se trouvant a la positiorj")
J
et: % y—a)=10,..,0,—j,0,..,0]" (le —j se trouvant a la position")
J

DonC:a_aj [(y_ a)] = % #(y_ a) - J%}'(y_ a) = [07“'707 - 1707"'?0]1—

J

— Deuxieme dérivée partielle

2 ly—a)y—a)) = —&(v; - aj)

ANNEXE A - CALCUL DES BORNES DE CRAMER RAO BAYESIENNES
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On a:a%ﬁ(y’j‘—aj‘) =3
et; d%i,(y]-‘—aj‘) =&

Donc:— 2 (y; —aj) = —3(=8,j+i%3j) = -4

ou g j estle symbole de kronecker

Et donc on aura au total:
C!j 1
Eay[—04/ (INp(y| a))] = +;6u
b

oud j estle symbole de kronecker

— Calcul du second terme

Ea[~0a/(INp(@))] = ~Eal5eg; (Cte—a"Ryta)

= Ealg95 (a"Ra~1a)]

— Premiere dérivée patrtielle:

frrie) — [ e /) + o (e

— Calcul deN;
On a:a—gR-aH =[0....,0,1,0,...,0] (le 1 se trouvant & la positiorj")

j
et: (;%JFO’H =[0....,0,—j,0,...,0] (le —j se trouvant a la positionj")

Donc: ;2-at =3 |-2paf — j-%aM| =10....,0,0,0,...,0

Jaj daft daj
D'ou:N; =0
— Calcul deN,

ANNEXE A - CALCUL DES BORNES DE CRAMER RAO BAYESIENNES
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On a:#a =10....,0,1,0,...,0]" (le 1 se trouvant a la positiorj")
J

et: £{a =10,...,0,+j,0,...,0]" (le 4 se trouvant a la positionj")

Donc:aiaja =3[0....,0,1—j20....,0" = [0.,...,0,1,0....,0]T
D'ot: Np = 5K [Ra Ym0
— Deuxieme dérivée partielle
2 (32:(a"Ra1a) ) = 2 5K _1[Ra Y.

on a:a%f* Sie1Ra Ymj.aj = [Ra71i

et: jor Sm-1[Ra~YJm;-aj = j[Ra i
Donc: 3% S i-1[Ra mj-aj = 3(1— j3)[Ra i j = [Ra i
Et donc on aura au total:
Ea[-Ad (INp(a))] = [Ra i

Donc[J]ij = [Ra~i,j + 324

ANNEXE A - CALCUL DES BORNES DE CRAMER RAO BAYESIENNES



Annexe B - Calcul desa, et de g}

Partant d’'un modéle autorégressif d’ordre p,
p
Xe= Y —bmXem+e
m=1

On cherche a calculer les coefficiebtgtels que la variance dg soit minimale: On va dériver les
équations de Yule-Walker correspondantes, puis on va céduvaleur de cette erreure minimale.

p p
oi=Eleeg] = E[(méo_bmxkfm)(jéo_bixk*i)*]
p p
N méojgobmbj EhemX )

p p .
m=0j=0
avecbg = 1.

Si on a un processus stationnaire au sens large, alors:

Et donc on aura: 0 P
% = 2 DnRol0)+2 3 bubiRalli —m
m=0 i

Minimiser la variance s’exprime donc par le systeme des tpiadions suivantes:

(

7 (08) =0 = 2b1R[0] + 2m§élmex>{|1— m|] =0
0

355 (05) =0 = 20,R([0] +2 ézmeX)ﬂz_ m]=0
m
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p
Donc: ¥ bmRx{|l —m|] =0,V1<I| < p, avechy = 1.
m=0

D’ou: 0
m=1

p
Or:x = zl—bmxk_m+a<

m=
p

Donc: R = E(X4X_m) = ¥ —BnEXc-nXe_m] + E[8Xk-m]

n=1

Prenonan= 0, on aura
p p )
Ro(0] = 5 —bnE[Xc-nX] + E[@x] = > —bnRu[n[+ 0p
n=1 n=_1

(On a utilisé le fait quex est un bruit blanc, donc il n’est pas corrélé avec les écliamdie,_1,
p p

&_2,... et donE[ax;] = E[%Zl—bixfi_i +6]= _zl—biE[a(x;;_i] +Elecgy] = 7).
1= 1=

p
m=1

On obtient finalement les équations de Yule-Walker :
p
m=1
Et on a la valeur de la variance de l'erreur:

p
O-r_z) - Rxx[O] - Z —bnRxx[n]
n=1

Dans notre étude,

p
ARp ARp

a, = zlam.ak_m-l— e

m=

I suffit donc de remplacer lesb; para; et Iesaprparxk dans I'avant derniere équation .

On obtient donc le systéme d’équations (2.2).

ANNEXE B - CALCUL DES Ap ET DE G%



Annexe C - Gain de Kalman asymptotique

Cas du modeéle AR1

Les équations du filtre de Kalman sont données dans ce cas par:

Ke o = Pok-1/[Rak-1+ OF]
Rk = (1A—KK>H<\k—1
Regk = aP+ 02

Supposons que le gain asymptotique existe. Dans ce cas,andre:

Ke =Kg1 =K
PRk =Ragkr =P
Fik-1 =Rgaw =P
D’ou les équations de Kalman ci-dessus deviennent:
K = P/[P+0?
P (1-K)P
P a’P+ of
Donc: o
P = (1-K)P
= |[1-57 02} [a®P + 02
o2 (a?P+02)
a?P+02+07
D’ou:
2P’ + [02 + 02 — a202]P — 0202 = 0
En posant:
A = (02 + 0% — a’0¢)? + 4a2 0P a?
On aura:

o2(a?—1)— a2 +Vh

P—
2a?
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Et par suite:
P
P'+o?

X

a’P+0?
a?P+0Z+07

Cas du modeéele AR2

Les équations du filtre de Kalman sont données dans ce cas patr:

Ky = Pik—1Hy [HkPyk—1Hg + 0]
Pk = (I = KkHk)Py—1
P 1k = PuPi®f + 02|

Supposons que le gain asymptotique existe. Dans ce cas,andre:

Ki  =Kikr =K
Pak  =Piagnn =P
Pak-1 =P =P

Et en utilisant les formes dgy, 'k etHy, les trois équations de Kalman seront:

) Ki | 4 P11
Kip | Putod | Py

o Pi1 Pz | | P1a(1-Ki1) Pia(1—Kyg)
[ e[ |

P12 Pa 2(1-Ki11) Poo—KioP'12
() P Plp | a§P11+2a129P12+ a5P2+ 02 a1P12+asP2
Plio P2

a1P12+a2P2) P2
D’aprés I'élément2,2) de (***), on auraP,, = P'5).
Remplagons ceci pour I'éléme(®,2) de (**), on auraP’;, = 0.
AnnulonsP’y, pour I'élément(1,2) de (**), on auraP;, = 0.

AnnulonsP’1, et Py, pour I'élément(1,2) de (***), on auraP, = 0.

ANNEXE C - GAIN DE KALMAN ASYMPTOTIQUE
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AnnulonsP1, etP,, pour I'élément(1,1) de (***), on aura:
P11 =aiP11+ 04
Avec:

P’]_]_.O'g

P =%
11 P/11+ O_g

(Ceci obtenu en remplagant, dans I'élémgint) de (**), K11 par sa valeur dans (*))
D'oll Py est la solution positive de I'équatios, + 02(1— a2)P'1; — 02 = 0.

On en déduit la valeur d@y1, et ensuite la valeur d€;1. La valeur de&K 1, étant nulle caP’1» = 0.

ANNEXE C - GAIN DE KALMAN ASYMPTOTIQUE



Annexe D - Calcul de EQM1 et EQM2

Aides sur le calcul de EQML1.: variance d’erreur dynamique

Pour calculeEQML, d’aprés I'équation (2.25), on aura

EQM1 ~ (472T2)9

Or:

f /
T d_ t
202
nfd 7de
ity fd

En effectuant un changement de vanat—.lae:é cogx)), on aura:

fq 7
2f —F—df = (£2)[2co2(x)dx
o V(i) ;
g
= (f3) J (1+cog2x))dx
0
_ mig
- T2
Et donc: f
d
og/ f2 df_agfg
rify f 2 2
S yf1- ()
Par suite:
2| » fa 2 4rPT2) 02 [ 0212
EQML~ (4T | 25 | —— —df| ( Ggwb [G_Zd}
Ty (%)
~ (TdeT) Gaab
e
Et en prenant? = 1 et le cas générat? = 1— a? (équation(2.9)), on aura:
fqT
EOML ~ (7T1d )2



CALCUL DE LA BANDE EQUIVALENTE DE BRUIT BL

62

Calcul de la bande équivalente de bruit BL

PourEQM2, on doit calculer la valeur de la bande de bruit équivalBhtdu filtre T (z) donnée

par 'équation (2.23) :

1
. 2
BL— / T(eT)|"df
1
2T
Prenons le cas général d’un filtre de la forme:

boZ
QZ+ag

B(z) =

Sa bande équivalente BLB sera:

j2rfT
BLB = /| boe 2d f

Avec:
KN _ ES
[ e 2df = .
, a0el?m T tay , @+ai—2apaicod2mfT)
2T 2T
- L] b3
—2nT na(2)+a§—2aoa1cos(x)
_ 1 btz) A 1 d
= T Z g TTAcogx) 0%
NeA . 2803
Ou:A= el
T
- 1 _ A2
Or dapres [15] (3.613)(})“de_ ﬁ siAc< 1
2 2
Et dans notre casy1—AZ = |34
a5+ay
D’ou: .
2T .
b e127TfT 1 b2
8= | Iz 4 = T
L 1 aQ—ay
2T
Appliquons ceci sur notre filtr& (z), on a dans ce cas:
bo = Kasymp
a =1
a]_ — —a(l - Kasymp)

ANNEXE D - CALCUL DE EQM1 ET EQM2
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CALCUL DE LA BANDE EQUIVALENTE DE BRUIT BL 63

—2a1

Vérifions dans ce cag = —=}
1+a2

< 1 toujours, et donc:

BL — 1 Kgsymp
T \1—a2(1— Kasymry\

Et en utilisant I'équation(2.17), en négligea(ﬁsympdevantKasymp et en prenant + a% ~ 0, on
aura:

2 2 _ 2 2
1_a(l_Kasym - 1_(1_ae>(l_Kasym
~ %~ (1-0%)(0p—0e)?
%
_ —02420,0e+0202+0,05+04
— >
~ 20ph0e _ 20¢
o Op
Donc:
BL = 1 Ke%symp
T |1-22(1—Kasymp?|
5]
~ 11%
~ T 20
O
_ 1 |a
2T\ o2
En utilisant le fait ques? = 1— a®:
1 [1-a?
BL~ — 5
2T oy

ANNEXE D - CALCUL DE EQM1 ET EQM2
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