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Abstract —In the methods used for determination of the hytcabehaviour at large scale
of fractured rock masses, based on the simulatidiow in a fracture network, the mean
flux and mean pressure gradient in the networkrarterigorously determined. A method
is given for deriving these quantities, in a heggoeous permeable block, from pressure
and flux values on the boundary of the block. Add@onductivity tensor is then defined
based on the condition of linear variation of tlregsure on the boundary of the block. It
iIs shown that this conductivity tensor is symmetaid positive definite. An example of
application to a model of fractured medium is given

permeability /heterogeneity / fracture networks / omogeneization

Résumé - Dans les méthodes utilisées pour déterminer le ppybement hydraulique a
grande échelle des massifs fracturés, passantapsinulation de I'’écoulement dans un
réseau des fractures, le gradient moyen de presgide flux moyen dans le réseau ne
sont pas calculés de maniére rigoureuse. On donaeméthode de détermination de ces
guantités moyennes dans un milieu de perméabikt&rogene a partir des valeurs de
pression et de flux sur le contour du domaine é&udn définit ensuite un tenseur de
conductivité hydrauligue moyenne du domaine en gdrtdes conditions de pression
variant linéairement sur le contour. On montre @eetenseur est symétrique et défini
positif. Un exemple d’application a un modele ddieu fracturé est donné.
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1. Introduction

Une méthode courante de détermination des propriggdrauliques a grande échelle des
massifs fracturés consiste a simuler I’écoulemeartsdun réseau de fractures, et essayer
d’établir des relations entre le gradient moyenpdession et le flux moyen dans ce
réseau [1],[2],[3]. Cette méthode, dite directe,[d]inscrit dans le cadre plus général
des méthodes dites non locales de déterminatida germéabilité effective des milieux

hétérogénes [5],[6],[7],[8]. Dans ces méthodesfll moyen Q et le gradient moyen

de pressionG sont définis explicitement [9] ou implicitement rpkes relations (3)
données ci-aprés. Mais une analyse des méthodesldal adoptées dans ces travaux
révele une certaine difficulté a calculer ces geurd moyennes. La difficulté réside
dans le fait que les moyennes sont définies survdtume tandis que, dans les
simulations numériques, les valeurs auxquelles otede plus facilement, et parfois
exclusivement, sont les valeurs aux frontieresdiéférentes grandeurs.

Pour illustrer ces difficultés, considérons I'exgm du travail de Long et al. [1] sur le
calcul de la perméabilité équivalente des massistiirés. Ces auteurs considérent un
domaine carré (ou rectangulaire), comprenant ureagsde fractures, et simulent
I’écoulement dans ce réseau en appliquant un gnadie pression parallele a un de ses
cotés du domaine (conditions geession linéaire au contoufs]). Ils reconnaissant la
difficulté de calculer la valeur moyenne du fluarg le volume du fait que le flux est
fortement orienté dans les fractures et qu’il esten dehors des fractures. lls calculent
pur cela le débit sur les cotés orthogonaux a ftaafion du gradient. Mais la difficulté
subsiste encore : le débit entrant sur un de céésco’est pas €gal a celui sortant de
I'autre, car une partie du débit peut sortir degésdatéraux. Cela pose alors, comme le
soulignent les auteurs, un probléme pour calcuidepdrméabilité directionnelle dans la
direction du gradient. Pour remédier a cette diffi€, Cacas et al. [3] apportent une
légére modification a cette méthode en imposant coedition de flux nul aux cotés
paralléles a la direction du gradient (conditiorespgérméametrg5]). Mais dans ce cas,
la pression sur ces cotés n’est plus contrbléeetd pose le probléme du calcul du

gradient moyen de pression dans le domaine.

Le calcul des termes non diagonaux du tenseur deéuabilité se heurtent a la méme
difficulté dans la méthode de Long et al. En effat,notant x la direction du gradient, si
les débit sur les deux cotés paralléles a x étagaux, ils permettraient de calculegyK
Ce n’est pas le cas. Par ailleurs, en imposantdmengradient dans la direction de y, on
trouve pas le méme débit sur les cotés parallelgsc® qui vaut dire qu’on trouve pas
par cette méthode la méme valeur pour Kxy gt Ka question de la symétrie du tenseur
de perméabilité reste donc en suspens.

La méthode Long et al. [1] consiste en effet a gkc uniquement la perméabilité dans
la direction du gradient, notégKet ensuite, faire des rotations sur le domaineécpar
rapport au réseau des fractures pour obtenir Igrdiame polaire de Kg pour diiférentes
directions. Le critere adopté alors pour jugeresréseau peut étre assimilé a un milieu

poreux est que le diagramme polai:tla/Kg| s’approche d’une ellipse symétrique par



rapport a l'origine. Il faut noter que cette symétsignifie uniquement I'égalité des
débits entrant et sortant par les cotés opposéanfQa la symétrie du tenseur de
conductivité hydraulique du réseau, cette méthodep@rmet pas d’en juger. En effet,

méme pour un tensel non symeétrique, en notantgke K;nin; ou n est un vecteur

unitaire, et en tracant le digramme lj/q/Kg en fonction de la direction dé, on trouve

une ellipse.

La question de la symétrie du tenseur de perméalsiifective du milieux fracturé reste

en suspens. On ne sait pas si le manque de symg&tiseée dans les méthodes
numeériques est due aux imprécisions de ces meéthanesi elle découle de la nature
méme des propriétés de conductivité hydrauliquendieu fracturé. Le fait que, comme

nous l'avons signalé ci-dessus, le tenseur de cotiidté hydraulique ne soit pas

rigoureusement défini (car la relation entre b’'gms unique) est une difficulté

supplémentaire qui empéche que des propriétésstglie la pertinence ou la symétrie de
ce tenseur.

Le travail de Pouya et Courtois (200 ?) a apporéé déponses a une partie de ces
questions. Ces auteurs ont d’abord démontré que BEnméthodes numériques cités ci-
dessus, les méthodes de calculs des valeurs moyaeten® et de G a partir des données
de la frontiere ne sont pas correctes. lls ont @@snles formules corrects a partir d’'un
traitement mathématique rigoureuse. Ensuite, ils aéfini un tenseur de conductivité
hydraulique d’'un milieu fracturé, correspondant awonditions de pression linéaire au
contour, et ont montré que ce tenseur est bieréegyque et défini-positive.

Dans ce travail nous allons compléter le travaiég&dent en montrant qu'on peut
également définir un tenseur de conductivité hytgae du bloc correspondant aux
conditions deperméameétreQui est également symétrique et défini positibuN allons
ensuite comparer ces deux tenseurs et montrer gsecdnditions de perméametre
conduisent a des valeurs inférieurs de perméabpiaé rapport aux conditions de
pression linéaire au contour.

Cette partie du travail, consiste en des traitenmeathématiques rigoureux, et valables
aussi bien pour des écoulements 3D que 2D. noudiegtins les propriétés. Notre
définition et notre démarche s’inspirent des médsdénérales d’homogénéisation du
comportement mécanique des matériaux hétérogégs [1

A cette partie succede une seconde partie qui, nmy® quelques approximations,
permet de proposer une méthode de calcul numésqguple du tenseur de perméabilité
3D d’un milieux fracturé a partir des calculs en.2D

Enfin suit une troisieme partie qui consiste en llhestration de ces méthodes par
application a un cas réel : le massif --- pour leiiel Maurienne-Ambin.



2. Position du probleme

Considérons un corps perméable hétérogéne occupadbmaineQ dans l'espace. Ce
corps est le siege d’'un écoulement de fluide staftet de pressions ou de flux imposés
sur son contourdQ. On suppose gu’il est constitué de matériaux dempabilités
différentes caractérisés chacun par un tenseur etengmbilité noték symétrique et
défini positif En tout point deQ, caractérisé par son vecteur positionl’écoulement a
lieu suivant la loi de Darcy :

Ox0Q; G(X) = -k(%).0p(X) (1)
ol G(X) est le flux au pointx et Op(X) et le gradient de pression en ce point.
L’équation de conservation de la masse s’écrit :

Ox0Q; divg(x) =0 (2)
Les champs p eff, solutions du probléme d’écoulement, doivent Jérifces deux
équations et les conditions aux limites de fluxdmipression sudQ. On définit le flux
moyen et le gradient moyen de pression dans lescpgy les relations suivantes dans
lesquelles V est le volume du domaiQe

Q=g fa0dv . G=o ] Bpody 3)

3. Expression des moyennes volumiques en fonctioeslvaleurs aux frontiéres

Pour une fonction f quelconque, on peut écrire diidté mathématique suivante
(formule de Green) dans laquella représente le vecteur unitaire sortant et dS,
I’élément de surface sWQ :

[, 0f(dv= [ _ f(X) n (xds (4)

En prenant pour f la pression, on trouve que la emoy du gradient de pression peut
étre écrite sous la forme suivante :

é:% | o, POOR(R)AS (5)

En utilisantd;x; = §; (coordonnées cartésiennes) et la conservatiora dralsseg;q;=0,
on peut ecrire 9i(x;qi) = (@iX;) di + X 0i0i = &;q; = ¢ . En remplacant;gdans (3) par
di(x;qi) et utilisant (4), on trouve I'expression suivampieur le flux moyen :

Q=2 Gmxds (6)

Les formules (5) et (6) permettent de calculerresyennes volumiques du gradient de
pression et du flux a l'aide des pressions et dix fau contour pour une forme du
domaine et des conditions aux limites quelconqgues.

En général, dans les méthodes directes ou nondscalssentiellement deux types de
conditions aux limites sont considérés. Les condisi deperméametresupposent une
forme rectangulaire (dans le cas bidimensionneldrpl® domaine, dont deux cotés
paralléles sont soumis a des pressions constamtbess aleux autres, a un flux sortant
nul (G.n = 0). Les conditions dpression linéaire au contowsont définies par :



Ox00Q; p(x)=A.X +P (7)
oU A est un vecteur constant et P un scalaire constant.

Contrairement a ce qui est supposé dans les trau#ilisant les conditions de
perméametre, la formule (5) montre que sous ceslitions, la moyenne du gradient de
pression ne peut étre déduite des seules valeuta geession sur les cotés a pression
imposée. La formule (6) permet en revanche de neonque, sous ces conditions, la
moyenne volumique du flux est bien égale a la moagesurfacique du flux sur les cotés
a pression imposée, comme c’est souadhisdans ces travaux.

Considérons maintenant le cas des conditionspoession linéaire au contourLa
formule (6) montre que dans ce cas, ou le flux n{@aposé) nul sur aucun cote, le flux
moyen ne peut se déduire de la moyenne surfacigueus seul des c6tés. Ceci est
I’origine de beaucoup de difficultés dans les tnawa[1] utilisant ces conditions.

En prenant dans (4) pour f une constante non nefeensuite, en prenant pour f la
composante xdu vecteur positiork, sachant qued;x; = o; , on établit successivement
les deux identités suivantes :

jmﬁds =0 , jmxinjds:vesij (8)
En reportant I'expression (7) de ) dans (5) et en utilisant les identités (8), on
trouve :
G=A (9)
Ce résultat,admis en général dans les travaux utilisant des conuaistioe pression

linéaire au contoursur des domaines rectangulaires ayvearalléle & un des cotés, se
trouve ici établi pour un domaine de forme quelaosq

4. Tenseur de conductivité hydraulique

Pour un domaineQ fixé, avec une distribution fixée de(X) dansQ, le champ de
pression pk) solution du probléme d’écoulement avec les cand# aux limites de

pression linéaire au contour avec les donné&sP) est défini par I'équation (7) et
I’équation suivante :

Ox0Q; divik(x).Op(x)] =0 (10)

En remarquant que si le champxp(est solution de ce probléme pour les données
(A ,P), et c est une constante quelconque, alors aenphp(X)+c est solution du méme
probléme pour les donnéed (P+c), et le fait quedl(p(X)+c) = Op(x), on déduit que

le champ de gradient de pression, et donc le chalapflux donné parq(X)=
k(x).Op(X), ainsi que sa moyenne volumiq@® sont indépendants de la constate c, et

donc de la constate P, et ne dépendent qua det des données intrinséques qui sont la
géométrie deQ et la distributionk(X)). Considérons maintenant deux vectedrs et
A, et notons respectivemeni() et p(X), G1(X) et §2(X) et Q1 et O, les champs



de pression et de flux et les flux moyens assoais conditions aux limitesA 1,0) et

(A »,0). On vérifie aisément que le chamm)(E A1p1(X)+A2p2(X) oUA; etA, sont deux
constantes quelconques, est solution du problerdeodilement avec les conditions aux
limites (A ,0), ol A=A1A 1+ A\2A,. On en déduit que le flu) associé &1 A 1+ A A

est égal a\1Q;1 + A\2Q,, ce qui veut dire qued est une fonction linéaire d& . Ce
résultat s’écrit sous la forme :

Q=Kg.A (11)

Le tenseulK o est une caractéristique intrinseque@@e dépendant que de sa géométrie
et de la distributiork(X). Considérons maintenant deux champ de pressi¢®3 gt
p'(X) résultant des conditions aux limites de presslioaire au contour avec les

données respectivementA(P) et (A',P'), et notonsg et §' les champs de flux

correspondants. En tout point dg la relationg'= -k.Op' et la conservation de la
massep;q = 0, permettent d’écrire :

-Opk.Op'=0p.g' = @ip)di =0i(pq’)- p g = di(pq)

En intégrant suf) , et en appliquant (4) au second membre, on trouve
1, = = .1 -
—VIQDp.k Op' dv = V.[agz pgTnds

Or, surdQ, on a p&) = A.x+P. En reportant cette expression dans le secormdbree
de la relation ci-dessus on trouve :

1, = N | e (1 L Pr .-
—ng Op.k Op' dv = ij (AXx+P)q7n dS —/EVIDQ (.1 x §S+\7 L, dnds
Dans le dernier membre de ces égalitj%g,ﬁ'.ﬁ dS = 0 du fait de la conservation de la
masse, et le terme entre parenthése est, d’apjét (1), égal akq.A'. On peut donc
écrire :

1o = b B dve & K. A
vjQDp.k Op' dv= A Kg.A (12)

Or, du fait de la symétrie de, on peut changer le r6le de p et p' au premier brende

cette égalité. Il en donc de méme en ce qui corecéret A' au second membre. On en
déduit queK o estsymeétrique.

Ce résultat contredit celui de [1] rapporté dank dbivant lequel « les conditions aux
limites uniformes (variant linéairement sur le count) ne produisent pas de perméabilité
symétrique ». La différence résulte du fait quemare nous I'avons expliqué ci-dessus,
le flux moyen n’est pas correctement calculé ddrs [

Dans le cas particulier oA'=A, la relation (12) devient :



1, = _ = -
vjQDp.k Op dv= A Kq.A (13)

Commek estpositif, le premier et donc le second membre de (13) smujburs positifs,

ce qui montre qué g estpositif. Si un vecteurA annule le second membre, [ép
correspondant doit étre nul au premier membre kcastdéfini), et donc sa moyenne

G est également nulle. On déduit de alors (9) queest nulle, ce qui montre que le
tenseurK o estdéfini.

En reportant (9) dans (11) on trouve :

Q=Kno.G (14)
Le tenseurKq reliant le flux moyen au gradient moyen de pressi@ns le domain@
(sous conditions de pression linéaire au contoarpsappelé le tenseur de conductivité
hydraulique moyenne de ce domaine. Nous venons aletrer qu’il estsymétrique et
défini-positif Par ailleurs, en reportant (9) dans (13) on teouv

1 . _ = —
vjQDp.k Op dv= G.Ka.G (15)

Au premier membre de (15) nous trouvons lI'expressi@ la dissipation donnée par
Indelman et Dagan [11]. Cette relation montre q@e dissipation macroscopique
calculée paKg est égale a la dissipation moyenne réelle damsilieu (sous conditions
de pression linéaire au contour).

Supposons maintenant g@esoit un sous-domaine d’'un milieu hétérogene inéhgu’il
soit caractérisé par une longueur caractéristiquép@r exemple le diametre moyen).
Supposons que pour le milieu considéfg, tende vers une limit& quand D tend vers
I'infini. Si la limite K existe, elle est symétrique et positive. Dans @, cle
comportement a grande échelle du milieu considérat etre assimilé a un milieu
poreux de perméabilitk.

5. Application aux milieux fracturés

Dans le cas d'un milieu fracturé bi-dimensionne,fobrmule (6) s’écrit sous la forme
discrétisée :

Q — %zq(K) % () (16)

ot X est le vecteur position d'un point d’intersectides fractures avec le contour de
du domaine et®, le flux sortant de la fracture en ce point. Efcaant ce vecteur pour

deux directions différentes d&, on construitk . Cette méthode apporte une grande
simplification par rapport a celles utilisées ddhket [3] qui passent par la construction
d’'un diagramme de perméabilité directionnelle. Pdlustrer ces résultats, nous avons

considéré un carré ABCD dans un milieu fractur@gyfe la). Le diagramme #Kg

calculé pour ce domaine par la méthode [1], c’edira par des rotations successives du
carré par rapport au réseau de fractures (qui amuwr domaine plus grand que ABCD)



est donné dans la figure 1b. Nous avons calculéautme diagramme en faisant les
mémes rotations mais en calculant chaque fois ug f) par la formule (16) et en la

projetant sur la direction du gradient pour avarperméabilité directionnelle. On voit
que les points obtenus de cette maniere s’aligmpeasque sur une ellipse. La grande
dispersion des points du premier diagramme estaludait que le flux calculé par la
meéthode [1] ne représente pas correctement lerfloyen dans le domaine. Nous avons
calculé également lelsq du carré ABCD et du domaine polygonal EFGHIJKLMIdar
notre méthode. Pour comparer les résultats, nowsmisaveprésenté graphiqguement ces
deux tenseurs par les ellipses correspondantesellipses et le deuxieme diagramme se
superposent presque, ce qui indique qu’a I'’échélhgtérogénéité considérée (I’échelle
des fractures), les domaines étudiés sont de tailfisamment grande par rapport a la
taille du Volume Elémentaire Représentatif, et ¢pi& o ainsi obtenu est trés proche de
la perméabilité effective du milieu.
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Figure 1- a: Domaines étudiés, b : Diagramme obtenulpanéthode [1] en partant du
carré ABCD (1), diagramme obtenu par la méme méehothis en utilisant I'expression
(16) pour le flux moyen (2), ellipses représentbes tenseur& o du domaine ABCD (3) et
EFGHIJKLMN (4).

Figure 1 - a: Studied domains, b : Diagram obtained g method [1] beginning on the
square ABCD (1), diagram obtained by the same nubtihat using the expression (16) for
the mean flux (2), ellipses representingq tensors for the domains ABCD (3) and
EFGHIJKLMN (4).



6. Conclusions

La perméabilité équivalente d’'un domaine hétérogénde forme quelconque peut étre
étudiée par unenéthode non localen appliquant sur la frontiére de ce domaine des
conditions depression linéaire au contoudéfinies par la relation (7). Le gradient

moyen de pression dans le domaine sera alors eraateégal A . Le flux moyen peut
étre plus facilement calculé a partir des valeuesfldx sur la frontiére par la formule

(6). La relation entre ce flux moyen eA est linéaire et définit urtenseur de
conductivité hydrauligue moyennmour le domaine. Ce tenseur peut étre identifié en
calculant le flux moyen pour deux ou trois (suivéatdimension du probléme) directions

différentes deA . Nous avons montré que ce tenseursyshétrique et défini positii en
tout point du domaine, le tenseur local de perméabest symétrique et défini positif.
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