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R�esum�e. On pr�esente dans 
ette Note des r�esultats de 
ontrôlabilit�e exa
te pour les syst�emes

quantiques en intera
tion ave
 des lasers. Un premier r�esultat n�egatif sur des espa
es

de dimension in�nie sert 
omme point de d�epart �a une analyse en dimension �nie. On

montre que sous des hypoth�eses raisonnables du point de vue physique dans de tels

syst�emes on peut 
ontrôler la population des �etats propres. On pr�esente une appli
ation

pour un syst�eme �a 
inq niveaux.





 2000 A
ad�emie des s
ien
es/

�

Editions s
ienti�ques et

m�edi
ales Elsevier SAS

Exa
t 
ontrollability for the population of the eigenstates

in bilinear quantum systems

Abstra
t. We present in this Note exa
t 
ontrollability results for quantum systems intera
ting

with lasers. A negative result for in�nite-dimensional spa
es serves as a starting point

for a �nite-dimensional analysis. We show that under physi
ally reasonable hypothesis

in su
h systems we 
an 
ontrol the population of the eigenstates. Appli
ations are given

for a �ve-level system.
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Abridged English Version

(The notations for equations point to the Fren
h version.)

Controlling 
hemi
al rea
tions at the quantum level has been a long-lasting goal for the Chemists

(
f. [2℄, [3℄, [6℄, [8℄, [10℄, [11℄, [14℄) from the very beginning of the laser te
hnology. Experien
es

have shown that designing the laser pulse able to steer the system to the desired target state is a

rather diÆ
ult task that physi
al intuition alone 
annot a

omplish. It is only re
ently that tools


oming from 
ontrol theory began to give satisfa
tory results in some parti
ular 
ases; �nding the

optimal ele
tri
 �eld is now treated by numeri
al methods and new models are sought for that

be also reliable and 
heap 
omputationally. A legitimate question arises in this 
ontext: what

quantum states 
an be attained using su
h an external �eld? Some answers are given below.

Let 	

0

be the initial state of the system, H

0

its internal Hamiltonian. In the absen
e of external

intera
tions the system follow dynami
s (1). On
e laser pulse is introdu
ed, the new dynami
s is

given by (2), where B is some dipole moment operator. The goal is to �nd (if any) a �nite energy

(

R

"(t)

2

dt <1) laser pulse "(t) able to steer the system from 	

0

to some prede�ned target 	

target

.

Note pr�esent�ee par Ja
ques-Louis LIONS.

0764-4442/00/03300000
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Note that after the laser is swit
hed o� ("(t) = 0, t > T ) the system instantaneously modi�es its

state by the formula (1) at best by a phase fa
tor (but 
onserves the L

2

norm of 	).

A �rst negative 
ontrollability result is therefore not really restri
tive. In fa
t using 
ompa
ity

arguments as those in [1℄ we have proved that the set of attainable states has dense 
omplement

on the unit sphere. Given this result we fo
us on studying the �nite-dimensional 
ontrollability.

Let us express (2) with respe
t to a (known) basis f	

i

(x) ; i = 1; : : : ; ng of a �nite-dimensional

subspa
e of L

2

x

(R

3N

) and letA and B be matri
es 
orresponding to operatorsH

0

and B respe
tively;

then the evolution equations are (3) with the state of the system being 	(t; x) =

P

n

i=1




i

(t)	

i

(x).

Moreover, suppose for simpli
ity that 	

i

(x) are eigenfun
tions of H

0

. Due to the relative phase


hange during free evolution of the system we will study only the population transfer between

eigenstates, and not relative phases (that is only 
hanges in j


i

(t)j). We 
all population distribution

for the system (3) any n-tuple d 2 R

n

su
h that (5) holds.

We asso
iate to the system a non-oriented graph G = (S;A) by (6) where S is the set of states

	

i

, i = 1; : : : ; n and the edge set A 
orresponds to the states 
oupled by the matrix B; de
ompose

this graph into 
onne
ted 
omponents G

�

= (S

�

; A

�

), � = 1; : : : ;K. We show that 
onservation

laws for ea
h 
omponent give rise to ne
essary 
onditions for 
ontrollability: if one 
an steer the

system into the population distribution d (i.e. j


"k

(T )j = d

k

k = 1; : : : ; n), then (8) holds.

Let us now eliminate from G all pairs of edges (i; j), (a; b) that 
orrespond to degenerate transi-

tions �

i

� �

j

= �

a

� �

b

and obtain some other graph

e

G. The main result states that if

e

G has not

more 
onne
ted 
omponents than G (it 
annot have less) then the ne
essary 
onditions are also

suÆ
ient. The theory is 
onstru
tive and we apply it to some �ve-level system (
f. [12℄) given by

(12). Numeri
al simulations (see (13)) sustain, on this example, the previous theory for transitions

from state 1 to state 5, from state 1 to state 2 using state 4 and �nally from states 1 and 2 to 4.

1. Introdu
tion

D�e� r�e
ent et intrins�equement multidis
iplinaire, le 
ontrôle du mouvement mol�e
ulaire par des

lasers a �et�e un but pour nombre de 
himistes (voir [2℄,[3℄, [6℄, [8℄, [10℄, [11℄, [14℄) d�es le d�ebut du

d�eveloppement des te
hnologies modernes.

Les premi�eres tentatives bas�ees sur l'intuition physique ont g�en�eralement �e
hou�e fa
e aux ph�e-

nom�enes de dispersion in
ontrôlable de l'�energie dans les mol�e
ules. R�e
emment des m�ethodes

syst�ematiques, inspir�ees par la th�eorie du 
ontrôle optimal, ont 
ommen
�e �a se d�evelopper et

donner des r�esultats pertinents dans l'�etude de quelques ph�enom�enes simples.

Il s'agit de 
ontrôler les �equations qui interviennent dans la dynamique mol�e
ulaire. Soit don


un syst�eme (isol�e pour le moment) dont l'hamiltonien est not�e par H

0

. Ce syst�eme ob�eit aux

�equations de S
hr�odinger d�ependant du temps. Si on note par 	

0

l'�etat initial du syst�eme et par

	(t) son �etat �a l'instant t on aura alors :

i~

�

�t

	 = H

0

	; 	(t = 0) = 	

0

; k	

0

k

L

2

x

(R

3N

)

= 1: (1)

En pr�esen
e d'une intera
tion ext�erieure qui, pour nous, sera un 
hamp �ele
trique 
r�e�e par un

laser et mod�elis�e par l'intensit�e "(t) 2 R du 
hamp laser et par un 
ertain op�erateur dipolaire B

ind�ependant du temps, les �equations (de la dynamique 
ontrôl�ee) s'�e
rivent :

i~

�

�t

	

"

= H

0

	

"

� "(t)B	

"

= H	

"

; 	

"

(t = 0) = 	

0

: (2)

Le probl�eme devient alors de trouver le temps �nal T et le 
hamp "(t) 2 L

2

([0; T ℄) qui permet de

diriger dans l'intervalle [0; T ℄ le syst�eme de l'�etat initial 	

0

vers l'�etat 
ible 	

"

(x; T ) = 	


ible

(x).

2



Contrôlabilit�e de syst�emes quantiques

Il 
onvient de remarquer qu'il d�e
oule des prin
ipes d'in
ertitude qu'on ne saura jamais v�eri�er

et/ou exploiter une 
ontrôlabilit�e exa
te. En e�et, même si une pro
�edure quel
onque nous donne

en sortie exa
tement le 	


ible

(x) d�esir�e, l'�evolution libre ult�erieure du syst�eme quantique modi�e

instantan�ement 
et �etat (par une phase d�ependant du temps si 	


ible

(x) est une fon
tion propre

de H

0

et d'apr�es la formule (1) dans le 
as g�en�eral). Notons par ailleurs que "(t) 2 R, 8 t � T

garantit la 
onservation de la norme L

2

x

(R

3N

) du 	

"

(t; x).

Dans 
e 
ontexte un premier r�esultat n�egatif de 
ontrôlabilit�e exa
te n'est don
 nullement

restri
tif. On a en e�et montr�e �a partir des r�esultats de [1℄ que le 
ompl�ementaire par rap-

port �a la sph�ere unit�e de L

2

x

(R

3N

) de l'ensemble des �etats atteignables :

�

	 ; k	k

L

2

x

(R

3N

)

=

1

	

n

S

T>0

�

	

"

(T ) ; "(t) 2 L

2

([0; T ℄)

	

, est partout dense sur la sph�ere unit�e de L

2

x

(R

3N

). Au vue

de 
e r�esultat, l'�etude de la 
ontrôlabilit�e peut porter soit sur la 
ontrôlabilit�e d'un nombre �ni de

moments, soit sur la 
ontrôlabilit�e du syst�eme de dimension �nie asso
i�e. C'est la deuxi�eme voie

qu'on a 
hoisi d'explorer i
i.

Soit don
 D = f	

i

(x) ; i = 1; : : : ; ng une base orthonorm�ee pour un sous-espa
e de dimension

�nie de L

2

x

(R

3N

) qui nous int�eresse

1

et A respe
tivement B les matri
es des op�erateurs H

0

respe
-

tivement B dans 
ette base

2

. Si on note par C = (


i

)

n

i=1

les 
oeÆ
ients des 	

i

(x) dans l'expression

de la solution 	(t; x) =

P

n

i=1




i

(t)	

i

(x) alors les �equations (2) deviennent

i~

�

�t

C

"

= AC

"

� "(t)BC

"

; C

"

(t = 0) = C

0

; o�u C

0

= (


0i

)

n

i=1

; 


0i

=

Z

R

3N

	

0

	

i

dx: (3)

La 
ontrôlabilit�e du syst�eme (3) a �et�e abord�ee dans la litt�erature (voir [9℄) en ramenant le

probl�eme �a la 
ontrôlabilit�e d'un syst�eme sur l'espa
e des matri
es u nitaires de dimension n. On

a ainsi a

�es aux r�esultats g�en�eraux sur la 
ontrôlabilit�e des syst�emes bilin�eaires sur des groupes

de Lie. Cette appro
he ne 
orrespond n�eanmoins pas �a une n�e
essit�e physique, elle donne lieu �a

des 
rit�eres assez lourds �a v�eri�er et donne seulement des 
onditions suÆsantes. Finalement, il

existe une large 
lasse de syst�emes quantiques simples 
ontrôlables (dans un sens qu'on d�etaillera

ensuite) mais qui ne v�eri�ent pas les 
rit�eres propos�es. Il nous a paru don
 int�eressant d'aborder le

probl�eme en tenant 
ompte de la sp�e
i�
it�e du 
adre quantique ; on a ainsi pu trouver les 
onditions

n�e
essaires et suÆsantes pour la 
ontrôlabilit�e en dimension �nie

3

.

2. Contrôlabilit�e en dimension �nie-pr�eliminaires

Dans le 
as de la mod�elisation, la matri
e A est diagonale et B est une matri
e sym�etrique r�eelle

�a diagonale nulle. Soit �

i

, i = 1; : : : ; n, les �el�ements diagonaux de A (les �energies des �etats 	

i

)

4

.

Avant la pr�esentation des r�esultats il nous reste �a formaliser notre 
on
ept de 
ontrôlabilit�e.

Comme on a vu auparavant le syst�eme 
onserve la norme L

2


e qui dans la repr�esentation en

dimension �nie s'�e
rit (les 	

k

�etant orthonorm�ees) :

n

X

i=1

j


"i

(t)j

2

= 1; 8 t � 0: (4)

De plus le syst�eme libre ((3) ave
 "(t) = 0) fait varier les phases relatives des �etats 	

i

mais laisse

les populations des �etats propres (les j


i

j

2

) in
hang�ees.

D

�

EFINITION 1. { On appelle distribution de population pour le syst�eme (3) un d 2 R

n

tel que

d = (d

k

)

n

k=1

; d

k

� 0; k = 1; : : : ; n;

n

X

k=1

d

2

k

= 1: (5)

3
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3. Graphe de transfert et 
onditions n�e
essaires

Conform�ement �a l'intuition physique qu'on 
onfortera dans la suite par des arguments math�ema-

tiques, la matri
e B d�e
rit le transfert de population entre les di��erents �etats propres du syst�eme.

A�n de formaliser 
ette observation on introduit le graphe de transfert du syst�eme G = (S;A) o�u

l'ensemble des sommets est l'ensemble des �etats propres du syst�eme et l'ensemble des arêtes est

l'ensemble des paires d'�etats 
oupl�es par B. Comme B est sym�etrique on 
onsid�ere G non-orient�e.

G = (S;A) : S = f	

1

; : : : ;	

n

g A = f(	

i

;	

j

) ; b

ij

6= 0g: (6)

On va noter dans la suite par G

�

= (S

�

; A

�

), � = 1; : : : ;K, les 
omposantes 
onnexes de G.

Quitte �a faire des permutations sur les indi
es 
ette partition 
orrespond �a une stru
ture blo
-

diagonale de la matri
e B. On en d�eduit alors des nouvelles lois de 
onservation qui s'�e
rivent :

X

fi ; 	

i

2S

�

g

j


"i

(t)j

2

= 
onstant; 8 t 2 [0; T ℄; 8� = 1; : : : ;K: (7)

Pour justi�er (7) on v�eri�e par la d�e�nition de G et en utilisant les �equations (3) que pour

tout � = 1; : : : ;K : i~

�

�t

P

fi ; 	

i

2S

�

g

j


"i

(t)j

2

= 0. Ce
i nous permet de donner des 
onditions

n�e
essaires pour la 
ontrôlabilit�e :

LEMME 1. { Soit C

0

une 
on�guration initiale et d une distribution de population (
ible). S'il

existe T

d

et "(t) 2 L

2

([0; T

d

℄) tel que j


"k

(T

d

)j = d

k

, k = 1; : : : ; n, alors

X

fi ; 	

i

2S

�

g

j


0i

j

2

=

X

fi ; 	

i

2S

�

g

d

2

i

; 8� = 1; : : : ;K: (8)

D

�

EFINITION 2. { On dit que le syst�eme (3) est 
ontrôlable en la population si pour tout �etat C

0

et

toute distribution de population d (sauf �eventuellement un ensemble de mesure 
anonique nulle) qui

satisfont la 
ondition n�e
essaire (8) il existe T

d

> 0 et "(t) 2 L

2

([0; T

d

℄) tel que d = fj


"k

(T

d

)jg

n

k=1

.

4. Conditions suÆsantes de 
ontrôlabilit�e

A�n de donner le r�esultat prin
ipal de 
ontrôlabilit�e on introduit l'hypoth�ese suivante :

H. les 
omposantes G

�

, � = 1; : : : ;K, de G restent 
onnexes apr�es �elimination des toutes les

paires d'arêtes (	

i

;	

j

), (	

a

;	

b

) telles que �

i

� �

j

= �

a

� �

b

, (i; j) 6= (a; b).

TH

�

EOR

�

EME 1. { Sous l'hypoth�ese (H) le syst�eme (3) est 
ontrôlable en la population.

D�emonstration. { Ave
 le 
hangement de variable w

"k

(t) = e

i�

k

t




"k

(t), k = 1; : : : ; n, (3) devient :

i~

�

�t

w

"k

(t) =

X

` 6=k

"(t) e

i(�

k

��

`

)t

b

k`

w

"`

(t); k = 1; : : : ; n; w

"k

(t = 0) = 


0k

: (9)

Comme jw

"k

(t)j = j


"k

(t)j, 8 t � 0, �etudier la 
ontrôlabilit�e de (3) revient �a �etudier la 
ontrô-

labilit�e de (9). Soit W

"

(t) = (w

"i

(t))

n

i=1

. Pour all�eger l'�e
riture on supposera qu'on travaille en

unit�es atomiques (~ = 1). En vue de notre d�e�nition de la 
ontrôlabilit�e on 
omprend qu'il s'agit

en e�et de

hh

transf�erer de la population

ii

entre di��erents noeuds du graphe G (la quantit�e totale

de population restant 
onstante).

Dans tout 
e qui suit pour simpli�er la pr�esentation on �etudie seulement le 
as G 
onnexe (K = 1)

et �

i

� �

j

6= �

a

� �

b

, 8 (i; j) 6= (a; b), le 
as g�en�eral n'apportant pas de 
on
epts nouveaux

5

.

4



Contrôlabilit�e de syst�emes quantiques

D�e�nissons un transfert �el�ementaire de � unit�es de population entre les modes 	

k

et 	

`

par :

jw

"k

(T )j

2

= jw

"k

(0)j

2

� �; jw

"`

(T )j

2

= jw

"`

(0)j

2

+ �; jw

"i

(T )j = jw

"i

(0)j; 8 i 6= k; ` ; (10)

alors il est fa
ile �a voir que notre probl�eme de

hh

transfert de population

ii

peut être d�e
ompos�e en

(au plus) n� 1 transferts �el�ementaires de population entre les modes propres.

Il nous reste �a montrer que pour 
haque transfert tel que b

k`

6= 0 on peut trouver T

k`

> 0 et une

telle transformation dans l'intervalle [0; T

k`

℄. Choisissons "(t) =

1

p

r

k`


os(�

k

� �

`

)t. Alors on peut

�e
rire

6

la solution de (9) sous forme ve
torielle :

W

"

(pT ) ' e

�iMT

W

"

(0); o�u M =

�

(Æ

ak

Æ

b`

+ Æ

a`

Æ

bk

)

b

k`

r

k`

2

�

n

a;b=1

: (11)

A�n d'obtenir la 
ontrôlabilit�e exa
te on montre un r�esultat de 
ontrôlabilit�e lo
ale (en la popu-

lation) par une analyse faisant intervenir le th�eor�eme des fon
tions inverses dans le même esprit

que [1℄, p. 579 (voir [13℄). On trouve ensuite le 
oeÆ
ient r

k`

qui r�ealise le transfert exa
t pour la

dynamique donn�ee par la matri
e M puisque la dynamique est maintenant r�eduite �a deux �etats.

Remarque 1. { L'hypoth�ese (H) admet une interpr�etation physique : le syst�eme n'a pas de

d�eg�en�eres
en
e de transitions. D'ailleurs on peut donner tr�es fa
ilement des exemples o�u dans

l'absen
e de 
ette hypoth�ese le syst�eme n'est pas 
ontrôlable. Il faut n�eanmoins noter que dans les


as ren
ontr�es dans la pratique (voir [9℄, [12℄) 
ette hypoth�ese (H) est v�eri��ee

7

.

Remarque 2. { Même si notre d�emar
he est 
onstru
tive elle n'est pas optimale ; il est en

e�et fa
ile de voir qu'on peut r�eduire le temps n�e
essaire pour arriver �a la 
ible en faisant des

transformations �el�ementaires simultan�ees

8

. On 
onje
ture n�eanmoins que pour le type de 
ontrôle

utilis�e la norme L

2

de "(t) qui r�ealise le transfert reste 
onstante.

5. Appli
ation

Comme appli
ation des r�esultats 
i-dessus on �etudiera un exemple de syst�eme �a 
inq niveaux

(voir [12℄). On verra que la 
ontrôlabilit�e est fa
ilement v�eri�able par notre m�ethode et on prof-

itera du 
ôt�e 
onstru
tif de la th�eorie pour quelques illustrations num�eriques. Les repr�esentations

matri
ielles des op�erateurs et le graphe de transfert 
orrespondant sont respe
tivement :

A =

0

B

B

B

�

1:0 0 0 0 0

0 1:2 0 0 0

0 0 1:3 0 0

0 0 0 2:0 0

0 0 0 0 2:15

1

C

C

C

A

; B =

0

B

B

B

�

0 0 0 1 1

0 0 0 1 1

0 0 0 1 1

1 1 1 0 0

1 1 1 0 0

1

C

C

C

A

; G : (12)

Comme G est �evidement 
onnexe et de plus l'hypoth�ese (H) est v�eri��ee on en d�eduit la 
on-

trôlabilit�e en la population. Quelques exemples de transfert de population entre les �etats propres

du syst�eme sont donn�es ensuite. Dans tous les 
as on met en �eviden
e l'�evolution des j


i

(t)j

2

,

i = 1; : : : ; 5. Pour all�eger l'�e
riture on va noter le transfert d�esir�e par

�

j


i

(0)j

2

�

5

i=1

!

�

j


i

(T )j

2

�

5

i=1

.

On pr�esente ensuite des r�esultats pour des transferts de population :

1. dire
t : de l'�etat 1 �a l'�etat 5 : (1; 0; 0; 0; 0)! (0; 0; 0; 0; 1) (trivial) ;

2. indire
t : de l'�etat 1 �a l'�etat 2 par l'�etat 4 : (1; 0; 0; 0; 0)! (0; 1; 0; 0; 0) (simple) ;

5
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3. 
oop�eratif : des �etats 1 et 2 vers l'�etat 4 :

�

1

3

;

2

3

; 0; 0; 0

�

! (0; 0; 0; 1; 0) (int�eressant).

(13)

Remarque 3. { La vitesse de transfert est essentiellement d�etermin�ee par la matri
e B : en

regardant le temps n�e
essaire pour les trois exp�erien
es on note que pour des 
ontrôles de même

ordre en taille L

1

la deuxi�eme prend deux fois plus de temps puisque la population doit passer de

	

1

�a 	

4

et de 	

4

�a 	

2

, 
e qui peut être r�ealis�e par deux simulations 
ons�e
utives du premier type.

Remarque 4. { Ave
 des valeurs en O(1) dans la matri
e B pour avoir une pr�e
ision de l'ordre

10

�2

notre m�ethode requiert heuristiquement un

hh

p

ii

de l'ordre O

�

10

�2

�


e qui est 
onsistant

ave
 les temps obtenus et du même ordre que 
e qui est obtenu dans la litt�erature (voir [12℄).

1

Cet espa
e r�esulte de la mod�elisation, les fon
tions 	

i

(x) �etant g�en�eralement les premi�eres fon
tions propres de

H

0


onstruites �a partir d'un 
al
ul pr�ealable ou en
ore d'une mod�elisation bas�ee sur des observations.

2

On suppose que B est tel que b

ii

= 0, i = 1; : : : ; n ; pour le 
as g�en�eral voir [13℄.

3

voir aussi [4℄, pp. 28{37, pour une pr�esentation de la probl�ematique.

4

On peut montrer que les 
on
lusions restent vraies ave
 des adaptations triviales dans le 
as d'une base quel
onque :

par un 
hangement de base on peut rendre en e�et A diagonale ; les �el�ements r�eels (
ar H

0

est hermitien) ainsi

obtenus sur la diagonale seront assimil�es aux �energies �

i

employ�ees dans la suite ; pourtant dans 
e 
as g�en�eral les

j


i

j

2

n'ont pas le sens 
lassique de population.

5

on d�e
ompose le syst�eme en plusieurs sous-syst�emes qu'on traite ind�ependamment.

6

l'approximation h�euristiquement en O

�

1

p

�

devient exa
te dans la limite p!1.

7

Dans 
ertaines situations o�u notre th�eorie ne s'applique pas il existent des r�esultats partiels positifs ; 
'est le 
as

de l'os
illateur harmonique (voir [7℄). Notons 
ependant dans [7℄ le besoin d'un r�egime perturbatif parti
ulier.

8

Cette appro
he peut être rendue rigoureuse par des te
hniques venant de la th�eorie des transports distributifs sur

des graphes, voir [5℄ et [13℄.
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