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t♦ ❛ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❝❛❧❧❡❞ ✬✐s♦❝❤r♦♥❛❧ ✜❜r❛t✐♦♥❵ ✭❲✐♥❢r❡❡✱ ✷✵✵✵✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✽ ✐❧✲
❧✉str❛t❡s t❤✐s ♥♦t✐♦♥✳ ❆♥ ✐s♦❝❤r♦♥ ❤❛s t❤❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❛ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✜❜r❡
✇❤❡♥ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ✐s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ❛♥❞ ♦❢ ❛ s✉r❢❛❝❡ ✭♠❡♠❜r❛♥❡✮ ✇❤❡♥ t❤❡
st❛t❡ s♣❛❝❡ ✐s ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ■t✬s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s n− 1 ✇❤❡♥ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ✐s ❛
♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳
❍✐st♦r✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ✜rst ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦❝❤r♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡
❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs
t♦ ♣❡r✐♦❞✐❝ st✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❤♦t♦s❡♥s✐t✐✈✐t②
♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❛❞✐❛♥ t✐♠❡✲s❡♥s❡ ✐♥ ❉r♦s♦♣❤✐❧❛ ♣s❡✉❞♦♦❜s❝✉r❛ ✭❲✐♥❢r❡❡✱ ✶✾✻✼✮ ❛♥❞
t❤❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❛t ♥♦t✐♦♥ ✐♥ r❡s♣✐r❛t♦r② ♣❤②s✐♦❧♦❣② ❝♦♥❝❡r♥❡❞ t❤❡
❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡s♣✐r❛t♦r② r❤②t❤♠ ✐♥ ❝❛t ✭❉✐♥❤ ❡t ❛❧✱ ✶✾✽✸✮✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐s♦❝❤r♦♥s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❛ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ❛r❡❛
♦❢ ✐s♦❝❤r♦♥s✱ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t❡♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s❧♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥s ♦❢ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r❡❞✐❝t ✐ts ❢✉t✉r❡
st❛t❡ ❛❢t❡r ❜❡✐♥❣ ♣❡rt✉r❜❛t❡❞✱ t❤✉s ❛♥t✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐ts r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❧✐♠✐t



✸

❝②❝❧❡✶✳ ❲❡ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
r❡s♣♦♥s❡ t♦ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❚❤✐s ❛❧✲
❧♦✇s ✉s t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ ❢❛st ❛♥ s❧♦✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥s✳
❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦❝❤r♦♥s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞♦♥❡ ✈✐❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s
✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✭❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s②st❡♠✮ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡♠ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ❉❡♠♦♥❣❡♦t ❡t ❛❧✳ ✭❉❡♠♦♥❣❡♦t ❡t ❛❧✱
✷✵✵✼❜✱❛❀ ●❧❛❞❡ ❡t ❛❧✱ ✷✵✵✼❀ ❋♦r❡st ❡t ❛❧✱ ✷✵✵✼✮ ✐♥❢❡r ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧✲❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs
s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥❛❧ ✜❜r❛t✐♦♥ t❡♥❞s t♦ ✜t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✢♦✇
✇❤❡♥ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♣❛rt ✐s ❞♦♠✐♥❛♥t✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r② ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢
t❤❡ ❛ttr❛❝t♦r✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ✭❉❡♠♦♥❣❡♦t ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s❡✱ ✷✵✵✻✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡
❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥s ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
s②st❡♠s✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❖s✐♥❣❛ ❛♥❞ ▼♦❡❤❧✐s ✭❖s✐♥❣❛ ❛♥❞ ▼♦❡❤❧✐s✱ ✷✵✵✾✮ ♣r♦♣♦s❡❞
❛ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐s♦❝❤r♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✇♦✲♣♦✐♥t ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡♥
♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡
❛ttr❛❝t♦r✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♠♦r❡ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✐s♦❝❤r♦♥s ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡r✲
st❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s s❤♦✇✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✳ ▲✐♠✐t ❝②❝❧❡s ❛♣✲
♣❡❛r ✐♥❞❡❡❞ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✐♥ ♥✉♠❡r♦✉s ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ ♥❡✉r❛❧
♥❡t✇♦r❦s ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ ♠❛♥② r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♥♦t❛❜❧② ❞❡♠♦♥✲
str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✐s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜②
❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s ✭♦✈❡r ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ✭❉✐♥❤
❡t ❛❧✱ ✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✭❇✉❞❡❧❧✐ ❡t ❛❧✱ ✷✵✶✵✮ ✕t✐♠❡ ✭❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✕s♣❛❝❡✮
♠♦❞❡❧s✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ r❡❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭❘❡②❡s✱ ✷✵✵✸✮✳ ■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
❝❛s❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧s ✭❧✐❦❡ ✐♥ ❍♦♣✜❡❧❞✲❧✐❦❡ ♥❡t✇♦r❦s✮✱ t❤❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠s s❤♦✇✐♥❣ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s
✭❊❧❡♥❛ ❡t ❛❧✱ ✷✵✵✽❀ ❉❡♠♦♥❣❡♦t ❡t ❛❧✱ ✷✵✵✾❀ ❇❡♥✲❆♠♦r ❡t ❛❧✱ ✷✵✵✾❀ ❊❧❡♥❛✱ ✷✵✵✾✮✳

❲❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝ ♣❡♥❞✉❧✉♠
❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✐ts ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥❛❧
✜❜r❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s ❡✐t❤❡r s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✈❛♥
❞❡r P♦❧ s②st❡♠ ♦r t❤❡ ❲✐❧s♦♥✲❈♦✇❛♥ s②st❡♠✮ ♦r ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡
P❋❑ s②st❡♠✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥❛❧ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ♦❢ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝ ♣❡♥❞✉❧✉♠ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛❧ ❧✐♥❡❛r
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ▲♦r❡♥③ ❛ttr❛❝t♦r✳ ■♥
t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ✇❡ ❧♦♦❦❡❞ ❛t t❤❡✐r s❤❛♣❡s ✐♥ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ❜② ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝✉ts ❛♥❞
✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❜② tr✐❛♥❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ♦♥ t❤❡✐r
✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ♥♦t❛❜❧② ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ✐♥ ❝②❝❧✐❝ ❜✐♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❧②❝♦❧②s✐s ✭t❤❡ P❋❑ ❋✻P✴❆❉P
✐♥❞✉❝❡❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✮ ♦r ✐♥ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❛❝t✐✈✐t② t❤❛t ♦❝❝✉rs ❞✉r✐♥❣
♠♥❡s✐❝ ❡✈♦❝❛t✐♦♥✳

✶ ■❢ ✇❡ ❞♦ ❦♥♦✇ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐s♦❝❤r♦♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ s②st❡♠ ✐s t❤❡♥ ✇❡ ❦♥♦✇ ✐♥
✇❤✐❝❤ ♣♦✐♥t ❤❡ ✇✐❧❧ ❥♦✐♥ t❤❡ ❛ttr❛❝t♦r



✹

✷ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐s♦❝❤r♦♥

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♣❛❝❡ E ⊂ R
n ♦❢ ❛❧❧ st❛t❡s ♦❢ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ❛♥❞

t❤❡ t✐♠❡s s❡t T ⊂ R ✭❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ ✵✮✳ ❆ ✢♦✇ ϕ ✐s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t E × T ♦♥t♦ E s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ∀x ∈
E,∀s, t ∈ T ✱ t❤❡♥✿ ✭✐✮ ϕ(x, 0) = x✱ ✭✐✐✮ ϕ(ϕ(x, t), s) = ϕ(x, t+ s)✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t
♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ x(t) ✇❤✐❝❤ st❛♥❞s ❢♦r ϕ(x, t) ✐s ❝❛❧❧❡❞ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② x(0) = x✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ x(t) ✐s t❤❡ st❛t❡ ♦❢
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ❛t t✐♠❡ t s✉❝❤ t❤❛t ✐ts st❛t❡ ❛t t✐♠❡ 0 ✐s x✳ ❚❤❡ ♦r❜✐t ♦❢ ❛
st❛t❡ y ✐t❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✢♦✇ ϕ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts Oϕ(y) = {ϕ(y, t), t ∈ T}✳ ❲❡
❞❡✜♥❡ t❤❡ ❇✐r❦❤♦✛ ❧✐♠✐t s❡t L(x) ♦❢ ❛♥② st❛t❡ x ♦❢ E t❛❦❡♥ ❛s ✐♥t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♦❢ x(t)✱ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤✐s tr❛❥❡❝t♦r②✳ ■❢ B(y, ε)
❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ y ❧❡ss t❤❛♥ ε ✭B(y, ε) ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦
{y} ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❛s❡✮✿ L(x) = {y ∈ E;∀ε > 0,∀t ∈ T, ∃s ∈ T / s > t ❛♥❞
Oϕ(ϕ(x, s)) ∩B(y, ε) 6= ∅}
❚❤❡ ❛ttr❛❝t♦r ❜❛s✐♥ B(A) ♦❢ ❛ s✉❜s❡t A ♦❢ E ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
x ♥♦t ✐♥ A✱ ❜✉t s✉❝❤ ❛s L(x) ⊂ A✳
❇② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② t♦ ❡①❧✉❞❡ A ❢r♦♠ B(A)✱ ✇❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✲
✐t② t♦ ❞❡s✐❣♥❛t❡ ❜② ❛ttr❛❝t♦rs t❤❡ ❝❧♦s❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ s②st❡♠
✭❧✐❦❡ t❤❡ ▲♦t❦❛✲❱♦❧t❡rr❛✮✳
▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ L(A) = ∪x∈AL(x)✳ A ✐s t❤❡ s❡t A ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
s❤❛❞♦✇ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✭❇♦✇❡♥✱ ✶✾✼✺✮✳ ❆♥ ❛ttr❛❝t♦r A ✈❡r✐✜❡s ✭❈♦s♥❛r❞ ❛♥❞ ❉❡✲
♠♦♥❣❡♦t✱ ✶✾✽✺❜✱❛✮✿
✐✮ A ✐s ❛ ✜①❡❞ s❡t ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ s❡t ♦♣❡r❛t♦r L ◦B : A = L(B(A))✱
✐✐✮ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s❡t C s✉❝❤ ❛s A ⊂ C ⊂ A,C 6= A✱ ✈❡r✐❢②✐♥❣ ✐✮✱
✐✐✐✮ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s❡t D ⊂ A,D 6= A, ✈❡r✐❢②✐♥❣ ✐✮ ❛♥❞ ✐✐✮✳
❆♥ ❛ttr❛❝t♦r A ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✜rst❧② ✐♥ ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ✐ts ❜❛s✐♥ ❢r♦♠ ❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥♦t ✐♥ A✱
❜✉t ✜♥✐s❤✐♥❣ t❤❡✐r ❧✐❢❡ ✐♥ A✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧② t♦ r❡str✐❝t t❤❡♠ t♦ t❤❡✐r ❡♥❞s ♦❢ ❧✐❢❡
✭❋✐❣✉r❡ ✶✮✳
❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❤❛❞♦✇ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥s✐❞❡ ❛♥ ❛ttr❛❝t♦r ❛❧❧ t❤❡
♣♦✐♥ts ❛t ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐st❛♥❝❡ 0 ❢r♦♠ t❤❡ ❛ttr❛❝t♦r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣
❞✐st❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛①❡❞ t♦ ❛ q✉❛s✐✲♣s❡✉❞♦♠❡tr✐❝✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❜❡❧♦✇
k ❞✐✛❡r❡♥t ❜✐ts t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❜✐ts ✐s 0✳ ❚❤✐s ✐s ❞❡✜♥❡❞
❜② t❤❡ q✉❛s✐✲♣s❡✉❞♦♠❡tr✐❝ dHk

(x, y) = Max(0, ndiff − k)✱ ✇❤❡r❡ ndiff ✐s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✐ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t dH0

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✳
❲❤❡♥ q✉❛s✐✲♣s❡✉❞♦♠❡tr✐❝s ❛r❡ ✉s❡❞✱ ♦♥❡ t❤r♦✇ t❤❡ ❛①✐♦♠s ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦❢
✐♥❞✐s❝❡r♥✐❜❧❡s✱ ✐✳❡✳ d(x, y) = 0 ❢♦r s♦♠❡ x 6= y✱ ❛♥❞ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s
♥♦t ✈❡r✐✜❡❞ ❞✉❡ t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ndiff − k ✭r♦✉❣❤✲❣r❛✐♥ ❜❡❧♦✇ k✱ ✜♥❡✲❣r❛✐♥ ♦t❤❡r✇✐s❡✮✳

▲❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛ttr❛❝t♦r A ✐s ❛ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜②
p t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡✱ A = {a0, a1 = ϕ(a0, 1), ..., , ap−1 = ϕ(a0, p−1)}
❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ψ ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ t❤❡ s❡t S = {0, ..., τ−1}✳
❇② ❞❡♥♦t✐♥❣ Ts = {t ∈ T/t = s+ kτ}k∈N,s∈S ✇❡ ❤❛✈❡✿ T = ∪s∈STs✳
❚❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥ Is ♦❢ ♣❤❛s❡ s ✐s t❤❡ ❛ttr❛❝t♦r ❜❛s✐♥ ♦❢ {ψ(s) = as} ❢♦r t❤❡ ✢♦✇
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ϕs ✭❡q✉❛❧ t♦ ϕ ♦♥ E × Ts✮ ❛♥❞ B(A) = ∪s∈SIs✳ ■❢ T = R+ ✭t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧
♥✉♠❜❡rs s❡t✮✱ Is ✐s tr❛♥s✈❡rs❛❧ t♦ A✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ✈❡❝t♦r t♦ Is ❛t t❤❡ st❛t❡
as ✐s ♥♦t t❛♥❣❡♥t t♦ A ✭●✉❝❦❡♥❤❡✐♠❡r✱ ✶✾✼✺❀ ❋r❡✐r❡ ❡t ❛❧✱ ✷✵✵✼✮✳

✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦❝❤r♦♥s

❆❧❧ ♣♦✐♥ts ❞❡❧❛②❡❞ ❜② ❛ ♣❡r✐♦❞ T ✭♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡✮ ❛r❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡
✐s♦❝❤r♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛t❡♥t ♣❤❛s❡ ✷✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ✉s✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❤❛t❡✈❡r t❤❡ ♥✉♠❡r✐✲
❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐s✱ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥
♦❢ ❛ ❝❤♦s❡♥ ♣❤❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✈❡r✐❢②✐♥❣✱ ✇❤❡♥ t❤❡② ❝♦♥✈❡r❣❡ ✉♥t✐❧ t❤❡
❛ttr❛❝t♦r ✈✐❛ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠✱ ✐❢ t❤❡② ❛❞♠✐t t❤❛t ♣❤❛s❡
♦❢ t❤❡ ❛ttr❛❝t♦r ♦♥❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧✐♠✐t✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡
♣♦ss✐❜❧❡✿ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ ✐t ✐♥ s♠❛❧❧ ❛r✲
❡❛s✱ ❛ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡✱ ♦r ❛ ❧♦❝❛❧ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❛ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡❛ ❛❧♦♥❣ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣♦✐♥ts
❛❧r❡❛❞② ❢♦✉♥❞❡❞ ✭❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ♣❛✐♥t❜r✉s❤✮✳ ❲❡ ♣✉❧❧ ♦✉t ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡
st❛t❡ s♣❛❝❡ r❛♥❞♦♠❧②✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s ✉♥t✐❧ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② r❡❛❝❤❡s ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ❛ ♣♦✐♥t ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛
♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ ✜①❡❞ t❤✐❝❦♥❡ss 10−k ♦❢ t❤❡ ❛ttr❛❝t♦r✱ ✇❤❡r❡ k ✐s ❛ t❤✐❝❦♥❡ss
♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❛ttr❛❝t♦r ✐s ♠❡♠♦r✐③❡❞✳ ❚❤✐s ♣❤❛s❡
♠✐♥✉s t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❛r❡st ✐s♦❝❤r♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ t♦❧❡r❛♥❝❡
✈❛❧✉❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t❤✐s ♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣
♦♥ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥ ♦r ♥♦t✳ ❚❤✐s t♦❧❡r❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ T

2np
✭✜❣✉r❡ ✷✮ ✇❤❡r❡

T ✐s t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ❛ttr❛❝t♦r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡✱ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐s♦❝❤r♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ p ∈ [1,+ inf[ ✐s ❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

✸✳✶ ❇✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s

✸✳✶✳✶ ❙②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐❝❛❧ s②st❡♠s

■♥ 2✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✱ ✐s♦❝❤r♦♥s ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ s②s✲
t❡♠s ✭❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡✐r ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s✮ ❛r❡ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞
❛♥❞ t❤❡✐r ✐s♦❝❤r♦♥s ❝♦rr❡❝t❧② ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t♦ ♥♦♥✲
s②♠♠❡tr✐❝❛❧ s②st❡♠s ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳ ❚❤❡ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝ ♣❡♥❞✉❧✉♠ ✭❉❡♠♦♥❣❡♦t
❡t ❛❧✱ ✷✵✵✼❜✱❛❀ ●❧❛❞❡ ❡t ❛❧✱ ✷✵✵✼❀ ❋♦r❡st ❡t ❛❧✱ ✷✵✵✼✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
λω✲s②st❡♠ ✭▼✉rr❛②✱ ✶✾✾✸✮✱ ✐s ❛ t②♣✐❝❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ s②st❡♠ ✇❤♦s❡
✐s♦❝❤r♦♥s ❛r❡ r❛❞✐❛❧❧② ❞✐s♣♦s❡❞✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✭✺✮✳ ❚❤❡
❱❛♥ ❞❡r P♦❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ ✭❘✐❣❤t✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
s②st❡♠ dx/dt = y✱ dy/dt = −x + µy(1 − x2) ❛♥❞ µ = 2✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐ts
✐s♦❝❤r♦♥s ♥❡❡❞s ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ ❛r❡❛s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡

✷ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ✐s♦❝❤r♦♥❛❧ ✜❜r❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ✜❣✉r❡ ✶✽ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s✳



✻

✐s♦❝❤r♦♥s ✭✐✳❡✳✱ ❛t t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡❧❡ss ♣♦✐♥t (0, 0)✮ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡
r✐❣❤t ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❛ttr❛❝t♦r ✭❋✐❣✉r❡ ✸ ❘✐❣❤t✮✳

✸✳✶✳✷ ◆♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝❛❧ s②st❡♠s✿ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ P❤♦s♣❤♦❢r✉❝t♦❦✐♥❛s❡

❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠

■♥ ❘✐❝❝✐ ✭✶✾✾✺✮✱ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ P❋❑ ✭P❤♦s♣❤♦❢r✉❝✲
t♦❦✐♥❛s❡✮ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ■t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s✉❜str❛t❡✱ t❤❡ ❋✻P ✭❋r✉❝t♦s❡✻✲♣❤♦s♣❤❛t❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✱
t❤❡ ❆❉P ✭❆❞❡♥♦s✐♥❡ ❉✐♣❤♦s♣❤❛t❡✮✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② dx/dt = A − L✱ dy/dt =

R(L−Ny) ✇✐t❤ L(x, y) = x((1+x)n−1(1+Dy)nL0C(1+Cx)n−1)
((1+x)n(1+Dy)n+L0(1+Cx)n) ❛♥❞ R = 10P ✳ ❚❤❡

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥s ♦❢ t❤❡ P❋❑ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ L0 = 3000✱ n = 3✱ C = 0.02✱ D = 1✱ A = 0.1✱
N = 0.01 ❛♥❞ P = 3✳ ❚❤❡ P❋❑ s②st❡♠ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡
✇✐t❤ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ttr❛❝t♦r ✇❤❡r❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✐s ✈❡r② ❢❛st✳ ❚❤✐s ❜❡✲
❤❛✈✐♦✉r ♠❛❦❡s t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛r❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠✳
❲✐♥❢r❡❡ ✭✷✵✵✵✮ ✇r♦t❡✿ ✏■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥ str✉❝t✉r❡ ✐s ♣♦♦r❧② r❡s♦❧✈❡❞
♥❡❛r t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥s✬ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳✳✳ ❚❤❛t ✐♠♣❧✐❡s ✉♥✉s✉❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣
♣❤❛s❡ ✇✐t❤ ❛❞❡q✉❛t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♥❡❛r t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ■t ❛❧s♦ ♠❡❛♥s
t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r② s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s t❤❛t
❝❤r♦♥✐❝❛❧❧② ❛✤✐❝t ❛♥② r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✑✳ ❚❤✐s
✐s ✐♥❞❡❡❞ ✇❤❛t ❋✐❣✉r❡ ✹ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s✳ ❲❡ t❡st❡❞ s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♣r❡❝✐✲
s✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡t✇❡❡♥ 1 ❛♥❞ 1000✳ ❚❤❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡s ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛r❡ s❤♦✇♥
✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✭1✮ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤❡st ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✭1000✮ ♦♥ t❤❡
r✐❣❤t✳ ❲❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❤❡r❡ ✸✵ ✐s♦❝❤r♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r ✈❡r② t✐❣❤t❡♥❡❞ ✐♥ s♦♠❡
r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ✷ ✜❣✉r❡s ❛♣♣❡❛rs
❛ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✐s♦❝❤r♦♥s s❡❡♠ t♦ ❜❡ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ❛♥❞ ♣♦♦r❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❡✈❡♥ ❛t
❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❛t❡♥t ♣❤❛s❡s ❛r❡ ♥♦t
s♦ ❝❧❡❛r❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡✐r ✐s♦❝❤r♦♥s✱ s♦ t❤❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ✐s ❧♦st✳
❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐s♦❝❤r♦♥s ♦❢ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s ❛r❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✜❜r❡s✱ ❜✉t
✬r❡❛❧ ♦♥❡s✬✱ ✐✳❡✳✱ t❤♦s❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✭r❡s♣✳ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ♥❛t✉r❛❧ s②st❡♠s✮ ❛r❡ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦rs ✭r❡s♣✳
♥❛t✉r❛❧ ♥♦✐s❡ ♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥✮ ✐♥ s✉❝❤ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❛r❡❛s✳

✸✳✷ ❚r✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s

❚❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥s ♦❢ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s ❛r❡ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉r❢❛❝❡s✳ ❲❡ ✉s❡❞
t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ❢♦r ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✳ ❲❤❡♥ ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢
s♦❧✈❡❞ ♣♦✐♥ts ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✭❡✳❣✳✱ ❛❜♦✉t 4.106 ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ ▲♦r❡♥③ ♣❡♥❞✉❧✉♠✮✱
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s✳ ❙✉❝❤ ❛ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐s ❤❛r❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❛♥❞ t♦
✈✐s✉❛❧✐③❡ ✸✱ s♦ ✇❡ ✉s❡❞ ♠❡s❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞
r❡♥❞❡r t❤❡♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝✉ts ✐♥ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥❛❧

✸ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✭r♦t❛t✐♦♥s✱ ③♦♦♠s✱ ✳✳✳✮ ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧ r❡♥❞❡r✐♥❣ ✭❧✐❣❤ts ❛♥❞ s❤❛❞♦✇s✮ ♦❢ t❤❡ s✉r✲
❢❛❝❡



✼

s✉r❢❛❝❡ ❛❧❧♦✇ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡✐r ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ s❤❛♣❡s✳ ❚✇♦
s②st❡♠s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✿ t❤❡ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝ ♣❡♥❞✉❧✉♠✲❧✐❦❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡
▲♦r❡♥③ s②st❡♠✳

✸✳✷✳✶ ❆♥❤❛r♠♦♥✐❝ ♣❡♥❞✉❧✉♠✲❧✐❦❡ s②st❡♠

❲❡ ❛❞❞ ❛ t❤✐r❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝ ♣❡♥❞✉❧✉♠✳ ❚❤❡ 3rd

❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛①❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ (xy)✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠✿ dx/dt = y+x(1−x2−y2)✱ dy/dt = −x+y(1−x2−y2)
❛♥❞ dz/dt = −kz ✇✐t❤ k > 0✳ ❆s t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡
❛ttr❛❝t♦r✱ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥s ♦❢ t❤✐s s②st❡♠ ❛r❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❤❛❧❢✲♣❧❛♥❡s ✐♥ t❤❡ z ❛①✐s✳
❚❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥s ♦❢ t❤✐s s②st❡♠ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳

✸✳✷✳✷ ▲♦r❡♥③ s②st❡♠

❚❤❡ str❛♥❣❡ ❛ttr❛❝t♦r ♦❢ ▲♦r❡♥③ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ♠❛✐♥ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♦s t❤❡♦r②✳
❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠✿ dx/dt = σ(y − x)✱ dy/dt =
ρx−y−xz ❛♥❞ dz/dt = xy−βz✳ ❲❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐ts ✐s♦❝❤r♦♥❛❧ ✜❜r❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭σ = 10✱ ρ = 350✱ β = 8/3✮ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✭❛ ♣❡r✐♦❞✐❝
❛ttr❛❝t✐✈❡ ♦r❜✐t ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞✮ ♦❢ ♣❡r✐♦❞ T = 0.37 ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ❧♦♦♣✱
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❝❤❛♦t✐❝ ♦♥❡✳ ■s♦❝❤r♦♥s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s✉r❢❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
st❛t❡ s♣❛❝❡ ✭❲✐♥❢r❡❡✱ ✷✵✵✵✮✳ ❚❤❡② ❛♣♣❡❛r ❛s ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤
q✉❛s✐✲♣❧❛♥❛r ♣❛rts ❛♥❞ r❡❣✐♦♥s ♦❢ str♦♥❣ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞
t❤❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥s
❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ♦✈❡r❧❛♣s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳

✹ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝

♣❡♥❞✉❧✉♠

■s♦❝❤r♦♥❛❧ ✜❜r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ t❡♠♣♦✲
r❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s②st❡♠ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛s ❛ t✐♠❡ st❡♣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❚
♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ s❡t Ts ✭✇❤❡r❡ s ✐s t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥✮
t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✢♦✇ ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ✉s
t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤❛s❡ ✭t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ♦♥
t❤❡ s❛♠❡ ✐s♦❝❤r♦♥✮ ✉♥t✐❧ t❤❡✐r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡
❛ttr❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡
✐s♦❝❤r♦♥ ✇✐❧❧ t❡♥❞ t♦ ③❡r♦ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s t❡♥❞s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝ ♣❡♥❞✉✲
❧✉♠✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s✿ ✐t ✐s s✐♠♣❧❡✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❤♦♠♦✲
❣❡♥❡♦✉s s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✐ts ✐s♦❝❤r♦♥s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐❡st ❡①♣r❡ss✐♦♥✿
t❤❡② ❛r❡ r❛❞✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ ✐t ❛r❡✿
dx/dt = y+x(1−x2−y2)✱ dy/dt = −x+y(1−x2−y2) ❛♥❞ t❤❡✐r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s

s♦❧✉t✐♦♥s ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭❉❡♠♦♥❣❡♦t ❡t ❛❧✱ ✷✵✵✼❛✮✮ ❛r❡✿ x(t) = ρ0e
t cos (t−θ0)√

1+ρ2

0
(e2t−1)

✱



✽

y(t) = −ρ0e
t sin (t−θ0)√

1+ρ2

0
(e2t−1)

✇✐t❤ (ρ0, θ0) t❤❡ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦

(x(0), y(0))✳
▲❡t ψ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦♥ ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r
k ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛ttr❛❝t♦r ψ ✐s ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜②✿ ■❢ (x(0), y(0)) ∈ ψ t❤❡♥

∀k ∈ N∗
∫ kT

0
dx
dt
dt = ∆kT

0 x = 0 ❛♥❞
∫ kT

0
dy
dt
dt = ∆kT

0 y = 0 ✇✐t❤ T > 0✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ∆kT
0 x = ρ0

cos (kT−θ0)e
kT√

1+ρ2

0
(e2kT −1)

− cos (θ0) = 0 ❛♥❞

∆kT
0 y = ρ0

sin (kT−θ0)e
kT√

1+ρ2

0
(e2kT −1)

− sin (θ0) = 0 ✇✐t❤ T > 0✳

❆s ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ρ0 = 1 ❛♥❞ θ0 = 0 ✐s ❛ ♣♦✐♥t
❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛ttr❛❝t♦r✱ s♦ ✇❡ ❤❛✈❡ T = 2π✳
▲❡t ✉s ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❡♥t✐t✐❡s ∆T

0 x ❡t ∆T
0 y r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡

✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ x ❛♥❞ y ❛❢t❡r ♦♥❡ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✹✳ ❙♦✱ x(T ) = x(0) + ∆T
0 x ❛♥❞

y(T ) = y(0) + ∆T
0 y✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ xn+1 = x(T )✱ xn = x(0) ❛♥❞

✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r y✳ ❇② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✐♥ ∆T
0 x ✭r❡s♣✳ ∆T

0 y✮ ρ0 cos (θ0) ✭r❡s♣✳
ρ0 sin (θ0)✮ ❜② xn ✭r❡s♣✳ yn✮ ❛♥❞ ρ

2
0 ❜② (x2

n+y2
n)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡

s②st❡♠✿ xn+1 = xn ∗ e2π√
1+(x2

n
+y2

n
)∗(e4π−1)

❛♥❞ yn+1 = yn ∗ e2π√
1+(x2

n
+y2

n
)∗(e4π−1)

✳

■t ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ s❡r✐❡s ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐s♦❝❤r♦♥s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❡q✉❛❧❧②
♣❤❛s❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥ts (x0, y0) ❢❛r ❢r♦♠ ❛♥❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❛ttr❛❝t♦r ✭❋✐❣✲
✉r❡ ✼✮✳

✺ ❇r✐❞❣❡s ♦✈❡r t❤❡ ❛ttr❛❝t♦rs✿ ●✉❝❦❡♥❤❡✐♠❡r✬s ❡✛❡❝t

■♥ t❤❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❛ttr❛❝t♦r✱ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
✢♦✇ ❜❡❝♦♠❡s ❞♦♠✐♥❛♥t ✭❛♥❞ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛♣♣❡❛r ❧✐❦❡ ❛♥ ♦♥✐♦♥ str✉❝t✉r❡✮✱
s♦ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥s t❡♥❞ t♦ ✜t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✭❉❡♠♦♥❣❡♦t ❡t ❛❧✱
✷✵✵✼❜✱❛❀ ●❧❛❞❡ ❡t ❛❧✱ ✷✵✵✼✮✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡② ❝r♦ss t❤❡✐r ❛ttr❛❝t♦r tr❛♥s✈❡rs❡❧② ✭♣❡r♣❡♥✲
❞✐❝✉❧❛r❧②✮✱ ❛s ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✭●✉❝❦❡♥❤❡✐♠❡r✱ ✶✾✼✺✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ✇❡r❡
✇♦♥❞❡r✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✕ ❢r♦♠ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢
✈✐❡✇ ✕ ✈❡r② t✐❧t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ tr❛❥❡❝t♦r② ✭❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ s❡❡ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r P♦❧ s②st❡♠ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ ♦r t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡
P❋❑ s②st❡♠ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✮✱ ❝r♦ss t❤❡✐r ❛ttr❛❝t♦r✳ ❲❡ r❛♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ s♦❧✈❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✭precision ≥ 107 ⇒ tolerance → 0✮✱
2 ✐s♦❝❤r♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r P♦❧ s②st❡♠ ✭✐ts ✐s♦❝❤r♦♥s ❛r❡ ♥♦t ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦
t❤❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ❧✐❦❡ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝ ♣❡♥❞✉❧✉♠✮ ✐♥ t❤❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ ♥❡✐❣❤✲
❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡✳ ❲❡ ❞✐❞ ♥♦t ❡①♣❡❝t ✇❤❛t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ✇❤❛t
✇❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ●✉❦❡♥❤❡✐♠❡r✬s ❡✛❡❝t ✿ ✐s♦❝❤r♦♥s ❢♦r♠ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
str✉❝t✉r❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝r❡s❝❡♥t s❤❛♣❡ ✭♦r ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❜r✐❞❣❡✮✱ t❤❛t ❧♦❝❛❧❧② ❜r❡❛❦s t❤❡
♠♦♥♦t♦♥② ♦❢ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥❛❧ ✜❜r❡ ✭✜❣✉r❡ ✽✮✳ ❚❤❡ ❝r❡s❝❡♥t s❤❛♣❡❞ ✐s♦❝❤r♦♥❛❧ ✜✲
❜r❡ ❝r♦ss❡s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r❧② t❤❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✜❜r❡ ✭❢❛r❡st ❢r♦♠
t❤❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡✮ ✐s st♦♥❣❧② t✐❧t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ tr❛❥❡❝t♦r② ✭❋✐❣✲
✉r❡ ✽ r✐❣❤t✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❧♦♦❦❡❞ ❛t ♦t❤❡r s②st❡♠s ❧✐❦❡ t❤❡ ▲♦r❡♥③ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡

✹ ❚❤❡s❡ ❡♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♥✉❧❧ ✇❤❡♥ ρ0 t❡♥❞s t♦ 1✳ ❚❤❡ ❛ttr❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝ ♣❡♥❞✉❧✉♠
✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ✉♥✐t ❝✐r❝❧❡✳



✾

❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥s ❛t t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❛ttr❛❝t♦r ✐s s✐♠✐❧❛r✳ ■t
✈❡r✐✜❡s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✭❉❡♠♦♥❣❡♦t ❡t ❛❧✱ ✷✵✵✼❜✱❛❀ ●❧❛❞❡ ❡t ❛❧✱
✷✵✵✼❀ ❉❡♠♦♥❣❡♦t ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s❡✱ ✷✵✵✻✮ ❛♥❞ ✐t ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ●✉❝❦❡♥✲
❤❡✐♠❡r✬s ❛ss❡rt✐♦♥s ✭●✉❝❦❡♥❤❡✐♠❡r✱ ✶✾✼✺✮✳

✻ ▼❛①✐♠✉♠ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

❖♥❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ♦❢ s❛♠❡ ♥❛t✉r❡✱ ✐t ♠❛②
❜❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ♦❝❝✉rs ❛❢t❡r ❛
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ tr❛♥❧❛t✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs t♦ ❛♥ ♦t❤❡r r❡❣✐♦♥ ❛t t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✐✳❡✳ ❝♦♥s❡r✈✐♥❣ t❤❛t ✇❛② t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡s
✶✹ ❛♥❞ ✶✺✮✳ ❚❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥❛❧ ✜❜r❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t
♦r ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ♦❢ t❤❡ r❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛② r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❛ ♣❡rt✉r❜❛✲
t✐♦♥ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤✐s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✭r❡s♣✳ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮ ♦❢ ❡q✉❛❧❧②
❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐s♦❝❤r♦♥s ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ♠❡❛♥s ✐♥❞❡❡❞
t❤❛t t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✐s ❛ ❢❛st ✭r❡s♣✳ s❧♦✇✮ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦♥❡✳ ❆ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ✜❜r❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✐s♦❝❤r♦♥s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ n ♣♦✐♥ts (Pi)i∈[1,n] ♦❜t❛✐♥❡❞
❛❢t❡r ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✕ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ φi ♦❢ ❡❛❝❤ Pi ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳
✕ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r (Pi)i ✐s s♦rt❡❞ ❜② ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ φi✳
✕ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r ((∆Φi,i+1)i∈[1,n−1], ∆Φn,0) ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ∆Φi,i+1 = φi+1 − φi

❢♦r i ∈ [1, n− 1] ❛♥❞ ∆Φn,0 = 2π − (φn − φ0)✳
✕ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✐s∆ΦMax = 2π−Max((∆Φi,i+1)i∈[1,n−1], ∆Φn,0)✳

❚❤♦s❡ st❡♣s ❛r❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞
Rmax ✭♠❛①✐♠✉♠ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s s②♠♠❡tr✐❝❛❧✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❛❧♦♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✶✸✳ ❚❤✐s
✐s ♥♦t ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐s ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❧✐❦❡ t❤❡ ♣❤♦s♣❤♦✲❢r✉❝t♦
❦✐♥❛s❡ ✭P❋❑✮ s②st❡♠ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✾✮✳

✼ ▼♥❡s✐❝ ❊✈♦❝❛t✐♦♥

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✭♥❡✉r❛❧ ♦r ❣❡♥❡t✐❝✮ ♠❛❞❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ s✉❜s②st❡♠s✱ ❧✐❦❡
♠♦❞✉❧❡s✱ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♦r ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❛♥❞ ✇❡❛❦❧② ♦r str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✭❊❧❡♥❛ ❡t ❛❧✱
✷✵✵✽❀ ❉❡♠♦♥❣❡♦t ❡t ❛❧✱ ✷✵✵✾✮ ✿ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✱ ▼✶ ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s✉❜♥❡t✇♦r❦
❛♥❞ ▼✷ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❍✐♣♣♦❝❛♠♣✉s ♦♥❡✲❧❛②❡r❡❞ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇✐t❤ ♦♥❡
❈②t♦✲❆r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ✶ ✭❈❆✶✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ❈②t♦✲❆r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ✸ ✭❈❆✸✮ ♣②r❛♠✐❞❛❧
♥❡✉r♦♥✱ ♦♥❡ ❊♥t♦r❤✐♥♦✲❈♦rt✐❝❛❧ ♥❡✉r♦♥ ✭❊❈✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ■♥t❡r✲◆❡✉r♦♥ ✭■◆✮✱ ❛❧❧
✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ■❢ ✇❡ s✐♠♣❧✐❢② t❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ✐♥ ❛ s✉❜♥❡t✇♦r❦ ♦❢ s✐③❡ ✷✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❣✉❧♦♥✱ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝✐r❝✉✐t ❛♥❞ ✷ ♣♦s✐t✐✈❡
s❡❧❢✲❧♦♦♣s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤✐s s✉❜♥❡t✇♦r❦ ✐s s❡q✉❡♥✲
t✐❛❧❧② r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❜❡✐♥❣ ✇❡❛❦❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡
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❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❈❆✸ ♥❡✉r♦♥s ✭t❤❡ Xi✬s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✮✿ ❈❆✸ ♥❡✉r♦♥s
s❡♥❞ ❛①♦♥s ✇✐t❤ ❡①❝✐t❛t♦r② s②♥❛♣s❡s t♦ ❈❆✶ ❛♥❞ ❈❆✸ ♥❡✉r♦♥s✱ t❤❡s❡ ❧❛tt❡r
s❡♥❞✐♥❣ ❛①♦♥s ✇✐t❤ ❡①❝✐t❛t♦r② s②♥❛♣s❡s t♦ ❊❈ ♥❡✉r♦♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❙✉❜✐❝✉✲
❧✉♠ ✭❙❇✮✱ ❛♥❞ ❊❈ ❢♦r♠✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❤✐❜✐t♦r② ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❈❆✸ ♥❡✉r♦♥s
t❤r♦✉❣❤ ■♥t❡r✲◆❡✉r♦♥❡s ✭■◆✮ ♦❢ ❉❡♥t❛t❡ ●②r✉s ✭❉●✮ ✭❇✉③s❛❦✐✱ ✶✾✽✹❀ ●❧✉❝❦✱
✶✾✾✻❀ ❍❡✛t ❛♥❞ ❏♦♥❛s✱ ✷✵✵✺❀ ❇❛rt❡s❛❣❤✐ ❡t ❛❧✱ ✷✵✵✻❀ ▼♦r✐ ❡t ❛❧✱ ✷✵✵✼✮✳
❲❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ❲❈ ✐s st✐♠✉❧❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ S tr❛♥s❧❛t✐♥❣
❛❧❧ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ C ✐♥t♦ ❛ ❢❛st r❡❣✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✹✮✱
t❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ r❡t✉r♥ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❣♦ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤❛s❡ x1✱ ♣r♦✈♦❦✐♥❣ ❛ s②♥✲
❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s Xi✬s✳ ■♥ ♦t❤❡r t❡r♠s✱ ✐❢ t❤❡ Xi✬s ❜❡❢♦r❡ t❤❡
st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐s♣❛t❝❤❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♦♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ C✱ t❤❡♥ t❤❡✐r s✉♠
❞❡♥♦t❡❞ A(t) =

∑
i=1,...,nXi(t) ✐s ❛❜♦✉t ③❡r♦✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢

t❤❡ Xi✬s ❛r❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥❡s✳ ■❢ t❤❡ Xi✬s r✉♥ ✐♥ ♣❤❛s❡✱
A(t) ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ nXi(t) ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ❛ P❡t✲s❝❛♥♥❡r
♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▼❘■ ❞❡✈✐❝❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✺✮✳ ❚❤❡ ❲✐❧s♦♥✲❈♦✇❛♥ s②st❡♠ ❲❈ ✭❲✐❧✲
s♦♥ ❛♥❞ ❈♦✇❛♥✱ ✶✾✼✹✮ ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ s✉❜♥❡t✇♦r❦ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❣✉❧♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✶✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② 2n ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✿
∀i = 1, ..., n✱ dXi/dt = −Xi/a + tanh(bXi) − tanh(bYi) + kXi−1✱ dYi/dt =
−Yi/a + tanh(bXi) + tanh(bYi)✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ✐s ❝❧♦s❡❞ t♦ ❛ ❍♦♣✜❡❧❞ ♥❡✉r❛❧
♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤❡♥ b ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❧❛r❣❡✱ ❛♥❞ a ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ✭❚♦♥♥❡❧✐❡r
❡t ❛❧✱ ✶✾✾✾✮ ✇❤♦s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✇❡r❡ ❢✉❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥ ✭❊❧❡♥❛ ❡t ❛❧✱ ✷✵✵✽❀
❉❡♠♦♥❣❡♦t ❡t ❛❧✱ ✷✵✵✾✮✳ ❚r❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛♥❞ ✐s♦❝❤r♦♥s ♦❢ ❲❈ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✶✷✱ s❤♦✇✐♥❣ ❢❛st ✭r❡s♣✳ s❧♦✇✮ r❡❣✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ ③♦♥❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✢♦✇ r✉♥s
❢❛st ✭r❡s♣✳ s❧♦✇✮✳
■❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❲❈ s✉❜♥❡t✇♦r❦s ✐s ♠❛❞❡ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❈❆✸
♥❡✉r♦♥s ✭✇❤♦s❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ t❤❡ Xi✬s✮ ✐s ✇❡❛❦✱ t❤❡♥ ❛ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❝✲
❝✉rs ✭❋✐❣✉r❡ ✶✻✲✶✮✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡①✐t ♦✉t t❤❡ ♣❡rs❡✈❡r❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✭❋✐❣✉r❡
✶✻✲✷✮✳ ■❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ✐s ♥♦✐s❡❞✱ t❤❡ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
❛ ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t ✭❋✐❣✉r❡ ✶✻✲✸✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣❡rs❡✈❡r❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✲
✉r❡ ✶✻✲✹✮✱ ❜♦t❤ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ r❡s✐❞✉❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❛❝t✐✈✐t②✳ ■♥
❝❛s❡ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛❝t✐✈✐t② A(t) ♦❢ t❤❡ ❈❆✸ ♥❡✉r♦♥s ✧❡✈♦❦❡s✧
t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ✭❈s✐❝s✈❛r✐ ❡t ❛❧✱ ✶✾✾✾✮ ♦❢ t❤❡Xi✬s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ r❡❝❛❧❧ ♦❢ ❛ ♠♥❡s✐❝ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❛tt❡r♥ st♦r❡❞
✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭❉❡♠♦♥❣❡♦t ❡t ❛❧✱ ✷✵✵✵❀ ❙❛♠s♦♥♦✈✐❝❤ ❛♥❞ ❆s❝♦❧✐✱ ✷✵✵✺✮✳ ■❢ t❤❡
s✉❝❝❡ss✐♦♥ ♦❢ st❛t❡s t♦ ❜❡ tr❛♥s✐❡♥t❧② ❡✈♦❦❡❞ ✐s ♦♥❧② ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❛ttr❛❝t♦r✱
t❤❡♥ ❛ ❢❛st ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡♥s✉r❡❞ ❜② ❛ ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣
✭❋✐❣✉r❡ ✶✼✮✳ ❚❤❡ r✐❝❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ st♦r❡❞ s♦✉✈❡♥✐rs ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛ttr❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡ Xi✬s✳ ■❢ t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r ✐♥❝r❡❛s❡s
✭❡✳❣✳✱ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✷✮ ❛s ✇❡❧❧ t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✭❡✳❣✳✱ ♣❛ss✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❧✐♠✐t
❝②❝❧❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ✜①❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦❝✉s t②♣❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❍♦♣❢ ❜✐❢✉r✲
❝❛t✐♦♥✱ t♦ ❛ ❝❤❛♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r t❤r♦✉❣❤ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s✮✱ t❤❡♥ ✇❡
❝❛♥ ❧♦❝❛❧❧② st♦r❡ ❛♥❞ ❡✈♦❦❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❛tt❡r♥s ❝♦❞✐♥❣ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡①
❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❡♥t✐t✐❡s ♦r s❡r✈✐♥❣ ❢♦r ♠♦✈✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① s❝❡♥❡
✭❍❛②❛s❤✐ ❡t ❛❧✱ ✷✵✵✼✮✳ ❙✉❝❤ ❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❍♦♣✜❡❧❞ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ s✐③❡ ✶✻✱ ✐♥✈♦❧✈❡❞
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✐♥ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❛s s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✾ ✭◆ér♦t✱ ✶✾✾✻✮✳

✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❇② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ♥❡✇ ❞✐s✲
❝r❡t❡ t✐♠❡ s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✳
❚❤✐s ♥❡✇ s②st❡♠ ❤❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t② ♦❢ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤♦s❡ ♣♦✐♥ts
❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝ ♣❡♥❞✉❧✉♠ s②st❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
♦♥❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛ ❧✐♥❦❛❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ ✷ s②st❡♠s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
♣❤❛s❡ ♦❢ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r❝❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠ t♦ r❡❧❛① r❛♣✐❞❧② t♦✲
✇❛r❞s ✐ts ❛ttr❛❝t♦r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ ✷ ❝♦✉♣❧❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✭❡✳❣✳✱
✷ ❝♦✉♣❧❡❞ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ r❡❣✉❧♦♥ t②♣❡ ✭●❧❛❞❡ ❡t ❛❧✱ ✷✵✵✼✮ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡
❝❛r❞✐♦✲r❡s♣✐r❛t♦r② s②st❡♠✮✱ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝
♣❡♥❞✉❧✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛✈✐♥❣ t❤❛t ♦❢ ✐ts ✬✐s♦❝❤r♦♥❛❧ s②st❡♠✬✿ t❤❡♥ t❤❡ s✇✐t❝❤
❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✇♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t❡ ✕ ♣❡rt✉r❜❡❞ ♦r ♥♦t ✕
♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✐✳❡✳✱ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥❛❧ ✜❜r❡s ❜❡✲
❝♦♠❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧✐♠✐t✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛s ❢♦r ✐♥ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ✐♥ ♠♥❡s✐❝ ❡✈♦❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥❛❧ ✜❜r❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❤❛s❡ ❛♥❞ s❡r✈❡s ❛s s②♥❝❤r♦♥② s❡t ♦❢ ♣♦✐♥t❡rs t♦ t❤❡ ❛ttr❛❝t♦r✳ ■♥
t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝ ♣❡♥❞✉❧✉♠✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐r❡❝t ❡①♣r❡ss✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥❛❧ ✜❜r❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧❛t❡♥t ♣❤❛s❡ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡
❤♦♠♦❣❡♥♦✉s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s
s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦
❛♣♣❧② t❤✐s r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ ♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ t❤✐♥❦ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐✲
❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❞✉❛❧ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠✱ ✬✐s♦❝❤r♦♥❛❧ s②st❡♠✬✱ ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣
♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ♣❤❛s❡ φ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥❛❧ ❝✉r✈✐✲❧✐♥❡❛r
❛❜s❝✐ss❛ χ✭❡q✉❛❧ t♦ ✵ ♦♥ t❤❡ ❛ttr❛❝t♦r✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉t t❤❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛✲
t✐✈❡ ✐♥s✐❞❡✮✱ ❛♥❞ ❜② s❡❛r❝❤✐♥❣ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ✷ s♣❛❝❡s (x, y, t) → (χ, φ)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
♦♥❡ ❝❛♥ ✇♦♥❞❡r ✐❢✱ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥♥❡r ❡❛r t❤❛t ♣❤②s✐❝❛❧❧② tr❡❛ts t❤❡
❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s ❛s ❛ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✱ ♦✉r ❜r❛✐♥ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✇♦r❦ ✐♥ ✬✐s♦❝❤r♦♥
♠♦❞❡✬✱ ✐✳❡✳✱ t♦ ✉s❡ t❤❡s❡ s❤♦rt❝✉ts✳ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦s ♦♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❍♦♣✜❡❧❞ ♥❡t✇♦r❦s
♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❲✐❧s♦♥✲❈♦✇❛♥ ♥❡t✇♦r❦s s❤❛❧❧ tr② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✭✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✮ s✉❝❤ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♠♦❞✉❧❡s ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥ s♣❛❝❡ (χ, φ)
❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♥❡✉r♦♥❛❧ ♠♦❞✉❧❡s ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ st❛t❡ ❛♥❞ t✐♠❡ s♣❛❝❡ (x, y, t)✳
❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❝♦♥s✐t✉t❡ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ ❢♦r ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ♥❡✇ st♦r❛❣❡ s②st❡♠s ❛♥❞
❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡s ♦♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ♠♥❡s✐❝ ❡✈♦❝❛t✐♦♥✳



✶✷

❋✐❣✳ ✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛ttr❛❝t♦r ✭t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ✬st❛r✬✮ ❛♥❞ ✐ts ❜❛s✐♥ ✭t❤❡ ❣r❛② ❜✉❜❜❧❡✮ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤♦s❡ t❤❡ st❛t❡s s♣❛❝❡ ❊ ✐s t❤❡ ❤②♣❡r❝✉❜❡ {0, 1}11 ✭❧❡❢t✮✳ ■♥✐t✐❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❣r❛② ❞✐s❦s ❛♥❞ ❛ttr❛❝t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② r✉❧❡ ❛♥❞
s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ❡q✉❛❧s ✶ ✐❢ ✐ts ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ✐♥ st❛t❡ ✶
❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ♦r ♠♦r❡ ♥✉♠❡r♦✉s t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ ♦♥❡s✮ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♦✉ts✐❞❡ ❣r❛② ❞✐s❦s ✭r✐❣❤t✮✳

❋✐❣✳ ✷ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r 8 ✐s♦❝❤r♦♥s
❡q✉❛❧❧② s♣❛❝❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ✐s T/16✱ ✐❡✳ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥
2 ✐s♦❝❤r♦♥s ✐s ❡q✉❛❧❧② ❞✐✈✐❞❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡
♣❛r❛♠❡t❡r ❛s ❢♦❧❧♦✇✿ ❚♦❧❡r❛♥❝❡ = T/(Precision ∗ 2 ∗ Nisochrons)



✶✸

❋✐❣✳ ✸ ■s♦❝❤r♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s ✭❚♦♣✮ ❘❛❞✐❛❧ ✐s♦❝❤r♦♥s ♦❢ ❛ s②♠♠❡t✲
r✐❝❛❧ s②st❡♠✿ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝ ♣❡♥❞✉❧✉♠✳ ✭❇♦tt♦♠✮ ■s♦❝❤r♦♥s ♦❢ ❛♥ ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐❝❛❧ s②st❡♠✿
t❤❡ ❱❛♥ ❞❡r P♦❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✭♣❛r❛♠❡t❡r µ = 2✮✳



✶✹

❋✐❣✳ ✹ ■s♦❝❤r♦♥s ♦❢ ❛♥ ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝❛❧ s②st❡♠✿ t❤❡ P❋❑ ❡♥③②♠❛t✐❝ ❜❛❧❛♥❝❡
■s♦❝❤r♦♥s ❛♥❞ ❛ttr❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ P❋❑ s②st❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ✭❚♦♣✮ ❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ❛♥❞
✭❇♦tt♦♠✮ ❛ ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✭✶✵✵✵✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛r❡❛ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✜❣✉r❡s ✐s
❤✐❣❤ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦rs✳ ■♥ t❤✐s ❛r❡❛✱ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥s ❛r❡ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s
❛ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❛r❡❛✳

❋✐❣✳ ✺ ❆ttr❛❝t♦r ❛♥❞ ♣❧❛♥❛r ✐s♦❝❤r♦♥s ♦❢ t❤❡ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝✲❧✐❦❡ ♣❡♥❞✉❧✉♠✳



✶✺

❋✐❣✳ ✻ ❖♥❡ ✐s♦❝❤r♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲♦r❡♥③ s②st❡♠ ✭❚♦♣ ▲❡❢t✮ ❙✐❞❡ ✈✐❡✇ ♦❢ ♦♥❡ ✐s♦❝❤r♦♥
♦❢ t❤❡ ▲♦r❡♥③ s②st❡♠ ❛♥❞ ✭❚♦♣ ❘✐❣❤t✮ ❛ r❡❝♦♥st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❝❡♥tr❛❧ ♣❛rt ✉s✐♥❣ ♠❡s❤✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ✭❇♦tt♦♠ ▲❡❢t✮ ❚❤❡ ❛ttr❛❝t♦r ✭❜❧❛❝❦✮ ✐s s❤♦✇♥ ✇✐t❤ ❛ s❡❝t✐♦♥ ✭xz ♣❧❛♥❡✮ ♦❢ t❤✐s
✐s♦❝❤r♦♥ ✭❞❛r❦ ❣r❡②✮ ❛♥❞ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥ ✭❧✐❣❤t ❣r❡②✮✳

❋✐❣✳ ✼ ❚r❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ❛ttr❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝ ♣❡♥❞✉❧✉♠ ❛♥❞ ✐s♦❝❤r♦♥s ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s②st❡♠ ❣✐✈❡♥ ❜❡❢♦r❡ ✭▲❡❢t✮ ❚❤❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝✐r❝✉❧❛r
❛♥❞ ✐ts ✐s♦❝❤r♦♥s ❛r❡ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s✳ ❋❛r ❢r♦♠ ❛♥❞ ♦✉s✐❞❡ t❤❡ ❛ttr❛❝t♦r✱ t❤❡ s②s✲
t❡♠ ✐s ♠❛✐♥❧② ♣♦t❡♥t✐❛❧ s♦ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥s ❛r❡ ❛s②♠♣t♦t❡s ❢♦r t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧
s②st❡♠ ✭❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♣❛rt✮✳ ✭❘✐❣❤t✮ ■♥ t❤❡ ❛r❡❛ ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❛ttr❛❝t♦r✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s
♠❛✐♥❧② ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ s♦ ✐ts tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ s♣r✐♥❣ s♣✐r❛❧ ❝✉r✈❡s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥s ✐♥s✐❞❡
❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❛ttr❛❝t♦r ❛r❡ ❞❡♣❤❛s❡❞ ❜② ❛ ❤❛❧❢✲♣❤❛s❡✳



✶✻

❋✐❣✳ ✽ ■s♦❝❤r♦♥❛❧ ❜r✐❞❣❡s ♦✈❡r t❤❡ ✈❛♥ ✈❡r P♦❧ ❛ttr❛❝t♦r✳ ✭❚♦♣✮✿ ❚✇♦ ✐s♦❝❤r♦♥s
✭▲❡❢t ❛♥❞ ❘✐❣❤t✮ ♦❢ t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r P♦❧ s②st❡♠ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✸✮ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤
♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✐s ❛ ③♦♦♠ ♦❢ t❤❡ ❝r❡s❝❡♥t str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✳ ❚❤❡
✐s♦❝❤r♦♥s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❛♣♣❡❛r ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❚❤✐s ✐s ♦♥❧② ❞✉❡ t♦ ❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡✐r t❤✐❝❦♥❡ss✳ ✭❇♦tt♦♠✮✿ ❚❤❡ s❛♠❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛
3✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠✱ t❤❡ ▲♦r❡♥③ ♣❡♥❞✉❧✉♠✳ ❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐s ❛ t♦♣ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❛t
♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳



✶✼

❋✐❣✳ ✾ ▼❛①✐♠✉♠ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ P❋❑ ✭❯♣✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r P♦❧ ✭❉♦✇♥✮
♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❉❛r❦ ✭r❡s♣✳ ❜r✐❣❤t✮ ❝♦❧♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❢❛st
✭r❡s♣✳ s❧♦✇✮ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥s✳ ❲❤✐t❡ r❡❣✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❤❛s❡
✐s ♥♦t ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ✭✈❡r② str♦♥❣ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥✮✳ ❚❤✐s s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
♠❛♣ ✐s ✈❡r② ✐rr❡❣✉❧❛r ❛♥❞ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ s②❝♥❤r♦♥✐③❡ t❤❡ P❋❑ ✭❯♣✮ ❞✉❡
t♦ ❛ ✭str♦♥❣ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✮✳ ❙②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠
♥❡❡❞s t♦ ❝❤♦♦s❡ ✈❡r② ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ✈❡r②
❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r P♦❧ ✭❉♦✇♥✮ s②st❡♠ ✇❤❡r❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭✉♥❞❡r♥❡❛t❤
❛♥❞ ♦✈❡r❤❡❛❞✮ ❛♥❞ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✮ ❛r❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞
❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r P♦❧ s②st❡♠ ✭❉♦✇♥✮ ❝❛♥
❜❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ ✭❞♦✇♥✮✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡
str✐❦✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❧♦✇ ✭r❡s♣✳ ❢❛st✮ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛r❡❛s ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡
t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥s ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦❣❡t❤❡r ✭r❡s♣✳ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✐s♦❝❤r♦♥s ✐s
✐♠♣♦rt❛♥t✮✳



✶✽

❋✐❣✳ ✶✵ ▼♦❞✉❧❛r str✉❝t✉r❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ▼✶ ✐s ❛r❜✐tr❛r② ❛♥❞ ▼✷ r❡♣r❡s❡♥ts ❍✐♣✲
♣♦❝❛♠♣✉s s✉❜♥❡t✇♦r❦✳

❋✐❣✳ ✶✶ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♠♦❞✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❣✉❧♦♥s✱
✇❤❡r❡ X1 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❈❆✸ ❛♥❞ X2 t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❈❆✶ ✭s❡❡ ❛♥❛t♦♠② ♦❢ ❈❆✸✱
❈❆✶✱ ❉● ❛♥❞ ❙❇ ✐♥ t❤❡ ❝❛rt♦✉❝❤❡✮



✶✾

❋✐❣✳ ✶✷ ✭❯♣✮ ■s♦❝❤r♦♥❛❧ ❛♥❞ tr❛❥❡❝t♦r② ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❢♦r t❤❡ ❲✐❧s♦♥✲❈♦✇❛♥ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛
♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❣✉❧♦♥✱ s❤♦✇✐♥❣ ❢❛st ✭r❡s♣✳ s❧♦✇✮ r❡❣✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❤✐❣❤ ✭r❡s♣✳ ❧♦✇✮✳
✭❉♦✇♥✮ ❋❛st ✭r❡s♣✳ ❙❧♦✇✮ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥s ✐♥ ❞❛r❦ ❝♦❧♦rs ✭r❡s♣✳ ❜r✐❣❤t ❝♦❧♦rs✮ ♦❢ t❤❡
❲✐❧s♦♥✲❈♦✇❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳



✷✵

❋✐❣✳ ✶✸ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✐s♦❝❤r♦♥s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ ❛❢t❡r tr❛♥s✲
❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ❙❧♦✇ ✭r❡s♣✳ ❢❛st✮ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛r❡❛ ❛r❡
s✐t✉❛t❡❞ ✭q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②✮ ❢♦r ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❜❡❧♦✇ ✭r❡s♣✳ ❛❜♦✈❡✮ ✷✳

❋✐❣✳ ✶✹ ❙②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ S tr❛♥s❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡ C ✐♥ ❛ ❢❛st r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡
st❛t❡s s♣❛❝❡ E



✷✶

❋✐❣✳ ✶✺ ■s♦❝❤r♦♥❛❧ ❛♥❞ tr❛❥❡❝t♦r② ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ✇✐t❤ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s tr❛♥s❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡
❈ ❡✐t❤❡r ✐♥ ❛ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ s❧♦✇ r❡❣✐♦♥ ✭C1✮✱ ♦r ✐♥ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ ❢❛st r❡❣✐♦♥ ✭C2✮

❋✐❣✳ ✶✻ P♦st✲st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ❛❝t✐✈✐t② A(t) ♦❢ ❈❆✸ ♥❡✉r♦♥s ✭A(t) =
P

i=1,...,n Xi(t)✮✱

✇✐t❤ ❛ ✇❡❛❦ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✐♥tr❛✲❈❆✸ ❝♦✉♣❧✐♥❣ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❢❛st ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭✶✮✱ ✇✐t❤♦✉t
❝♦✉♣❧✐♥❣ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ♣❡rs❡✈❡r❛t✐♦♥ ✭✷✮✱ ✇✐t❤ ❛ ✇❡❛❦ ♥♦✐s❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❢❛st ❞❡s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ r❡s✐❞✉❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭✸✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤♦✉t ❝♦✉♣❧✐♥❣ s❤♦✇✐♥❣
❛ s❧♦✇ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭✹✮



✷✷

❋✐❣✳ ✶✼ P♦st✲st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ❛❝t✐✈✐t② A(t) ♦❢ ❈❆✸ ♥❡✉r♦♥s ✭A(t) = Σn
i=1

Xi(t)✮✱ ✭❧❡❢t✮
✇✐t❤ ❛ ✇❡❛❦ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✐♥tr❛✲❈❆✸ ❝♦✉♣❧✐♥❣ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❢❛st ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✭r✐❣❤t✮
✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✐♥tr❛✲❈❆✸ ❝♦✉♣❧✐♥❣ s❤♦✇✐♥❣ ❛ s❧♦✇ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥

❋✐❣✳ ✶✽ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐s♦❝❤r♦♥✿ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❱❛♥ ❉❡r P♦❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❚r❛❥❡❝t♦r✐❡s ✭s♠❛❧❧
❞❛s❤❡❞ ♣♦✐♥ts✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♣♦✐♥ts ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥ ✭❧❛r❣❡ ❞❛s❤❡❞
♣♦✐♥ts✮ ♦❢ ♣❤❛s❡ φA✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t
♦♥ t❤❡ ❛ttr❛❝t♦r ✭❜❧❛❝❦ ❝❧♦s❡❞ ❝✉r✈❡✮✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♣❛ss❡s
❛❣❛✐♥ ♥❡❛r t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❞✐st❛♥❝❡✳



✷✸

❋✐❣✳ ✶✾ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛ttr❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s (X1(t − 1), X1(t)) ❢♦r t❤❡ ✜rst ♦❢
16 ♥❡✉r♦♥s ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❍♦♣✜❡❧❞ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤❡♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ W ♦❢
✐ts s②♥❛♣t✐❝ ✇❡✐❣❤ts wij ✈❛r② ❞✉r✐♥❣ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛♥❝❡ ♦❢ ❝❤❛♦t✐❝ ❛♥❞
♣❡r✐♦❞✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❱✐rt✉❛❧ P❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❍✉♠❛♥ ◆❡t✲
✇♦r❦ ♦❢ ❊①❝❡❧❧❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♠♠✉♥✐t② ✭❱P❍✲◆♦❊✮✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❇❛rt❡s❛❣❤✐ ❘✱ ▼✐❣❧✐♦r❡ ▼✱ ●❡ss✐ ❚ ✭✷✵✵✻✮ ■♥♣✉t✲♦✉t♣✉t r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡♥t♦r❤✐✲
♥❛❧ ❝♦rt❡①✲❞❡♥t❛t❡✲❤✐♣♣♦❝❛♠♣❛❧ s②st❡♠✿ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢❡r
♦❢ s✐❣♥❛❧✳ ◆❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡ ✶✹✷✿✷✹✼✕✷✻✺

❇❡♥✲❆♠♦r ❍✱ ❈❛❞❛✉ ❙✱ ❊❧❡♥❛ ❆✱ ❉❤♦✉❛✐❧❧② ❉✱ ❉❡♠♦♥❣❡♦t ❏ ✭✷✵✵✾✮ ❘❡❣✉❧❛✲
t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❛❧②s✐s✿ r♦❜✉st♥❡ss ✐♥ ♠♦r♣❤♦❣❡♥❡s✐s r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥✿ ❆■◆❆
❲♦r❦s❤♦♣s✱ ✷✸r❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ◆❡t✲
✇♦r❦✐♥❣ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❆■◆❆ ✷✵✵✾✱ ❲♦r❦s❤♦♣s Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✱ ❇r❛❞❢♦r❞✱
❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠✱ ▼❛② ✷✻✲✷✾✱ ✷✵✵✾✱ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t②✱ ♣♣ ✾✷✹✕✾✷✾

❇♦✇❡♥ ❘ ✭✶✾✼✺✮ ω✲❧✐♠✐t s❡ts ❢♦r ❛①✐♦♠ ❛ ❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐s♠s✳ ❏ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛✲
t✐♦♥s ✶✽✿✸✸✸✕✸✸✾

❇✉❞❡❧❧✐ ❘✱ ❈❛ts✐❣❡r❛s ❊✱ ●✉✐r❛✉❞ P ✭✷✵✶✵✮ ●❧♦❜❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❛♥❞
✜r❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✭✐♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✮

❇✉③s❛❦✐ ● ✭✶✾✽✹✮ ❋❡❡❞✲❢♦r✇❛r❞ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤✐♣♣♦❝❛♠♣❛❧ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ Pr♦❣
◆❡✉r♦❜✐♦❧ ✷✷✿✶✸✶✕✶✺✸

❈♦s♥❛r❞ ▼✱ ❉❡♠♦♥❣❡♦t ❏ ✭✶✾✽✺❛✮ ❆ttr❛❝t❡✉rs✿ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❈
❘ ❆❝❛❞ ❙❝ ▼❛t❤s ❙ér✐❡ ■ ✸✵✵✿✺✺✶✕✺✺✻



✷✹

❈♦s♥❛r❞ ▼✱ ❉❡♠♦♥❣❡♦t ❏ ✭✶✾✽✺❜✮ ❖♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❛ttr❛❝t♦rs✳ ▲❡❝t✉r❡
◆♦t❡s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✶✶✻✸✿✷✸✕✸✶

❈s✐❝s✈❛r✐ ❏✱ ❍✐r❛s❡ ❍✱ ❈③✉r❦♦ ❆✱ ▼❛♠✐②❛ ❆✱ ❇✉③s❛❦✐ ● ✭✶✾✾✾✮ ❋❛st ♥❡t✇♦r❦
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❤✐♣♣♦❝❛♠♣❛❧ ❝❛✶ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♥❣ r❛t✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ◆❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡✱ ❘❈✷✵ ✶✾✿✶✕✹

❉❡♠♦♥❣❡♦t ❏✱ ❋r❛♥ç♦✐s❡ ❏P ✭✷✵✵✻✮ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r
✐s♦❝❤r♦♥s✳ ❈ ❘ ❇✐♦❧♦❣✐❡s ✸✷✾✭✶✷✮✿✾✻✼✕✾✼✵

❉❡♠♦♥❣❡♦t ❏✱ ❑❛✉❢♠❛♥ ▼✱ ❚❤♦♠❛s ❘ ✭✷✵✵✵✮ P♦s✐t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝✐r❝✉✐ts ❛♥❞
♠❡♠♦r②✳ ❈❘ ❆❝❛❞ ❙❝ ❙❝✐❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❱✐❡ ✸✷✸✿✻✾✕✼✾

❉❡♠♦♥❣❡♦t ❏✱ ●❧❛❞❡ ◆✱ ❋♦r❡st ▲ ✭✷✵✵✼❛✮ ▲✐é♥❛r❞ s②st❡♠s ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧✲
❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ✐ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❈ ❘ ❆❝❛❞ ❙❝✐ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
✸✹✹✿✶✷✶✕✶✷✻

❉❡♠♦♥❣❡♦t ❏✱ ●❧❛❞❡ ◆✱ ❋♦r❡st ▲ ✭✷✵✵✼❜✮ ▲✐é♥❛r❞ s②st❡♠s ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧✲
❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ✐✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❈ ❘ ❆❝❛❞ ❙❝✐ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
✸✹✹✿✶✾✶✕✶✾✹

❉❡♠♦♥❣❡♦t ❏✱ ❇❡♥✲❆♠♦r ❍✱ ❊❧❡♥❛ ❆✱ ●✐❧❧♦✐s P✱ ◆♦✉❛❧ ▼✱ ❙❡♥é ❙ ✭✷✵✵✾✮ ❘♦✲
❜✉st♥❡ss ✐♥ r❡❣✉❧❛t♦r② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s✿ P❤②s✐♦❧♦❣✐❝✱ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ❛♥❞ ❣❡♥❡t✐❝✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❙❝✐❡♥❝❡s ✶✵✭✶✵✮✿✹✹✸✼✕✹✹✼✸

❉✐♥❤ ❚P✱ ❉❡♠♦♥❣❡♦t ❏✱ ❇❛❝♦♥♥✐❡r P✱ ❇❡♥❝❤❡tr✐t ● ✭✶✾✽✸✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✿ t❤❡ r❡s♣✐r❛t♦r② r❤②t❤♠✳ ❏ ❚❤❡♦r ❇✐♦❧ ✶✵✸✿✶✶✸✕✶✸✷

❉✐♥❤ ❚P✱ ❉❡♠♦♥❣❡♦t ❏✱ ❇❛❝♦♥♥✐❡r P✱ ❇❡♥❝❤❡tr✐t ● ✭✷✵✵✽✮ ❆ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡
♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ s♣✐❦✐♥❣ ♥❡✉r♦♥s✳ ❏ ▼❛t❤ ❇✐♦❧ ✺✻✿✸✶✶✕✸✹✺

❊❧❡♥❛ ❆ ✭✷✵✵✾✮ ❘♦❜✉st❡ss❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s ❜♦♦❧é❡♥s à s❡✉✐❧ ❛✉①
♠♦❞❡s ❞✬✐tér❛t✐♦♥✳ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ♠♦❞❡❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥
❣é♥ét✐q✉❡✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❚■▼❈✕■▼❆●✱ ❈◆❘❙ ❯▼❘✺✺✷✺✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❏♦s❡♣❤✲
❋♦✉r✐❡r ✲ ●r❡♥♦❜❧❡✱ ❋r❛♥❝❡

❊❧❡♥❛ ❆✱ ❇❡♥✲❆♠♦r ❍✱ ●❧❛❞❡ ◆✱ ❉❡♠♦♥❣❡♦t ❏ ✭✷✵✵✽✮ ▼♦t✐❢s ✐♥ r❡❣✉❧❛t♦r②
♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ t❤❡✐r str✉❝t✉r❛❧ r♦❜✉st♥❡ss✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✽t❤ ■❊❊❊
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❇✐♦❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✷✵✵✽✳ ❇■❇❊
✷✵✵✽✳✱ ❆t❤❡♥s ●r❡❡❝❡✱ ■❊❊❊ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✱ ♣♣ ✶✕✻

❋♦r❡st ▲✱ ●❧❛❞❡ ◆✱ ❉❡♠♦♥❣❡♦t ❏ ✭✷✵✵✼✮ ▲✐é♥❛r❞ s②st❡♠s ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧✲
❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❜✐♦❧♦❣②✳ ❈ ❘ ❇✐♦❧♦❣✐❡s ✸✸✵✿✾✼✕
✶✵✻

❋r❡✐r❡ ❊✱ ●❛s✉❧❧ ❆✱ ●✉✐❧❧❛♠♦♥ ❆ ✭✷✵✵✼✮ ▲✐♠✐t ❝②❝❧❡s ❛♥❞ ❧✐❡ s②♠♠❡tr✐❡s✳ ❇✉❧❧
❙❝✐ ▼❛t❤s ✶✸✶✿✺✵✶✕✺✶✼
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