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Les démonstrations par I'absurde dans les Eléments d'Euclide : inventaire, formulation, uSages
Bernard Vitrac— CNRS, UMR 8210-AnHIMA, Paris

RESUME:

Les démonstrations indirectes (dites par réduction a I'absurde) ne sont pas rares Elénseles @Euclide; elles apparaissent dans une centaine de Propositions
(sur un total de 465 dans I'édition critique de J.L. Heiberg). Leur examen éclaire différents aspects de la tradition euclidienne :

(i) épistémologique. Quel statut leur reconnait l'auteuEtissents? Dans quels contextes mathématiques et pour quels usages les piivil@gie

(i) philologique. Quels sont les moyens d'expression mis en oeuvre dans les démonstrations par I'absurde au niveau textuel ?

(iii) historique. Quel role a été le ledans la mise au point de la démonstration? Quelle a été leur réle dans I'histoire de la transmission du texte ?

PLAN

Introduction
Autres remarques préliminaires
Un premier exemple : | 6
Un exemple de preuve par contraposition : | 19
Les variantes
Le shhéma complet et ses variantes
Le recours aux démonstrations par I'absurde ou I'impossible : critéres formels
Le recours aux démonstrations par I'absurde ou I'impossible : critéres de contenu
Euclide aprées Euclide
Conclusions
Bibliographie
Annexes
I. Quelges témoignages sur les mathématiques pré euclidiennes
Il. Arguments indirects dans l&éments’Euclide
ll. Enoncés négatifs dans |&¢mentsl’Euclide
IV. Le cas particulier de la Proposition VIII. 6
V. Le cas particulier de la Proposition X. ¥ifgo et la preuve ostensive de Gardies
VI. Le contenu des réductions a I'impossible ou a I'absurde

! Présenté dans le cadre du Sémindiépistémologie et d'histoire des idées mathématiques de I''REM de I'Université P&eniglDiderotprganisé par Michel Serfati a I'Institut
Henri Poincaré, le 2&8ars 2012. Une premiere version de ce texte a été expaséee cadre des Aprasudi philomatiques organisées par S. Ofman sur le theme : « Sur la
négation, de I'Antiquité a nos jours, |BParis, Institut Henri Poincaré, les- 12 Mai 2009. Je remeigctous les participants de ces deux rencontres pour leurs remarques.
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INTRODUCTION

«a{ma de; dh'lon ofti kai; to; ajnaskeuavzein ejsti; tou' kataskeuavzein rda'/on
(Mais, en méme temps, il est évident qu'il est aussifaltile de réfuter que d'établir).
Aristote,Anal. Pr.,1 26, 43 al314

Les raisonnements ditspar réduction a l'impossible » ou « a I'absurde » ont été I'objet d'investigations répétées de la part des historiens de la logiq
ou des mathématiques ggees anciennes. L'une des premiéres motivations de cet engouement réside dans l'idée que les preuves indirectes ou
contraposition constituent des indices slrs dppereeption explicitede certains principes logiques, comme celui du tiers exclu otineige de
contradiction. Dans I'histoire anthropologique et comparatiste des notions d'argumentation et de preuve, on a longtemps voulu distinguer entre d'
part des pratiques de l'argumentatioodifiees, notamment dans des contextes juridiques, quagj religieux ou savants- pratiquesquasi
universelles— et, d'autre part, |'utilisation d'une notisTRICTE de preuvé Il n'est certainement pas facile de décrire précisément ce que I'on entend
par démonstration au senssirict», par opposition des formes “molles” ou localete justification d'un raisonnement, mais il a semblé assuré que
l'utilisation des schémas de preuve indirecte impliquait la reconnaissance d'un tel sens. L'enquéte historique a principalement porté sur les “origines
la s@ence grecque, les “débuts” des mathématiques grecques ... selon une approche comparatiste non dénuée de parti pcsreustgéano

Dans cette perspective, il était entendu Guenise au point d'une notion stricte de prew (xi~, ajpovdei¥i€tat une invention grecque

ancienne et que ses domaines d'exercice principaux avaient été la philosophie et les mathématiques. En outre, il est vrai que les Grecs ancien

2Voir [Lloyd, 1979], parties Il & IV. A partir des années 1980, il a passablement infléchi son point de vue ; cf. [Lloyd, 1990], [Lloyd], 1996.
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développé une réflexion spécifique sur la notion de preuve, les modalités de smrmsivre, son efficacité dans le cadre d'une analyse générale

des méthodes d'argumentation et de persuasion. DaAs\a@lgtiques Aristote pose clairement la distinction entre la validité d'un mode d'inférence
(point de vue logique “formel”) et la vié& d'un raisonnement qui doit non seulement étre valide, mais aussi partir de prémisses nécessaires et vraie:
mieux connues ..., donc entre des raisonnements dits dialectiques et des raisonnements scientifiques. Quant aux raisons qui expliqueraier
dévdoppement de telles analyses, les Modernes (Gernet, Vernant, Vlastos, Lloyd) les ont cherchées du c6té des expériences sociales et politic
originales qu'ont connues les cités grecques de I'époque archdigjimrations a I'Assemblée du “peuple” ownsldes tribunaux conférences
publiques ¢jpideivxeira I'Assemblée ou dans les festivals panhelléniques.

Quoi gu'il en soit, les documents et les témoignages sur les plus anciennes pratiques philosophiques et mathématiques grecques ont don
scrutésavec attention de ce point de vue, notamment les fragments et témoignages concernant les philosophes éléates (Parménide, Zérfon, Mélissc
s. av.), les dialogues de Platon (42848/7) et le corpus aristotélicien. 1l semble bien que Parménide &é Uélraisonnement par contraposition ; il
est quasi certain que Zénon a employé (inventé ?) la réduction a l'impossible. Pour les mathématiques, la situation est moins fasérables les
d'Euclide (composés vers 300 av. ?) constituent le plus atraig®d@ mathématique au sens étroit du terme (géométrie, arithmétique) conserve.
L'ouvrage nous est parvenu dépourvu de préface, lieu d'un écrit mathématique ancien ou l'auteur, a I'époque hellénistique, pouvait se permettre
considérations non strictemt mathématiques, par exemple sur ses choix méthodologiques, ses intentions, sés.sduecésé transmis, comme
tous les écrits de I'Antiquité, pour I'essentiel par le biais de manuscrits médiévaux, ce qui suppose un processus de copie rendigveldenti
en a permis la conservation, mais qui a aussi multiplié les possibilités d'altération, accidentelle ou volontaire, du texte.

Par conséquent, pour la période pré euclidienne, nous disposons seulement de témoignagesneintie Les plusriportants figurent soit
dans les dialogues de Platon ou dans le corpus aristotélicien, soit chez leurs commentateurs. lls sont alors tardifs, mais les plus précieux d'entre
sont présentés comme des citations ldestoires d'Eudéme de Rhodes/{ s. av), philosophe appartenant a la premiére génération des disciples
d'Aristote et, diton, chargé par lui de rédiger des ouvrages a caractere histokligteire de la géométrie, Histoire de l'arithmétique, Histoire de
I'astronomie.Ces divers témoignagemncernent les prétendus “peres fondateurs” des mathématiques grecques (Thales, Pythagosas,),

(Enopide et Hippocrate de Chio (milieudus. av. ?), Théodore de Cyrené rfiitié duv®s. av.), un certain Antiphon, Bryson, Léodamas de Thasos

% Sur les préfaces des ouvrages mathémuas grecs anciens, voir [Vitra2)08].
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et sa disciple Léon, Archytas de Tarente, Théététe d'Athénes (vei374)5Eudoxe de Cnide et ses disciples Ménechme et Dindstrafeiant aux
fragments, ils transmettent un certain nombre de preuves pré euclidiennes (Hippocrate, Antiphon, ArchytaseMdémmahmoints méritent d'étre
soulignés :
1) Bien que les écrits grecs a caractere historique soient friatidpadu «premier inventeus (prw'to~ euJrethy-aucun n'assigne l'invention de la
démonstration a quelque philosophe ou mathématiei@est un questionnement moderre
2) Les quelques preuvgmé euclidiennes transmises par les fragments f(etide dizaine) sont toutedirectes (il s'agit pour l'essentiel de
constructions), sauf celle d'Archytas sur l'impossibilité de dichotomisgtenvalle musical épimore [A1 : n] (voir Annexe |, témoignage £5)
Elle n'était certainement pas la seule car, méme s'il ne s'agit pas a proprement parler d'une citation, un célébrissime témoigndgers'38istote
322)fait allusion a une preuv@incommensurabilité fondée sur la distinction « pair / impair » qui lui sert précisément a illustrer sa définition de
raisonnement « par (réduction a) l'impossilile »
ofti de; kai; oiJ eij" to; ajduvnaton, dh'lon e[stai dia; touvt Et que c'est aussi le cas pour les raisonnements par l'impossible, c'est évident
pavnte” gar oiJ @; tou’ ajdunavtou peraivnonte” to; me;n yeu'ddes choses qui suivent. En effet tous ceux qui concluent grace aux raisonnem
sullogivzontai, to; d j ejx ajrch™ ejx uJpogevsew" deiknuvousipossible, d'une part établissent le faux plogisme, d'autre part démontrent
o{:_an_ajduvnat?vr] trl]Js%mbalvr:h/"tr:]l_ z.aj?n.fav_sew te.q?'\_’Sh '.?t”BFbposition initiale hypothétiquement quand une certaine impossibilité résulte
ofti ajsuvmmetro lavmetro - dia, 10, givnesqgal 1a, pertidy ., 6ir posée la contradictoire, par exemple que la diagonale est incommens
i[satoi'" ajrtivoi" summevtrou tegeivsh". X N Iy ; NP T -
par le fait que I'imparité deviendrait égaléa parité si elle est posée commensurable.
to; me;n du i[sa givnesgai ta; peritta; toi" ajrtivoi" D'une part le fait que l'imparité devienne égale a la parité est une conclusi
sullogivzetai, to; d j ajsuvmmetron &iai th;n diavmetron ej syllogisme; d'autre part que la diagonale soit incommensurable éstomutré

uJpogevsew" deivknusin, ejpei; yeu'do” sumbaivnei dia; hypothétiquement puisque quelque chose de faux résulte de la contradictoire.

ajntivfasin. touto gar hh to; dia; tou adunavio oqi e raisonnement par impossible : prouver certaine chose impossible & p
sullogivsasqai, to; dei'xaiv ti ajduvnaton dia; th;n ejx ajrch I'hypothése initiale

uJpovgesin.

Les raisonnements dits par réduction a lI'imposséje to; ajduvnaton (a[gyvrdia; tou " ajdunavi@ont donc explicitement thématisés par Aristote et

distingués par lui d'autres modes argumentatifs : les raisonnements démonstratifs “sibgf&&iv{ ~,ostensifs), auxquels ils s'opposent, et les

4 La petite liste donnée dans I'Annexe | privilégie les témoignages concernant les méthodes de preuve, en gees®isdoices platoniciennes ou aristotéliciennes : elle ne
prétend donc pas a I'exhaustivité.

® Voir Boéce(VI®s. ap.)De musicalll, 11 = DK 47 A 19 ; selon lui, la preuve d'Archytas était indirecte (et déficiente).

® Analytiques premierk 23, 41 a2232.
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raisomements hypothétique®jX uJpogevsewdent les réductions a l'impossible constituent une espece. L'exemple mathématique : la preuve de
«l'incommensurabilité de la diagonale(sousentendu «d'un carré relativement a son cé&)épar un raisonnement sla parité a été plus
gu'abondamment commenté par les historiens des mathématiques anciennes.

On le rapproche habituellement de la preuve qu'on trouve dans la Proposition inauthentiquellyo idgérée plutdt tardivement a la fin du
Livre X desElémens d'Euclide, qui existe dans tous les principaux manuscrits médiévaux dd. traitéormulation allusive de la référence
aristotélicienne et le fait que, dans le témoignage platonicien sur Théodore de Cyrene [Annexe |, témoignage 7], l'incommeteslaabilité
diagonaleau cété (le cas 2") n'est méme pas mentionnée, les mentions répétées par Aristote de cet exemple qui tend a tp@nious ces
traitssuggerent que ce résultat était bien connu des auditeurs et lecteurs d'Aristote. A l'inteéseetiAled ois — porteparole de Platon 2 avoue

gu'il n'en a pris connaissance qu'a un age avanceé (819d).

En fait, on ignore I'histoire de cette découverte et de ses péripéties, qui en a été l'auteur ou feslanseguel contexte mathématiqedac
s'est produit (géométrie métrique, théorie des intervalles musicaux ?). Cela dit, pour bon nombre d'historiens, jusqu'a une date récente, cet épis
constituait un moment clé de I'histoire des mathématiques grecques, voire un temps fort danseites fondements et la preuve indirecte
constituait la pleine reconnaissance de l'incommensurabilifdelaude la perception possible de certaines difficultés calculdtolraghése n'a plus
trop la cote aujourd'htlj mais certains spécialistes hagttant que I'allusion aristotélicienne renvoie a la preuve initiale du résultat, pensent qu'il s'agit

néanmoins d'un des plus anciens résultats mathématiques grecs a avoir recu une preuve indirecte.

D'autres assertions aristotéliciennes n'ont pas maditrer l'attention des commentateurs, quand, par exemple le Stagirite énonce

I'interchangeabilité entre raisonnements direct et indirect dans sa théorie du syllégiamBr(,l, 29, 45 a2&27 + b811) :

" Texte et traductiomfra dans I'Annexe V.a. Cf. [Euclidéitrac, 199§, en particuliepp. 412417.

8 Lattribution & Pythagore kméme, proposée dans I'Antiquité tardive par les-Rybagoriciens, n'a aucune autorité historipweir [Burkert, 1972], pp. 45465. Son
« affaiblissement » en « Ancient pythagorismepparemment plusymtent, n'est plus une réponse puisqu'on désigne alors un groupe dont l'influence s'est possiblement exercée
sur une période de prées de deux siécles (miliea- milieu Iv® s.) et dont on ignore précisément quels furent les membres authentiquementiatiaibis".

° Voir [Tannery, 1887], p. 98 ¢tHasse & Scholz, 1928].

©voir [Caveing, 1997, 1998].

1 voir [Fowler, 1994].
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o} ga;r deivknutai deiktikw™, kai; dia; touajdunavtou e[st En effet, ce qui se démontre ostensivement peut aussi étre établi par un raisot
sullogivsasgai dia; tw'n aujtw'n ofrwn, kai; o} dia; tC par I'impossible & partir des mémes termes et ce qui l'est par l'impossible, I'e:

diafevi\?vi./gc?;r.k?ﬂ q/eillzt'iro_;l';] tou’ ejj” .tO;f aj?“‘”.‘?mn’ (;{t.i € La différence entre [isonnements] ostensif et par I'impossible, c'est que d'une
mrg:[ra]tvsei" ee'ln (;ev¥w‘/ Zi"'aJtO'Vg%IS\?ng:)nnOvel?{j%\ll'" ngenzli\?é 4 dans l'ostensif chacune des deux prémisses est posée selon la vérité, d'autre
P » © ’ 710, 4 y " celui par I'impossible, une (et une seule) I'est en tant que fausse.

Comme par ailleursAnal. Post. |, 26), Aristote affirme que la démonstration directe est supérieure a l'indirecte car, bien qu'équivalente, le point de
départ de I'une est antérieur a celui de l'autre, on en arrive a se demander pourquainjelaas ces conditions, faire usageadddmonstration par
impossible. Et, bien entendu,-dala de la syllogistique aristotélicienne, on peut se poser la méme question pour les mathématiques desistes

ou le raisonnement indirect est inévitable ? Quelles sont les raisons d'uroitel?cB'agiti d'une préférence personnelle de l'auteur ? une
caractéristique stylistique d'une école ?&stine contrainte, liée a la nature du probleme mathématique a résoudre ou au domaine de recherches dar
lequel il s'inscrit ? Ce sont de tellesegtions que Jedmouis Gardies s'est posé ([Gardi&991], p. 5) et que je propose d'examiner en me restreignant

au cas d'Euclide et de $ements.

AUTRES REMARQUES PREIMMINAIRES

J'ai déja indiqué que le traité est sans préface ; ajoutons que nawns pas non plus d'autres écrits d'Euclide qui pourraient s'y substituer, nous ne
savons rien du contexte savant dans lequel il a rédigé cet ouvrage, quelles étaient ses intentions, le lectorat visé ... Ce dont nous disposons, c'est
a KD ;DI;C 8B jscrits,2cHalknnés pour les plus importants d'entre eux emtreelele xi1® siecles, des fragments du texte sur des pagysi (

av- 111° s.)? et sur un palimpseste syriaque recouvrankasiécle des extraits des Livres X et XIII (ff.rd83v: X. 16-17, 3233, 8681, 112113 ;

XIIl. 14, avec le n°19) copiés a la charniére deSvii© siécles (donc en écritures majusctilesles citations (les plus anciennes remontent au

12 e livre ancien a connu un premier grand changement dans son histoire au cours premiers siécles de I'ére chrétienne awihe l\agopiopages segdey en lieu et place des
rouleaux de papyruy@lumen de taille relativement restreinte, avec peu d'espacetgereel (pour des corrections ou annotations) et de consultation moins aisée.

13 Les Byzantins ont décidé d'adopter I'écriture minuscule (employée par ailleurs) pour copier les textes anciens en lieu et place de I'écriture majuscule utilisée jusque 1a, trés codt
en support d'écriture. Cette opération (dite translittération) a certainement été initiée a haiffhsdcle et elle a duré un certain temps. C'est le second grand changement dans
I'histoire du livre ancien. Les textes qui n'ont pas été d'abord recopiés sous forme de codex, puis translittérés ont peu de chance d'avoir été conservés et del€ait, la trés gi

Bernard Vitrac, Les démonstrations par I'absurde dariéesentsd'Euclide



7

moins au® s. av. ; le fait qu'Archiméde citerait IE$¢mentsest |'objet de controverses), des commentaires (le premier que nous connaissons est
celui de Héron d'Alexandrie$-n° s. ?), des traductions antiques et médiévales, partielles ou completes, en latin, arabe, syriaqueerbabreu,
arménien ...

a *D F;KJerddrtenter d'utiliser I'édition critique du texte grec procurée par J.L. Heiberg entre 1883 et 1888, qui reflete une certaine portion d

cette ample documentation pour avoir une base textuelle simple et, malgré toutes les réserves que I'on pedt fiabés'Hlu

C'est ce que je ferai ici, sauf mention explicite du contraire. Dans cette édition, le traité euclidien comporte 465 Propositions réparties en |
Livres. Cette répartition est fortement déterminée par la nature des objets mathématiquasritandautilisés dans lesdits Livres : les figures planes
et leurs éléments (LivreslV, VI) ; la théorie des proportions entre grandeurs (Livres V,-8, 1%:13, 1546); les nombres (entiers naturels, Livres
VII-IX) ; les lignes irrationnelles (Livre )X les figures solides et leurs éléments (Livres Xll). Il est donc naturel de tenir compte de ce critere de
contenu dans la discussion du recours au raisonnement indlirectertain nombre de compléments (remarques, Lemmes, preuves alternatives,
anrotations marginales) existent dans tous les manuscrits et sont également édités par Heiberg. Considérés comme inauthentiques, ils sont regrc
dans des appendices. Leur examen peut éventuellement servir a préciser, par contraste, des criteres&]'guthiqnades réditeurs et annotateurs

desElémentsaient souvent cherché a étre plus “euclidien” qu'Euclide.

Puisque nous disposons seulement du texte, les outils que nous utiliserons seront une analyse lexicale et syntaxique, ainsi que
considéations statistiques. La régularité de la langue euclidiéretela taille du traité font que ces entreprises ne sont pas vaines. Un lexique
spécifique, tres souvent univoque, et des formules “figées” montrent que le recours aux modes indirects detio@éneshgaafaitement codifié et
maitrisé par Euclide ; la taille de I'échantillon, la répartition de ces preuves dans le traité et leurs différents contextes d'utilisation montrent que I'emp

des démonstrations indirectes n'est pas aléatoire.

majorité des textes profanes conservés, y compris mathématiques, le sont dans des manuscrits en minuscules, donc postérieurs a la seconde opération. D'ou I'importance
palimpseste et des fragments de papyri. Malheureusement, cela concerne yretiteydartie du traité d'Euclide. Voir I'article cité a la note suivante pour davantage de détalils.

14 Voir [Vitrac, 2012, sous presseil la version initiale francaise mise en ligne a I'adrebtp: /halshs.archiveseuvertes.fr/.

15 Sur cette caractéristique de la littérature mathématique grecque ancienne, voir [Aujac, 1984]. Ce caractére formulaire a été I'objet de travain{Nsteni099a] [Euclide
Vitrac, 2001], en particulier pp. 321 ; [Acerbi,sous presse (2012)].
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Pour dédre cet échantillon, j'introduis encore deux distinctions :

— je parle d'argumentsu depropositionspar réduction a l'impossible (ou a I'absurde) selon qu'il ou elle concerne seulement une portion ou au
contraire la totalité de ce qui est exigé parofae de la proposition. Dans le premier cas de figargu(neny, il peut servir soit a établir une
portion explicite de ce qu'exige I'énoncé (argunpamtiel), soit étre simplement utilisé pour justifier (souvent apres coup) une inférence locale,
non expimée dans I'’énoncé (argumgrunctuel). On peut montrer, avec d'autres arguments (codicologiques, lexicaux, stylistiques ...) que la
simple caractérisation en termes de “portée” discutée ici, que la majorité de ces argonengdssont inauthentiques.

— Je distingue aussi deux types de raisonnements indirects : les réductions a l'impossible et des preuves que je guedifieenielegiques,
dans lesquelles il n'y a pas, a proprement parler, d'arguments géométriques ou arithmétiques ; lescagdentlet le plus fréquent est
constitué de simples contrapositions : on a préalablement établi que A entraine B ; dof8, sillasnorA. Cela n'ajoute rien au niveau du

contenu mathématique, mais permet parfois d'alléger la facon de se ré&résaltat dans une proposition ultérieure.

Dans le texte édité par Heiberg, j'ai repéré 136 arguments indirects (119 réductions a l'impossible et 17 pueevent«logiques). Elles
concernent 110 Propositions (respectivement 96 et 16 Propostiongh total de 468 Avant d'entrer dans l'analyse détaillée de cet échantillon,
donnons un exemple de chaque type d'argument indirect. Lisons pour commencer un exemple de proposition indirecte, en fait la premiere de c

espéce qui apparait dans fdéments . 6.

% voir infra, les tableaux de I'Annexe I qui distingue donc successivement :
a. Les réductions a I'impossible ou a I'absurde avec indication de contenu, de la forme logique et de la portée (a I'intérieur d’'una)Riogibsatigument global, partiel,
ponctuel.
b. Les preuves ditespurement logiques, par exemple les démonstrations par contraposition.
c. Les preuves indirectes dans le matériel ajoutd&iémentsgdonc inauthentiques.
Pour sa part, le tableau tieknnexe VI détaille la facon dont les réductions aboutissent a I'impossible (ou a I'absurde), autrement dit la fagon d'obtenir une contradiction ou une
impossibilité.
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UN PREMIER EXEMPLE: | 6

jEa;n trigwvnou aiJ duvo gwnivai i[sai ajllhvl
wsin, kai; aiJ uJpo; ta;" i[sa" gwnivai
uJpoteivnousai pleurai; i[sai ajllhvlai" e[sontai.
[Estw trivgwnon to; ABG i[shn e[con th;n uJpo; ABG

gwnivan th'/ ulp®&GB gwniva/:
levgw, o{ti kai; pleura; hd AB pleura’/ th'/ AG
ejstin i[sh.

Eij gay a[nisovejstin hJ AB th'/ AG, hJ eJtevra
aujtw’'n meivzwn ejstivn. e[stw meivzwn hJ AB,

kai; ajfh/rhvgw ajpo; th™ meivzono" th™ AB th'/
ejlavttoni th/ AG i[sh hJ DB, kai; ejpezeywdJ
DG.

|[Epei; ol i[sh ejsti;n hJ DB th'/ AG koinh; de; hJ BG,ahn\aJ DB

Si deux angles d'un triangle sont égaux entre eu)
cOtés qui soutendent les angles égaux seront alj

€gaux entre eux.

Soit le triangleABG ayant I'angle souaBG égal a
l'angle SOUNGB.

Je disque le cOtéAB est aussi égal au cOMS.

Enoncé
(provtasi~)

Ecthése

(e[kgesiy

Diorisme
(diorismovy

Si, en effet,la droite AB n'est pas égale a la droitenitialisation

AG, l'une d'entre elles est plus grande que l'aut

SoitAB la plus grande
etgue soitretranchée de la plus grandds, la droite
DB, égale a la plus petites, etque soitjointe DC.

BG duvo tai"" AG, GB i[sai eijsi;n eJkatevra eJkatevra/, kai; QyBY8G sontalors égales aux deu&G, GB, chacune a chacune,

hJ uJpo; DBG gwniva/ th'/ uJpo; AGB ejstin i[sh: dfex$iJ DC
bavsei th'/ AB i[sh ejstivn, kai; to; DBG trivgwnon tw'/ A
trigwvnw/ i[son e[stali, to; e[lasson tw'/ meivzoni:

oper af opon:
ouk af a a[nisov" ejstin hJ AB th'/ AG:

i[sh afra.

jEa;ma[ra trigwvnou aiJ duvo gwnivai i[sai ajllhvlai"sm, kai; aiJ
uJpo; ta;" i[sa" gwniva" uJpoteivnousai pleurai; i[sai ajllhvlai
e[sontai:

ofper e[dei dei'xai

I'angle souPOBGest égal a I'angle sodsGB. La baseDGestdonc
€gale a ldbaseAB et le triangleDBGsera égal au trianglkeGB, le
plus petit au plus grand.

Ce qui est absurde.

Ce n'est donc as le cagjueAB soit inégale aAG ;

elle estdoncégale.

Ce gu'il fallait démontrer

,Puis donc quéB est egale &G et queBG est commun, les deu

Donc si deux angles d'un triangle sont égaux entre eux, les ¢
qui sous tendent les angles égaux seront aussi égaux entre eu

du raisonn.

re-. '~
indirect

Construction
(kataskeuhy

xDémonstration
et(ajpovdeixi)~

[Anaphore,
I.4,NC 8
Ou "constat"]

Qualification

Conclusion du
raisonn. ind.
Conclusion

,éi pevrasmg

”d'abord particul.

X. puis générale

Formule de
cléture

Dansla colonne de droite j'ai fait apparaitre la division en 6 parties constitutives de la Proposition euclidienne "simple”, explicitée par le commentatel

néoplatonicien Proclu :

7 Proclus, inEuclideml, 1, 203.15 Friedlein.
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« Mais on veut que tout probléme et tout théoréme, complété par ses partstisutives, possede en propre toutes celles-ci : I'énoncé, l'exposition, la
détermination, la construction, la démonstration et la conclusiofpa'n de; provblnma kai; pa'n gewvrhma to; ejk teleivwn tw'n eJautou' merw'n

sumpeplhrwmevnon bouvletai pasriau'ta e[cein ejn eJautw'/: provtasin, e[kgesin, diorismovn, kataskeuhvn, ajpovdeixin, sumpeyrasma

J'y ai ajouté d'autres désignations que la tradition grecque ne donne pas (d'ou I'absence de terme grec équivalent!), mais utiles pour la discus
qui suit. Ce schéma interne correspond assez-bi@m tant que schéma idéal a la pratique euclidienne, du moins dans une Proposition simple et,
d'ailleurs Proclus I'applique au probléme de construction trés élémentaire I. 1 (celle du triangle éguitaiéldroite donnée). Quand I'exposé se
complexifie, certaines Propositions comportent plusieurs parties ce qui peut provoquer, soit parce que I'on traite differents de figures, soit parce gt
démontre plusieurs assertions, voire parce qu'on accodiffditents types de tachésl'alternance de sois®quences : giorisme (intermédiaire),
construction, preuve et conclusion (partieltes)

Reste que ces parties de la proposition euclidienne ne constituent pas une liste “inerte”, scolaire et quetificeefielde noms : elles sont
caractérisées par certains traits grammaticaux, notamment I'emploi systématique de certains temps et modes verbaux, I'utilisation réguliere de certz
particules et conjonctions. Elles correspondent a la fois a desnerdls » du discours et de la pratigue mathématique et a des critéres stylistiques
contraignants pour le rédacteur d@émentsmais facilitant la tache du lecteur & une époque ou, rapplelolasponctuation était quasi inexistante et
les mots n'étaienti accentués, ni nécessairement sépares les uns des autres.

Ce “code” structurant n'est pas propre & Euclide (on trouve des critéres du méme type chez tous les mathématiciens grecs’démaistratifs
sa sophistication et le respect des regles esaplamment maximal dans cet ouvrage fondationnel. Ainsi, par exemple, la portion dite "démonstration”

est trés souvent “initialisée” chez Euclide par la conjoncgmeiv(puisquef®, suivie d'une reformulation spécifique d'une (partie des) hypothése(s)

18 Un exemple archétypique est celui daspositions XlIl. 1317 dans lesquelles on commence par construire une figure solide réguliére (et on vérifie que la figure construite
possede les qualités requises), on la circonscrit par une sphére ; on établit une relation entre le diamétsplieréaditéaréte du polyedre.

19 Et c'est parce que certains ouvrages d'astronomie, d'harmonique, d'optique ou de mécanique utilisent également ce code stylistique que ces disciplines sont considérées p
Anciens comme des sciences mathématiques.

20 Onla trouve pour initialiser la portion "démonstration" ou pour démarrer un nouvel argument a l'intérieur d'une preuve, soit seule, soit dans des petites coantsjEEsEts :
puisque) ejpeiv du (puis donc quekai; ejpeiet puisque)ejpeiga;r (en effet, puisquepavlin ejpeiensuite, puisque) ; dans sa premiére fonction (initialisation de la portion
"démonstration"), on la trouve dans 390 Propositions sur 465, sachant qu'elle est absente de ce que nous avons appelé les preuvegiguasremgnelques propositions
fortement abrégées du Livre X, soit environ 85 % des "vraies" démonstrations. L'exception significative est constituée par les preuves dites par exhaustion (XII. 2, 5, 7, 10, !
12, 17, 18) dont la structure textuells particulierement sophistiquée.
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qui permet de tirer une premiére conclusion a partir d'un résultat préalablement démontcé.eSellecompagnée de la particadpd (donc). Dans

notre exemple, cette seule inférence suffit a produire une contradiction. Dans des preuves plus ctenigetecs)troduit un second élément, une

“co-assomption” qui, coordonnée avec la premiere conclusion en produit une deuxieme. A la fin d'une premiére séquence argumentative “linéait

ainsi produite, il arrive que I'on prenne un nouveau point de dépéinment en réintroduisant la conjonction “initialisanggpéiv...

Ces signes distinctifs, caractérisant le passage a une nouvelle partie constitutive, sont soulignés dans le texte et dans la traduction. En italic
grasses, ont été mises en évidethe® séquences caracteristiques de la fagcon dont Euclide conduit les raisonnements par l'impossible ou par I'absurd
en particulier :

e 3H? @ILGOF? > nCHEjN§L»HE MnNfE@)HRans 1@ pldpant des cas, il s’agit de poser commthbgpda négation de I'assertion du
diorisme, autrement dit ce qu'il est requis de démontrer.

e 3H? @ILGOF? >? K ®@{feCafdofon; KEduH est GbsiBdd).

e /O;H> F? M=B[G —2dN le=das L7 dbh trouve, a la suite de la fortauwle qualification, une conclusion du raisonnement indirect, qui
n'‘est autre que la négation de I'hypothése du raisonnement indirect, commencant toujours par un groupe “logjkjagrae, formé de la
négation ¢uj et de la particule inférentiellafra’ (donc), ce que j'ai rendu par la trés lourde formufee«n’est donc pas le cas que » pour rendre
I'emphase logique qu'elle recele (quelque chose cammdenc norP », la négation portant sur la proposition, pas sur le prédicat "inégal”).

La portionindirecte étant achevée, la proposition poursuit avec la conclusion particuliera;ditedt répétition de I'assertion a démontrer formulée

dans le diorisme a laquelle est ajoutonc» (a[ra).

La langue de&lémentsest formulaire, mais ni forrrel ni symbolique : il y a donc des variantiesformulation, nous allons y revenir.
Auparavant, donnons un exemple de preuve « purement logidDe voit immédiatement que les propositions établies par manipulations

logiques ont plusieurs éléments cooma avec les réductions a I'impossible ou a l'absurde, notamment la formule d’initialisation et la ou les

conclusions du raisonnement indirect, introduite(s) paujk a[ra» (Ce n’est donc pas le cas que) :
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UN EXEMPLE DE PREUVE PAR CONTRAPOSITIONI 19

Panto;" trigwvnou uJpo; th;n meivzona gwnivan h m Dans tout triangle, le plus grand angle est 4endu
pleura; uJpoteivnei. par le plus grand coté.

[Estw trivgwnon to; ABG meivzona e[con th;n uJpo; Soit le triangleABG ayant I'angle sous\BG plus
gwnian th™ uJpo; BGA: grand que celui SOBGA

levgw, ofti kai; pleura; hJ AG pleura™ th™ AB meivzw Je dis que le cOt&G est aussi plus grand que le c@
ejstivn. AB.

Eij gay mhy h[toi i[sh ejstin hJ AG th/ AB Sinon, en effetou bienAG est égal @B ou bien il
ejlavsswn: est plus petit.

i[sh me;n duoujk e[stin hJ AG th'/ AB: Or, d'une parAG n'est pas égal AB;

i[sh ga;r a]n i kai; gwniva hJ uJpo; ABG th’/ uJpo; AGB: car I'angle souA\BG serait alors égal & l'angle so
oujk e[sti dev: AGB:; or il ne l'est p&3.

ouk af a i[sh ejsti;n hJ AG th'/ AB. Ce n'est donc pas le cas qié soit égal 3AB.
AB: ejlavsswn ga;r aJin hEt AG n'est pas non plus plus petit g&B ; car I'angle souABG

oujde; mh;n ejlawssejsti;n hd AG th

kai; gwniva hJ uJpo; ABG th™ uJpo; AGB: oujk efsti dev: serait aussi plus petit que l'angle S&GB ; or il ne l'est pad

ouk af a ejlavsswn ejsti;n hJ AG th™ AB. Ce n'est donc pas le cas qi& soit plus petit qUAB.

ejdeivcgh dev, ofti oujde; i[sh ejstivn. Et il a été démontré qu'il n'est pas égal non plus.

meivzwn a[ra ejsti;n hJ AG th™ AB. DoncAG est plus grash queAB.

Panto;" afra trigwvnou uJpo; th;n meivzona gwnivan hJ m Donc, dans tout triangle, le plus grand angle est-smdu par le
pleura; uJpoteivnei: plus grand coté.

o{per e[dei dei'xal. Ce qu'il fallait démontrer.

12

Enoncé
Ecthése

té Diorisme
Initialisation

Démonstrat.
S Cas1l

(1.5%)

Cas 2
(1. 184

Rappel cas 1
Concl. part.

Conclusion
générale

Formule de

cléture

En revanche, malgré quelques altérations au cours de la transmission ultérieure du texte, il est a peu pres certain qu’Euclide n'utilisait pas de forn

de qualification (impossible, absurde) pour ces preuveguegi Cela dit, comme on le voit dans les notes 21 et 23, la version du commentateur persan

anNayrizi (vers 900) transforme cette contraposition en réduction a I'absilirgdea d’autres exemples du méme genre, y com

pris dans certains

manuscrits grecs,omme si la différence entre les deux démarches n’était plus percue. Déja Proclus, dans son commentaire a cette Propositic

2L An-Nayrizi précise «ar nous I'avons supposé plus grand, ce qui serait absurde ».
22|, 5%: «Les angles a la base des triangles isocéles sont égaux entre eux ... »

2 Méme que remarque que précédemment.

241,18 : «Dans out triangle, le c6té le plus grand sdaad I'angle le plus grand
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qualifiait cette démonstration de « réduction a I'impossible par distinction [de cas de figjkediai(evsew" eij" to; ajduvna, p. 321.11 Friedlein),
ce qui revient a considérer ce type de preuve comme un cas particulier des véritables réductions a l'impossible. Dans [I'utilisation non pl
mathématique, mais logique dE&#ments— pour apprendre a raisonner, il semble quecontraposer était un exercice intéressant : plusieurs
inauthentiques (et inutiles) contrapositions ont été ajoutées a\éiktd 6-17 pour VIII. 1415, X. 7-8 pour X. 56, X. % pour X. 92 ..).

LES VARIANTES

Apreés la lecture de quelques exemples, misgosons donc de critéres pour repérer les raisonnements indirects ddésrgsen faire l'inventaire
et noter les variations d'expression pour les différentes formules caractéristiques. Il faudra voir ensuite s'il y a ou non une explicatiatichses v
Restera enfin & comprendre les raisons qui ont fait qu'Euclide a privilégié le raisonnement indirect dans certaines configurations s'il est vrai, com
I'affirme Gardies (et Aristote !), qu'il aurait aussi bien pu s'en passer.

Certaines variaes sont simplement stylistiques, sans conséquence (visible) du point de vue logique ou mathématique ; d’autres, plus
importantes, tiennent a la nature méme de I'énoncé de la Proposition. Elles sont principalement de trois types et elles concernent :
1. L'expression de la formule de qualification ;
2. L'expression de la formule d'initialisation ;

3. La présence ou non de la conclusion du raisonnement indirect, introduiteugaakka».

1. Les différentes formules de qualification se regroupent eskeméent autour de deux types
e de qui est (ou ge qui est démontré)?® impossibleajduvnatgn»,
e h =72 KO CcequiNst déndntré ¥absurde» (a[topon).

La premiere est plus fréquente que la seconde, mais je n’ai pu trouver aucunustifeastjl’'usage raisonné de I'un ou l'autre.

% « o{per ajduvnaton ejdeivcg(lll. 8, PThXII. 11, 12, 18), «ofper ajduvnaton devdeiktai( XII. 5, “11”, “12”) — il s’agit de renvois internes a la Propositienou «ofper
ejetivcghajduvnatom (X. 84), renvoi externe (a X. 26).
% « ofper a[topon ejdeivcgh[lV. 4, 8, 13(renvois externes a llI. 2B XI. 2 (renvoi externe a XI. 1PTh XII. 5 (renvoi interne)].
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Dans quelques cas, absurde> a une valeur intensive dans le contexte particulier d’une Proposition qui a déja utilisé un argparent «
impossible» : on peut dire que quelque chose est « encore plusdabgu’autre chose », alors qu’il parait difficile de distinguer des degrés
d’'impossibilité. C’'est ce que suggere le Lemme XIlI. 2/3 :

« Alors semblablement nous démontrerons que la [droite] double de CA n'est pas non plus plus petite que CB ; car l'absurdité serait {plus grande} de

beaucoupollw'/ ga;r[mei'zon] to; a[topon».

Mais ce Lemme appartient aux ajouts inauthentiques dans lesquels on n’hésite pas non flajsat direl. 23) :

« Semblablement alors, elle n'est pas plus petite. Car Bisifpbté serait plus grande de beaucopll(v'/ ga;r to; ajduvnaton mei'zon)

Reste que les réductions a I'absurde sont, en proportion, plus nombreuses dans le matériel additionnel inauthentique. Cela n’en explique cependan
toutes les occurrenselLes variations observées dans le Livre Xl entre les différents marfisstiggérent qu’on a dd, dans les manuscrits en
onciales précédant la translittération byzanting §.), utiliser des abréviations trés proches, p&nat quelque chose commeA®™ » (pour
ajduvnatonet «A”°N » (pour a[topon), faciles & confondre lorsqu’on a voulu les résoudre aprés I'adoption de la minuscule. Je n‘ai pour l'instant pas

trouvé de meilleure “explication”.

(i) « Si, en effeté¢ij ga;), onn'apasP ... »

(i) « Sinon, en effetdij ga;r mh;... », simple abréviation (variante stylistique) de la précédente

(ii) « Si, en effet, il est possibleif ga;r dunatovnque I'on ait norP ... »

(iv) « Sinon, en éét, si c’est possibleMh; gavr, ajll j eij dunatoyn.. », simple abréviation de la précédente

(V) « Sinon, en effet, si c’est possible, que Q » (avecr@nP)

27 Pour I'ensemble du texte dE#mentson peut distinguer deufamilles de manuscrits dont l'une est réduite & un singletorvatiean. Gr.190 (sigleP en I'nonneur de F.
Peyrard, I'autre constituée de manuscrits qui procedent explicitement de la réédition de Théon d'Alexamaitgé(@duiv® s.) et que Heibgrappelle "théonins" (sigl€h). Il se
trouve que pour le groupe de Propositions XkX36 17, on dispose d'une troisieme famille textuelle, elle aussi transmise dans un seul manuscriBgreen$e Bibl. comm.
18-19 (sigleb), apparenté pour cett@pion seulement aux traductions arabes (dans le reste du traité, c'est un manuscrit théonin). La bedsios Xle 36XIl. 17 est moins
inauthentique que celles des autres manudeyrité. On peut trouver quelques informations sur I'histoire du @es&lémentsans [Vitrac, 2012, sous presse]
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De fait, la distinction significative est I'insertion de la clause “supplémentaire” ess’jossible », commandée par le caractere affirmatif ou négatif de
I'énoncé, ou plutdt par celui du diorisme « Je dis que P »Jaudks que nei® » qui précéde immédiatement la mise en ceuvre de la preuve indirecte.
La présence de ladite clause signifee I'assertion est négative, ou du moins qu’elle est percue ou reformulée comme telle. Ainsi les énoncés
affirmatifs limitatifs, construits avec I'adveripeovnofseulement)notamment les résultats d’unicité, sont pour la plupart assimilés a des énonces
négatifs au niveau de leurs diorismes (= réénonciation sur les données du diagramme) comme le voit sur I'exemple de X 42 (énoncé assertor
affirmatif ; diorisme négatif)

« La binomiale est divisée par unigquepoint en ses parties désignéei$i(ejkluvo ojnomavtwn kata; e}n movnon shmei'on diairei'tai eij" ta; ojnpvmata

Soit la binomiale AB divisée en ses parties désignées en C ; les [droites] AC, CB sont donc exprimables, commensurables en puissance seulement.

Je dis que AB n'est divisée en dddroites] exprimables, commensurables en puissance seulesebnt,aucun autre point. Si c'est possible, en effet ...
(levgw, ofti hJ AB kat j a[llo shmei'on ouj diairei'tai eij" duvo rJhta;" dunavmei movnon summevtrou”. Eij ga;r dunatovn ...

3. En fait, ce méme critére le caractére affirmatif ou négatif de I'énonegustifie aussi la différence de traitement des énoncés (percus comme
négatifs) en ce qui concerne le schéma global dont on doit distinguer deux formes principales.

En effet, aprés udiorisme de la forme«je dis que notP », la formule d'initialisation du raisonnement indirect devrait dire : « Si, en effet, il
est possible que ngmon) ... ». Or, dans leElémentspn n’'a pas cette formulation doublement négative, mais simplem8nten effet, il est
possible que P ... ». Par conséquent, a la fin de ce méme raisonnement indirect, on ne trouve pas : « Ce n’est pas |gmwasfedone norP
», mais simplement ¢onc norP » aprés la clause de qualification. Autrement dilgation de I'hypothése du raisonnement indirect eajk«a[ra»
est absentsi I'énoncé est négati€Cela dit, en lisant la vingtaine d'arguments concernés, on voit que c'est la conclusion de la Proposition (négative) qu
est introduite avec lI'expressiaroujk afra» !

Dans ce cas, la dite conclusion n'est pas la simple redite de I'énoncé dans laquelle on a ajouté "donc" : la négation a aussi changé de place
fonction : elle porte sur l'assertion et non sur le prédicatI'on veut étre exhaustif, il faut aussi tenir compte du caractére conditionnel ou assertorique

de I'énoncé, car l'assertorique négatif ne s'instancie pas. Dans ce cas, par rapport au schéma complet, I'ecthéset la dmmidoson particuliére

28 Je n'ai relevé que 3 exceptions a cette régle : X. 26, 111 et XI. 1 ; le texte de cette derniére est au demeurant trés probablement altéré (voir [Vitrac, 2012, sous presse]).
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manquent. En outre, pour cptéter la remarque que nous venons faire, dans l'assertorique négative, c'est la conclusion générale de I£¥Rgoposition
est introduite par ®ujk a[ra», dans la conditionnelle, c'est la conclusion particuliere.

Marchant dans les pas de Proclus, naus/pns donc, comme sur les petits tableattesisous, distinguer trois variantes du schéma des parties
constitutives de la Proposition démontrée par I'impossible (ou par I'absurde) :

e OH M=B[G; =IGJF?N ;P?= J;LNC?M Wiatdation[ (4) ;7ceM$Buciibh ; denhst@tiMies; ualificktion (7) ; conclusion du
raisonnement indirect (8) ; conclusion particuliere de la Proposition (9) ; conclusion générale (10) : formule de cléture (11) ;

LE SCHEMA COMPLET ETSES VARIANTES

1) Enoncé assertorique ou conditionnel affirmatit

(1) 2) 3) (4)-(6) ) O 9* (10 (11)
Enoncé Ecthése DIORISME: Si, en effet €ij ga;n, on na pas P Contradiction Cequiest Cen’estdonc pas le cas que sidbn Donc P Concl. CQFD
général Je dis qué® Sinon, en effetdij ga;r mf;  Contradiction impossible (Oujk afra ... Génér.
Si, en effet, il est possibleif ga;r dunatovnque 'on ait noflP  Contrad. Ce qui est
Sinon, en effet, si c’est possibMIg; gavr, ajll j eij dunatoyn Contrad. absurde
Sinon, en effet, si c’est possible, que Q Contradiction
(Avec Q nonP)

e 1C F [HIH=[ ?MN H[A;NC@ IH H? NLIOP? J;M F; J;LNC? ? N rliés donsti@tivés >?OR P;LC;HN?M

29 Une seule exception IX. 3Gdile & comprendre car I'argument indirect est ce que j'ai appelé un argument partiel.

%0 Conditionnel (44) 1. 6, 14, 26 (2), 27; Ill. 2,°7 11, {12}, 18, 19; V. 18; VI. 7(2), 26; VII. 1,"2 3" (2), 23, 24, 28 (2), 33 34" (2), 35, 38' (2); VIII. 1, 4" 1X. 12, 30, 31; X. 2,
3" 4" 13,16 (2); XI. 3, 5, 7, 19.
Assertorique (34) 1. 39, {40} ; Ill. 162 24, 27; VII. 20, 21, 22, 29 (); X. 42, 43, 44, 45, 46, 47, 79, 80, 81, 82, 83; B4 14; XII. 2 (2), 5 (2), 10 (2), 11 (2), 12 (2), 18 (2)

31 (8) manque dans IX. 33 (conditionnelle affirmative limitative) et XI. 2 (conditionnelle affirmative d’unicité), qui sont donc traitées comme des négati¥@st X982 sont
des assertions positives d’unicité. Leurs diorismes est donc négaiif. deX. 44 est corrompue.

%2 Les Propositions |. 14, 3§40} ; 1. 18, 19, XI. 3, 19 (ainsi que le probléme Ill. 1) sont établies par un raisonnement (indirect) par élimination. Par conséquent, entre (8) et (9)
s'intercale une formule de démonstrationeptielle de la forme « Semblablement nous démontrerons quemgour tout(e) autre ..., excepté(e) ... » ; (9) est omise dans lIl.
19 et XI. 19 : la démonstration potentielle s'intercale donc entre (8) et (10).
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1) Enoncé conditionnel négatif (i.e. négation dans le conséquet). 4,5, 6 ; IX. 13, 14, 16, 17

O) 2 3 (4)-(6) Q) 8 ©) (10)  (11)
Enoncé Ecthése DIORISME .. Si, en effet, il est possiblei{ ga;r dunatovn que R alors  Contradiction  Ce qui est impossible — Donc Concl. CQFD
général Je dis que noP  Sinon, en effet, si c’est possibMl{; gavr, ajll j eij dunatoyn Contradict. Ce qui est absurde — nonP Génér.

(Ouijk afra ...) 3

I1) Enoncé assertoque négatif: 1. 7 ; 1. 10, 13 (2), 16b, 23 1X. 36 ; X. 26, 111; XI. 1, 13

O) (2) 3) (4)-(6) () (8) 9) (10 (11)
Enoncé — — Si, en effet, il est possiblei{ ga;r dunatovn que P, alors Contradiction  Ce qui est impossible — — Concl. CQFD
général Sinon, en effet, si c’est possibMlf; gavr, ajll j eij dunatoyn Contradict. Ce qui est absurde — — Génér.

(Oujk afra ...)

La systématicité des formulations euclidiennes est considérable et la taille de I'échantillon esitsignifune fois écartés les arguments indirects
ponctuels (la majorité sont certainement inauthentigu@suthenticité jugée sur d'autres criteres que ce qui est discutée ici), il reste 102 arguments
pour 85 Propositions. Sur ces 102 arguments, d6cemfiormes a I'une des trois formes que doit revétir le schéma interne selon nos tableaux.

Notre description du schéma des parties constitutives de la Proposition démontrée par I'impossible compléte en quelque sorte celle de Proclt
nous ne savons pa®mment Proclus aurait intégré ce que nous avons appelé « initialisation », « qualification », « conclusion du raisonnemen
indirect» dans son schéma. On peut considérer que les deux dernieres appartiennent de fait a la partie « démoafiatdei<y. Mais

I'intégration est plus délicate pour la formule d'« initialisation » qui s'insere généralement entre le diorisme et la construction.

La difficulté a déja été percue par les exégétes arabeElée®nts.L'observation qu'Euclide a fréquemmentaers aux démonstrations
indirectes les a conduit & modifier la présentation du schéma interne. Sept versions au moins nous en sorif.paeveines sont anonymes (dans
des manuscrits de la traduction arabe dite ISH&pit ou dans le codex d-dayrizi qui en transmet 3 versions !). L'une est explicitement attribuée a
Thabit ibn Qurra (dans la “dictée” de Thabit a Ishaq), une autre au philoseglmedial Ces différentes versions présentent certaines variantes

terminologiques dans les désignations parties, leur ordre d'énumération n'est pas toujours le méme (confusion ou corruption ?).

¥ La conclusion générale existe dans 111546 mais pas dans IX. 13, 14, 16, 17.
3 Voir [Djebbar, 2003], en particulier pp. 3@R1.
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Bien que son commentaire au premier Livre BEsnentsn'ait semble-il pas été traduit en aralletous ces auteurs connaissaient la “version
de Proclus”, mais un caractéristigue commune a toutes les autres versions arabes les en sépare : elles introduisent une partie supplément
(évidemment facultative) dans la proposition euclidienne qu'elles appellent « l'abswrd@gmant sans doute que le schéma gretongeait pas de
place a ce que j'ai appelé la formule d'initialisation.

Cet enrichissement du schéma de Proclus par les savants médiévaux, le fait qu'on trouve des preuvesdensréztemtériel additionnel
inauthentique ultérieurement introduit dale texte de€lémentsmontrent quedurant la (longue) transmission du texgeglles qu'aient été les
réserves de certains auteurs a leur égard, les preuves démontrées par l'impossible n'ont pas été systématiquemelat fedpeicmtortde tels
arguments n’a pas cesdéans la tradition euclidienne, ni dans I'Antiquité tardive, ni au Mdygm

Pour résumer ce qui précede, il apparait donc que la forme de I'énoncé (affirmative ou négative, conditionnel ou assertorique) détermine
maniere dont lechéma de la proposition euclidienne est aménagé pour utiliser le raisonnement indirect. Par conséquent, vis a vis des questions ¢
nous avons soulevées en commencant, il est naturel de se demander si, plus généralement, des criteres "formelsits@uypgustiéer le recours

aux démonstrations par I'absurde ou l'impossible.

LE RECOURS AUX DEMONSRATIONS PAR LABSURDE OU LIMPOSSIBLE: CRITERES FORMELS

On sait qu'il existe principalement deux types de Propositions euclidiennes : les probliEmekéziremes (j'admets donc que tous les lemmes sont
inauthentiques), faciles a distinguer dans leurs formules de clétoeegi«il fallait faire» / «ce qu'il fallait démontres), du moins en géométrie, mais

aussi par la forme grammaticale de leémoncés et diorismes. Des 465 Propositions du traité, 95 sont des problemes ou possedent une portior

% Mais celui antérieur de Héron d'Alexandrie (et qui est aussi l'une des sources de Proclus) et celui postérieur de Simplicius I'ont été. L'un et l'ayiee seMagitizs qui
rapporte précisément le schéma en six parties, probablement sous l'autorité du commentaire de Simplicig8 BastlBdrnHeiberg).Observons quée schéma grec en six
parties se trouve aussi dans le recueil psdufgionien de®efinitiones,en deux occasions, en 136.13 (126223Heiberg : il s'agit d'un extrait de Proclus) et en 137.1 (186.7
Heiberg). Dans cette seconde occurrence, on relévera le changement dedimmmdv* en "prodiorismov~*, ce qui suggere que l'origine n'est pas le commentaire de
Proclus. On retrouve sans surprise le schéma de Proclus dans la scholieBHS23, (1, 75.1718 Heiberg) et une portion de celui du psetitfzon (avec I@rodiorismo~y
dans la scholie I, n°’1EHS,V, 1, 74.1617). Pour tarives qu'elles soient, cette multitude de mentions divergentes rend plutdét improbable l'idée, suggérée par [Netz, 1999b],
selon laquelle ce schéma pourrait étre une invention de Proclus. Méme en admettant que I'exégése ait joué un role dans léEuplisth&ora interne de la Proposition
euclidienne, ladite explicitation est probablement plus ancienne et pas nécessairement unigtre. leeudntd-elle a Héron.
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problématique (construction, détermination de nombres). Seize d'entre eux, soit 16,8 %, sont prouvés indirectement, tandis que 94 des 375 théoré
(ou Proposition ayant une portion théorématique), le sont, soit 25 %. Cette caractéristique est donc significative, ce qui va passablement de
puisqu’'une bonne partie des problémes géomeétriques sont des constructions (ostensives). Cela dit, en arittusiétigaigrgblemes sont des
déterminations de nombres ou d’ensembles de nombres ayant une propriété egremRIBCD) ; la détermination elleéme est ostensivmais la

vérification que I'objet fourni posséde ladite propriété est établie de mamignecie.

Autre critére formel, on peut aussi établir un lien entre preuve indirecte et structure déductive dans le cas des converses. La chose est recotr
et mentionnée par Proclus qui, dans son commentaire a la Proposition |. 14, justifie le cadiotetede la preuve par le fait qu'il s’agit de la
converse de I. 13 (eHlméme établie ostensivement) a laquelle 1. 14 est réduite. Il s’agit, selon lui, d’'une procédure usuelle pour I'établissement de
converses (294.222 Friedlein, 2954 Friedlein) et I'exposé consécutif d’'une assertion diredt® prohgouvmendnet de sa conversdo(
ajntivstrofon ), loin d'affaiblir la continuité de I'exposé (méme si la converse n'est pas rapidement employée dans ce qui suit), la renforce ! Euclic

partageait peétre cette opinion, car la situation ainsi décrite correspond bien & ce que I'on observe dans les Livres de géoffiétrie plane

Enfin, le critére déja mentionné de la forme de I'énoncé joue un grand réle dans le recours aux démonstrations pau llavgoskbe.
Pour nos 375 théorémes, on peut repérer cing types d’énonces
e =IH>CNCIHjHE&ZE.) + verbeCau subjonctif ..., alors ... + verbe au futur ou présént »
s MM?LNILCKO? ;@@CLG;NCIH IO H[A;Nandles M8,GJIF? h >;HM F?M NLC;HAF?M L?=N
OHCP?LM?FF?gGegaN-, §{pa-H N@®@) [ ? M
?2RCMN?HNC?FF? JIOL >?M GIS?HM JLIJILNCIHH?FM ?HNL? HIG<L?M
GI>;F? h CF ?MN JIMMC<F? >?ji >;HM F; M?0F? .LIJIMCNCIH 6' JIMMC<CFCN[ >? >[=LC

® d® @D O

% Voici la liste des couples de Propositions dont la seconde est la converse (totatéetia)me la premiére et qui est démontrée par réduction a la dite premi&ré; 1. 13, 14;
I. 18, 19; I. 24, 25; 1. 37, 39; lll. 3, 4; IIl. 167 19; 1. 18, 19; Ill. 26, 27; V. 17, 18; VI. 24, 26.Cela vaut moins dans les Livres aritftiques. VII. 21-22 sont converses
(partielles) I'une de l'autre, mais les deux sont prouvées de maniére indirecte et VII. 22 n’est pas réduite;a/\1l.213 sont converses (partielles), mais c’est VIII. 1 qui est
établie de maniére indirecte,¥lll. 3. Celleci est établie (directement) a partir de VIII. 2, pas de VIII. 1.

%" ls sont particulierement fréquents en arithmétique (76 sur 92). Pour les énoncés assertoriques simples, c'est plutét l'inverse (8 en arithmétique, 132 en géométrie).

®pProp.VIIl. 11, 12, 18, 19. L'affirmative existentielle n'est donc pas utilisée dans les Livres géométriques par Euclide.

Bernard Vitrac, Les démonstrations par I'absurde dariéesentsd'Euclide



Leur répatition est la suivante

20

Conditionnelle Assertorique simple Universelle Existentielle Modale
Affirmative négative Affirmative négative Affirmative Affirmative Affirmative
207 11 127 13 16 4 1

218 (58,1 %) 140 (37,3 %) 4,2 % 1%

Dont sont démontrésedmaniére indirecte
29 (22,6 %) 12 (92,3 %) 4 — —

40 (28, 5 %) 26,6 % — —

38 (18,4 %) 11
49 (22,5 %)

Pour les énonceés affirmatifs, le fait d’étre conditionnel, assertorique ou universel est tres moyennement corrélé a une démonstrationrindirecte. Il e
tout autrement pour les énoncés négatifs. On compte 20 théorémes a énonc@ pégatifiatre assertions partielles elles aussi négatives {IX16
o°, X. 9 et X. 118). Un seul énoncépartiellementnégatifposséde une “preuve” dirette la seconde assertion de la Proposition X.*}, 1§ tant est
gue I'on puisse méme parler de preuve

On peut donc dire que les énonceés négatifs ne coincident pas tout a fait aveeamsamide des Propositions a démonstration indirecte, mais
presque ! Un@oncé négati#— ou percu comme tel (assertion d’unicit€)réclame une preuve indirecte. Du point de vue de la rédaction des preuves,
cela se comprend aisément : établir indirectement un énoncé négatif (o n@st prendre une hypothése positivecf)me point de départ, donc
une assertion effective de propriété a partir de laquelle on en déduira d'autres, jusqu'a l'obtention d'une contradiction. La négation du diorisme dar

formule d'initialisation a en quelque sorte un parfum "analytfGue"

91.7;11.4,5,6 10, 13, 23 VIII. 6, 16, 17; IX. 10, 13, 14, 16, 17 ; X. 7, 26, 11XI. 1, 13 soit 12 Propositions géométragu(dont seulemestconditionnelleset 8 Propositions
arithmétiques, toutes conditionnelles. Voir les énoncés dans I'Annexe lll.

400n pourrait peuétre lui adjoindre VIII. 6, un cas difficile a juger car le texte, tel qu’il est transmis, n’est péaisatis En fait, je montre dans I'Annexe IV qu'il a probablement
existé deux preuves successives pour cette Proposition, l'une indirect®, damgre (probablement une “amélioration”), directe dans les manuscrits théonins. Les textes
conversés sont ctaminés, mais le témoignage de la tradition indirecte des traductions arabes et I'analyse statistique que j'ai faite suggére fortement cette hypothése.

41X. 115: «(a) A partir d'une [droite] médiale sont engendrées des irrationnelles infinies [en aeyltEtt(b) aucune n'est la méme qu'aucune de celles précédemment [obtenues] ».

42 _e rapprochement entre preuve indirecte et analyse est explicitement fait par Pndelugideml, p. 255.8256.10 Friedlein) qui dit d'ailleurs citer Porphyre.
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LE RECOURS AUX DEMONSRATIONS PAR LABSURDE OU LIMPOSSIBLE: CRITERES DE CONTENU

A coté des questions de forme et de style, il est évidemment tres vraisemblable que des criteres de contenu jouent également un réle dans le re

aux preuves par l'absurda I'impossible. Commencons par une observation tres simple a partir d'une statistique par Livres et grands domaines :

I I I v \% Vi VII Vil IX X Xl XII XM

Nombre de propositions 48 14 37 16 25 33 39 27 36 115 39 18 18
Nombre d’arguments indirext 13 — 20 {3} 3 3 21 7 19 24 11 12 —
27 % 0 54 % ? 12% | 9% | 54% 26 % 53% | 21% | 28% | 67 % 0

Elle montre immédiatement que I'occurrence d’un raisonnement indirect daB&aentsn’est pas purement aléatoire ou indifférdrd. Livre Il|
(consacré auercle), les Livres arithmétiques, le Livre XlI et ses preuves dites (improprementephaustion> sont particulierement riches en
arguments indirects. Si on s'en tient aux Propositioass{ on élimine les arguments ponctuels), plus du tiers de Rrapositions sont démontrées de

cette maniere, alors qu’il n’y en a aucune (authentique) dans les Livres I, 1V, XIII et seulement trois dans les Livres V et VI.

Géomeétrie plane Proportions Théorie des nombres Irrationalité Stéréométrie
Nombre de propsitions 115+ 33 =148 39 102 111 75
Nombre d’arguments indirects 36, soit 24 % 15, soit 42 % 47, soit 46 % 12, soit 11 % 23, soit 30 %

Une fois mis de c6té les assertions négatives (21), limitatives (14), converses (10) dont la preuve indiresttééestdjun point de vue formel, les
arguments ponctuels (10) dont plusieurs sont inauthentiques, deux Propositions (VIII. 6, X. 16) dont le texte est tres certainement corrompu, subsis
62 arguments par réduction a l'impossible ou a l'absurde d&ose 3rouvent dans les Livres géométriques, 27 dans les Livres arithmétiques.
Proportionnellement, ces dernieres sont plus nombreuses mais, au moins d'un point de vue “moderne”, elles ne sont guére significatives. La criti
gue I'on adresse souvent auryves par I'impossible (ou par I'absurde), {#re pertinente en métaphysique voire en mathématiques quand s'y mélent
des considérations infinitistes ou non constructives, ne vaut guere pour les démonstrations arithmétiques euclidiennes. JmisGardirsrgue de

son livre cette frappante citation du Chevalier de Méré :
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« Croyezvous que ce soit connaitre une chose que de savoir ce qu'elle n'‘est pas ? »

Mais, dans les Livres arithmétiques, les preuves indirectes reposent sur des partitemsi€finissent en derniére instance par des oppositions

polaires exprimées directement ou non a l'aide de l'opération fondamentale et transgénérique dé&*"@eastre'tle ces cing oppositions se trouvent

dans les Livres VHX :

Polarités Notions mathématiques associées | Définies dans Utilisées dans
Mesurer /Ne pas mesurer « étre une partie / étre des parties » Df. VII. 3-4 Prop. VII. 20, IX. 12
d’'un nombre
Etre divisible en deuxMe pas étre divisible en deux [nombre] 7R
- . g ol =L Df. VII. 6-7 Prop. IX. 30, 33, X. 1Mulgo
(étre / ne pas étre mesuré par une dyade) pair / impair Cf. Arstt, An. Pr.1 23, 41 a2630
Etre mesure [nombre] Df. VII. 12, 14 Prop. VII. 29, 1X.13
par une unité seulemen{mowon) / par un nombre premier / compose
Etre comesurés [nombres] Df. VII. 13, 15 Prop. VII. 2124, 28
par une unité seulementifowon) / par un nombre premiers entre eux / COmMpoOSEs entre eux IX. 16, 17,19, 31
Etre comesurées Ne pas étre camesurées [grandeurs] Df. X. 1-2 Prop. X. 13, 16

(par une grandeur)

commensurables / incommensurables

Or, clairement, savoir qu'un nombre n'est pas divisible [en deux moitiés], ce n'est pas ne rien savoir, mais savoir qu'il est impair, savoir qu'il n'est |

divisible par quelqgue nomé que ce soit, ce n'est pas ne rien savoir, mais savoir qu'il est premier ... et I'imparité, la primarité et la coprimarité, certe:

43 Autremen dit Euclide utilise un langage commun en arithmétique et en géométrie : meseirei (1, katametrei'n), partie (nevroy; "étre en porportion"ajnaviogon éiai) ; il
utilise aussi le méme "algorithme" (I'anthyphérese ou algorithme dit d'Euclide)gsonombres et les grandeurs. Dans le domaine numérique, "mesurer" équivaut a notre
"diviser (exactement)”.
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introduites comme des notions “négatives”, sont néanmoins des notions fécondes en arithmétique. On voit sur ledesblsagua cet usage des
partitions rend compte de la moitié environ des preuves arithmétiques indirectes.
Ajoutons encore une remarque a leur propos : pratiquement toutes celles ou intervient la coprimarité (le registre le plus fourni) sont facileme
démortrées de maniere ostensive, pour peu qu’on s’autorise a affaiblir la poldni&& Nombre » (a considérer I'unité comme un nombre). Prenons
comme exemple la preuve indirecte de VII. 23 :
« Soient deux nombres premiers entre eux A, B et qu'un cedaibre C mesure A. Je dis que C et B sont aussi premiers entre eux. Car si C et B ne sont
pas premiers entre eux, un {certain} nombre mesurera les [nombres] C, B. Qu'il les mesure et que ce soit D. Puisque D mesure C et que C mesure A, le
[nombre] D mesure donc aussi A. Mais il mesure aussidic D mesure A, B qui sont premiers entre et qui est impossible. Donc aucun nombre ne
mesurera les nombres C, B. Donc C, B sont premiers entre eux ».

On pourrait la remplacer par :

« Soit D un “nombre ou unenité” mesurant C et B ; puisque D mesure C et que C mesure A, D mesure donc aussi A. Mais il mesure aussi B; donc D

mesure A, B qui sont premiers entre eux ; donc D est une unité. Donc C, B sont premiers entre eux ».

Euclide luiiméme ne maintient pasujours la distinction &nité\ Nombre », mais il lui était pedtre difficile d'assimiler complétement « ce qui est

un » a un cas particulier de « pluralité » (I'opposition justifie aussi la preuve indirecte de la proposition arithmétique fonddtiobpelle

A l'inverse, la description que I'on vient de faire pour "justifier" le recours aux arguments indirects dans les Livres arithmétiques ne vaut pe
vraiment en géométrie. Beaucoup des asserfiosgivesqui y sont établies de cette maniere sieg théoremes fondamentaux, vémedationnels
cas d'égalité des triangles | (I-87 26), égalité des segments de cercle (111228 similitude des triangles dans VI; propriétés fondamentales du
cercle (convexité, Ill. 2 ; existence et carasi@ion de la tangente a un cercle, I11% 18, 19); le critére anthyphérétique d'incommensurabilité X.
2 ; plusieurs résultats basiques de la stéréométrie qu’Euclide aurait mieux fait de postuler (XI. 2, 3, 5, 7) et dont les preuves ne sosapissatisfai
La Proposition XI. 14 est un critére de parallélisme entre plans (comme |. 27 I'est pour les droites) et I'une et l'autre sont établies indirectement ca

parallélisme est concu comme une propriété négative-iflmaatence). Enfin les célébresomositions du Livre Xll, dites improprement selon la

4 Voir [Euclide-Vitrac, 2001], p. 31.
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meéthode d'exhaustion, établissent une identité de rapports par un double raisonnement par. labguatiéeme grandeur proportionnelle (dont
I'existence est admise) n'est ni plus grande, ni plute mpte celle proposée dans I'énonce, elle lui est donc égale. Elles reposent donc sur une autre
partition transgénérique : la tripartition « plus grand que ..., égal a ..., plus petit gu€ertes, leur rble d'« élément » s'est exerce a l'extérieur des
Eléments,mais on sait qu'il est considérable pour les travaux d'Archiméde ou la dérivation des procédures calculatetalel® Héron

d'Alexandrie ou du corpus métrologique psetdoonien.

Dernier point il se peut, comme le dit Gardies, que tquteuve indirecte soit convertible en une preuve ostensive. Mais a quel prix, en termes
d“élégance” ? Certes la notion est assez subjective, mais quand on compare, par exemple, les preuves indirectes “euclidiennes” et les vers
alternatives ostensivgsoposées par Gardies, on a bel et bien I'impression que la démonstration indirecte dans le style euclidien est esthétiqueme

supérieur®.
EucLIDE APRESEUCLIDE

L'idée de proposer une preuve alternative pour éviter le raisonnement indirect n'a évidgrasnéné inventée par Gardies. Certains
mathématiciens grecs anciens, qu'ils aient été ou non inspirés par les hiérarchies aristotéliciennes [(démonstration) affirmative > négative > indirect
semblent avoir partagé l'idée que la preuve ostensivaigstisure. C'est par exemple ce que I'on lit dans la préfac8mnériquesde Ménélals

d'Alexandrie £—1° s.), pour autant qu'on puisse la bien conrf4itre

« ... Nous avons souligné les choses déja démontrées par nos prédécesseurs ; et nous &baawwqgsde faits généraux qui se rapportent
a tout un ensemble, qui ont été déja énonces et prouvés dans un cas particulier par un autre, qui ont été rédigés dans les exposeés des élément
la doctrine des figures sphériques, qui ont été démontrés Isetéduction a I'absurde, et nous avons présenté ces preuves universellement,

ainsi que leurs converses et avec les délimitations qui s'imposent, et ce, de maniére. directe »

S Voir 'exemple de X. 1Mulgodans I'Annexe V.
“® Traduction de travail établie & partir Bée Spharik vorMenelaos aus Alexandrien in der Verbesserung von Abl Nasr Mans(r b. 'Alf b. 'IEal et. traduction allemande par
Max Krause, Berlin, Wiedmann, 1936, p. 118, donc a partir de la traduction allemandedanmstonarabe d'un original grec perdu !
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Et ce genre de prise de position a laissé des tracesntrastées— dans I'eggése antique dédéments ainsi des preuves alternatives directes pour
certaines propositions démontrées par contraposition ont été proposées pour I. 8'\Phildg (Hérof®), 25 (HéroA’, Ménélaiiz’), preuves
alternatives que nous connaissons graténaEuclidemde Proclus. Cela dit, la position de Héron est moins claire que celle de Ménélaus, car le
remplacement de l'indirect par le direct n'était pas sa seule motivation pour proposer des preuves alternatives. Toujours grace au commentateur pe
an-Nayrizi, nous savons que la preuve alternative a Ill. 10 transmise dans les manuscrits grecs et les versions arabes, ainsi que la Proposition Heik
12, sont des ajouts héroniehgOr I'un et l'autre procédent de maniére indirecte ! L'un est un émepit (autre cas de figure), l'autre renforce la

structure déductive du traité.

Cette multiplicité des motivations se retrouve dans I'ensemble de la tradition euclidienne antique et médiévale : les manuscrits grecs, |
traductions médiévales et les tégmages des commentateurs nous font connaitre une quantité assez importante de preuves alternatives : le phénomé
concerne environ 80 Propositions et il y a une bonne quarantaine de vraies démonstrations alfetretivesamen montre que la compositite
certaines d’entre elles a sans doute eu pour but de changer la forme ostensive ou indirecte de la démonstration. Mais ce n’est qu’un critere p:
beaucoup d’autres. Cette dualité entre démonstrations ostensives et indirectes deviendra un liededimxégese du traité d’Euclide, si I'on en

croit ‘Umar alKhayyam, méme s'il n'y accorde pas plus d'importance que c¢a et laisse paraitre son agacement

4726616-268.14 : preuve par disjonction de 3 cas de figures qui permet d'éviter la preuve euclidienne par contraposition en outre fondée sur la Proposition assertorique négative
elleméme établie de maniéere indirecte. Si ledit Philon est, comme onMhilidtn de Byzancei(™-11°s. av.), la substitution de preuve selon ce genre de critére est fort aricienne

48319.2321.8 : la preuve évite de distinguer deux cas comme le fait la démonstration euclidienne par contraposition et elle est directe I'Meisedaient— c'est |'objection
de Proclus— d'obliger a insérer un Lemme [dont le caractere élémentaire n'est pas évident car il s'agit d'une forme faible (inégalité) de la Proposition VI. 3 (proportion)] entre |
18 et sa converse. Le commentateersan afNayrizi transmet également cette preuve alternative et l'attribue a HéB@monstratio huius propositionis ab Herone proposita,
qui alia utitur ratione sine reductionedbsurdum »ln Eucl.l. 19, p. 89 Besthoriieiberg

49 346.15347.11 : Proclus souligne que la preuve de Héron évitait la “réduction a I'impossihle’mais Héron le mécanicien démontre le méme théoréme de la maniére suivante
sans réduction a I'impossible ( {Hrwn de; 0J mhcaniko;" ouJtwsi; oyjagiilunavtou to; aujtdpivknusiif. Proclus,In Euclidem(l. 25), 346.1112 Friedlein. On observera
qu'Euclide utilise la contraposition et non la réduction a I'impos#NoléNayrizi ne l'attribue a personne. A noter que le texte de sa démonstration premiere posséde leeméme typ
d'ajout que ceux que nous avons vu pour |. 19, ajouts qui transforme la contraposition en réduction a I'absurde. |l eréakaitgp@ute méme dans le texte que lisait Proclus,
mais ce n'est pas le cas, ni pour I. 19, ni pour |. 25, dans le tegtd@s manuscrits d&&ments exmémes).

0345.15346.11 : preuve directe sans probléme particulier. Elle ne semble pas coamiaylizi.

®1 Voir [Vitrac, 2004], en particulier, pp. 168.

2 Inventaire dans les TableauX Ides Annexes de [Vitra2004], pp. 4043.

Bernard Vitrac, Les démonstrations par I'absurde dariéesentsd'Euclide



26

« ... < quant & > ceux qui ont voulu commenter son ouvrageRé&sentsd’Euclide> ou en résoudreddifficultés— comme Héron le Mécanicien,
Eutocius et les autres Anciens, et AbdAdibas atNayrizi et les autres Modernes ils auraient d0 démontrer des choses semblables a ces propositions
(< en patrticulier le postulat des paralléles >) et les exanghles étudiernon pas ramener la [démonstration] directe a la [démonstration] par I'absurde, et
I'absurde a la directe. Car quelqu’un qui connait réellement la démonstration d’une chose s’en conteellerdiréidte ou par I'absurde. Quel sere-ty

il donc & ramener la directe a I'absurde et a laisser des choses semblables a cela sans dérfloRstration

CONCLUSIONS

L'inventaire et I'examen des arguments indirects danEl&msentsd'Euclide permettent, sinon de répondre a toutes les questi@neous avons
soulevées en commencant, du moins de faire quelques observations :

e *; JL;NCKO? ?0=FC>C?HH? GIHNL? OH? @ILN? ;MSG[NLC? ?HNL? [HIH=[M ;@@CLG;NC@M
cas, une preuve par l'imgsible ou par I'absurde s'impose aux yeux d'Eudide. les questions stylistiques déterminent partiellement a la fois le
recours aux arguments indirects et la forme que prend ce recours, nous l'avons bien montré.

e !? H?MN J;M F? M? 0Osemble Gaterinihe@¢ IclaiX - etaldhr la converse d'une Proposition par réduction indirecte a celle dont elle est la
converse est considéré comme une stratégie qui participe a la continuité de I'expose.

e O J;MM;A? I<KM?LPIHM KO? &e2A'dh gropoS€eRdir rdvpicelr i @riguiméntkindirect procédent parfois selon une disjonction de
cas et autant de “branchements” démonstratifs qui, a I'inverse, affaiblissent ladite continuite.

e 3H? ;ONL? ;MSG[NLC? M? G;HC @ ?avthhietiqieN Ll dse & abie#O la Bé&reRsti@tip@ Mdifedte (46 % des 102 Propositions
des Livres VI}IX sont concernées !), mais sans vraiment s'exposer aux critiques que l'on fait habituellement a ce mode de preuve (prouver a partir d
non-savoir)— e ce qu'il fait dans ses Livres géomeétriques. En géométrie, la démonstration par lI'impossible ou par I'absurde est impliquée dans d
résultats fondationnels, associée a des procédures dont il auraétrpeatmeé se dispenser, mais qui, elles aussirviateent au niveau des

fondements méthode dite de superposition dans les Propositions I. 8 et Iflr@&urs (sans postulation ni justification) a I'existence d'une grandeur

3 ['"Umar aFKhayyamVahabzadeh, 1999], p. 320.
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quatrieme proportionnelle a trois grandeurs données, indispensable furedaésultats fondamentaux du Livre XII ; réduction forcenée et peu
satisfaisante de la géométrie des solides a la géométrie plane pour se passer de postulat stéréométrique.

e 'FH?MN JIOL ;ON;HN J;M JIMMC<F? >?injuliérldd boM AcRinede &t Xpdlldhius BtiliSeRt eux aubk|® dénbnstration

par lI'impossible ou par I'absurde dans leurs écrits géométriques. Une statistique tres grossiere montre que le premier établit 25 Propositions de
maniere (dont 22 selon faéthode dite d'exhaustidnsur un total de 155, soit environ 16 %. Euclide en fait davantage dans ses Livres géométriques
(environ 21 %), mais il est dépassé par Apollonius. GgJudans ses LivreslIV (qui, exposent les « éléments » des coniquesdaes de l'auteur),

fait un usage considérable des preuves indirectes (dans pres de 30 % des Propositions), dont certaines sont d'ailleurs des calques (transposé
coniques) des preuves euclidiennes indirectes du Livre Il pour le cercle. Malhewstyjsssmme nous I'avons dit en commencant, nous ne savons
rien des intentions d'Euclide et, surtout, nous n‘avons pas de terme de comparaison : écrire des monographies comme Archimede (reposant st
important savoir géomeétrique antérieur) n'est pas lmenéhose que de proposer un recueil d'éléments dont la lecture, en principe, ne présuppose
aucune connaissance mathématique préalable. L'exigence de la rédactgoriwcipes> ne s'y posera évidemment pas de la méme maniére.

e *? >?LHC?L ? hiNspEnkidl? ué FoN peut tirer de I'examen de ce dossier concerne I'historiographie, notamment l'idée que I'on se fait de
maniére dont Euclide a composé son recuglédients.

Dans I'Antiquité, nous connaissons le point de vue de Proitliesprésente comme celui qui a recueilli avec beaucoup de soin et de rigueur les
résultats des mathématiciens antérieurs, les a réorganisés en une composition dont Proclus a une opinion certainement trop favorable. L'exé
meédiévale et renaissante a pourspiis ou moins dans cette voie, ajoutant les complications d'une transmission complexe sur le tres long terme,
introduisant la topique devenue classique dans laquelle on loue I'atteuclide— pour mieux éreinter ses copistes ou sesditeurs quand on'est
pas satisfait du texte.

L'historiographie “moderne” (a partir du dernier quart du X&) a complétement changé d'optiqgue, notamment sous l'impulsion de Paul
Tannery. Les insuffisances du texte, ses “anomalies” réelles ou suppdsgésavaux asemporains sur les fondements de la géométrie ont multiplé
les manquements axiomatiques de I'exposé euchda des lors été interprétées comme des indices historiques a rapporter aux difficultés éprouvees
par Euclide pour harmoniser les travaux de me&décesseurs, emémes ayant eu a répondre aux urgences d'arise«des fondemenis(la aussi

I'histoire contemporaine des mathématiques fournissait un modele historiographique). Cette interprétation du traité d'Euclide, en quelque sorte “pron
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au rang de source principale pour écrire I'histoire des mathématiques pré euclidiennes qui en manque cruellement, passait par la dévalorisatior
l'auteur au rang de simple éditeur, voire, pour certains ([Van der Waerden, 1954] par exemple), de coirpitatedirence du recueil fut totalement
perdue de vue.

Or cette lecture ne résiste pas a la lecture attentivEléemnts beaucoup des “anomalies” invoquées sont des artefacts historiographiques (ce
qui ne veut évidemment pas dire que I'exposé euclekemparfait, loin s'en faut) ; la cohérence mathématique et logique (axioghédiactive) est
sortie plutét renforcée des travaux de Marinus Taisbak ([Taisbak, 1971, 1982] sur les Livx@Wlan Mueller ([Mueller, 1981] sur la structure
déductive); les études stylistiques et statistiques dont nous avons vu un échantillon sur la question des preuves-iageciey en a bien d'autres
— n'ont fait que confirmer cette stabilité des choix euclidiens qui présupposent une intention d'autsucelzerte nous apprend toujours rien sur le

contexte scientifique et éditorial dans lequel a travaillé Euclide, mais cela suffit a invalider le paradigme historiographique initié par Tannery.
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ANNEXES

|. QUELQUES TEMOIGNAGESSUR LES MATHEMATIQUES PRE EUCLIDIENNES

1) Les témoignages (Proclus, Euclideml, v¢ s. ap.) concernant les prétendues “peres fiends! des mathématiques grecques (Thalés, Pythagére, av.), mais aussi les
Pythagoriciens en général ainsi qu'Enopide de Chio (milietf duav. ?), ttmoignages qui leur attribuent un certain nombre de résultats mathématiques contenus d@ans le Livr
| des Eléments d'Euclide en se réclamant distbire de la géométrie’'Eudéme de Rhodes/f s. av.), principale source “historique” concernant les mathématiques pré
euclidiennes. Parmi ces résultats, seule la Proposition I. 26 est établie de nmairiéceeipar Euclide et son attribution a Thalés par Eudéme est, aux dires mémes de Proclus
(352.14438 Friedlein), inférentielle.

2) Les témoignages (Proclus, Euclideml ; Eutocius,in Arch. SCII. 1, vi®s. ap.apudEratosthéneyi® s. av.) sur Hipperate de Chio 2moitié duve® s. av.) qui aurait été l'auteur
du premier recueil Bléments(stoicei'a) et le premier a appliquer la méthode de réductagpagwghva un probléme difficile (duplication du cube insertion de deux
droites moyennes proparhnelles entre deux droites données).

3) Les témoignages (Aristog# son commentateur Jean Philoperi,s. ap.) sur la tentative de quadrature du cercle par Hippocrate de Chio et les fragmeligtode He la
géométried'Eudéeme de Rhodes transmetities preuves (satisfaisantes) de quatre résultats concernant la quadrature des lunules, cités par Simpgliciys),( autre
commentateur d'Aristote.

4) Les témoignages d'Aristoé¢ de ses commentateurs sur la tentative de quadrature du cercle gataim Antiphon et par Bryson, ainsi qu'un fragment ldistbire de la
géométried'Eudéme a propos d'Antiphon, cité la encore par Simplicius.

5) Les témoignages (Diogéne Laértkes lll, 24, 1° moitié duli® s. ap.; Proclus,In Euclideml) qui attribuent soit l'invention [difficile a concilier avec 2)], soit la simple
transmission au géometre Léodamas de Thasos de la méthode d'analyse par Platon.

6) Le témoignage de Proclus sur I'explicitation, par Léon, disciple de Léodamas, de la notion de & dja@issens decondition de possibilité d'un probleme ».

7) Le témoignage de Platohhéététel47d148b) sur les travaux de Théodore de Cyréfie(fitié duv®s. av.) concernant I'incommensurabilité de certaines droites.

8) Le témoignage de Pappus EuclidemX, 1° moitié duiv® s. ap.), d'aprésHistoire de la géométrid'Eudeme, sur la théorie des lignes et surfaces irrationnelles mentionnant
successivement : les Pythagoriciens, Théétete, Euclide, Apollonius.

9) L'exposé de Platon dansTenéeportant sur les polyédres réguliers inscriptibles dans une spheére, exposé qui prouve que le fait qu'il existe seulement cing tels polyédres étai
connu ainsi que, probablement, un moyen de les construire.

10) Le témoignage d'une scholie liminaire au Livrel XHHS,V, 2, 291.19) sur la construction des cing polyédres réguliers mentionnant les Pythagoriej@s{4.2édres) et
Théétete (8et 20édre) dont la source, pour certains spécialistes, serait Eudeme.

11) Le témoignage d'une autre scholie limieaiu Livre V EHS,V, 1, 211.2212.25) sur I"inventeur” du Livre V : Eudoxe de Cnide, scholie dont la aussi, la source serait Eudéme.
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12) Les témoignages d'Archiméde selon lesquels les résultats contenus dans les Propositions XlI. 7 et 10 onpété=€idimis$C1, Meth.,préfaces). Leurs énoncés étaient déja
connus de Démocrite ajoutel (Meth., préface). Quant a XIl. 2 et 18, il dit seuleme@P( préface) qu'ils ont été établis par des géomeétres antérieurs a lui (Archimede) :
Euclide ? Eudox€ Le témoignage de Simplicius [3)] affirme que XII. 2 était déja prouvé par Hippocrate de Chio.

13) Le témoignage d'Eutociutn(Arch. SCII. 1) concernant l'insertion de deux droites moyennes proportionnelles entre deux droites données et transmsetta@diaprant
d'Eudéme, une version modernisée de la solution stéréométrique d'Arsfiyrtdss( av.).

14) Le témoignage d'Eutocius sur le méme sujet, rapportant une version modernisée de la preuve de Ménechmen(fndieav Jupar intersection d'erhyperbole et d'une
parabole.

15) Le témoignage de Boeded musicalll, 11, vi°®s. ap.) sur la preuve, par Archytas, de I'impossibilité de dichotomiser un intervalle musical épimbrerh: la preuve est
indirecte (et déficiente selon Boece). st eonc impossible d'associer un rapport numérique aux demies octave, quarte et quinte, ainsi giwau@ansi le premierxemple,
ceci équivaut, en termes modernes, a l'irrationalitédeCe théoréme sur les intervalles fait I'objet de la Proposition 3Rigitaon du canorattribuée a Euclideelle repose
de maniére essentielle sur la Proposition VIII. 8 EésnentsLa citation de Boéce parait corrompue ou tronquée.

16) On pourrait leur adjoindre les trés nombreux exemples mathématiques proposés par*Afisiotest raisonnable de classer parmi les auteurs pré eudidieGes
témoignages, parfois allusifs, attest@ue la théorisation du systéeme axiomatique de présentation d'une science démonstrative était bien engagée. En nous limitant a |:
géométrie élémentaire, Aristote discute a plusieurs reprises certaines définitions fondamentales, mentionne certdidesddificla théorie des paralleles a son époque
(pétition de principe) il connait le résultat sur la somme des angles d'un triangle, des énoncés comme Euclide, NC 3, I. 5, I. 32, Ill. 31, “V. 16" ... ; il utilise certains résultats

de la théorie des lisudans seMétéorologiqueslil, 5.

NB : Les items 3), 8), 10), 11), 12) sont & l'origine de la thése queldewentsd'Euclide constituent une reprise et une amélioration de résultats pré euclidiens, notamment de
Théétete et d'Eudoxe. C'est ce qu'aféirRroclus (6840 Friedlein), peuétre pour raffermir son idée que le traité d'Euclide est d'inspiration platonicienne car Théétéete et

Eudoxe sont mis en relation avec Platon et I'Académie par la traditiorétretdutil leur adjoindreHippocrate deChio et Archytas.

% T.L. Heath leur a consacré tout un livre ([Heath, 1949 1) !

%5 Malgré les incertitudes qui entourent les dates d'Euclide. Sa naissance peut étre placée quelque part entre 360 et @@nsargumeat décisif ne permette de trancher entre
le “haut” et le “bas” de la fourchette chronologique. S'il était né dans les anné85@6Dne serait pas impossible qu'Aristote et Euclide se soient connus ; ce n'est pas I'opinion
traditionnelle. La méme incertitude pése évidemment sur les rapports chronologiques entre Euclide et Eudéme de Rhodes. Candidat malheureux a la succession d'Aristote a I
du Lycée face a Théophraste, on le fait traditionnellement naitre dans les anr886.360
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[l. ARGUMENTS INDIRECTS ANS LESELEMENTSD’E UCLIDE

Conventions et abréviations

Argument global toute la proposition (éventuellement chacun de ses cas) est démontrée de maniére indirecte. Les numéros en gras correspondentfamulésoncé
négativement.
Argument partiel seule une assertion partielle, explicitée dans I'énoncé, est démontré de cette manikrdér(ésieéme partie de Ill. 7notation: IIl. 7°).

L’exemple typique est la caractérisation de maximalitdeominimalité dans les problémes arithmétiques (notatitih 2" = partie “théorématique” de VII. 2).
Argument ponctuel il s’agit de justifier une inférence locale en cours de démonstration.

lls sont rares (6 Propositions) et 4 d'entre eux@nsnsont certainement inauthentiques ( 1. 4, IV. 4, 8, 13).
Qualificationde la réduction : Imposs« ce qui est impossible w{per (ejsti;n) ajduvnatpn Absurde: « ce qui est absurde ofper (ejsti;n) a[topod].
Conv. pars converse partielle dia Proposition N ut. N: sa preuve est fondée sur la Propositionuml. in N : elle est utilisée pour la premiére fois dans la Proposition N.

a. Raisonnements par réduction a I'impossible ou a I'absurde

1.¢cg a =-a ¢ 3.4 0 qouplutdtl.(~-q q -0 ¢
1"(-q a b) g (aveca b= ,ie.b =-a) [car-g -betq g -] Consequentia mirabilis
2.(~q b) gavecbfausse [cabfausse -bvraie,doncnq -bet(~q b =b)] | 4.Dans le cas ogipeut s'interpréter comme une conditionnelle de la forme

«p q r» onmontrequep-r = (contraposition composeée).
5.~ -p) (P q)(contraposition simple).

[aveca principe @jrchyde la théorie —~a = b fausse]
[avec P proposition démontrée de la théor® = b fausse]

2.(-q -3 g
2.(-q -P) g

Livre Prop. | Argument| Argument| Argument | Caractérisation logiqug  Qualif. Insertion déductive Contenu
ponctuel partiel global de la réduction de laréd. (conversion, premiére utilisation)
| 4 x (EPP) 2" ({NC 9}) Imposs. | {interpolation '} Superposition
6 X 1 Absurde | Conv.pars|. 5;ut. |.4; util.inll. 4 Egalité
7 X 1 Imposs. | Lemme pour |. 8 (assertorique négatif) Construction impossible
14 X 1 Imposs. | Conv. pars 1. 13; ut. I. 13 ; util. in |. 45 Alignhement
26 x (cas 1) 1 Imposs. Egalité
x (cas 2) 2" (1. 16) Imposs. Egalité

27 X 2" (1. 16) Imposs. | Conv. parsde |. 28 Parallélisme
39 X 1 Imposs. | Conv. pars |. 37; ut. |. 37 ; util. in VI.2 Parallélisme

{40} X 1 Imposs. | Conv. pars |. 38; ut. I. 38 ; non util. Parallélisme

Il 1 X 1 Imposs. Détermination du centre

2 X 1 Imposs. Corde et cercle
4 X 1 Imposs. | Conv. pars lll. 3 ; ut. lll. 3 ; non util. Résultat négatif
5 X 1 Imposs. Résultat négatif (concentricité
6 X 1 Imposs. Résultat négatif (concentricité
7° X 2" (1. 77 Imposs. Résultat limitatif (2 seulement)
8° X 2" (111. 8™ Imposs. Résultat limitatif (2 seulement)
10 X 2" (111. 5) Imposs. Résultat négatif (incidence)
11 X iy Imposs. Incidence

Bernard Vitrac, Les démonstrations par I'absurde dariéesentsd'Euclide




34

{12} X 1 Imposs. | Cas de fig. complétant IIl. 11 (Hér@) Incidence
13 X (cas 1) 1 Imposs. | ut. lll. 11 Résultat négatif (tangence)
X (cas 2) 1 Absurde Résultat négatif (tarece)
16° X 2" (1. 17) Imposs. Tangence
16° X 1 Imposs. Résultat négatif (unicite)
18 X 1 Imposs. Perpendicularité
19 X 1 Imposs. | Conv. pars lll. 18; ut. 1ll. 18; util. in Ill. 32 | Incidence
23 X 2" (1. 16) Imposs. | Lemme pour Il 24 Construction impossible
24 X 2" (1ll. 10) Imposs. Superposition
27 X 1 Imposs. | Conv. pars Ill. 26; ut. lll. 26; util. in Ill. 29 | Egalité
[\ 4 x (EPP) 2" (Ill. 16%) Absurde Inscription (tangence)
8 x (EPP) 2" (Ill. 16%) Absurde Insciiption (tangence)
[\ 13 x (EPP) 2" (Ill. 16%) Absurde Inscription (tangence)
\% 18 X r Imposs. | Formulée comme V. 17 conv.; ut. V. 17; | Proportion par composition
util. in V. 24
VI 7 X (cas 1) 1 Absurde Similitude
X (cas 2) 2"(l. 17) Imposs. Similitude
26 X 1 Imposs. | Conv. pars VI. 24; ut. VI. 24; util. in VI. 27| Diagonale commune
VII 1 X 1 Imposs. Coprimarité (résultat négatif)
2" X 1 Imposs. Maximalité (pgcd)
3" (2) X (2 cas) 1 Imposs. Maximalité(pgcd)
20 X 1l et4 Imposs. Comesure
21 X 2' (Df. VII.13) Imposs. Minimalité
22 X let4 Imposs. | Conv. VII. 21; ut. VII. 20; util. in VIII. 2-3 | Coprimarité
23 X 2' (Df. VII.L13) et 4 Imposs. Coprimarité
24 X 2' (Df. VII.L13) et 4 Imposs. Coprimarité
28 (2) X (2 cas) 2' (Df. VII.13) et 4 Imposs. Coprimarité
29 X 2' (Df. VII.12) Imposs. Coprimarité
31 X 2 Imposs. Existence diviseur premier
33" X 1 Imposs. Minimalité
347 X (2 cas) r Imposs. Minimalité (ppcm)
(2)
35 X let4 Imposs. Comesure
36"(2) X (2 cas) 1 Imposs. Minimalité (ppcm)
39" X 1 Imposs. Minimalité (ppcm)
VIII 1 X 1 Imposs. Minimalité
4" (2) X (2 cas) 1 Imposs. Minimalité
6 X En fait, 2 preuved Enoncé négatif (divisibilige

% Voir infra Annexe V : probablement une preuve initiale gat. a I'imp. (‘tonsequentia mirabilis?) mutilée, puis une seconde (Théon ?), directe. Le texte est contaminé.
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IX 12 X 2' (Df. VII.13) Imposs. Déterm. de diviseurs premiers
13 X 2' (Df. VII.12) Imposs. Résultat négatif (primarité)
X 2' (Df. VII.12) Imposs. Comesure
X 1 = Hyp. Résultat négatif (altérité)
X 2' (Df. VII.12) Imposs. Résulta négatif (coprimarité)
X 2' (Df. VII.12) Imposs. Comesure
X 2' (Df. VII.12) Absurde Détermination de diviseurs
14 X let4 Imposs. Déterm. de diviseurs premiers
16 X 2' (Df. VII.13) Absurde Résultat négatif (existence)
17 X 2' (Df. VII.13) et 4 Imposs. Résultat négatif (existence)
18 X 2" (IX. 16) +1 Absurde Résultat négatif (existence)
19 X 2" (IX. 17) Imposs. Résultat négatif (existence)
+ 2’ (Df. VII.13)
X 1 Absurde Résultat négatif (existence)
20 X 1 Absurde Résultat négatif (altérité)
IX 30 X let4 Absurde Comesure
31 X 2' (Df. VII.L13) et 4 Imposs. Coprimarité
33 1 Absurde Résultat limitatif (classification
36 X lou3 Imposs. Détermination de diviseurs
X 2 X 1 Imposs. Résltat négatif (incommens.)
3" 1 Imposs. Maximalité
4" 1 Imposs. Maximalité
13 X letd Imposs. | Malgré qualif., simple réd. logique a X. 12 Résultat négatif (incommens.)
16 (2) X (2 cas) 1 Imposs. | Malgré qualif., simple réd. logiquee Df. X. 1| Résultat négatif (incommens.)
26 X 1 Imposs. Résultat négatif (inexprimab.)
42 X 2" (X. 26) Absurde Résultat limitatif (unicité)
43 X 2" (X. 26) Absurde Résultat limitatif (unicité)
44 X <2" (X. 42)> — La fin de la Propositio est corrompue. Résultat limitatif (unicité)
45 X 2" (X. 26) Imposs. Résultat limitatif (unicité)
46 X 2" (X. 26) Imposs. Résultat limitatif (unicité)
47 X 2" (X. 42) Absurde Résultat limitatif (unicité)
79 X 2" (X. 26) Imposs. Résulta limitatif (unicité)
80 X 2" (X. 26) Imposs. Résultat limitatif (unicité)
81 X 2" (X. 73) Imposs. Résultat limitatif (unicité)
82 X 2" (X. 26) Imposs. Résultat limitatif (unicité)
83 X 2" (X. 26) Imposs. Résultat limitatif (unicité)
84 X 2" (X. 79) Imposs. Résultat limitatif (unicité)
111 X 2" (X. 73) Imposs. Résultat négatif (altérité)
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XI 1 X 2' (Df. 1.17) Imposs. Résultat négatif (incidence)

2 X 2" (XI. 1) Absurde Incidence

3 X 2" ({NC. 9} Absurde Incidence

5 X 1 Imposs. Coplanéité

7 X 2' ({NC. 9}) Imposs. Coplanéité

13 X 1 Imposs. Résultat négatif (unicité)

14 X 2" (1. 17) Imposs. Parallélisme

19 X 2" (XI. 13) Imposs. Perpendicularité

23 X 1 Absurde Résultat négatif (inégad)

X 1 Absurde Résultat négatif (inégalité)
Xl 2 x (cas 1) 1 Imposs. | Idemin b Résultat négatif (inégalité <)

X (cas?2) 2" (XI1. 2.1) Imposs. | Ideminb Résultat négatif (inégalité >)

5 X (cas 1) 1 Imposs. | Idemin b Résultat négatif fiégalité <)
X (cas?2) 2" (X11.5.1) Absurde | Imposs. inb! Résultat négatif (inégalité >)

10 X (cas 1) 1 Imposs. | Idemin b, XII. 9 Résultat négatif (inégalité >)
X (cas?2) 1 Imposs. | Idemin b, XII. 9 Résultat négatif (inégalité <)

11 x (cas 1) 1 Absurde | Imposs. inb! Résultat négatif (inégalité <)
X (cas?2) 2" (XI1. 11.1) Imposs. | Idemin b Résultat négatif (inégalité >)

12 x (cas 1) 1 Imposs. | Absurde inb, XII. 10! Résultat négatif (inégalité <)
X (cas?2) 2" (XI11. 12.1) Imposs. | Idemin b, XII. 10 Résultat négatif (inégalité >)

18 x (cas 1) 1 — Imposs. inb, XII. 17 Résultat négatif (inégalité <)
X (cas?2) 2" (XI1. 18.1) Imposs. | Idemin b, XII. 17 Résultat négatif (inégalité >)

Total 17 (11) 18 (13) 84 (72) Soit119 arguments dans 96 Propositions
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b. Preuves par simple réduction logiq@&7 pour 16 Propositions)

Réduite a

Contenu

I. 7 (construction impossible)

Propos.
I.8 Cas d'égalité de triangles
I.19 B>C AC >BA I.5(AC=BA B=C)etl.18[AC<BA( BA>AC) C>B( B<CQ)]
I. 25 BC>EF A >D I.4(A=D BC=EF)etl.24[A<D( D>A) EF>BC( BC<EF)]
I 29° AB//CD AGH = GHD (alternesnternes) Demande 5 (= postulat des paralléles)
1. 16° Angle du cercle > angle aiguangle corniculaire < angle aigu 1. 16° (Impossibilité d’intercaler une droite entre la circonférence etadmgente»)
V.9 A:C:B:C A=B V.8(A>B A:C>B:C)
V.10 A:C>B:C A>B V.7(A=B A:C:B:C)etV.8[A<B( B>A) B:C>A:C(A:C <B:C)]
VII. 2 Détermination d PGCD VII. 1 (critere anthyphérétique de coprimarité)
VI 7 (A, B, C, D) proportion continue A/D A/B VIII. 6 (A, B, C, D) proportion continue ¥8  Alaucun autre)
VIIl. 16 A.A\B.B A\BetAB A.A\B.B VIIl. 14 (A/B AA/B.BetA.A/B.B A/B)
VIl 17 A.AA\B.B.B A\BetAB A.A.A\B.B.B VIIl. 15 (A/B A.A.A/B.B.Bet A.A.A/B.B.B A/B)
IX. 10 Si (1, A, Az, As, A4, As) proportion continue, alors IX. 8 [(1, A1, Az, Az, As, As) proportion continue A, A, ... carrés et 4 Ae ... cubes]
Ainoncarré Ags, As ... non carrés VIII. 24-25 [(A, B) semblables et B carré (resp. cubep carré (resp. cube)]
Ainoncube Aj Ay Ay As, A;, Ag ... non cubes IX. 6 (A.A=cube A cube)
X. 7 (A, B) incommensurables non [A: B:: m:n] avec (m, n) entiers X.6[A:B:m:navec(m,n) entiers (A, B) commensurables]
X.8 non (A: B::m:n)[(m, n) entiers] (A, B) incommensurables X. 5 [(A, B) commensurables A :B: m:navec (m, n) entiers]
X.9° (A, B) incommensurables non [A°: B*:: m”: n’] avec (m, n) entiers X. 9 [(A%:B?::m’:n’) (A, B) commensurables]
X. 9° non [A%: B*:: m*: n’] [(m, n) entiers] (A, B) incommensurables X. 9*[(A, B) commensurables (A”: B*:: m’ : n%)]
XI. 16 Si (P, P,) plans paralléles coupés paraars R P//RB P Xl.L1((E,F) P droite EF P); Df. XI. 8 (plans paralléles = non sécants)
Df. I. 23 (droites paralléles = non sécantes)
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c. Arguments indirects dans le matériel ajouté aux Eléments d’EuclidIl)
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Abréviations spécifiques: alit. : preuve alternative (= preuve n°2)/N+1: lemme intercalé entre les Prop. N et N+llgo: proposition de Editio princepsrejetée par Heiberg

N+: ajout a la Prop. N.

Livre Proposition Argument Argument Argument Caractérisation logique Qualification Contenu
ponctuel partiel global de la réduction
I 40 X 1 Impossible | Parallélisme
Il 7alit X 1 Impossible | Construction impossible
8alit X iy Impossible | Construction impossible
Qallit X iy Impossible | Caractérisation du og&re
10alit X 2" (111. 5) Impossible | Résultat négatif (incidence)
11+ X 1 Impossible | Incidence
12 X iy Impossible | Incidence
VI 22/23 X 1 Impossible | Congruence
VIl 3lalit X 1 Absurde Existence diviseur premier
X 9Por+ X 5 Absurde Réasiltat négatif (incomm.)
13vulgo X letd Absurde (?) | Résultat négatif (incomm.)
28/29b x (cas 1) 1 Absurde Résultat négatif (non carré)
X (cas 2) 1 Absurde Résultat négatif (non carré)
38+ X 1 Absurde Résultat négatif (irrational.)
11Aulgo X 1 Absurde Résultat négatif (non unité)
X 2' (Df. VII.13) Impossible | Imparité
X 1 Impossible | Résultat négatif (incomm.)
11%Avwulgo alit. X 1 Impossible | Résultat négatif (non unité)
X 2' (Df. VII.13) Impossible | Résultat négatifincomm.)
XI 23+ X 2" (1. 20) Impossible | Résultat négatif (inégalité)
X ? Impossible | Résultat négatif (inégalité)
X 1 Absurde Résultat négatif (inégalité)
X 1 Impossible | Résultat négatif (inégalité)
38vulgo X 2" (1. 17) Impossible | Incidence
Xl 2/3 X 2" (11. 4) Impossible | Résultat négatif (inégalité)
18" X (cas 1) 2" (XI. 21) Impossible | Construction impossible
X (cas 2) 2" (XI. 21) Impossible | Construction impossible
X (cas 3) 2" (XI. 21) Impossible | Construction impssible
X (cas 4) 2" (XI. 21) Impossible | Construction impossible
X (cas 5) 2" (XI. 21) Absurde Construction impossible
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[1l. ENONCES NEGATIFS DANS.ES ELEMENTSD’EUCLIDE (20 + 3)

Il s'agit de Propositions exprimant un résultat négatif (oitdiif) de maniére assertive :
«Un cercle ne coupe pas un cercle en plus de deux points » (IKugkio" kuvklon ouj tevmnei kata; pleivona shmei'a h]) duvo
ou conditionnelle (négation dans la conclusion).
« Si des nombres en quantité quelconque sont continlment en proportion et que le premier ne mesure pas le deuxieme,
aucun autre ne mesurera non plus aucun autre » (VIJE&n ®in oJposoiou'n ajrigmoi; eJxh™ ajnavlogon,
oJ de; prw'to" to;n deuvteron mh; metrh'/, oujde; a[llo" oujdei;Voajoetrhvsgi

Les résultats négatifs peuvent aussi étre énoncés positivement a l'aide d’un concept négatif ou Ijmitaptifarité, incommensurabilité, irrationalité. On
compte 20 théorémes a énoncé négatif plus quatre assertions partielleausdienégatives. Les énoncés négatifs ne coincident pa&-fattavec un sous
ensemble des Propositions a démonstration indirecte, mais presque !

Inventaire :

.7

JEpi; th™ aujth™ eujgeiva” duvo tai™ aujtai™ eujgeivai” a[llai duvo eujogekaii[ Sur la méme ligne droite, ne seront pas construites, égales chacune a chacune
eJkatevra eJkatevra/ ouj sustaghvsontai pro;" afllw/ kai; afllw/ shmeivw/ ejpgutedeux mémes diess, deux autres droites, en un point quelconque, différent

aujta; mevrh ta; aujta; pevrata e[cousai tai™ ejx ajrch™ eujgeivai”. mais du méme c6té, et ayant les mémes limites que les premiéres.

. 4
JEa;n ejn kuvkiw/ duvo eujgei'ai tevmnwsin ajllhvia® mh; dia; tou’ kevBirgans un cercle deux droites ne passant pas par le centre se coupent I'une
ousai, ouj tevmnousin ajllhvla” divca. elles ne se coupent pas l'une |'autre en deux parties égales.

. 5

jEa;n duvo kuvkloi tevmnwsin ajllhvlou”, oujk e[stai aujtw'n to; aujto; kevntroisi deux cercles seoupent I'un l'autre, ils n‘auront pas le méme centre.

. 6

JEa;n duvo kuvkloi ejfavptwntai ajllnviwn, oujk e[stai aujtw'n to; aujt®i deux cercles sont tangents I'un a l'autre, ils n'auront pas le méme centre.
kevntron.
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. 10
Kuvklo" kuvklorouj tevmnei kata; pleivona shmei'a h] duvo. Un cercle ne coupe pas un cercle en plus de deux points.

. 13
Kuvklo" kuvklou oujk ejfavptetai kata; pleivona shmei'a h] kaq j e{n, ejavnia cercle n'est pas tangea un cercle en plus d'un point, qu'il soit tangent
ejnto;" ejavn te ejkto;" ejfavpthtai. intérieurement ou extérieurement.

. 16°

(OH th'/ diamevtrw/ tou’ kuvklou pro;" ojrga;” ajp j alkra” ajgomevnh efktpdroite menée a angles droits avec le diamétre du cercle a partir d'umeitéxtré
pesei'tai tou’ kuvklou), kai; eij" to;n metaxu; tovpon th™ te eujgeiva” kaitombera a I'extérieur du cercle), et, dans le lieu compris entre la droite et la
th™ perifereiva” eJtevra eujgei'a ouj parempesei'tai, (kai; hJ me;n tQyrconférence, une autre droite ne sera pas intercalée ; (en outre, d'une part 'angle

hJmikuklivou gwniva aJpavsh” gwniva® ojxeiva" eujqugravmmou meivzwnygisivii flcle est plus grand, d'autre part I'angle restant plus petit, que gbeit an
de; loiph; ejlavttwn). rectiligne aigu).

. 23
JEpi; th™ aujth™ eujgeiva" duvo tmhvmata kuvklwn o{moia kai; a[nis Sur la méme droite, deux segments de cercles semblables et inégaux ne se
sustaghvsetai ejpi; ta; aujta; mevrh. construits du méme coté.
VIII. 6
JEa;n Bin oJposoiou'n ajrigmoi; eJxh™ ajnavlogon, oJ de; prw'to" Si des nombres en quantité quelconque sont continuement en proportion et
deuvteron mh; metrh’/, oujde; afllo” oujdei;" oujdevna metrhvsei. premier ne mesure pas le d&me, aucun autre ne mesurera non plus aucun autre.
VIII. 16

jEa;n tetravgwno" ajrigmo;” tetravgwnon ajrigmo;n mh; metrh'/, ouj Si un nombre carré ne mesure pas un nombre carré, le c6té ne mesurera pas non
pleura; th;n pleura;n metrhvsei: plus le coté.

kaJn hJ pleura; thin pleurain mh; metrh/, oujde; oJ tetravgwno" {Q:§ |e coté ne mesure pas le coté, le carré ne mesurera pas non plus le carré.
tetravgwnon mérhvsei.
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VIII. 17

JEa;n kuvbo" ajrigmo;” kuvbon ajrigmo;n mh; metrh'/hJowpteyra; th;n Si un nombre cube ne mesure pas un nombre cube, le c6té ne mesurera
pleura;n metrhvsei: plus le coté.

ka]?th pleura; thin pleura;n mh; metrh’, oujde; oJ kuvbo" to;n K4VQQ8 coté ne mesure pas le coté, le aubenesurera pas non plus le cube.
metrhvsei.

IX. 10

jEa;n ajpo; monavdo" oJposoiou'n ajrigdixti]'ajnaviogon &in, 0J de; meta;Si des nombres en quantité quelconque sont {continlment}apogpion a partir
th;n monavda mhf tetravgwno", oujd j afllo" oujdei;" tetravgwno" e[stai de l'unité, et que celui qui suit 'unité ne soit pas un carré, aucun autre non j

cwri;" tou' trivtou ajpo; th™ monavdo” kai; tw'n{ea dialeipovntwn pavntwn. sera un carré excepté le troisieme a partir de I'unité et tous ceux [qu'on prenc
kai; eja;n 0J meta; th;n monavda kuvbol, mirdie; afllo” oujdei;" kuvbo" e[stagaytant un [sur deux].

CW”?','[WtOU' tetavrtou ajpo; th™ monavdo™ kai; tw'n duvo dialeipovntwiy sj celui qui suit 'unité n'est pas un cube, aucun autre non plus ne sera un cube
pavntwn. excepté le quatriéme & partir de l'unité et tous ceux [qu'on prend] en en ¢
deux.

IX.13

JEa;n ajpo; monavdo" oJposoiou'n ajrigmoi; eJxh™ ajnasillogod de; meta;Si des nombres en quantité quelconque sont continiment en proportion a partir de
th;n monavda prw'to” ) odnevgisto” uJp j oujdengd[llou] metrhghvsetai ['unité et que celui qui suit I'unité soit premier, le plus grandera mesuré par

i H1ll

pare;x tw'n uJparcovntwn ejn toi™ ajnaviogon ajrigmoi™. aucun {autre} [nombre], excepté ceux qui se trouvent dans les nombr
proportion.

IX. 14
jEa;n ejlavcisto” ajrigmo;” uJpo; prwvtwn ajrigmw'n metrh'tai, uJp j oujdsingi’' nombre [est] le plus petit qui soit mesuré par des nombres premiers, il ne

alllou prwvtou ajrigmou’ metrhghvsetai pare;x tw'n ejx ajrch*etrouvntwn. sera mesuré par aucun autre nombre premier excepté ceux qui le mesurent
initialement.

IX. 16
jEa;n duvo ajrigmoi; prw'toi pro;" ajllhvliou'sim, oujk e[stai wJ" 0J prw'to” Si deux nombres sont premiers entre eux, ce ne sera pas le cas que co

pro;” to;n deuvteron, ou{tw" oJ deuvtero” pro;" a[llon tinav. premier est relativement au deuxiéme, ainsi soit le deuxiéme relativem
guelqu'autre [nombre].
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IX.17

jEa;n ®in oJsoidhpotou'n ajrigmoi; eJxh™ ajnaviogon, oiJ de; alkroi auflindes nombres en quantité quelconque sont cangnfien proportion et que leurs
prw'toi pro;" ajllhvlou” w §in, oujk e[stai wJ" oJ prw'to" pro;" to;n extrémes soient premiers entre eux, ce ne sera pas le cas que, comme le premier est

deuvteron, ou{tw" oJ e[scato" pro;" a[llon tinav. relativement au deuxiéme, ainsi soit le dernier relativement a quelqu
[nombre].
X7
Ta; ajsuvmmetra megevgh pro;” afllhla lovganjkoe[cei, o}n ajrigmo;” pro;Les grandeurs incommensurables n‘ont pas comme rapport, l'une relative
ajrigmovn. l'autre, celui d'un nombre relativement a un nombre.
X. 9% & 9°

ta; de; ajpo; tw'n mhvkei ajsummevtrwn eujgeiwn tetravgwna pifdg a[lEt les carrésdécrits] sur les droites incommensurables en longueur n'ont pas
lovgon oujk e[cei, o{nper tetravgwno" ajrigmo;" pro;" tetravgwnon ajrigmovgbmme rapport, I'un relativement & l'autre, celui d'un nombre carré relativement a
kai; ta; tetravgwna ta; pro;" afllhla lovgon mh; e[conta, o}n tetravgwno" \;n nombre carré :

ajrigmo;” pro;* tetravgwnon ajrigmovn, oujde; ta;" pleura;” e{xei mhvkgiieg carrés qui n'ont pas comme rapport I'un relativement a l'autre celui d'un

summevirou”. nombre carré relativement & un nombre carré, n'auront pas non plus les
commensurables en longueur.
X. 26
Mevson mevsou oujc uJperevcei rihtw'/. Une [aire] médiale ne dépasse pas une [aire] médiale par une [aire] exprimable.
X. 111
OH ajpotomh; oujlsté hJ aujth; th'/ ejk duvo ojnomavtwn. Une apotomé n'est pas la méme qu'une binomiale.
X. 118

( jApo; mevsh" a[peiroi aflogoi givnontai), kai; oujdemiva oujdemia’/ ('partir d'une [droite] médiale sont engendrées des ammélles infinies [en
provteron hJ aujthv. multitude]), et aucune n'est la méme qu'aucune de celles précédemment [obtenues].
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XI. 1
Eujgeiva” grammh™ mevro” mevn ti oujk e[stin ejn tw'/ uJpokeimevnw/, efpipegdighe droite, il n'ya pas une certaine partie dans le plan subjacent et une
mevro” dev ti ejn metewrotevrw/. certaine autre partie dans un [plan] situé en hauteur.

XI. 13

jApo; tou' aujtou’ shmeivou tw'/ aujtw'/ ejpipevdw/ duvo eujgei‘ai pro;" ojr@apagtijkdu méme point, deux droites ne seront pas élevées a angles droits avec le
ajnasthvsontai ejpi; ta; aujta; mevrh. méme plan et du méme coté.
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(i)
(ii)

(iii)
(iv)

V)
(vi)
(vii)

(viii)
(ix)

(x)

(i)

(xii)
(xiii)
(xiv)
(xv)

(xvi)
(xvii)

(xviii)

IV. LE CAS PARTICULIER

jEa;n &in oJposoiou'n ajrigmoi; eJxh™ ajnavliogon, oJ de; prw'ta
to;n deuvteron mh; metfh' oujde; a[llo" oujdei;" oujdevna
metrhvsei.

[Estwsan oJposoiou'n ajrigmoi; eJxh™ apgawl o0id A, B, G, D, E, @
de; A to;n B mh; metreivtw:

levgw, o{ti oujde; a[llo" oujdei;" oujdevna metrhvsei.

44

DELA PROPOSITIONVIII. 6

"Si des nombres en quantité quelconque sont continiment en proportion
et que le premier ne mesure pas le deuxiéme, aucun autre ne mesurera
non plus aucun autre.

JQue des nombres en quantité quelconque A, B, C, D, E, s
continlment en proportion et que A ne mesure pas B.

Je dis qu'aucun autre neesurera non plus aucun autre.

{Oti me;n oo 0iJ A, B, G, D, E eJxh™ ajllhvlou” ouj metrou'sinOr d'une part que A, B, C, D, E ne se mesurent pas l'un I'

fanerovn:

oujde; ga;r oJ A to;n B metrei'.

levgw dhv, o{ti oujde; a[llo" oujdei;" oujdevha metrhvsei.

eij ga;r dunatovn, metreivtw oJ A to;n G.

kai; ofsoi eijsi;n 0iJ A, B, G, tosou'toi eijlhvfgwsan ejlavcisto
ajrigmoi; tw'n to;n aujto;n lovgon ejcovntwn toi" A, B, G 0iJ Z, H,
kai; ejpei; 0iJ Z, H, Q ejn tw'/ aujtw'/ lovgw/ eijsi; toi" A, B, G
ejstin i[son to; plh'gqo” tw'n A, B, G tw'/ plhvgei tw'n Z, H, Q, dij
i[sou afra ejsti;n wd" 0J A pro;" to;n G, ou{tw" 0J Z pro;" to;n Q.
kai; ejpeiv ejstin wJ" 0J A pro;" to;n B, ou{tw" oJ Z pro;" to;n i
metrei' de; 0J A to;n B, ouj metrei' a[ra oujde; 0J Z to;n H:

oujk afra monav" ejstin 0J Z:

hJ ga;r mona;" pavnta ajrigmo;n metrei'.

kaiv eijsin 0iJ Z, Q prw'toi pro;" ajllhviou”

[oujde; 0J Z afra to;n Q metiel'

kaivejstin wJ" 0J Z pro;" to;n Q, ou{tw" oJ A pro;" to;n G:

oujde; oJ A a[ra to;n G metrei'.

oJmoivw" dh; deivxomen, ofti oujde; a[llo" oujdei;" oujdevisaimetr

o{per e[dei dei'xali.

consécutivement, c'est évident ;

car Ane mesure pas B.

Je dis de plus qu'aucun autre ne mesurera non plus aucun autre.

que A mesure C.

Et qu'autant que sont A, B, C soient pris autant de nombres, les
Qetits de ceux qui ont le méme rapport que A, B[®it] F, G, H".
Kaipuisque F, G, Hsont dans le méme rapport que A, B, C, que
multitude des A, B, C est égale a la multitude des F, G, H, donc, a
égalité [de rang] comme A est & C, ainsi est F relativement & H

&t puisque comme A est relativement a B, ainsi est F relativemen
et que A ne mesure pas B, donc, F ne mesure pas non$lus G
Donc F n'est pas uneitd;

car l'unité mesure tout nombre.

Et F, H sont premiers entre élix

{Et donc F ne mesure pas H}.

Et comme F est a H, ainsi est A relativement;a C

donc A ne mesure pas non plus C.
h8emblablement alors nous démontrerons qu'aucun autre ne me
non plus aucun autre

Ce qu'il fallait démontrer.

De cette Proposition, Euclide déduit immédiatement le résultat arithmétique fondamental suivanj (VIII.

« Si des nombres, en quantité quelconque, sont {continment} en proportion et que le premier mesure le dernier, il mesurera aussi le deuxiéme ».

> D'aprés VIII. 2.

8 D'aprés VII. 14.

% D'aprés Df. VII. 21 & Prop. VII. 4.
€ D'aprés VII. 3.
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A la lumiére de ce qui précéde, le texte transmis n’est pas satisfaisant. Nous trouvons une fortimalisation {ii) canonique, mais une partie seulement
(xvii) de la formule de cléture et pas de qualification (impossible ou absurde). L’hypothése du raisonnement indirect « que A mesure C » n’intervient quasiment p
dans ledit raisonnement, sauf a fgéc la cardinalité de la suite des représentants minimaux introduits (F, G, H), ici 3. En outre, il y a divergence au niveau des
manuscrits grecs.

La formule d'initialisation Vii) retenue par Heiberg se trouve seulement dans le manRsbains les mamscritsBVf bg, on a en quelque sorte un troisieme
diorisme : « levgw ga;r, ofti ouj metrei’” 0J A to;n G. o[soi gair(.en effet, je dis que A ne mesure pas C. En effet, qu’autant ...). L'ass&itjofE( donc F ne
mesure pas H} n’existe pas dadsll y a aussi divergence a l'intérieur de la tradition arabe ISH&bit (deux preuves distinctes) et divergence entre une partie de
ladite tradition et une partie des manuscrits grecs.

Du point de vue mathématique, on voit qu’une fois établie la congonde i) et (xiii), on a une bifurcation

— Soit de i) et (xiii), on déduitXiv) [mssBVf bq], puis, rappelaniy), on en déduitvi) ;

— Soit, apresxj), (xiii), (vx), on rappelle I'hypothése du raisonnement indirecbr A mesure C pet donck F mesure H, tout en étant premier aveg;H

Dans la premiére hypothése, compte tenu du troisiéme diorismeB¥drix)), on a simplement une preudigecte de I'assertion négative « A ne mesure
pas C ». Il n’y a donc pas besoin de formule de qualificaDans la seconde hypothése, on a bien un raisonnement indigminme le suggere la formuleiij
dansP, aboutissant a une contradiction. Il faut alors supposer qu’une formule du genre « ce qui est impossible » a été perdue. Verale(hdlpmei(mule de
cléture normale pour la preuve indirecte d’'un énoncé négatif (sans négation de I'hypothése du raisonnement indujcajeaxy. Cf. le schéma du tableau ci-
dessus.

Un troisiéme scénario est encore envisageabieconsidére qu’aalfin de kv), on a perdu : « donc A ne mesure pas C », pour avoir la ferme (q)
g, consequentia mirabilis avar= « A ne mesure pas non plu»C-q = « A mesure G. Le texte aurait pu étre expurgé a cause de la (mauvaise) perception d’'une
guasidittographie: « oujk aframetrei’ 0J A to;n G oujde; 0J A afra to;n G metrei' la premiére assertion appartenant a la preuve:de ( ), la seconde étant
I'’énoncé de « dong ». Je ne crois guére a cette troisieme possibilité qui a cependant comiteededaire voir qu’'une preuve congue selon le modéle de la
consequentia mirabiligédigée dans la langue naturelle & propos d’'une configuration partitylitsgue de suggérer une corruption textuelle ou une redondance et

donc d’'étre “aménagée” au asule la transmission.

1 Et non pas présentée sous forme d’un schéma abstraitpas le premier, le premiedonc le premier ». De Sextus Empiric@gntre les logiciend), § 292, on peut extraire
'argument: « si pas le premier, le premigor le premier ou pa® Ipremier, donc le premier »gfj ouj to; prw ton, to; prw toh[toi to; prw ton h] ouj to; prw toto; prw ton
afra), proche de ce schéma abstrait. Sextus souligne les difficultés que soulevait cet argument, y compris aux yeux des lag#ness. eux
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En fait, la tradition arabe d’'Ishabhabit permet de trancher dans ces différentes hypothéses mathématiques

e *? ALIOJ? >CN >7? F;>CN? NLdireCthde I'BsséitidnvhégaRivO+HAend n@s0re fas C », mathgreatent proche de ce que I'on trouve dans

les manuscrit8Vf bq (dits théonins par Heiberg) malgré de petites divergences textuelles.
e *? ALIOJ? >CN JIMM\>? >?0R JL?0OP?M F; M?=IH>? =I_H=C>;HN ;P ?t=3 la Pdedn8traconAgle Pal faite ddhns JL ? G

mon deuxiéme scénario.
J'en tire la conclusion qu'il a existé deux preuves, I'une par réduction a I'impossible, I'autre directe. Compte tenu de la systématicité euclidienne, je considére que
preuve indirecte dme assertion négative est certainement la plus authentique et que la preuve ostensive est sans doute plus récente, élaborée quand on s’est r
compte du rble insignifiant que jouait I'nypothésg = «que A mesure C » dans la premiéere. Heiberg n'a padrés cohérent en écartant le diorisme des
manuscrit8BVf bgtout en maintenant la séqueng&), méme entre crochets carrés ([]).
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V. LE CAS PARTICULIER DELA PROPOSITIONX. 117 VULGO ET LA PREUVE OSTESIVE DE GARDIES

a. X.117vulgoHeiberg.

Donnonsd'abord le texte de la Proposition tel qu'il est édité par Heiberg :

1

~N o o b~ DN

10

11
12
13
14

15

16
17
18

19
20
21

Prokeivsgw hJmi'n dei'xai, o{ti ejpi; tw'n tetragwvnhwn schmay
ajsuvmmetrov" ejstin hJ diavmetro” th'/ pleura’/ mhvkei.

[Estw tetravgwnon to; ABGD, diavmetro” de; aujtou’ hd AG:

levgw, ofti hJ GA ajsuvmmetrov" ejsti th'/ AB mhvkei.

Eij ga;r dunatovn, e[stw suvmmetro":

levgw, ofti sumbhvsetai to;n aujto;n ajrigmo;n a[rtiomaikai; perissovn.
fanero;n me;n do, oti to; ajpo; th™ AG diplavsion tou' ajpo; th™ AB.

kai; ejpei; suvmmetrov" ejstin hJ GA th'/ AB, hJ GA ara pro;" th;n
lovgon e[cei, o}n ajrigmyi pro;" ajrigmovn.

ejceviw, oin oJ EZ pro;" H, kai; e[stwsan oiJ EZ, H ejlavcistoi tw'n {

aujto;n lovgon ejctwn aujtoi™:
oujk afra mona;" ejsti;n oJ EZ.

eij ga;r e[stai mona;" oJ EZ, e[cei de; lovgon pro;;ndd, oin e[cei hd AG

Qu'il nous soit proposé de démontrer que la diagonale deedigarrées est
incommensurable en longueur avec le coté.
Soit le carré ABCD et AC sa diagonale ;
je dis que CA est incommensurable endueur avec AB.
gu'elle soit commensurable.
Je dis qu'il s'en suivra que le méme nombre est pair etrimpa
Il est certes bien évident que le [carré] sur AC est double de celui sur AB.
BBouisque CA est commensurable avec AB, la [droite] CA, relativement a AB, a
comme rapport celui d'un nombre relativement a un nombre.
o(Jue ce soit celui de EF relativement a G et que EF, G soient les plus petits parmi
ceux ayant le méme rapport qu'eux.
EF n'est donc pas une unité.
EF était une unité, et qu'il ait comme rapport relativement a G, celui

pro;” th;n AB, kai; meivzwn hJ AG th™ AB, meivzwn a[ra kai; hJ EZ tougél AC relativement & AB, et que AC soit plus grande que BfBserait aussi

ajrigmou’:

o{per aftopon.

oujk afra monav" ejstin 0J EZ:

ajrigmo;" afra.

kai; ejpeiv ejstin wJ" hJ GA pro;" thAlB, ou{tw" oJ EZ pro;" to;n H, kai
wJ" afra to; ajpo; th™ GA pro;" to; ajpo; th™ AB, ou{tw" oJ ajpo; tou'
pro;" to;n ajpo; tou' H.

diplavsion de; to; ajpo; th™ GA tou' ajpo; th™ AB: diplasivwn a[ra Kkai;
ajpo; tou' EZ tou' ajpo; tou' H:

a[rtio" afra ejsti;n 0J ajpo; tou' EZ: w{ste kai; aujto;" oJ EZ a[rtiov" ejstin
eij ga;r hn perissov”, kai; 0J ajpaujtou’ tetravgwno" persso;" hn,
ejpeidhvper, eja;n perissoi; ajrigmoi; oJposoiou'n sunteqw'sin, to;
plh'qo" aujtw'n perisso;n h\ 0J oflo" perissov" ejstin:

oJ EZ a[ra a[rtiov" ejstin.

tetmhvsqw divca kata; to; Q.

plus grande que le nombre;G

Ce n’est donc pas le cas que EF soit une ynité
[c'est] donc un nombre.
Et puisque comme CA J[est] relativement a AB, ainsi est EF relativement
Eénc aussi comme le [carré] sur CA [esthtieement & celui sur AB, ainsi [est]
celui sur EF relativement a celui sur G.
0®r celui sur CA est double de celui sur AB ; donc celui suegFaussi double
de celui sur G;
.celui sur EF est donc pair ; de sorte que Effrl@me est aussi pair.
il était impair,le carré [décrit] sur lui serait aussi impair,
pleisque si des nombres impairs guantité quelconque sont ajoutés, et que
multitude est impaire, le tout est impdiX(23) ;
le [nombre] EF est donc pair.
Qu'il soit coupé en deux [parties égales] en H.

kai; epei; oiJ EZ, H ejlavcistoiv eijsi tw'n to;n aujto;n lovgon ejcovnt@npuisque les [nombres] EF, G sont les plus petits parmi ceux qui ont le

[aujtoi™], prw'toi pro;" ajllhviou” eijsivn.

rapport qu'{eux}, ils sont premiers entre eux.
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23

24
25
26
27

28

29
30
31
32
33

kai; 0J EA[rtio": perisso;" afra ejsti;n 0J H.

eij ga;r hh afrtio”, tou;" EZ, H dua;" ejmevtrei: pa
mevro" h{misu: prwvtou" o[nta" pro;" ajllhviou”:
o{per ejsti;n ajduvnaton.

oujk afra afrtiov" ejstin oJ H:

perisso;" afra.

ga;r a[rtio" e[cei

48

Et EF est pair ; donc G est impair.
il était pair,une dyade nmurerait EF, G— car tout pair a
une partie moitié— qui sont premiers entre egix

Ce n'est donc pas le cas que G soit pair ;
[il est] donc impair.

kai; ejpei; diplavsio” 0J EZ tou' EQ, tetraplavsio” a[ra oJ ajpo; EZ tou'Et puisque EF est double de EH, le [carré] sur EF est quadruple donc de celui sur

ajpo; EQ.

diplavsio" de; 0J ajpo; tou' EZ tou' ajpo; tou' H: diplavsio” a[ra 0J djpw;
H tou' ajpo; EQ:

a[rtio" afra ejsti;n 0J ajpo; tou' H.

alrtio" afra dia; ta; eijrhmevna oJ H: ajlla; kai; perissov":

of{per ejsti;n ajduvnaton.

oujk afra suvmmetro” hJ GA th'/ AB mhvkei:

ofper e[dei dei'xali.

EH.

Or celui sur EF est double de celui sur G ; donc celui sur G est double dt
sur EH ;

donc celui sur G est pair.

D'aprésce qui a été dit est donc pair ; mais aussi impair

CA n'est donc pas commensurable en longueur avec AB.
Ce qu'il fallait démotrer.

—F
A B
4 H
F——G
D C —E

Cette Proposition est inauthentique bien qu'insérée dans tous les manuscrits principaux, a la toute fin du Livre X, aprés plusieurs autres ajouts comme des prel

alternatives. Qui plus est, son texte a probablement souffert en cours dassasnNous en donnons une version “expurgée”, correspondant a peu prés au canon

euclidien, en supprimant tous les items interpolat®$)? : la "prophétie” (5), I'appel & I'évidence (6), le cas de figwE3(thspiré par la preuvaiter qui suit dans

les manuscrits ?), inutile ici, et les justifications postposée49123-26, 38). En conformité avec le schéma euclidien, j'ajoute I'assertih 32

Attention ! Ce texte est un artefact. Il est simplement destiné a permettre d'évaluer par comparaison la preuve ostensive proposée par J.L. Gardies.

2 Sur cette notion, voir la notice dans [EuciMigrac, 2001], pp. 3Z1.
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14

15

16
20
21

22
27

28

29
"30"
31
32
32bis
33

Pour convertir les preuves euclidiennes, Gardies s'autorise a les reformuler dans le langage du calcul des prédicats du premier ordre et a les modifier pour en

une chaine linéaire : 1) 2)

b. Version

Prokeivsgw hJdmi'n dei'xai, ofti ejpi; tw'n tetragwvhwn schmay
ajsuvmmetrov" ejstin hJ diavmetro” th'/ pleura’/ mhvkei.
[Estw tetravgwnon to; ABGD, diavmetro” de; aujtou’ hd AG:
levgw, ofti hJ GA ajsuvmmetrov" ejsti th'/ AB mhvkei.

, e[stw suvmmetro™:
kai; ejpei; suvmmetrov" ejstin hJ GA th/ AB, hJ GA ara pro;" th;n
lovgon e[cei, o}n ajrigmo;" pro;" ajrigmovn.

49

“expurgée”

Qu'il nous soit proposé de démontrer que la diagonale gesed carrées est
incommensurable en longueur avec le coté.
Soit le carré ABCD et AC sa diagonale ;
je dis que CA est incommensurablelengueur avec AB.

gu'elle soit commensurable.
BBpuisque CA est commensurable avec AB, la [droite] CA, relativement a AB,
a comme rapport celui d'un nombre relativement a un nombre.

ejcevtw, ojn oJ EZ pro;" H, kai; e[stwsan oiJ EZ, H ejlavcistoi tw'n toQue ce soit celui de EF réleement a G et que EF, G soient les plus pe

aujto;n lovgon ejcovntwn aujtoi™:
kai; ejpeiv ejstin wJ" hd GA pro;" th;n AB, ou{tw" oJ EZ pro;" to;n H,
wJ" afra to; ajpo; th™ GA pro;" to; ajpo; th™ AB, ou{tw" oJ ajpo; tou’
pro;" to;n ajpo; tou' H.

diplavsion de; to; ajpo; th™ GA touajpo; th™ AB: diplasivwn afra kai; o
ajpo; tou' EZ tou' ajpo; tou' H:

a[rtio" afra ejsti;n 0J ajpo; tou' EZ: w{ste kai; aujto;" 0J EZ a[rtiov" ejsti
tetmhvsqw divca kata; to; Q.

parmi ceux ayant le méme rapport qu'eux.
kBt puisque comme CA [est] relativement a AB, ainsi est EF relativement
Eibnc aussi comme le [carré] sur CA [est] relativement & celui sur AB, ainsi [est]
celui sur EF relativement a celui sur G.
J Or celui sur CA est double de celui sur AB ; donc celui sur EF est aussi ¢
de celui sur G;
Ncdui sur EF est donc pair ; de sorte que EFnhi@me est aussi pair.
Qu'il soit coupé en deux [parties égales] en H.

kai; ejpei; oiJ EZ, H ejlavcistoiv eijsi tw'n to;n aujto;n lovgon ejcovrivpuisque les [nombres] EF, G sont les plus petits parmi ceux qui ont le

[aujtoi™], prw'toi pro;" a jllhvlou™ eijsivn.

kai; 0J EZ a[rtio": perisso;" a[ra ejsti;n 0J H.

kai; ejpei; diplavsio” 0J EZ tou' EQ, tetraplavsio” a[ra 0J ajpo; EZ toy
ajpo; EQ.

rapport qu'{eux}, ils sont premiers entre eux.

Et EF est pair ; donc G est impair.

'Et puisque EF est double de EH, le [carré] sur EF est quadruple donc d
sur EH.

diplavsio” de; 0J ajpo; tou' EZ tou' ajpo; tou' H: diplavsio” afra oJ aj@, celui sur EF est double de celui sur G ; donc celui sur G est double de celui

tou' H tou' ajpo; EQ:

a[rtio" afra ejsti;n 0J ajpo; tou' H.

a[rtio" afra oJ H: ajlla; kai; perissov":
o{perejsti;n ajduvnaton.

oujk afra suvmmetro” hJ GA th'/ AB mhvkei:
[ajsuvmmetrov" afra ejstin:

o{per e[dei dei'xali.

3)

sur EH ;
donc celui sur G est pair.
G est donc pair ; mais aussi impair

Ce n'est pas le cas que CA soit commensurable en longueur avec AB.
Elle est donc incommensurable
ce quil fallait démontrer.

4) ... Je reprendstlessousds formalisations qu'il donne de la preuve que I'on trouve dans les manuscétérdestgpour

X. 117vulgoet pour la preuve ostensive déclarée équival¢B@rdies, 1991tespectivement pp. 33 & 35).
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Preuve indirecte Preuve ostensive
1) m, n(m eh, nombres premiers entre eux & d : c::m:n) 11 m, n (m pair & n non pair) n non pair
2) m, n[m etn, nombres premiers entre eux & T(d) : T(c) :: m.m : n.n] 10 m, n(m pair & n non pair) n.n non pair
3) m, n(m etn, nombres premiers entre eux & m.m = 2n.n) 9) m,n,p(mpair &nnon pair) n.n 2p.p
4) m, n(m etn, nombres premiers entre eux & m.m = 2n.n & m.m pair) 8) m,n, p (m pair & n non pair) non (m.m =4p.p & n.n =2p.p)
5) m, n(m etn, nombres premiers entre eux & m.m = 2n.n & m pair) 7) m,n,p (m pair &nnon pair) non (Mm=2p &n.n=2p.p)
6) m, np (metn, nombres premiers entre eux & m.m = 2n.n & m pair & m =2p)| 6 m, n, p [m et n premiers entre euxnon (m pair & m =2p & m.m = 2n.n)]
7) m,np(mpair&m=2p & nnon pair & m.m = 2n.n) 5% m,n, p[m etnpremiemntre eux non (M pair & m.m = 2n.n)]
8) m,np(mpair&m.m=4p.p &n non pair & ma2n.n) 4 m, n[m etn premiers entre euxnon (m.m pair & m.m = 2n.n)]
9) m, np (m pair &n non pair & n.n = 2p.p) 3) m,n(metn premiers entre euxm.m 2n.n)
10) m, n (m pair & n non pair & n.n pair) 2) m,n[metn premiers entre eux T(d) : T(c) m.m: n.n]
11) m, n (m pair & n non pair & n pair) 19 m,n(metnpremiersegBeux d:c m:n)
ce qui est absurde Donc (c, d) sont incommensurables.

I me semble que deux transitions de la preuve ostensive de Gardies ne vont pas tout a fait de soi : comment jusffiet 2") 1" ?
Pour la premiére, Gardies ne dit rien et je preptd I'ancienne” :

Soient m, n, deux nombres premiers entre eux.

Alors, ou bien (m est pair et n est non pair) ou bien (m est impair et n est impair) ou bien (m est impair et n est pair).

Si m et n sont impairs, alors m.m et n.n sont impairs ; or 2hpags Donc m.m n'est pas égal a 2n.n.

Si m est impair et n est pair alors m.m est impair. Donc m.m n'est pas égal a 2n.n.

Si m est pair et n est non pair, soit p la moitié de n.

Puisque n est impair, n.n est impair.

Or m = 2p. Donc m.m = 4p.p qui estipaoit 2p.p sa Moité, qui est paire.

Donc n.n n'est pas égale a 2p.p. Leurs doubles ne sont donc pas égaux.

Donc m.m n'est pas égal a 2n.n.

Donc, si m et n premiers entre euxm.m n'est pas égal a 2n.n. (6"

Donc, si m et n sont premiers entre euxalgport de leurs carrés ne peut pas étre le rapport double.

Or, le rapport entre le carré décrit sur la diagonale du carré au carré décrit sur son c6té est le rapport double.

Donc, le rapport du carré décrit sur la diagonale du carré au carré décrit satésar peut pas étre le rapport du carré de deux nombres premiers entre eux.

Donc le rapport de la diagonale du carré a son coté ne peut pas étre le rapport de deux nombres premiers entre eux.
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Autrement dit, pour justifier correctement 7')6"), il aurat donc fallu introduire umuasiLemme arithmétique négatif :

« Si deux nombres sont premiers entre eux, le rapport de leurs carrés n'est pas le rapport double »,

démontré ostensivement par disjonction de trois cas de figures. Compte tenu des chtqustykuclidiens que nous avons observés précédemment, un tel énoncé
aurait sans doute recu de sa part une preuve indirecte !

Pour justifier 2') 1"), [Gardies, 1991], p. 36 semble prét a accepter la contraposition :
m, n m et n premiers entre euxd : ¢ m:ncar, sinond:c:m:n.D'ot T(d): T(c):: m.m:n.n; ce qui n'est pas le cas.
Une unique contraposition serait (je cite) « I'état minimal du raisonnement par |'ab®irelée est donc davantage acceptable que le raisonnement indirect.

Au passage, rappelons qu'Euclide n'assimile pas la contraposition a une preuve par l'impossible ou l'absurde. Le “gain logique” que représente la substitutior
preuve proposée par Gardies m'échappe complétement. En revanche sa "lourdeur” stylistigtiegiiandie cas est assez évidente.
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VI. LE CONTENU DES REDUCIONS A L' IMPOSSIBLE OU A ' ABSURDE

Livre Prop. Arg. Arg_. Arg. Contenu de la réduction
ponctuel| partiel global
| 4 X Une certaine superposition partielle contredirait la{NC 9}
6 X Incompatibilité de a = b (démontrée par I. 4) et de a < b (visible ou par NC 8, car a partie de b)
7 X Incompatibilité de a > b (démontrée par 1.5 et NC 8 car b partie de a) et de a = b (démontrée par I. 5)
14 X Incompatibilité de a = b (démontréerpal3 et NC 3) et de a < b (visible ou par NC 8, car a partie de b)
26 X (cas 1) Incompatibilité de a = b (démontrée parl. 4 et NC 1) et de a < b (visible ou par NC 8, car a partie de b)
X (cas 2) ContreditI. 16
27 X Contredit 1. 16
39 X Incompatibilité de a = b (démontrée par I. 37 et NC 1) et de a > b (visible ou par NC 8, car b partie de a
Il 1 X Incompatibilité de a = b (démontrée par I. 8 et Dem. 4) et de a > b (visible ou par NC 8, car b partie de 4d)
2 X Incompatibilitéde a > b (démontrée par I. 5, 16, 19) et de a < b (visible ou par NC 8, car a partie de b)
4 X Incompatibilité de a = b (démontrée par lll. 3 et Dem. 4) et de a < b (visible ou par NC 8, car a partie de b)
5 X Incompatibilité de a = b (démontréarDf. |. 15 et NC 1) et de a < b (visible ou par NC 8, car a partie de b)
6 X Incompatibilité de a = b (démontrée par.Df 15 et NC 1) et de a < b (visible ou par NC 8, car a partie de b)
7° X Contredit III. 7
8° X Contredit I1I. 8°
10 X Contredit 111. 5
11 X Incompatibilité de a > b (démontrée par I. 20) et de a < b (visible ou par NC 8, car a partie de b)
13 X (cas 1) Incompatibilité de a > b (démontrée par lll. 11, Df. . 15 et NC 8) et de a = b (démontrée par Df. |. 15)
x (cas 2) Incompatibilité de « AC intérieure a ABCD et ACK (lll. 2) » et « ABCD, ACK » extérieurs I'un a l'autre
16 X Contredit I. 17
16° X Incompatibilité de a > b (démontrée par I. 17, 19) et de a < b (visible ou par NC 8, car a partie de b)
18 X Incompatibilité de a > b (démontrée par I. 17, 19) et de a < b (visible ou par NC 8, car a partie de b)
19 X Incompatibilité de a = b (démontrée par Ill. 18 et Dem. 4) et de a < b (visible ou par NC 8, car a partie de |b)
23 X Contredit 1.16
24 X Contredit 111. 10
27 X Incompatibilité de a = b (démontrée par Ill. 26 et NC 1) et de a < b (visible ou par NC 8, car a partie de b
1\ 4 X Contredit lI. 18
8 X Contredit 1. 18
13 X Contredit 1. 18
\% 18 X Incompatibilité de a > b (démontrée par V. 11, 14, 17) et de a < b (hypothése)
VI 7 X (cas 1) Incompatibilité de a > b (démontrée par I. 5, 13; 829, 11; VI. 4) et de a < b (hypothése)
X (cas 2) Contredit I. 17
26 X Incompatibilité de a = b (démonééar V. 9, 1% VI. 24) et de a < b (visible ou par NC 8, car a partie de b)
VII 1 X Incompatibilité E mesure une unité (démontrée par les “principes” de la mesure) et de E est un nombre (hyp
2" X Incompatibilité de A mesure B (démontrée @ “principes” de la mesure) et A > B (hypothése)
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othése)

VII 3" (2) X (2 cas) Incompatibilité de A mesure B (démontrée par VII. 2 Por.) et A > B (hypothése)
20 X Contredit la définition du représentant minimal d’un rapport donné
21 X Contredit laconjonction de I'hypothése et de la Df. VII.13
22 X Contredit la définition du représentant minimal d’un rapport donné
23 X Contredit la conjonction de I'hypothése et de la Df. VII.13
24 X Contredit la conjonction de I'hypothéese et de la Df.A8
28 (2) X (2 cas) Contredit la conjonction de I'hypothése et de la Df. VII.13
29 X Contredit la conjonction de I'hypothése et de la Df. VII.12
31 X Impossibilité d’'une suite infinie strictement décroissante d’entiers
33" X Contradicton: D est PGCM (A, B, C) et[D est PGCM (A, B, C)]
34"(2) X (2 cas) Incompatibilité de A mesure B (démontrée par VII. 17, 19, 20, 21) et A > B (hypothése)
35 X Contradiction: E est PPCM (A, B) et [E est PPCM (A, B)]
36"(2) X (2 cas) Incompatibilité de A mesure B (démontrée par VII. 35) et A > B (hypothese)
39" X Contradiction: G est PPCM (D, E, F) et[G est PPCM (D, E, F)]
VIl 1 X Incompatibilité de A mesure B (démontrée par VII. 14, 20, 21) et A > B (hypothése)
4" (2) X (2 cas) Incompatibilité de A mesure B (démontrée par VII. 20, 21, 35) et A > B (hypothése)
6 X Pr. 1: “Consequentia mirobolaritéronquée? A mesure C - (A mesure C) ...donc un 2°- (A mesure C} ajoute)
Contradiction: E mesure A et (E mesure AJCons. mir. corrompu€e? - (E mesure A) E mesure A
IX 12 X (a ajouter: « ce n'est pas le cas que E ne mesure padohc E mesure A »; mais on a une additipn
13 X Incompatibilité de E mesure A (démontrée par 1X. 12) et de la conjonction de I'hnypothése avec la Df. VII.12
X Incompatibilité de X mesure A (démoéé par 1X. 12) et de la conjonction de I'hypothése avec la Df. VII.12
X Contradictionentre « E est le méme que I'un des A, B, C » (démontrée par IX. 11) et « il n'est pas le méme »
(hypothese)
X Incompatibilité de F mesure A (démontrée par IX) &t de la conjonction de I'hypothése avec la Df. VII.12
X Incompatibilité de X mesure A (démontrée par I1X. 12) et de la conjonction de I'hypothése avec la Df. VII.1p
X Incompatibilité de H mesure A (démontrée par I1X. 12) et de la conjonctibmypethése avec la Df. VII.12
14 X Contredit la définition du plus petit nombre mesuré par des nombres premiers donnés
16 X Contredit la conjonction de I'hypothése et de la Df. VII.13
17 X Contredit la conjonction de I'hypothése et de la\Df.13
18 X Contradiction: A ne mesure pas C (hypothese) et A mesure C (démontrée par VII. 19)
19b X Contredit la conjonction de I'hypothése et de la Df. VII.13
19d X Contradiction: A ne mesure pas D (hypothese) et A mesure D (démontrédipasy
20 X Incompatibilité G mesure une unité (démontrée par les “principes” de la mesure) et de G est un nombre (hyp
30 X Contradiction: B est pair (hypothése) et B est impair (démontrée par 1X. 23)
31 X Contredit la conjonction déhlypothése et de la Df. VI1.13
33 Contradiction: la moitié de A est impaire (hypothése) et elle est paire (démontrée par une assomption)
36 X “Consequentia mirobolarte? O mesure FGetO (A, B,C,D,E, HK,L,M) O (A, B, C, D, E, HK, L M)
X 2h X Incompatibilité de E mesure AG (démontrée par les “principes” de la mesure) et E > AG (hypothese et X.
3t

Incompatibilité de G mesure AF (démontrée par les “principes” de la mesure) et G > AF (hypothése)
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