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Résumé

On propose une théorie compléte de l'intégration numérique par la

méthode double-exponentielle, en démontrant un certain nombre de théorémes
de convergence explicites permettant d’intégrer rigoureusement et a grande
précision une large classe de fonctions, sous des hypothéses de régularité
minimales.
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1 Introduction

La méthode «double-exponentielle> fournit des formules tres simples per-
mettant d’évaluer numériquement des intégrales a grande précision. A titre
d’exemple, pour l'intégration sur un segment, le théoreme 3.10 de cet article
peut se spécialiser de la maniere suivante :

Théoréme 1.1. Si f est une fonction définie sur [—1,1], holomorphe sur D(0,2) =
{z € C,|z| < 2}, alors pour tout n > 1

1 1 5n
x)dx — acf(x)] < | e* su exp [ ————
[ e 3w sup |f] | exp ( 1og<5n>>
avec h = logfzSH), ay = COS@ES;K?&’:;))Z et x = tanh(sinh(kh)).

Il s’agit d'une convergence exceptionnellement bonne, & comparer avec les
estimations de convergence d’ordre polynomial des méthodes de quadrature
classiques (des trapézes, de Simpson). De surcroit, les estimations de conver-
gence sont aisées a obtenir et la méthode se programme trés simplement; elle
ne requiert en particulier aucune phase de précalculs cotiteux, comme ce peut
étre le cas pour des méthodes de type Gauss.

1.1 Formule de Poisson

L'intégration double-exponentielle peut étre vue comme une tentative d’ex-
ploiter de maniére optimale la formule de Poisson & des fins d’intégration
numérique.

En effet, la formule de Poisson décrit trés précisément l'erreur de quadrature
commise en appliquant la méthode des trapeézes sur R. Dans tout ce qui suit, g

désigne une fonction de la classe de Schwartz des fonctions € a décroissance
rapide, de sorte que sa transformée de Fourier

§0) = [ e mg(n)dt )

2



est également dans la classe de Schwartz. On a alors [IK04, th 4.4]
Proposition 1.2 (formule de Poisson). Pour tout h > 0,

1Y (k) = /g dt—i—Zg% @)

kez kezZ*

En particulier, si g est a spectre fini, la somme de droite peut disparaitre et
'on obtient une sommation exacte.

Proposition 1.3 (formule sommatoire de Poisson). Soit g telle que §(x) est a
support compact [—B, B]. Alors pour tout h < 1/B,

[ srde=n Y glk). ©

keZ

Remarque : Ces formules s’étendent a un cadre de fonctions L? plus général

que la classe de Schwartz dont nous n’aurons pas besoin. Notons toutefois
sm( )

qu’en considérant la fonction g(t) = dont la transformée de Fourier est
le créneau ¢(x) = 1|_p; 2., la formule sommatmre de Poisson explique le fait

amusant que [, ¥ tmt) dt = Y5 Sm(mk) pour m = 1,2,3,4,5,6, I'égalité deve-
nant fausse pour m > 2.

Ce résultat n’est toutefois pas satisfaisant pour l'intégration numérique, en
effet I’exactitude de la discrétisation se paie par la lente décroissance de g(f),
et donc I'impossibilité de calculer 1 Y g(kh) efficacement !.

Notre but pour I'intégration numérique est de rechercher les couples g(t), §(t)
pour lesquels 'équation (2) fournisse, aprés troncature des deux membres a
une certaine précision, un nombre de points minimum.

Plus précisément, définissons 1’erreur de quadrature

_k
el = T J2) @
kezZ*
et I’erreur de troncature
(g ) =) |hg(kh)|. (5)
|k|>n

L'intégration numérique par la formule des trapézes sur R s’écrit alors

/g thkh ©)

k=—n

avec une erreur

el < e(g,m h) = eq(g 1) +er(g n,h). )

1. La section 3.5 apporte par la suite une réponse a ce probleme.




On mesure la complexité d'une intégration a précision absolue D par le
nombre d’évaluations nécessaires pour contrdler les erreurs de quadrature et
de troncature :

n(g, D) = min {n, dh > 0,e(g,n,h) < e_D} ) (8)

Dans l'exemple g(t) = sin(t)/t, on obtient une complexité exponentielle
n(g, D) ~ exp(D).

Donnons deux autres exemples pour avoir une vue d’ensemble : le cas opti-
mal (théoréme 2.18) est donné par la gaussienne g(t) = exp(—ct?), qui est sa
propre transformée de Fourier. Dans ce cas la formule de Poisson est la plus
équilibrée, et la complexité n(g, D) ~ D est linéaire (proposition 2.1).

Toutefois, ce cas ne se produit que pour des fonctions extremement réguliéres,
et ’on démontre en section 2.5.2 :

Théoreme 1.4. Si g est non-nulle, alors n(g, D) > %. Si de plus g n’est pas entiere,
alors § a une décroissance au plus exponentielle et n(g, D) ¢ O(D).

Ainsi, pour intégrer des fonctions présentant des singularités, c’est du coté
de g qu'il faut chercher la décroissance.

Le second exemple type est la fonction g(t) = e *<h(), dont la trans-
formée de Fourier est la fonction de Bessel ¢(x) = 2Kjo.y(a) (on a en effet

*7'[27(
par définition K, (a) = [;° e~*<°h(t) cosh(vt) dt). Dans ce cas, |¢(x)| ~ 20~
et 'intégration se fait en complexité quasi-linéaire n(g, D) ~ DlogD.

C’est cet exemple qui offre la plus grande généralité. Notre but est en effet

de démontrer le théoreme 2.12, qui est une version explicite du résultat suivant

Théoreme 1.5. Soit g : R — C telle que
1. |g(x)| < Mye=** sur R, pour a, B > 0;

2. g possede un prolongement holomorphe borné a une bande Ar = R+i] — 7, 7|,

alors ¢ a décroissance exponentielle et n(g, D) = O(D log D).

La premiere hypothese du théoreme est ’hypothése double-exponentielle,
qui permet de controler la quadrature. La seconde est 'hypothese de régularité,
qui équivaut ici a ce que ¢(x) ait décroissance exponentielle. Le lien entre
régularité de g et décroissance de § est étudié dans la section 2.2.

1.2 Méthode double-exponentielle

La «méthode d’intégration> double exponentielle consiste, pour des fonc-
tions définies sur un intervalle I et ayant des hypothese de régularité données
au voisinage de I, a se ramener au théoreme ci-dessus a 'aide d’un change-
ment de variable.

En pratique, un certain nombre de changements de variables standard (table
1) permettent d’obtenir facilement 1’hypothése de décroissance 1. Pour que la



TABLE 1: changements de variables double-exponentiels

intervalle type de décroissance changement de variable

R O(e—xl) x — sinh(x) théoreme 3.3
R O(x™") x — sinh(sinh(x) théoreme 3.5
10, 00| O(e ™) x — exp(x —exp(—x)) théoreme 3.7
10, oo O(x™%) x — exp(sinh(x))

[—1,1] 0(1) x — tanh(sinh(x)) théoreme 3.10

méthode soit rigoureuse, il faut réussir a contréler I'impact de ces changements
de variable sur I'hypothese de régularité 2.

C’est ce que nous faisons de maniere systématique dans la section 3, en four-
nissant une liste de recettes prétes a 'emploi pour intégrer de larges classes de
fonctions.

1.3 Extensions et exemples

On propose également un certain nombre d’extensions de la théorie : aux
fonctions méromorphes tout d’abord, qui peuvent étre intégrées de la méme
maniére sous réserve d’apporter un terme correctif correspondant aux poles
(lemme 2.21). Un certain nombre de fonctions spéciales peuvent se calculer de
cette maniere, par exemple la fonction d’erreur [Mol].

On donne aussi une interprétation de la méthode d’Ooura [OM99], dans le
cas de fonctions oscillantes.

Enfin cet article est ’occasion de donner un certain nombre d’exemples d’ap-
plications concrete de la méthode, dans la section 4. Nous présentons quelques
transformations et stratégies complémentaires qui permettent d’améliorer 'intégration
dans des cas de non-application des théorémes principaux. De plus amples
illustrations sont disponibles sur [Mol10b]. Un exemple complet est traité pour
finir, I'évaluation de la fonction gamma incomplete dans le domaine complexe,
ot1 'on démontre

Théoreme 1.6. Pour tout s € C, et tout x ¢ R_, la méthode double-exponentielle
permet de calculer

Tinc(s, x) = / =l dt )
X
a précision relative D avec
DlogD
T;g +o(DlogD)

évaluations d’exponentielles en précision D + O(log D).



1.4 Fonctions L

L’étude présentée ici est issue de la these de 'auteur [Mol10a], ot1l'intégration
double-exponentielle est employée pour obtenir des stratégies de calcul de va-
leurs de fonctions L générales, avec une complexité prouvée. Nous n’avons pas
jugé opportun d’inclure ces applications ici, et nous nous contentons d’évoquer
les deux directions principales d’application de ce travail & ce domaine :

— la transformée de Fourier d’une fonction L (complétée) sur sa droite cri-
tique est naturellement une fonction a décroissance doublement expo-
nentielle, si bien que le théoréme 2.12 fournit directement par inversion
de Fourier une stratégie de calcul efficace et rigoureux dans le cas de fac-
teurs gamma qui sont transformées de Mellin de fonctions calculables.

— la transformée de Mellin inverse d’une fonction L est une intégrale de
fonction méromorphe satisfaisant les hypothese du théoreme 2.22, ce qui
fournit un algorithme également trés efficace, et dont 1’avantage principal
est d’autoriser l'introduction de fonctions test.

1.5 Historique

Le principe des changements de variables «double-exponentiels> est apparu
d’abord de maniére assez heuristique dans [TM73] et a été étudié plus en détail
dans [Sug97].

D’un point de vue pratique, la méthode obtenue est remarquable. Elle fait
partie des routines d’intégration numériques de Maple ou Mathematica, et
sous-tend la routine d’intégration intnum de PARI/gp. Un certain nombre de
travaux ont accompagné ce succes : les deux articles cités ci-dessus visaient sur-
tout a justifier I'optimalité de ’approche double-exponentielle, notons également
[TSMMO09] qui explore plus avant la validité de 'approche double-exponentielle.

1.6 Quelques notations

On rappelle que g désigne une fonction R — C de la classe de Schwartz,
dont on calcule I'intégrale par la méthode des trapezes; pour tout réel T > 0
onnote A = R+1i] — 7, 7[ labande complexe de largeur T autour de 1’axe réel,
et Af = Ry +1i] — 7, 7] la demi-bande positive ; lorsque g posséde un prolon-
gement holomorphe a une bande A, on désignera par g ce prolongement et
on dira que g est définie sur A-.

On introduit la notation

oyl
~—

: (D
a(D) < b(D) & lernjolip 2(D)

<1 (10)

1.6.1 Restes intégraux

La théorie présentée ici fait intervenir de nombreuses estimations de restes
intégraux. Pour rendre les énoncés aussi explicites que possible nous en don-
nons des majorations en termes de fonctions élémentaires. En pratique on peut



obtenir des estimations plus précises par un calcul numérique. On introduit ici
les quelques grands types de restes rencontrés
Soient &, p > 0 et A € IR, pour X > 0 on pose

o o Bx
RYP(x) = / e gy, (11)
X
Soient de plus A,y > 0 avec ¥ < B, on pose
I;:in = /0 e)\X%’Aerf(xeﬂx dx (12)

Lemme 1.7 (fonction gamma incompléte). Soient a, x tels que x > a > 0,
1+a,—x
x e
Tinc(1+a,%) < —— (13)

Démonstration: Par intégration par parties I'j(a +1,x) = aljc(a,x) + x% ™%, et
on peut majorer xT';,.(a,x) < Ty (a+1,x). 0O

Lemme 1.8. Avec les notations précédentes, on a

e
RYP(X) = (ﬁaﬂ)flrin(:(%,aeﬁ") (14)
etsiA =0,
wp e—tXE'BX
RSP(X) < s (15)

Démonstration : la premiére égalité s’obtient par changement de variable, la se-
< Loz 0 pyebx 1 ) _xePx
conde en complétant la dérivée [, e~*" dx < TR Jx aBePre=e™ dy. 0

Lemme 1.9. Avec les notations précédentes, on a

Atl o _B_
wp A1+ Ay P77 A+1+Ay\P7 Ay \ P
Wy S (w b e e A VT (16)

etsiA=0,

A+1

00 B
B — Ax—aeP < A+1
RYF(0) /O e dx < ( e . (17)

Démonstration: Ensortant || 0°° e~*dx = 1, on majore l'intégrale par sup e

A1) x+Ae"™ —aeP*
7

lequel est obtenu pour WX# = eP=7)%_ Avec I'encadrement 0 < e~ % < 1

on obtient le premier résultat. Le second correspond a e 7* = 1. O

Enfin, lorsqu’il s’agit de controler exactement le reste, on introduit la fonc-
tion implicite suivante pour des valeurs «, B et D strictement positives

1% (D) = inf{X, /: e e—D} ~ <D> . (18)

o

Al
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2 Formule des trapezes

2.1 Complexité d’'intégration

On mesure la complexité d'une intégration a précision D via le nombre d’évaluations
nécessaires 1(g, D) défini en (8).

Sin(g,D) € O(D), on dit que le procédé a une complexité linéaire, quand
n(g,D) € O(DlogD) elle est dite quasi-linéaire, et quand n(g, D) € O(D%),
« > 1, on la qualifie de polynomiale.

Décroissance simplement exponentielle

Proposition 2.1. Supposons que g vérifie
lg(x)] < Mye—alxl™ (19)
19(x)] < Maem2lx1” (20)

pour x € R et des constantes M;, a; > 0 et B; > 1. Alors la méthode des trapezes a
une complexité

1 1
DFi B2
1 1

n(g, D) < ——, (21)
oyt af 2
que I'on réalise avec les parametres
1/B1
D + log( M
nh > max lxg('xlﬁl) ,1
1

1/
1 <D+log(4M2+e_D)> &
- > .
h [1%)
Démonstration: — Sous ces hypotheses I'erreur de troncature vérifie
Ry glkh)| <M Y emm@nn
k=n+1 k=n+1

g Mlh /OO e*txl(th)ﬁl dt
Jn
M
< —1
a1 By (nh)Pr-1

My equ(nh)ﬁl
X
a1

/ alﬁluﬁl_le_"“”ﬁ] du (car By > 1)

nh

sin>1,



la méme estimation valant pour k < —n, si bien que résoudre
e—D

o~ (nh)ft < 5

2M,
hy glkh)| < —
[k|>n a1 B
donne la condition annoncée.

. —ay (KB —ap P
— sify > 1,alorse w2(5)"2 < "2 et I'erreur de quadrature est majorée par la
série géométrique :

Lk —y K 2M»
E g(ﬁ)‘ QZZMZQ 28 — = (22)
k#0 k=1 ez —1
qui donne immédiatement la condition sur /. O

Pour avoir une bonne convergence, I'important est donc de minimiser la
1, 1
moyenne z- + 3.
oyenne g- + g

Décroissance doublement exponentielle Anticipant sur la proposition 2.19,
nous considérons uniquement B, = 1 dans ce paragraphe, sans perte de généralité.

Proposition 2.2 (DE). Supposons que g vérifie

}g(x” < Mlefaleﬁl\x\ 23)
|8(x)| < Mpe2l (24)
pour x € R et des constantes M;, a; > 0 et 1 > 1. Alors la méthode des trapeézes a

une complexité
Dlog(D)

/D) <
n(g D)< —5

(25)

que l'on réalise avec les parameétres
aM
. log(D +log(ﬁ))
B1
D + log(4M; +e~P)
1% '

1
e
Démonstration: Comme précédemment on majore

Ry gkh)| <M Y eae”
k=n+1 k=n+1

o0 et
< Mph e ™M dx
n
M, eialeﬁlnh
< —
alﬁleﬁﬂlh

(en utilisant (1.8)). On a la méme majoration pour les termes négatifs. En négligeant
la division par 1" > 1, majorer ces deux erreurs de troncature par e~? /2 donne
la condition. O



2.2 Régularité et décroissance

Le lien entre la régularité d’une fonction g et la décroissance de sa trans-
formée de Fourier ¢ est explicité par des théoréemes de type Paley-Wiener, dont
I'archétype est le résultat suivant [PW87, th X] :

Théoréme 2.3 (Paley-Wiener). Soit g, § un couple de Fourier de classe L? sur R, et
B > 0. Alors on a équivalence entre

— g est une fonction entiere telle que g(z) < eBl!

— § est a support compact dans [—B, B].

On démontre dans cette section la quasi-équivalence entre le fait que g soit
holomorphe et bornée sur une bande A, et le fait que § € O(e~277I*]).

Du fait de la réciprocité de Fourier §(x) = g(—x), tous les résultats peuvent
étre formulés indifféremment en remplacant g par §.

2.21 Régularité de g d’apres la décroissance de ¢

Tout d’abord, '’hypothése d"une décroissance exponentielle de la transformée
de Fourier implique immédiatement 1’holomorphie de la fonction g au voisi-
nage de 'axe réel.

Proposition 2.4. Soit § : R — C une fonction vérifiant
g(x) = O(e ™M), = > 0,

alors § est la transformée de Fourier d'une fonction g holomorphe sur une bande A+.
De plus, pour tout |t| < T,ona g € L*(R + it).

Démonstration: Sous ces hypotheses, ¢ est L!, de méme que ¢(x)e?™ pour tout
|t| < T, d’ot I'existence de g(x + it). De plus, (2irrx)e?™!§(x) est elle aussi L!,
donc g est dérivable sur A; par dérivation sous le signe intégral. L'égalité de Plan-
cherel assure l'intégrabilité L2. 0

Corollaire 2.5. En particulier, si §(x) = O(e‘“"('ﬁ) avec B > 1, alors g est une
fonction entiere.

2.2.2 Décroissance de ¢ d’apres la régularité de g

Réciproquement, et c’est ce qui importe pour l'intégration numérique, on
peut chercher a assurer la décroissance exponentielle de ¢ a partir d’hypotheses
sur g. Si l'on ajoute des conditions convenables qui permettent de décaler la
droite d’intégration dans la direction imaginaire, on obtient le résultat suivant :

Proposition 2.6. Soit T > 0 et ¢ : R — C une fonction L', telle que
— g possede un prolongement analytique holomorphe sur un voisinage ouvert de
A+ (que I'on note toujours g) ;

e [ g(2)] 2 = 0;

10



— g€ LY(R+it);
alors on a pour tout x > 0

8(xx)| < |- Fiv)| e

FIGURE 1: décalage de la droite d’intégration

Démonstration: Les hypotheses permettent, via la formule de Cauchy, de dire que
pour tout [t| < T,ona [ g(u)e? ™ du = [, &(u)e* ™" du.
Ce qui donne en décalant la droite d’intégration vers le bas de —iT pour x > 0:

(x)| = ‘/R e 2 (2= o (7 — iT) dz

< —27XT / o d
e IR|g(z it)| dz

—27TXT

<lgl=i0le

d’apres I’hypothese d’'intégrabilité. De méme pour x < 0, en décalant vers le hayt;

Les deux dernieres hypotheses de la proposition 2.6 sont nécessaires. Tou-
tefois, quand g est une fonction a décroissance doublement exponentielle, la
proposition 2.9 de la section suivante permettra de les obtenir.

2.3 Décroissance des fonctions holomorphes

La grande rigidité des fonctions holomorphes permet d’étendre des hypotheses
de croissance ou de décroissance a un voisinage de ’endroit ot1 on en dispose.

En simplifiant, on peut dire que si une fonction possede un certain type de
décroissance exponentielle selon une direction, elle est soumise a une crois-
sance qui lui est directement liée dans une direction transverse. Ainsi 1'ex-

ponentielle a-t-elle une croissance et une décroissance symétrique selon les

moitiés de chaque axe; la gaussienne x — e~*

compense sa décroissance sur
2 . . 2 . .
l’axe réel par une croissance correspondante it — e le long de l'axe imagi-

naire ; enfin la double exponentielle décroissante e~ <" * explose en e*M¥) au
bord de la bande Ar.

11



Nous démontrons ici quelques résultats de rigidité obtenus a partir du prin-
cipe du maximum (Phragmen-Lindel6f) sur une demi-bande

A =Ry +i[-7,7). (26)

Proposition 2.7. Soit f une fonction holomorphe sur la demi-bande AT et telle que
— | f| < M sur le bord 9AT ;
— flx+it) = O(e"‘“ﬂx) sur AT avec p > 0 tel que BT < % ;

alors | f| < M uniformément sur Af.

Remarque : La condition BT < T est optimale comme le montre pour T = 7

. X e L, e . .. .
la fonction e qui vérifie les autres conditions de la proposition mais n’est pas
bornée.

Démonstration: Par homothétie sur la variable, on se raméne au cas oul T = % en
remplagant la condition BT < 7 par B < 1. On considére un exposant v €]8,1[.
Alors pour tout ¢ > 0, la fonction i(z) = e~%" vérifie |h(x + it)| < e~¢<s(r)e™,
donc h est en particulier bornée sur A} (car cos(y5) > 0) et sa décroissance
I'emporte sur celle de f : ’

|[Fh(x +it)] < e mecose™ o,

Donc d’apres le principe du maximum, fh est bornée sur AT par M. Ceci pour tout

€ > 0, donc on obtient le résultat en prenant (a x fixé) la limite ¢ — 0. 0

2.3.1 Décroissance maximale

De méme, on limite la décroissance de fonctions qui possédent une certaine
bande d’holomorphie sur laquelle elles restent bornées.

Théoréme 2.8. Soit f une fonction holomorphe et bornée sur une demi-bande A},
qui possede sur une demi-droite R + it, pour une certaine valeur t €] — T, 7|, une
décroissance

flx+it) = O(e*"‘“ﬁx), x>0

avec Bt > 7. Alors f est la fonction nulle.

Démonstration: Notons M un majorant de f sur 9A7. Posons v = 4%, alorsy < Bet
pour tout A > 0, la fonction h(z) = eA¢” vérifie |h| < e sur dA]. Notons Mp =
sup |fh| sur la demi-droite D = Ry it. Notons Aq et A, les deux demi-bandes
respectivement au-dessus et au-dessous de D, de largeurs repectives T — ¢ et T +
t. Alors fh est borné sur dA; et de croissance double-exponentielle d’ordre y a
l'intérieur avec (7 — t) < 7, donc d’apres la proposition 2.7 fh est uniformément
bornée sur A; par le maximum sur le bord M (M, A) < max(Me?, Mp). De méme
sur { f | < Mp(M, A) sur Ay, avec un maximum atteint au bord. En outre puisque
fh — 0 le long du bord commun D, d’apres le principe du maximum (sur A7)
Mp < Mj et Mp < My, ainsi } fh| < Me? uniformément sur AY. En particulier
on a pour tout x > 0 ’f(x)| < Mefe=4%, ceci pour tout A > 0. En faisant tendre
A — oo on en déduit que f = 0. O
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Remarque : La condition f bornée sur A peut étre relachée en une condition
de croissance modérée f(x +it) = O(e™"") avec 97 < Z a l'intérieur de la
bande (démonstration identique).

Si une fonction décroit fortement, elle va exploser fortement a proximité. Un

4 . p . 4
exemple est donné par la fonction f(z) = e~¢  qui est bornée sur le bord de
A etaune décroissance trés forte. Mais qui a une croissance exponentielle sur

2
les droites R i %.

2.3.2 Extension de la décroissance

Par les mémes arguments de type Phragmen-Lindelof, toute décroissance
double-exponentielle s’étend a un voisinage.
Proposition 2.9. Si f est une fonction holomorphe sur une demi-bande AT vérifiant
— |f(x)| < Mye=™ syr Ry ;
— |f| < Masur A ;
alors pour tout 0 < t < 7,

| (x £ it)] < M2 27)
oit ay = a(cos(Bt) — ;1255?)) et M = max(Mae®, My).

Démonstration : Si f est nulle, la conclusion est vraie. On suppose donc f non nulle,

et le théoreme 2.8 impose T < % On considere une fonction h(z) = elatib)e ge
sorte que f soit bornée sur Ry et Ry + it. Puisque

|h(x+ it)! _ e(acos(‘Bt)fbsin(/St))eﬂ‘

il suffit de choisira = a etb = % (oub = 0sipt = 7). Onaalors |fh| < M

sur R. + i, fh| < M sur Ry, et |fh’ < Mpe® sur le segment [0, it]. Puisque
en outre fh a une croissance d’ordre B sur la demi-bande supérieure Aj, = Ry +

i[0, 7] de largeur T < % < %, ona |fh‘ < M sur A()*T. La méme chose est vraie sur
la demi-bande inférieure en prenant ’opposé de b, ce qui démontre le résultat. [

Remarque : Si au lieu de considérer la demi-bande on considére la bande
entiere, la conclusion reste vraie en enlevant le facteur e* du majorant M (il pro-
vient de la majoration sur le segment [—iT, iT], intérieur a la bande complete).

Proposition 2.10. Si f est une fonction holomorphe sur une bande A+ vérifiant
— |f(x)| < Mye " sur Ry pour des valeurs a, p > 0;
— |f(x+it)| < MaeM A" sur A avec v < B;

alors pour tout |t| < T,

|f(x+zt)| < Me/\erAtE”Yx,mL’ﬂx (28)

oit ay = a(cos(Bt) — Zﬂgg?) ), Ay = Accgi((z?) et M = max(M;j, Mae®).
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Démonstration: D’aprés 2.8, on a B < 5 donc cos(yt) > 0. On appliqueAalor.s
simplement le théoréme précédent au produit fh, oti on pose h(z) = e M st EE

2.4 FEnoncé du théoréme double-exponentiel

Le théoréme général d’intégration des fonctions a décroissance doublement
exponentielle consiste simplement a utiliser les résultats de la section précédente
pour appliquer la proposition 2.2 uniquement en terme de la fonction g.

Nous donnons trois versions du théoreme d’intégration pour les fonctions a
décroissance doublement exponentielle : le premier fait appel a des hypotheses
assez précises mais permet d’obtenir en pratique les meilleures constantes, tan-
dis que les suivants affaiblissent les hypotheses au prix dune perte de précision
sur les constantes.

Théoreme 2.11 (intégration double exponentielle 1). Soit f : R — C une fonc-
tion vérifiant

1. f possede un prolongement holomorphe borné sur une bande A+ ;

2. ’f(x)} < Mle""emx‘ surR;

3. [jIf(x—iT)| + [ f(x +iT)| dx < Mp;
alors, pour tout D > 0, en posant

27T
<
<o +log(2M; +2e~D) @9)
log(D + log(44
0 ons g( (")) 0)

hp
ona

|/Rf—h Y k)| <e P,

k=—n

Démonstration: D’apres la proposition 2.9, f est décroissante en l'infini, donc on
peut appliquer la proposition 2.6 qui donne la majoration [§(x) + §(—x)| < Mpe 2™
pour tout x > 0. On choisit donc les parametres d’intégration suivant la proposi-
tion 2.2. 0

En raison des résultats de la section 2.3, on peut assouplir I'’hypothese d’intégrabilité
L' au moyen de calculs génériques :

Théoreme 2.12 (intégration double exponentielle 2). Soit g : R — C une fonc-
tion vérifiant

1. g possede un prolongement holomorphe sur une bande A+ ;

2. |g(x)| < Mie=*™ sur R ;

3. |g(z)| < My sur Aq;
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alors, pour tout D > 0 et tout t €]0, T[, en posant § = tan(Bt) "1 (6 = 0si pr = §),
M = max(Maze*, M),

ay = w(cos(pt) — dsin(Bt)) (31)
27t
h < — 32
D+ log(Lﬁfﬁ“t +2¢-D) 2
log(D + log(—ﬁ\gl )
et n>= B (33)

ona

/IRg—h Y g(kh) <e D,

k=—n

Démonstration: D’apres la proposition 2.9, pour tout t < 7,

x|

|g(x+it)| < Me %"
En particulier, pour tout |f| < T, g vérifie les hypotheses de la proposition 2.6 avec

i), <2M [P emue™ dy < 2Me™ O 4 donce
I§C-+it)|[; Jo 0B

2Me™ ™ )
5(X <o 7TXL‘.
§(X)| i

Une fois f fixé, les parametres sont issus de la proposition 2.2. O

(34)

Théoreme 2.13 (complexité). Sous les hypotheses et avec les notations du théoréeme
2.12, le choix de la valeur

_1 D — Bot
t= B arctan(m) (35)
donne une complexité d’intégration
__8MD My
w(g, D) ~ DB Esipean 1080+ ) (36)
I 2ntth :

Démonstration: On a a; — 0 pour t — T. A X fixé, en négligeant le terme e™*,

on minimise le membre de droite de (34) au maximum de 27ttX + log(a;), soit en
posant tan(pt) = %7;%. Pour D — co,onat — Tet2mtX ~ D, donc X ~ 2%.

On pose donc

1 D — Boét
t= 8 arctan((SD n ﬁT)
De plus, on a
S+0671

tan(Bt) = tan(p7)(1 — —5—) +O(D"?)
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donc
140672

t:r—m+o(D—2) =7 ﬁ—DJro(D—Z).
On en déduit
& = 0+ (Bsin(B7) + ﬁ&cos(ﬁr))ﬁ% +o(D?) = %S*‘Sz) +0(D2)
et donc pour D — oo
(D + log( g peitirany ) log(D + 41

n e~ .
27T
P O

Enfin, sil'on affaiblit encore I'hypothese de régularité, on peut écrire le théoreme
tres général suivant.

Théoreme 2.14 (intégration double exponentielle 3). Soit g : R — C une fonc-
tion vérifiant

1. g posséde un prolongement holomorphe sur une bande A+ ;
2. g(x)| < Mie=* " sur R;

3. |8(2)] < MpetH+A7 sup A

pour des constantes positives telles que p > -y. Alors pour tout D > 1et tout t €10, T],
en posant § = tan(Bt) ! (6 = 0si Bt = F), M = max(Mye®, M),

ay = w(cos(pBt) — dsin(pt)) (37)
pe=c
C=1" (39)
h< D+ Cy+ log(247lr\ﬁ12 +2e-D-Cr) (40)

0 ons log(D +;;g(4£le)) 1)

ona
3 n
|/ g—h Y glkh)| <eP.
R k=—n

Démonstration: A présent, d’aprés la proposition 2.10 on étend la décroissance de
gen
9+ it)] < Ml et
d’ot1 'on tire (cf. lemme 1.9)
llg(- +it)||; <2Mexp(Ct)

avec la constante C; (39). O
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Remarque : On recherchera numériquement une valeur de t qui minimise la
complexité.

D’un point de vue asymptotique, on peut remplacer a; par son équivalent
ar ~ aB(sin(Bt) +6sin(Bt) 1) (T —t) = a(t —t), aveca = aBsin(B7)(1+ 62),
et maximiser la valeur de /1, ¢’est-a-dire résoudre numériquement sur t €]0, 7|

- B
D +log(4M, +2¢ P) + U(t — t) P = /S_%Ut(r—t) B

avecU = A <7A7Z§\+1)’3% —a (%)‘5%

En posant D = D + log(4M, + 2¢~P), on maximise X = % en les zéros de

dX d ~
2P —— =+t—C— Cy— D.
S T TRt
Pourt — 7, onremplace a; par son équivalenta(t —t), otta = afsin(B7)(1+
%), et Ay par son équivalent A.

SiA=0,C ~ % log(ﬁ) et on résout

),

A+1 A+1
B g(a('r—t),Be

(t—t)log(t—t)+t= (T —1t)D;.

2.5 Optimalité du principe double-exponentiel
2.5.1 Principe d’incertitude

Le théoreme 2.8 s’inscrit dans une famille plus générale de résultats d’incer-
titude, qui limitent la décroissance simultanée de g et §.

Les résultats énoncés dans la section 2.3 permettent d’obtenir trés simple-
ment des résultats dans ce sens :

Lemme 2.15. Si |§(x)| < Mze""ZMﬂZ, B> > 1, alors

@nltl+1)A L

|g(x +it)] <2Mpe 2p2" | o A=

1
T (42)

glx+ it)| <M [r e2mut—aa|ul? du, on
majore ensuite I'intégrale par sup (27ut + 1 — ay |u|%?) Jo e * dx, avec un sup ob-

Démonstration: Par transformée de Fourier,

1
k-1 d’oti le résultat. d

tenuen u = (727;2‘2‘2*‘1)
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Corollaire 2.16 (principe d’incertitude). Soit ¢ : R — C une fonction satisfaisant
les hypotheses de décroissance simplement exponentielle (19) et (20) de la proposition

2.1. Alors si g n’est pas nulle,
1 1

—+—=—2=>1

Br B2~
Démonstration: On peut supposer 1 > 1, et on pose h(x) = g(e*) sur une demi-
h(z)| = O(eA‘ZPH), avecA+1 =

bande AE . Alors d’apres le lemme précédent,
1

%, et h a décroissance doublement exponentielle d’ordre 1. D'apres le théoreme
2.8,si hn’est pasnulle on a % > B1, d’ott le résultat. 0O

Le tres élégant théoreme suivant, di a Beurling [H6r91], donne un énoncé
trés symétrique et plus général du principe d’incertitude

Théoréme 2.17 (Beurling). Soit g € L'(RR), alors

/[l

si et seulement si g est nulle.

8| 21 dx dy < oo

2.5.2 Complexité minimale

Ainsi, sous réserve de majorer les erreurs de quadrature et de troncature
comme nous l'avons fait aux propositions 2.1 ou 2.2, on a les résultats suivants :

Théoreme 2.18. Soit g : R — C une fonction non nulle a décroissance simplement
exponentielle
lg(x)| < Myem bl
— L'intégration numérique de g a précision D par la méthode des trapezes se fait
au minimum en n(g, D) = O(D) évaluations.
— S'il existe t € R tel que g & L?>(R + it) (en particulier si g n’est pas holo-
morphe sur le plan complexe tout entier), alors la complexité est au minimum en
1+4 .
n(g,D) =0(D T ) évaluations.
Démonstration: Nous avons montré que 131—1 + # > 1. La seconde affirmation est
issue de la proposition 2.4. 0

Remarque : Il existe un grand nombre de fonctions pour lesquelles la formule
des trapezes fournit directement une intégration de complexité linéaire : les
fonctions de Hermite, et plus généralement toutes les fonctions de la forme

g(x) = P(x) exp(—Q(x?))

ot P et Q sont des polyndmes et Q est a coefficients positifs.
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Proposition 2.19. Soit g : R — C une fonction non nulle a décroissance doublement
exponentielle

[x]

‘g(x)‘ < Mle—aleﬁl ,

et dont la transformée de Fourier posseéde une décroissance

§(x)| < Mpem02h1™,

Alors pp < letsifp=1ona

Dézﬁl < 7‘[2.

Ainsi l'intégration numeérique de g a précision D par la méthode des trapézes a une
complexité minimale D log(D)% < n(g,D).

Démonstration: En effet, si B, > 1, alors g est bornée sur toutes les droites R + it,
ce qui est impossible d’apres le théoreme 2.8. Le cas d’égalité se traite par le méme
théoreme : pour tout a; la transformée de Fourier inverse permet de borner g sur
les droites IR + it avec 271t < &y, donc on ne peut avoir 52 > 7. O

Mentionnons également un autre résultat d’optimalité qui ne se limite pas
a la méthode des trapezes. Il s’agit du théoréeme obtenu par Sugihara dans
[Sug97], qui montre une certaine optimalité en moyenne de la méthode double-
exponentielle parmi les autres méthodes de quadrature.

Théoreme 2.20 (Sugihara 1997). Soit T, une formule de quadrature d’ordre n sur
R, c’est-a-dire de la forme

k di )
Toig— Y Y 4,89 (x)
iZ0 =0

pour une famille de points x; et de poids a; tels que Zi,j jéaiﬁéo =1n.

Alors il existe une constante absolue C > 0 indépendante de n telle que pour tous

«,B > 0 et pour tout T < %, il existe une fonction g vérifiant les hypothéses du

théoreme 2.11 telle que

Tu(g) /]RS) > Clog(n) exp (_%) |

En particulier
Dlog(D/a
n(g, D) ~ fn(rﬁ) (43)

Démonstration: Nous donnons uniquement les idées principales de [Sug97].

La fonction g est obtenue en multipliant la fonction de référence ¢~24cosh(5x)

par un produit de Blaschke choisi pour que g s’annule & I'ordre d; en tous les x;,
de sorte que T, (g) = 0, et tel que g satisfasse toujours les hypotheses du théoreme

2.11. En prenant un produit symétrique b(z)b(z) d'un tel produit de Blaschke b, on

19



obtient méme une fonction g réelle positive sur IR, ce qui permet d’effectuer une
minoration adéquate de 'intégrale et donne le résultat. L'équivalent en terme du

2mTpn -D

nombre d’évaluations n s’obtient par inversion de ToalmronTa)
og(mtpn/u)

g

Puisque la méthode double-exponentielle est réalisée & I'aide de 21 + 1 points,
ce théoreme montre que la complexité est sous-optimale d'un facteur au plus 2
en moyenne.

2.6 Cas des fonctions méromorphes

Puisque la théorie précédente repose principalement sur l’estimation des
transformées de Fourier par décalage de contour sur une bande d’holomor-
phie, le procédé reste possible avec des fonctions méromorphes, si 1’on prend
en compte les poles franchis lors du décalage des chemins a 1’aide de la for-
mule des résidus. Supposons donc une fonction g vérifiant les hypotheéses de
la proposition 2.6, mais n’étant que méromorphe sur A, avec un nombre fini
de poles (p) de résidus (7).

On a alors pour X > 0

g(x):Aze_Ziﬂth(t)dt:A e W Xtg(dt—2im Y re dTXP,
—1T

—1<Im(p)<0

Pour X < 0 on prend en compte les poles tels que 0 < Im(p) < T, en prenant
cette fois en compte les résidus de maniére positive, de sorte que la contribu-
tion de ces poles a Yo §(k/h) est égale a

- e,2irtko/h _ €p21TTrp
2irty Y eptpe ™ =} —ep2imp/h _ { (44)
0 k>0 p € -

ol ¢, = %1 est égal au signe de Im(p).

Pour conserver 'estimation (22) de 'erreur de quadrature, il suffit de cor-
riger la formule d’intégration en ajoutant cette somme. On définit ainsi une
erreur de quadrature modifiée

\ =

€211,
g’h T Z* g h Z efsp2i7'(p/h -1 (45)
kez 0<Im(epp)<r

pour laquelle on a I’estimation suivante

Lemme 2.21. Soit g une fonction méromorphe sur une bande A, avec un nombre fini
de poles p de résidus r,, telle que |g(z)| — O uniformément pour z — oo, et telle que
Mz = [[g(- + D), +||g( —iT)[|; < eo.

Alors pour tout h > 0, on a

M,

(g’h T) e2nt/h _

- (46)
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Par ailleurs, la formule d’intégration avec correction satisfait

1 ep2imtr
_ p=l7trp
k=—n 0<Im(epp)<T
pour une erreur
le| <é(g,nh,)=-e(g nh)+eé g hT). (48)

Avec la définition de complexité d’intégration qui correspond
(g, D, T) :inf{n,ﬂh,é(g,n,h,r) < e_D} (49)

on obtient les deux théorémes suivants, dans des cadres de décroissance res-
pectivement simple et double-exponentielle.

Théoreme 2.22. Soit g une fonction méromorphe sur C, et telle que
— g(x) = O(e_"‘l"‘vgl ), x €R;
— g a un nombre fini de poles dans chaque bande Ay, t > 0;
— [lgC+in)]l, = O(el), t e R;

1
pour des constantes a; > 0, B; > 1. Alors pour tout D > 0 il existe T € O(DPF2) tel
que

I+4—4
ii(g,D,t) =0(D A F2).
Démonstration: D’apres (46), il existe M > 0 tel que pour tout 7, &;(8,h,7) <
Meet™? =27t/ de sorte que &,(g,h,T) = O(e™P) pour 1/h = O(2 + wf- 1),
1
Puisque B, > 1, on maximise / en choisissant un décalage T = O(D?2 ), si bien que

1 1
h= O(D1 P2 ). L'erreur de troncature suit la proposition 2.1, donc nh = O(D 1 )

Théoreme 2.23. Soit g une fonction méromorphe sur une bande A, et telle que
— g(x) =0(~"") x € R;
— [lgC+im)]; +[lg +in)[|, <eo;

pour des constantes w, B > 0. Alors

DlogD

ii(g,D, 1) < T

Démonstration: On suit la proposition 2.2, une fois estimée 1’erreur de quadrature
modifiée via (46). O

3 Application a I'intégration sur divers domaines

Dans cette partie, nous décrivons 'application des théoremes précédents a
I'intégration sur des intervalles quelconques. Dans le cas d"une fonction f
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1. définie sur un intervalle I ;
2. possédant certaines propriétés d’intégrabilité sur I ;
3. holomorphe dans un voisinage Z de I sur lequel elle reste bornée, ou
garde une croissance modérée ;
il convient d’introduire un changement de variable

z = 9(Z)
de sorte que la fonction g(z') = ¢(2’) f o ¢(2') vérifie les hypothese du théoreme 2.14,
c’est-a-dire que
1. o(R)=1;
2. g ait une décroissance doublement-exponentielle sur R ;

3. il existe une valeur T > 0 et une zone Z; C Z telle que ¢ et ¢’ soient
holomorphe sur A, et ¢(A¢) C Zx.

Le changement de variable est construit de maniére a satisfaire les deux pre-
miers points. Il induit une géométrie particuliere aux images ¢(Ar) que nous
explicitons.

En outre, pour choisir la borne de troncature, on se référera au lemme suivant

Lemme 3.1. Soit f : I — C, on suppose que |f| est majorée par une fonction F :
I — R et que le changement ¢ est croissant et tel que ¢' x F o ¢ soit décroissante
sur [nh, oo|, alors 'erreur de troncature réalisée lors de I'intégration vérifie

Y g(kh) g/w F(#) dt. (50)

k[>n ¢(nh)

Démonstration : En effet, si on dispose d"une fonction F > 0 décroissante et intégrable
qui majore f sur I, alors

h <h ¥ g ) < [ g 0Fpm)dr< [7 Ko

k[>n nh

Y. glkh)

|k|>n

Remarque : En pratique, si l'intégrale n’a pas besoin d’étre certifiée, on se
contente de sommer les termes g (kh) jusqu’a ce que leur module soit négligeable.

3.1 Droite réelle

3.1.1 Cas d'une décroissance simplement exponentielle
On suppose f(x) = O(e“"mﬁ) sur R, on pose alors :

z = ¢(z') = sinh(Z’). (51)

Les exponentielles changent la largeur de A; en angle, de sorte que la zone
Z+ est contenue dans un cone.
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7If(2)] < MaeARI

T Flx)| < Mye—sxl

hemin ——  Tu=pli0 ——  Tu=pld ——  Tau=pi22

(@) 9 (R +i7) (b) zone Z,

FIGURE 2: changement de variable ¢ = sinh.

Lemme 3.2 (zone Zz). Soit T €]0, 5[, alors pour tout x € Ron a
¢(x+it) = sh(x +i1) € {z,Im(z) € [tanTRe(z), tan TRe(z) + sin 7]}

En particulier, si I'on définit Z, comme un cone d’ouverture T épaissi d'une largeur
sin T,

Zr = {z, arg(z)| < T mod 7'[} + i[—sinT,sin 7] (52)
ona @(Ar) C Zretlimr0Z: = R.

Démonstration: En effet, en posant X + iY = sh(x +iT),

Y =chxsint =sinty/1 +sh?x

X2
=sinTy/1+ ———
cos? T
=tanTV X2 + cos? T

On a donc toujours
Xtant <Y < XtanT +sinT

c’est-a-dire que sh(x + i) est dans la bande Br. 0O
Théoreme 3.3 (changement de variable exponentiel). Soit f : R — Cet T €
10, & [ vérifiant :

1 |f(x)| < Myell? pour x € R, aveca, B > 0;

2. f possede un prolongement holomorphe sur un cone épaissi Zr ;

3. f(2)| < MzeA"w‘ sur Z¢ avec A > O et y < B.
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Alors pour D > 1et t < T, en posant

27t

h <
D + C; + log(4M; + 2¢=D-C)

nh > asinh(L, g(D +log(2My))

ona

/}R fony £ (sh(kh) ) ch(in)| < e~P.

k=—n

Le nombre d’évaluations satisfait

"< 2ntP

Démonstration: Quitte a faire un changement de variable initial x — Ax, on sup-
pose a3 > 1 sans perdre en généralité.

La fonction g(x) = cosh(x) f(sinh(x)) a une décroissance doublement exponen-
tielle sur R d’ordre &/, 8 pour tout &’ < a, et d’apres les encadrements (89),

|g(x +it)| < |f(sinh(x +it))| |cosh(x + it)|
MpeAleoshx)” ooh x

<
YX
< M26x+Ae

donc g vérifie (3) avec A = 1. On peut donc poser & selon le théoréme 2.14.
En ce qui concerne le produit nh, on utilise plutét le lemme de troncature 3.1, en
résolvant 'équation fsﬁh(kh) Mye " dt < =D, 0

3.1.2 Cas d’une décroissance polynomiale
Si f(x) = O(|x|™") pour n > 1, on effectue le changement de variable

z = ¢(Z') = sinh(sinh(z')). (53)

Dans ce cas, quelle que soit la valeur de 7, la zone couvre a peu pres tout le
plan complexe, mais on peut toujours isoler deux zones autour de =+i.

Lemme 3.4 (zone Z). Soit T < 7 : on définit deux points Yinin et Ymax sur l'axe

L . T 2 o,
imaginaire, de hauteur respectives sin(sin T) et ch(cos Ty / (55 )? — 1), ainsi qu'un

point Xmax de coordonnées

sh(cotTy/p2 — sin® T) cos
(cot /B eosh) o
ch(cot T/ p% — sin® T) sin B

24
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Yon(T) If(z)] < Wﬁ)l-y
Ay
2
Xln(T>
) 10 ) ’ My
o [f(x)] < T+ [x)"

-%0 -20 A JES I / D. \ =g \ 20 0

L chemin ——  tau=pid0 —— Tau=pi9 tau=pid

(@) 971 (R +i7) (b) zone Z,

FIGURE 3: changement de variable ¢(t) = sinh(sinh ).

Alors le triangle (ouvert) défini par ces trois points est situé en dehors de Z, ainsi que
ses symétriques par rapport aux axes et a l'origine, et lim;_,o Z+ = R. On remarque
en particulier que pour tout T > 0, £i ¢ Z.

Démonstration: On considére la zone délimitée par la courbe ¢ paramétrée par
t + @(t+1it).Soitdonc z’ = t+it, on pose a + i = sh(z’) et x + iy = sh(a +iB),

c’est-a-dire :
x =shtcosT x =shacosf
. et .
B =chtsinT y =chasinp
On considére ¢ comme une courbe paramétrée par « :

) x=shacosp
O { y =chasinp

et ceci sur un intervalle [0, ag] tel que B < 5 pour rester dans le quatran positif.
C’est aussi une courbe paramétrée par 3 en vertu des relations

B(a) = tanTva? + cos? T
a(B) = cotty/p? —sin® T

On démontre alors

1. que ¢ passe par les points Yy, Yinax ainsi que par le point X4 défini dans
I’énoncé;
2. que g a une courbure constamment négative.

Cela permet de conclure comme annoncé, puisque sans changement de cour-
bure ¢ reste a droite de ses cordes.

Par symétrie, on suppose t, T > 0.

Ent = 0, ¢¢ passe par le point (0, ¥y, ) OU Yy, = SIn B = sinsin .

Gt coupe a nouveau l’axe des abscisses pour By = 7, ’est-a-dire xy = acosh (5= )-
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2 N .
On a alors wg = cos T4/ 457;12 - - 1, d’ot1 une ordonnée

2
y = cosh(ag) = cosh(cos T TTZ -1)
4sin” T

ce qui définit les points Yin et Yimax annoncés.

Le fait que la courbure soit de signe constant se démontre aisément par le calcul :
on développe 1'expression

y' (@)x' (@) = 2" (@)y' (a)

en fonction de «, ' (x) > 0 et B’ (a) > 0, en constatant apres réduction qu’elle est
formée de termes positifs.

On choisit enfin un point Xmax = (X,Y) tel que X —> coetY/X = 0quand T —

0 afin que la famille Z; recouvre C \ R. Ceci impose an(f) _, 0, soit a(T) — o0

tanh( )
/B2 —gin2
et B(T) — 0, en respectant les relations sin(7) < f < § —Teta(f) = %
Poser B = /sin (5 — T) convient.

Essayons de minorer la valeur maximale de x sur [0, ag]. De

B(a) <atanT+sinT
/ o
B (a) = tan Tt <tant
on tire la minoration

x'(a) = chacosf —shap'sin B (54)
> cha(cos fp—tanTsin B) ; (55)

en particulier x'(a) > 0 pour tan 8 < cot T, C’est-a-dire < 5 — 7 = 1.
On pose alors Xmax le point de parametre a; = a(B1). En reportant les valeurs

de B et a(B) dans x et y on trouve les coordonnées annoncées. Par construction, ¢+
passe par Xmax- ]

On obtient donc le résultat suivant :

Théoréme 3.5 (changement de variable double-exponentiel). Soit f : R — C et
T €]0, & | vérifiant :

1. f posseéde un prolongement holomorphe sur une zone Z. définie ci-dessus ;

2. |f(z |\ HHUsurZT,uvecv>0

3. |f(x)] < Myx~% pour x € R, avec a > 1.

Alors, pour tout D > 1, en prenant
—h< L .

D+log(

vcos‘r)
2Mq

2M
— nh > asmh(asmh(exp(%(fl)))) ~ 1og(2aflaf}))
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ona
/f ny £ (sh(kh) ) ch(ikh)| < e P
k=—n

DlogD
2T

soit n(d, D) < évaluations de f.

Démonstration: — On majore

cosh(x +iT) cosh(sinh(t + iT))
s ar<m [ | )
1+ [sinh(sinh(x + 7))

/ cosh(t) cosh(sinh ¢ cos T)
R

M )|1+v

1+ |sinh(sinhtcos T

M, 1
<COST/1R1+| 1+Udu
ul
L 2M
VCoST

d’ot1 ’on déduit une majoration de ? et le pas h.

— lereste intégral f x~%dx vaut =ty ce qui permet de déterminer nk selon

le lemme 3.1. 0O

3.2 Demi-droite
3.2.1 Cas d'une décroissance exponentielle

Si f possede une limite finie en 0 vers laquelle elle ne tend pas trop vite (c-a-
d. si elle posséde un développement limité non nul en 0)?, et si f posséde une
décroissance exponentielle en I'infini de la forme

’f(x)’ < M](l + x)(Te—axﬁ,

on effectue le changement de variable

zZ = q)(Z/) = 62,7“67'&/. (56)

Remarque : Pour simplifier les calculs, on suppose f > 1. On peut toujours
s’y ramener par un changement de variable préliminaire.

2. On demandera de toutes fagons que f soit holomorphe au voisinage de 0, donc ce sera le cas.
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[chemin —— tau=pii0 —— _ tau=p/d —— tau-pi3

(@) 971 (R +i7) (b) zone Z
FIGURE 4: changement de variable ¢(t) = ot—ae?,
Majorations On a pour |B7| < 77/2
p(x+it) = gxHiTae P (57)
¢'(x +it) = (1+ ae PP p(x + i) (58)
donc
|q) X +iT)| =¥ 7N (Br)e P (59)
"(x +it ‘ (1+ aBcos(Br)e F*) |p(x +iT)| (60)
arg( (x +i1)) = T+ asin(fr)e P~ (61)

Lemme 3.6 (zone Z;). Soit T € [0, z [, alors sil'on définit Z comme un cone tronqué
d’ouverture T € [0, 7|

Im < tan Re
e g .

ou x
o = tXS;n(ﬁT) E_W, (62)
-1

ona qD(AT) C ZT et lim-[‘)() ZT - [O, OO[,

Démonstration: Etudions I'image par ¢ d’une bande A :

x—a cos(Bt)e P¥

@(x +it) = pe? avec P z ”echzxsin(,BT)e_ﬁx ,doncpour 0 < pr < %, 1la
courbe obtenue est d’équation polaire :
i 1/ _ _o—t_
b= (%Sojn_ﬂiﬂ) Powtn, o>t (63)

28



On a une asymptote en § = T et

psin(0 — 1) ~g_yr (asin(pr))F (0 —7)' 5

par valeurs inférieures, donc
— si B = 1, on a une droite asymptote y = xtanT + &, et la courbe reste en
dessous de cette asymptote ;
— si B > 1, la courbe est également en-dessous de cette courbe, et tend vers son
asymptote y = x tan(B7).
Cette courbe est incluse dans le demi-cone |y| < tan 7(x + a).
On peut remarquer que, p étant décroissante en 6, les abscisses sont minorées
par celles obtenues pour § € [7, 7], donc on peut tronquer le céne aux valeurs
d’abscisse supérieures a —p,; = —p(71/2). 0

Remarque : Dans le changement de variable ¢, il n’est pas nécessaire de choisir
« égal au a de décroissance de f : si une valeur plus faible permet d’obtenir un
angle T meilleur, on pourra prendre un pas h plus grand. Il faut mesurer les
deux effets : cette augmentation de & tend a faire diminuer #n, d’un autre coté
une diminution de & augmente la valeur de tpin et donc le nombre de termes a
sommer du c6té négatif. L'influence de « est logarithmique, tandis que celle de
T est linéaire.

Ces observations fournissent le théoréme suivant

Théoreme 3.7. Soit f :]0, 00o[— C une fonction vérifiant :
1. f possede un prolongement holomorphe sur un cone tronqué Z, T < 5 ;

2. |f(2)] < MaeA!" sur Zo;

3. |f(x)] < Moe= sur [0, 00[;
pour des constantes « > 0, A = Oet B > v = 0. Alors pour D > 1, si I'on choisit

t < T selon le théoreme 2.14, en posant
N A 27t
h D+Cy+log(4My+2e~D=Ct)

— 1h > log Ly s(D + log M) + ae™Plup(DFlog M)
ona

/mf‘h i f(o(kh))g'(kh)| < e P.

k=—n

Démonstration: On suppose que > 1; si ce n’est pas le cas, le changement de
variable x = u¥, o % < B, nous y ramene au prix d’un terme polynomial kuk—1.
On pose g(z) = fo ¢(z) X ¢'(z).

Pas d’intégration D’apres les majorations effectuées sur ¢, et puisque > 1
ona pour x > 0 les majorations grossieres | ¢ (x + it)| < e* +ap, et |/ (—x +it)| <

afeP1x 4 1.

Enfin |@(x +it)| < ¥, donc d’apres (2) g(x + it) < Ma(1+ aB)e?*” 41| avec

A =max(1,8-1).

De plus, sur R, on a
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en —co: |f| < My donc g(—x) < |¢/(—x)| < (1+ apeP¥)e 2™ = O(e~'™)
pour tout &’ < a.

,a/gﬁx)

enoo: ¢(x) ~e* donc g(x) = Ofe pour tout &’ < a.

Donc on peut appliquer le théoreme 2.14 pour déterminer le pas h.

Troncature Enfin, on définit nh via le lemme 3.1, avec les estimations des

restes intégraux suivantes :
o (fO¢<7X) My dt < Mig(—x) = M1e_"_”‘eﬁx donc pour une erreur de e~ sur le
reste k < —n on pose nh = %108(%)_

— f;?x) e qt < e=D donne

(P(x) = exiaeiﬁx = L,X//g(D + IOng).
En particulier x > log(L,,g(D +log M1)), donc on pose x = nh = log Ly 5(D +

log M) + aePLap(D+logM) %log(%). 0

3.3 Intervalle compact

Si I'intervalle est de la forme [a, b], on effectue un changement de variable

a+b
2

z=g(Z) = b ; a tanh(A sinh(z")) +

(64)

pour un parametre A > 0 que ’on déterminera.
Par la suite, on suppose que [a,b] = [—1,1].
On pose le changement de variable

p A cosh(Az)
% (Z) = > ; .
cosh”(Asinh(z))
L'image de la bande A; a une forme de hamburger éventuellement tassé au
sommet. En particulier les zéros de cosh sont situés en irr/2 + 2intZ, ils ne

sont pas atteints dans la zone A; pour T < 7 et AsinT < 7. On suppose ces
inégalités vérifiées, ce qui assure que ¢ et ¢’ sont holomorphes sur A-.

Lemme 3.8 (zone Z¢). Pour tout z' € A¢ avec A, T vérifiant Asin(t) < 5, sil'on

VY2 A2sin’ T

tanT
tanh X; 1
cos?(Y)” tanh(Xr)

choisit Y €]Asint, 5|, en posant X = ,ona:

‘Re((p(z/))‘ < X = max(
‘Im( (z’))‘ <Yy = max(tan(Y ) 1)
v S " 2sinh? X, /'
En particulier, pour Yr — 0 et X; — oo, Zr converge vers le segment [—1,1].

On minimise Xy, Yy, en prenant pour Y« les solutions dans |Asin T, 7 [ de
tanh(X;) = cos(Yz) pour Xy, (65)

2sinh?(X;) tan(Yy) = 1 pour Yo, (66)
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Yy (1)
[fl < Mz
T <M
‘ ‘ ‘ Sl M X (1)
S o5 i is a b
[chemin —— tau=pii0 ——  tau=pi5 1au=pid
(@) 971 (R +i7) (b) zone Z;

FIGURE 5: changement de variable ¢(t) = tanh(A sinht).

Remarque : Inversement, si 'on se donne des valeurs X, et Y), a ne pas
dépasser, la détermination de X et Y; par les équations

1 1
tanh(X;) = — et cos(Yr) = — d’une part, (67)
Xom Xom
1
sinh?(X;) = v et tan(Yr) = Yy, d’autre part (68)
m
et la relation
X, +iYy

T= Im(asinh(f))

permettent de choisir une bonne valeur de 7, si I’'on impose A. On remarque
que par construction, la condition AsinT < 7 est vérifiée puisque le fait que

Yz 2 ’ _ 1
X+, Yy sont sur la courbe % donne e > A“etquelonaY; = arccos(X—m) <
T

Z.
Remarque : Le probléeme de minimisation posséde des solutions uniques,
puisque sur l'intervalle considéré, X €]0, X z [et

— tanh(X) croitde 0 a tanh(X%) > 0 et cos(Y) décroit de cos(sint) a0;

— sinh?(X) tan Y, produit de deux fonctions croissantes, croit de 0 a oo.
On détermine aisément ces solutions par la méthode de Newton.

Démonstration du lemme 3.8: Onpose Asinh(x+i7) = X+iY avecY = tanTv X2 + A2cos? T €

[Xtant, X tant + Asint].
Alors

sinh X cos Y +icosh XsinY
cosh X cosY +isinh XsinY
sinh X cosh X +icosYsinY
= 2 12 v 0 (69a)
cosh” X cos? Y + sinh” X sin® Y
sinh X cosh X +icosYsinY

sinh? X 4 cos? Y

tanh(X +iY) =

(69b)
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Par croissance de Y, et puisque Y (0) = Asin(7) < 7%, on déduitI'existence d"une

valeur Y7 annoncée.
Y2 — A2sin’ T
Xri=—--——7—.

Ona
tant

Alors, pour X € [0, X¢], Y < Yr < J donc d’apres (69a)

(70)

Re(p(z)) < sinh X cosh X tanh X
¢ = cosh? Xcos?Y  cos?(Yr)
' cosYsinY

Im(p(z') L ————
(p(z)) cosh? X cos? Y

et pour X € [Xp, o0|, d’apres (69b)

< tanYr

sinh X cosh X 1
Re(p(Z)) < <
(p(z)) sinh? X tanh(X;)
cosYsinY 1
Im Zl < S
(p(z) sinh? X 2sinh? X,

ce qui démontre 1'encadrement annoncé. 0

Pas d’intégration Supposons que f est holomorphe et donc majorée sur Z
d’apres le principe du maximum.

Pour étudier ¢ (X), il suffit donc de majorer [ |¢'(t +iT)| dt.

Or, en reprenant les notations X, Y,

Acosh(t+iT)
sinh?(X) + cos2(Y)

(p’(t—l—ir)’:

soit, par le changement de variable X = A cos Tsinh(f),

A cosh(t) < 2 dX

/§‘¢/(t+”)‘<2/o sinh2(x)+cos2(y)\cos(r)/o sinh2(X) + cos2(Y (X))

On sépare comme précédemment en une valeur X; > 0 telle que Y; < §

X X dx
b<h =
0 0 cosh”(X) cos2(Y)

tanh(X7)
= cos2(Yy)

o0 0 dX
ko<
T « sinh?(X) + cos2(Y)

/°° dXx

g -

X: sinh?(X)
1

-1
fnh(X:)

1
tanh(X7)
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Egaliser les termes de cette derniére majoration nous raméne exactement a la
forme (65), donc en séparant l'intégrale en la valeur X, on obtient que chacune
de ces intégrales est majorée par X,,.

Ainsi, [ |¢/| < 4X’” et

cos(T)”’

Donc pour avoir
L &l
|k|>0

on pose
21T

D + IO{C;(SX’”IVI2 + 1)

CcosT

Borne de troncature

Lemme 3.9. Si |f| < My sur]a, b, ona

h 2 |g(kh)| < M12€72Asinh(nh).

|k|>n
Démonstration :
n Y [gtin| <y _ Acosh(t)
Ko nh cosh”(Asinh(t))
dt

! //\sinh(nh) cosh? ¢t
< Mlze—Z)\Sinh(nh).

<

On obtient donc le théoréme :

Théoreme 3.10. Soit f une fonction définie sur un intervalle |a, b| et a valeurs dans
C. On suppose que

1. |f| < My sur]a,b|;

2. f possede un prolongement holomorphe a un rectangle R = # + [ Xom, X +
i[_YH’H Ym] ;

3. |f| < My surdR.

Alors pour tout D > 0, en posant
— A= Fetttel que %5 atb b‘”ZT CR;
— o(t) = ”+b + 5 b i tanh(/\smht)
— h= 27r'r
D-+log(2XnM2 47’

CcosT
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3
— nh > asinh (DHOg/g Ml)) ;

ona
b n
[ =1 % flopkn))g/ (k)| <P 71)
a k=—n
et une convergence
XmMZ
< (D + log( <657 )) log(D) 72)
21T

3.4 Hypothéses affaiblies

Dans ce paragraphe, on examine le comportement de la méthode double-
exponentielle appliquée & une fonction f ayant décroissance simplement expo-
nentielle, lorsque le théoreme 3.3 ne s’applique pas — soit que f ne soit pas
holomorphe sur un cone Z., ou qu’elle ne possede pas une décroissance suffi-
sante sur ce cOne.

Ce cas se rencontre fréquemment lorsque le domaine d’holomorphie de f
n’exceéde pas une bande A:.

Si la fonction f satisfait les hypotheses de la proposition 2.6 sur la bande
Az, on sait que la méthode des trapézes simple permettrait de l'intégrer avec
1+
n(f,D) < DZmﬁ évaluations (proposition 2.1).

Avec des hypotheses a peine plus fortes (uniformité de la décroissance sur
une bande), le théoréme suivant montre que la transformation double-exponentielle
ne fait perdre qu'un terme logarithmique sur le nombre d’évaluations, ce qui
montre une certaine robustesse de la méthode vis-a-vis des hypotheéses exigées.

Théoreme 3.11. Soit f une application telle que
1. f possede un prolongement holomorphe sur une bande A ;

2. f(x+1iy) < Me—alxl” uniformément en y € [—7,T|;

alors en appliquantﬁlcz méthode d’intégration double-exponentielle a f on obtient une
+
complexité de O( %) évaluations.
Démonstration: On détermine tout d’abord un domaine A C C tel que sinh(A) C
Ar.
TPour x>0,yel0, %]

Im(sinh(x +iy)) < T < cosh(x)sin(y) < T
T

<Y< arcsin(
C

o)’

La fonction arcsin n’étant pas définie si T > 7, on se contente de la majoration

arcsin(x) > x pour définir

. , T
= < .
A {x+1y, y|\coshx}
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On réalise une intégration double-exponentielle de f avec le changement de
variable ¢(z) = sinh(z), en posant donc

¢(z) = f(sinhz) cosh(z),z € A.

L’hypotheése (3) du théoreme 2.11 n’étant pas vérifiée, c’est I'estimation de 1’erreur
de quadrature qui doit étre adaptée aux nouvelles hypotheéses.
Soit donc X > 0, on doit trouver une majoration du coefficient de Fourier

$(X) :/]Re_zmng(z) dz.

On décale désormais le chemin d’intégration a la courbe

sinh t
cosht

T .
z:’y(t):t—zm,'y'(t)zl—l-lr

en notant que d’apres 'hypothese 2,

T

(7(1))] = | F(sh(v(t))) cosh(y(t)| < Me™*awim) S0 ey ().

On en déduit donc
o T _2Xr o
20| < | fpe B e B gy (ar

© .
<2M(1+71) [ e 27Xt pralcos)(sinh ) oy (1) g,
JO  N———

o1(t) 0

On sépare cette intégrale en deux en une valeur T > 0:

p1(t) < e—2mXte ™ o [0,T] 7
inhT

Jo ga(t) dt =[5 T emwleos )l gy 1 TP

@1(t) < 1sur [T, o0

& @a(tydt = [2ppe s’ gy < e s> (74)

T 92 Sinh T € < g sif>1.

T h T
/ e 2mXTe™! j—a(cos T)P(sh 1) g4 < e 2nXTe " /s e t(cosT)Puf 3,
0 0

-t 1
<e 27X J'une part;
op
/oo 6727TXT3”67M/3’ dt < /oo efaeﬁ‘ dt
JT T
o—oefT
< d’autre part.
ap
Ces termes sont égaux pour
T 1 o <27‘L’XT)
C B+1 8\
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et dans ce cas,
B

< 2M(1+ 1) - <2an) i ‘

8] < =05 (75)
Il reste a majorer la somme de ces termes :
()T ()7L ()
Ye N <e \'" + / e \ " dt. (76)
J1

k>1
B+1
B

Par un changement de variable t = %nru , I'intégrale s’écrit

h(B+1) = u 1 2nt, B
B —_T. Z (2B
27h /(zﬂ)%ue du = Tinc 1—&-!3,( A )T

h

o=

ot I'jy désigne la fonction Gamma incompleéte.

B
En utilisant la majoration 13 pour s = % e zhﬂ) BT, et en supposant h

tx = (
assez petit pour que £ > 2 de sorte que (1 — £)~! < 2, I'intégrale est majorée par
B
2(8)F1e ()P
Donc la somme des (75) vérifie
N 2M(1+7) [, 2nT, 1 (2 FAT
A (P LY ) 1
8| < 2 |2 Je

ce qui permet de définir i précisément. On a en tous cas

k>1

i1
D B
27T

h(D) ~

ce qui démontre 1’énoncé de complexité. 0

3.5 Cas des fonctions oscillantes quasi-périodiques

Les idées présentées jusqu’ici ne permettent pas d’intégrer des fonctions qui
présentent des oscillations symétriques, dont 1’archétype est I'intégrale

/ sin(t) 4, 77)
R t

mentionnée dans l'introduction.

La décroissance d’ordre polynomial invite a un changement de variable en
t — sinh(sinh(t)), mais un tel changement de variable est interdit par la crois-
sance exponentielle de sinus dans la direction imaginaire.

Nous présentons ici, avec I'approche géométrique et le formalisme que nous
avons adoptés, une stratégie dont le principe est dit a Ooura [OM99], et qui
permet de calculer avec une complexité quasi-linéaire les intégrales faisant in-
tervenir des fonctions périodiques.
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L’idée est de est de tirer parti non plus de la décroissance de ¢ mais de ses
zéros régulierement espacés pour réduire le terme d’erreur de troncature dans
la formule de Poisson.

Supposons en effet qu'il existe une période w > 0 telle que l'intégrande g
satisfasse

g(k/w) =0,k e Z.

Alors si l'on choisit une famille de changements de variable ¢, : R — R
dépendants de /1 > 0 et tels que

| pn(th) —1/w| < e,

les accroissements finis donnent une majoration exponentiellement décroissante

de la somme
Y [8(en(in))].

[1|>n

Il est d’autre part nécessaire que ¢, possede une dynamique raisonnable en
h afin de pouvoir majorer les transformées de Fourier, et plus précisément qu’il
existe une zone Z; telle qu’on ait de maniere uniforme en h

P (Ar) C Z.
Il est naturel de poser

x

pn(x) = wh + ¢—coshx (78)
pour vérifier la premiére condition, mais ce type de fonction prend des valeurs
imaginaires d’ordre _; en x = log1/h + it. On résout ce probléeme en retar-
dant par un facteur & le terme exponentiel tout en maintenant une décroissance
initiale, ce qui mene a considérer plutét un changement de la forme

X

q)h(x) = wh + e—x—ahcoshx’ (79)

Appuyés par des arguments heuristiques, Ooura et Mori considerent des
corrections plus légeres de type

X
(Ph(x) = wh+ e_,yx_a\/mcoshx

Le cas des intégrations sur [0, o[ s’obtient en remplagant le sinus hyperbo-
lique par un cosinus hyperbolique. Nous nous contentons ici d’illustrer graphi-
quement 1’effet de ces changements de variables dans la figure 6 (dans 'ordre
sont représentés (78), (79) et (80)).

Ces graphiques donnent l'intuition du comportement de l'intégration de
fonctions périodiques par cette méthode. Une étude rigoureuse de la dyna-
mique complexe de cette famille de changements de variables permettrait d’ob-
tenir des résultats de convergence parfaitement explicites. Elle s’annonce tou-
tefois délicate a mener.

(80)
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FIGURE 6: Dynamique de ¢, (R +iT) ent = 77/7.

4 Stratégies d’application concrete

4.1 En résumé

L'application de la méthode des trapézes a une fonction f, passée ou non au
travers de la dynamique d’un changement de variable, se lit sur les variations
de f.

— Dans la direction radiale, la décroissance de f donne la longueur d’intégration.
Cette longueur sera exponentielle, linéaire ou logarithmique en la précision
si f décroit de maniére polynomiale, exponentielle ou doublement expo-
nentielle.

— Le pas d’intégration se lit dans la direction transverse. Si f y reste bornée
sur une zone de largeur ou d’écartement 7, le pas d’'intégration peut étre
choisi d’ordre 7/D.

Le choix d'un changement de variable se fait a la lumiere de ces deux pa-

rametres, et de leur influence mutuelle.

La mise en ceuvre d’une intégration rigoureuse d’une fonction f consiste en
les étapes suivantes

1. déterminer une zone d’holomorphie de la fonction, sur laquelle elle est
bornée ou a croissance modérée, et choisir un changement de variable
en conséquence. Cette étape ne peut étre entierement automatisée, mais
une connaissance sommaire du comportement de la fonction suffit en
pratique;

2. choisir les valeurs des parametres «, B et T, et calculer les valeurs des
constantes M; et M. Quelques tracés du module de f suffisent a les
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déterminer heuristiquement.
3. appeler l'intégration avec les parametres adéquats.

Des exemples détaillés sont illustrés dans [Mol10b], nous nous contentons
d’insister ici sur quelques points remarquables.

4.2 Prendre en compte les résidus

Considérons 'exemple de I'intégrale

dx
/]R 1+ x2 (81)

qui permet de saisir la précision de notre étude.

L'intégrande est a décroissance polynomiale, et le domaine d’holomorphie
requis est le plan complexe privé des poles +i. Cette situation releve du théoreme
3.10, et ces singularités sont précisément évitées par Z, quelle que soit la valeur
T < %.La convergence est donc d’ordre D lzzg D etdansla pratique le calcul de
1000 chiffres significatifs nécessite moins de 2000 points.

Mais si 1’on s’écarte légerement de ce trop bel exemple, la théorie permet de
comprendre pourquoi l’évaluation de

" dx
/]R 1+ (x +10)2 (82)

donne de trés mauvais résultats dans les systemes de calcul reposant sur la
transformation double-exponentielle : avec gp le résultat est faux des la dixieme
décimale, sous Maple l'intégration prend plusieurs minutes.

En effet, les pOles ainsi décalés en 10 &= i ne sont évités que pour de tres petites
valeurs de 7. Sil’on détermine une valeur convenable, le théoreme s’applique,
mais pour 1000 chiffres, il faut a présent 100000 points.

En utilisant les corrections démontrées dans le lemme 2.21, sur les podles de
la forme z = asinh(e; asinh(p) + ik7), k € Z, avec des résidus F3, le résultat
calculé avec 2000 points est parfaitement correct.

4.3 Décaler le chemin

Pour une fonction donnée, la décroissance de sa transformée de Fourier est
directement liée a la largeur d’holomorphie de part et d’autre de 1’axe d’intégration.
Or si lors de la sommation on peut prendre en compte une inhomogénéité de la
décroissance de f selon les axes positifs et négatifs, I'erreur de quadrature sera
liée a la plus grande des valeurs g(%) ou g(—%) L'erreur est donc minimale
quand ces valeurs sont comparables.

Ainsi, si g possede une bande d’holomorphie bornée non symétrique autour
de l'axe réel, il est trés avantageux de décaler le chemin pour se situer exac-
tement au milieu de cette bande. On retrouve la le principe de la méthode du
col : une intégrale complexe a intérét a étre évaluée selon un chemin de plus
grande décroissance.

39



4.3.1 exemple:la fonction Gamma

On integre la fonction I sur la droite Re(s) = 1:
/ T(6 + it) dt. (83)
R

La formule de Stirling démontre les estimations de croissance suivantes :
— sur les droites verticales

log [[(6 +it)| ~ = |1 (84)
— etsurlesrayons 6 # 0
log ‘F(é + ireie)‘ ~ —sin(f)rlogr. (85)

Ainsi, f(z) = I'(§ + iz) a une décroissance de nature simplement exponen-
tielle sur ’axe réel, mais le changement de variable z = sinh(z") prescrit par la
méthode générale ne permet pas d’obtenir la convergence attendue puisque f
a une croissance exponentielle dans la partie inférieure de tout cone épaissi C,
7> 0.

En particulier, g n’est pas L2 sur les droites R — it pour T > 0, donc d’apres
la proposition 2.4, § a une décroissance au plus sous-exponentielle pour les va-
leurs positives. Le théoréme 3.11 permet d’expliquer une convergence en D2.
Toutefois, nous obtenons expérimentalement une convergence quasi-linéaire.
Ce fait remarquable s’explique par une estimation ad hoc des transformées de
Fourier : dans [Mol10a] on démontre a l’aide d’estimations sur un contour
adapté une décroissance du type

X

log(1+ 22%)’

log ’gA(X)‘ <

ce qui permet d’affirmer une convergence de la méthode double-exponentielle
utilisant
Dlog(D)?
2

évaluations.

La figure 7 montre la précision de cette estimation ; elle illustre aussi les effets
de divers autres schémas d’intégration que suggerent les théories développées
ici:

1. Si l'on ne réalise aucun changement de variable, on intégre une fonc-
. N - . — It . N 7 . . oy 2
tion a décroissance e™ 2*, et qui posséde une bande d’holomorphie limitée

seulement par les pdle en —IN, donc de largeur . On obtient donc une

convergence en % : %, d’autant meilleure que § augmente. La figure 7

présente les valeurs 6 =3 et = 8.
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2. Avec un changement de variable double-exponentiel en sinh, on observe
la convergence de type quasi-linéaire a priori étonnante, mais que nous
avons expliquée ci-dessus.

3. On peut aussi chercher la décroissance de la fonction gamma a gauche
de la droite d’intégration, en intégrant selon les valeurs de § + i sinh(t +
if). Selon la valeur de 6, on aura un coéne d’holomorphie d’ouverture
min(6, 5 — 6) sur lequel on peut appliquer le théoréme 3.3. En prenant

: 2Dlog D R N
6 = Z, on obtient une convergence en Tg : 'est 1a la maniere la plus
efficace de calculer I'intégrale.
10000 T \ T T T
t —
sh(t) ——
Sh(t+inya)
t,6=8

8000 —
! £ 6000 |-
3 2
3 2
1 p
! E=}
3 5
: S 4000 |
Lo

2000

0 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400
/ précision
(a) décalage du chemin (b) convergence

FIGURE 7: intégration de I'(6 + iz).

Cette observation permet de résoudre le probléme posé par l'intégration de
la fonction gamma sur une droite verticale (83). Un décalage d'un angle +if
avec 0 €]0, 7| apres transformation par sinh permet d’obtenir facilement une
décroissance en e 2% de la transformée de Fourier selon les x positifs, et en

e~ 21501 sur I’axe négatif. Pour 6 = ’f on obtient une complexité de
2Dlog D
s

évaluations.

41



Cette méthode est d’autant meilleure pour l'intégration de gamma que par
ce décalage on se situe sur un chemin ot la décroissance de la fonction est
amplifiée.

4.3.2 exemple : oscillations
Considérons par ailleurs I'exemple de la fonction
¢(z) = exp(—2a cosh(Bz) + icosh(7z)).

Le théoreme 2.14 ne permet de considérer que le cas de valeurs y < f3, c’est-a-
dire d’une décroissance plus forte que les oscillations.

Dans le cas contraire, les oscillations rendent la quadrature trés mauvaise,
ce qui se traduit par I'explosion de la fonction g hors de 'axe. Toutefois dans
cet exemple 1’explosion est anisotrope, et la fonction g(x + iT) reste petite au
voisinage de I'axe quand x et T sont de méme signe. Et dans ce cas, on dispose
d’une bande de décroissance pour les valeurs |7| € [0, 75 [.

Avec les valeurs f = 1 et v = 2, nous pouvons exploiter donc ce fait en
parcourant le chemin

z=¢(t)=t+ ig tanh(t).

Ce décalage apporte des gains énormes : pour l'obtention de 50 chiffres cor-
rects, on passe de plus de 50 000 a seulement 70 évaluations (cf. [Mol10b]).

4.4 Subdivisions

Enfin, il peut étre trés avantageux de couper l'intervalle d’intégration en plu-
sieurs morceaux, des lors que la plus petite valeur de T sur les morceaux divisée
par leur nombre excéde la valeur T correspondant a l'intervalle tout entier.

7 2 10 dt A z z 2 N
Par exemple, I'intégrale [}, e peut étre évaluée selon le théoréme 3.10,
avec une largeur d’holomorphie 11 = 0.063. Si 1’on écrit cette intégrale comme
f?lo + folo, on obtient # = 0.21.
Bien entendu, les subdivisions sont rigoureusement nécessaires dans le cas
de fonctions définies par morceaux.

4.5 Exemple: fonction gamma incompléte

Pour finir, nous traitons un exemple complet, celui de la fonction
e dt
Tinc(s, x) = / et —
x t

ol s, x sont des nombres complexes tels que x ¢ R_ ouRe(s) > 0, et le chemin
d’intégration est la demi-droite positive issue de x.

L'intégrande f(z) = e(s=1)108(2)=2 possede une singularité en 0, qui doit donc
se trouver en dehors d’une zone Z; issue de x. Elle a en outre une décroissance
exponentielle de paramétres « = cos 6 et = 1 sur tout rayon X + re'd.
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|57 1e7!| < M(X, 1, 5) explicite

@X>a b) X <uw (c) décalage

FIGURE 8: Zone d’holomorphie pour la fonction gamma incompléte.

4.51 Ouverture 7 et décalage éventuel

Supposons Im(X) > 0. En considérant pour zone Z. un coéne d’ouverture T
issu de X — «, on évite le point 0 & condition que Re(X) > &, ou que

Im(X)

tal’lT < m.

Dans le premier cas, la décroissance exponentielle de I'intégrande permet de
choisir une ouverture T arbitrairement proche de 7. Dans le second, la valeur
Im(X)
a—Re(X)
tres longue. Il est alors judicieux d’effectuer un décalage de la demi-droite
d’intégration d'un angle § pour rendre la situation plus symétrique et obte-
nir une valeur de T proche de ¥ dans le pire des cas. La figure 8 illustre ces

différentes situations.

limite T < arctan ( ) peut devenir tres faible, et rendre l'intégration

4.5.2 Majoration sur Z

Donnons une majoration de f sur une demi-droite Ry = {x +iy 4 re'f,r = O},

que 'on suppose passer au-dessus de l'origine.
En posant z, = x + iy + re'6, on majore Re((s — 1) logz, — z,) par

sup {—Im(s) arg(z,) — Ar} +sup {Re(s — 1) log |z,| — pur} —x,
r=0 r=0

S] Sz
ot I’'on décompose cos 0 sous la forme cos @ = A + p avec A, > 0.
Majorant S;: On détermine tout d’abord I’argument de z,. Supposons que la

droite (z,) soit au-dessus de I'origine. Par une rotation d’angle —(5 + 6), on
ramene le point x + iy = zp a droite de I'origine, avec des coordonnées

xp = —xsinf +ycosd
Yo = —xcosf —ysind
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vérifiant xg > 0 par hypothese. Avec cette rotation, le point ze 1 (249) est de

#0-7). Avec la rotation
0

Yo—r
X

la forme xp + i(yp — r), et son argument vaut arctan(

inverse, le point z, a donc pour argument 7 + 0 + arctan( ). Cet argument

est compris entre les valeurs 6 et T + 6 + arctan(Z—g).
Ainsi, le supremum S; est atteint en r = 0 ou en une éventuelle solution
positive de
Im(s)xo

——— = A.
B+ (yo—1)?

Dans le cas ou la droite (z,) passe sous l'origine (soit xy < 0), il faut plutot
considérer la rotation la rotation d’angle 7 — 6, ce qui donne la demi-droite
formée des z,¢/(37%) = —xq —iyy + ir. Les signes négatifs se factorisent en
début d’expression, si bien qu’en remplagant s par son conjugué on garde les

meémes expressions.

Majorant S, :  Avec les valeurs xg, yo introduites ci-dessus, |Zr\2 =x3+y3—
2ryo + 12, donc le supremum S; est atteint en r = 0 ou en une des éventuelles
racines positives de

Re(s) —1 —2yo + 2r B
2 r2—2ry0+x%+y%_y

soit

Re(s) —1

e Re(s) — 1
r2—2r(y0+2 20 (s)

)+x§+y%+7yo = 0.
Ainsi, pour toute décomposition cos 0 = A + p, on détermine un majorant
log My = S1+ Sy —x

de log |f| sur Ry. Cette majoration est valable sur tout le cone Z, et permet
d’appliquer le théoréme 3.7, en adoptant une précision de calcul tenant compte
de la majoration Mj. Ce qui démontre le théoréme 1.6.

5 Conclusion

La méthode double-exponentielle a acquis une certaine notoriété pour la ra-
pidité de sa convergence. Elle a cependant une réputation de méthode un peu
magique, que trente ans d’études un peu trop heuristiques ont confortée : cette
réputation 1’éloigne souvent des besoins de calcul prouvé. La simplicité de la
théorie développée ici, ainsi que la précision des parametres démontrés ont
pour vocation de rendre son usage plus aisé et plus fréquent.
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5.1 Implantation

Diverses implantations automatisées de la méthode existent (en particulier
celles de Maple, Mathematica ou PARI/gp) : ou bien elles ne garantissent rien
du tout, ou bien elles estiment la convergence de maniére heuristique par di-
minution de pas.

Dans les situations d’intégrations spécifiques dont les parametres sont connus,
ce travail permet de trouver une stratégie optimale et de garantir le résultat
obtenu. Toutes les estimations de cet article, ainsi que de nombreuses routines
annexes, ont été traduites en langage gp et sont disponibles sur [Mol10b].

Ce travail ne fournit pas en revanche d’heuristique qui permette de reconnaitre
automatiquement la nature de l'intégrale et de choisir le changement de va-
riable le plus adapté. Ce type de comportement généraliste est dual de la visée
d’intégration prouvée que nous avons adoptée. Pourtant les résultats présentés
ici peuvent aussi étre utilisé dans ce sens, dans la mesure ott nous avons ra-
mené le choix des parametres d’intégration a de simples questions de bornes
sur des contours, qui peuvent étre estimées assez précisément de maniére au-
tomatique. Nous avons programmé certaines fonctions a cette fin.

6 Formulaire

Les changements de variable faisant fréquemment intervenir les fonctions
hyperboliques, on en donne ici quelques propriétés.
Pour tous complexes x, T :
sinh(x 4 it) = sinh(x) cos(t) + i cosh(x) sin(T); (86)
cosh(x +i7) = cosh(x) cos(7) + isinh(x) sin(7). (87)

Ainsi, la courbe paramétrée par x +— sinh(x + iT) suit une hyperbole que
I'on notera par la suite 77, d’équation cartésienne

Ay Y? —tan® TX% = sin’ T (88)

soit
Y =tantV X? + cos? T.

Il est commode d’écrire un paramétrage mesurant ’écart aux asymptotes
= | X| tan T sous la forme
sinh(x + i8) = sinh(x) cos(#) + i cosh(x) sin(6)
= sinh(x)e" 4 ie"*sin @

ol e~ * sin 6 est le terme d’écart.
Pour tous réels x, T,

|sinh(x)| < [sinh(x +iT)| = \/sm ) + sinh?(x) < cosh(x); (89)

|sinh(x)| < |cosh(x + iT) \/cos2 ) + sinh?(x) < cosh(x). (90)
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