N

N

Fonctions PN sur une infinité d’extensions de F__p, p
impair
Elodie Leducq

» To cite this version:

‘ Elodie Leducq. Fonctions PN sur une infinité d’extensions de F'_ p, p impair. 2010. hal-00488098

HAL Id: hal-00488098
https://hal.science/hal-00488098

Preprint submitted on 1 Jun 2010

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://hal.science/hal-00488098
https://hal.archives-ouvertes.fr

Fonctions PN sur une infinité d’extensions de I,
p Impair

Elodie Leducq*

1 Introduction

Dans les articles [{] et [, les auteurs s’intéressent aux m tels que ™ soit
presque parfaitement non linéaire (APN) dans une infinité d’extensions de Fs.
En utilisant des méthodes analogues aux leurs, nous étudions ici le cas des
fonctions parfaitement non linéaires (PN) sur des corps finis de caractéristique
impaire.

On rappelle la définition suivante :

Définition 1 Soit p un nombre premier, on dit qu’une fonction ¢ est APN sur
Fpn si
Va,b e Fpn,a #0,|{x € Fpn, ¢(z +a) — ¢(z) =b}| < 2.

et si, de plus, il existe un couple (a,b) tel que cette inégalité soit une égalité.

Jedlicka, Hernando et McGuire ont démontré qu’en caractéristique 2, les seuls
exposants m tels que ™ soit APN sur une infinité d’extensions de Fs sont
m = 2% +1 (Gold) et m = 4% — 2% + 1 (Kasami). Pour cela, ils utilisent le fait
qu'une fonction est APN sur Fo» si et seulement si les seuls points rationnels
sur Fan de f(z,y) = (x + 1)™ + 2™ + (y + 1)™ + y™ sont les points tels que
x =y ouxz = y-+ 1. Ils cherchent alors a déterminer les m tels que pour une

infinité de n les seuls points rationnels de f(z,y) soient ceux tels que 2 = y ou

f(z.y)

TFD @D n’a pas de

x = y + 1. Ceci ne peut se produire que si la courbe
facteur absolument irréductible sur F.

En caractéristique 2, si ¢(z + a) + ¢(x) = b alors

d(x +a+a)+ ¢(x + a) = b. En particulier, il n’existe pas de fonction PN (voir
définition ci-dessous) et il suffit que [{x € Fpn, ¢(z + a) — ¢(x) = b}| < 2 pour
que ¢ soit APN.

En caractéristique impaire, contrairement & la caractéristique 2, pour ¢ APN,
on ne connait pas la relation entre les deux racines éventuelles (il peut n’y en
avoir qu'une) de ¢(x 4+ a) — ¢(x) = b, il ne semble donc pas possible d’adapter
cette démonstration aux fonctions APN. Le bon cadre semble étre les fonctions
PN, dont nous rappelons ici la définition :

*IMJ, en these sous la direction de Jean-francois Mestre



Définition 2 Soit p un nombre premier impair. Une fonction ¢ est dite PN sur
Fpn si pour tout b € Fpn et pour tout a € F.

{a € Fyn, d(z +a) — p(z) = b}| =1

De maniére équivalente, une fonction ¢ est PN sur F,n si et seulement si pour
tout oo € Fpyn les seuls points rationnels sur Fyn de

fa(@,y) = ¢(z + ) — d(x) — oy + o) + (y)
sont les points tels que x = y.

m

On considére maintenant ¢(z) = ™, m > 3. On peut alors se ramener au cas

oua=1.

Remarque 3 Si m est impair, 0 et -1 sont solutions de ’équation
rz+1)" — 2™ =1 donc ™ n’est pas PN sur F,» pour tout n.
P

On pose f(z,y) = (x+1)™ —a™ — (y+1)™ +y™; f étant divisible par (z —y),
T — fzwy)

on définit h(z,y) = (=R

On peut supposer m #Z 0 mod p. En effet, si 2™ est PN et si m = 0 mod p

alors 7 est aussi PN.

Dans toute la suite, on va s’intéresser au cas m = 1 mod p. On note [ le plus

grand entier tel que p' divise m — 1, et

d = pged(m —1,p' — 1) = pged (mfl,pl - 1)-

pl

Proposition 4 Sim = p' + 1, avec m impair, £ est PN sur Fpn

Prewve : Sim=p'+1, (z+1)™ —2" =b & a?' + 2 =b— 1. Par le corollaire
3.3 de [, on a le résultat.

|

Proposition 5 Si h a un facteur absolument irréductible sur F;, alors
() = ™ nest pas PN sur Fpn pour n assez grand.

Preuve : Soit m Z 0 mod p tel que ™ soit PN. Supposons que h ait un facteur
absolument irréductible que 1’on note gq.

Siq=c(x—y), ceFy alors f(z,y) = (y — 2)*q(2,y), ¢ € Fpr [z, y].

On dérive cette expression par rapport a y et on obtient :

—m(y+ 1)+ my™ =2y — 2)q(z,y) + (y — z)Qg—Zv(x, Y)

On obtient donc que pour tout z € Fyn, —m(z + 1)™~!1 + ma™~! = 0. Cest
impossible car m £ 0 mod p.

Soit d le degré de gq. Comme q # c(x — y), g(z,z) n’est pas le polynéme nul. 11
y a donc au plus d points rationnels de ¢ tels que x = y.

D’autre part, si on note P le nombre total de points rationnels de g sur Fpn,
par le théoreme de Weil on a :

[P = (" +1)| < 29vp",

ou g est le genre de q.
Donc pour n assez grand, ¢ a un point rationnel tel que x # y, ce qui est absurde
car ™ est PN. Par contraposée, on a démontré la proposition.
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Théoréme 6 Soit m un entier non divisible par p, m > 3, m =1 mod p et
m # pl+1. Supposons de plus que mp71 £ p'—1, alors h a un facteur absolument
irréductible sur Iy,

Corollaire 7 Les seuls m =1 mod p, tel que ™ soit PN dans Fpn pour une
infinité de n sont les m =1+ p'.

Preuve : Par le théoreme E et la proposition E, on a tous les cas sauf le cas ou

d = mp—71 = p! — 1. Dans ce dernier cas, on a m = p'(p! — 1) + 1, il est donc

impair. Dot 27' ® D+ pest pas PN dans F,» pour tout n.
O

Il reste donc a démontrer le théoréme E La méthode utilisée dans les articles
[ﬂ] et [ﬂ] consiste a utiliser le théoréeme de Bézout pour montrer que h n’a pas
assez de points singuliers pour ne pas avoir de facteur absolument irréductible.
Dans la partie E, on étudie les points singuliers de h et leur multiplicité. Dans la
partie E, on majore le nombre d’intersection (cf. [E] pour une définition) I;(u, v)
en un point singulier ¢ de h et pour une factorisation de h sous la forme h = uv.
Enfin, dans la partie E, on démontre le théoreme E

2 Classification des singularités de h

Proposition 8 Si m = 1 mod p, les singularités de h sont décrites dans le

tableau I]

La preuve de ce théoreme découle des lemmes E a @ et de leurs corollaires.

2.1 Singularités a l’infini

On note f (resp. ﬁ) homogénéisée de f (resp. h). On note f (resp. k) la forme
deshomogénéisée de f (resp. h) par rapport a y.

Soit F(z,y,2) = (x+2)™ —2™ — (y+2)™ +y™ = zf. On a

F, = m(z+z)m™!—mam!
F, = —m(y+z)" " +my™!
F, = mE+2)™ ! —my+z2)m!

On cherche les points singuliers a 'infini.

OnaF, =F, =0etF, =m@™!—y™ 1) donc (z0,y0,0) est un point
singulier de F si et seulement si z{' " =yt
Si yg = 0 alors o = 0 donc yg # 0 et on est ramené & étudier les solutions de

xTO”*l =1 (1)

m—1

L’équation (m) est équivalente a xOT =1.0r pgcd(

mp71 solutions & (fl).

mpjl,p) =1ldoncilya




TABLE 1 — Singularités de h pour m =1 mod p

Type | Description m¢(h) | max de I; | nombre de points max
Ia | Affine z9 = yo P! p214 L d—1
xo, yo € F ),
Ib Affine 29 = %o, | PP — 1 0 mp71 —d
%o, Yo & F;z
la | Affine o # yo, | p' +1 (%)2 (d—1)(d—2)
To, yo € F,
IIb | Affine x9 # yo, P’ 0 Nlﬁ
xo ou yo ¢ F,
Ile | Affine zy # yo, % 'l N2l
xo et yo & F;z
Ma | (1:1:0) p—1 (Plgl)z 1
b [ (w : 1 : 0),| p Pl d—1
wi=letw#1
Olc | (w : 1 : 0),]p—1 0 e
wid#1
a. Ny = (mpjl - 1) (zmp71 (my + 1)piv=! — 1) —(d- 1)(d— 2)
b To(u,0) = 0 si yo(wo + 1P (o~ = P+ £ wo(yo + ¥ (@f ~F — 1P+
{ (";;171) (2’” L (mb+1)pib-l—1)f<d71><df2>
c. N2 =4 ou((p -=2)(p' +1)~ )m;z -1
i yo(zo + 1P (5 ~1 = DP'HT = wo(yo + 1) () Tt — 1P

De plus x¢p = 1 est la seule solution telle que zg = yo.

On étudie maintenant la multiplicité de ces singularités.

F(z +z0,2) = (i+$0+2) —(@+zo)" = (z+ 1™ -
=3 (Yot -3 <)xkxw R

m—1=0 mod p' alors pour tout k < p', (') = 0.
Calculons le terme de degré p' — 1 de f :

1 _
‘(Wf) (e (o + 2 — a2 e — o) = (Wf) @ — 1)

Z\p p

donc on a un point singulier de fde multiplicité strictement plus grande que

p! — 1 si et seulement si
1

m—p" _ d _
T =1l&xy=1



Regardons maintenant le terme de degré p! de ]”v:

1( " 1) (@ a2 e e )
Z\P

l l l
- < - 1> (2" e g P e T (g T T = 1))
p

L o~
or zy" ? -t # 0 donc les points singuliers de f de multiplicité strictement

supérieure & p! — 1 sont de multiplicité p'.

On a donc démontré le lemme suivant :

Lemme 9 Sim =1 mod p, alors hoa mp71 points singuliers a l'infini.

m—1

1

Soit w tel que w o= 1, alors le point (w : 1:0) a pour multiplicité dans h

Pt siw?=1,w#1
pt —1 sinon

2.2 Singularités affines

On a
{ fa
fy
f(z0,90) =0

(z0,%0) point singulier de f < { (vo +1)™ ' =z~ !
(0 + 1) = g
,7:6”71(300 +1)—ap — yg“‘*l(yo +1)4+yr=0
& (zo+1)m L = xg%l
(0 + 1) = g

m—1 _  m—1
Lo =Y

& (g + 1)t =y
(o + 1) =~

m(z +1)""t — mgm-1
_m(y+ 1)m—1 +mym—1

Lemme 10 Les points singuliers affines de f sont les points vérifiant :
(wo + D)™t =ap T =gt = (yo + 1)

Du lemme E, on déduit xg, yo # 0, —1.

" =yo” . (1)

(x0,y0) point singulier de f < (o + 1)";71 _ x(ﬁ 2)
m m —

o+ 1) =" ()

1

Il y a au plus = — 1 solutions a 1’équation (2).
Soit xg une telfe solution, on cherche & déterminer le nombre de yo tel que
(0, yo) soit un point singulier de f.



b
On écrit m = 1+ijpif avec 1 < m; <p—1,4; > i4;_1,%4 =10 0Ona

j=1
alors :
m—1 m—1 b P m-1
4 J
wo+ 1) =" & JJw+)™P =y
j=1
* b M Zb k,pij*l
o 2 (I =
0<k;<m; \j=1 J
ol la somme * est la somme privée de l'indice (mq,...,mp).
m— —1 m—1
L, ph
On multiplie par yo ’ et on pose o = 2

* b—1 .
m; S5t kit
> (IL(7)) e
0<k;<m; \j=1 7

J#b

Le degré de ce polynoéme en yg est

m—1 in—1 i;—1
B A +> myphit =

— (my + 1)p™ !
Lemme 11 Le nombre de singularités affines de h est au plus
m—1 m—1 il
p —1)(2 P — (mp 4+ 1)p™
b

odm:1+2mjpij avec 1 <m; <p—1,14; >145_1, % = 1.
=1

On étudie la multiplicité de ces singularités :

flz+z0,y+yo) = (w+wo+1)’"—(w+$o)’"—(y+yo+1)’”+(y+yo)m

m

kz< ):c (o +1)™ Zkak
zm;() 0+1mk+2ykmk

k=2

m —1 =0 mod p' donc, pour tout 2 < k < p', (7,:‘) = 0 et (x0,y0) est une
singularité de multiplicité au moins p'.
Regardons maintenant le terme de degré p' + 1 :

m m—npl— m—npl— l m—nt— m—pl— 1
(1) oo )7 =0 = (g 2y g )



Or (o, yo) est un point singulier de f donc (zg +1)™ ! = 2! et g # —1,0

donc

(wo+ 1) =g Pl 20 s (a0 4+ 1P (o + 1) — 2P ) =0
m—pl—l

< - =0

donc les singularités sont de multiplicité au plus p' + 1.

Considérons maintenant le terme de degré p' :

@) (o + 1) =2l ™)' — (o + 1) =y )y?")

1
(20 + 1) ((m + 1) # — 27 ) =0
(o + )™ Yo +1) — 2" — :Eg%pl =0
g (@ 1) =0

< X9 € F;z

(xo + 1)m_pl — :I:Bn_pl =0

r e

On peut procéder de méme pour yg.

Lemme 12 Sim =1 mod p, il y a au plus :

- d—1 singularités affines de h telles que xo = yo € F;l. Elles sont de multipli-
cités p' (p' + 1 pour f).

. mp—jl — d singularités affines de h telles que To = yo & F;l. Elles sont de
multiplicité p' — 1 (p' pour f).

- (d—1)(d —2) singularités affines de h telles que xo # yo et xo, yo € F;l. Elles
sont de multiplicité p' + 1 (pour h et pour f).

: (m—jl — 1) (2’"_1 — (my + D)pe—t — 1) — (d —1)(d — 2) singularités affines

p P!
de h tel que xg # yo et xg ou Yo & IF;L. Elles sont de multiplicité p' (pour f et

h)

3 Majoration du nombre d’intersection

On écrit h = wv; on cherche & majorer le nombre d’intersection Iy(u,v) ol t est
une singularité de h.

3.1 Point singulier a Pinfini

m—1
P

Soit ¢ = (w : 1 : 0) un point singulier de h a linfini, w »* = 1. On écrit
h(z + w,z) = Hp, + Hpy+1 + ... ot my est la multiplicité de ¢ et H; est le
polynéme homogene de degré i composé des termes de degré i de h(z + w, z).

flz4+w,z) = hz+w,2)(z+w-—1)
= (R4Hpyp1 +Hp)(z+w—1)
ol R est un polynome de degré supérieur a my + 2
2R+ (w—1)R~+xHy, + (w—1)Hpm, 11 + (w— 1) Hp,

donc



- Siw#1,ona Fy,, =(w—1)Hp, et Fpp1 =2Hy,, + (0 —1)Hp, 11
- Siw =1, ﬁ’mtJrl = xﬁmt
Lemme 13 Pour m =1 modp, sit = (w:1:0), mell =1, est un point
singulier a l'infini_de h de multiplicité my alors
- Siw#1, ona Fp, = (w—1)Hy, et Fo,41 = 2Hyp, + (W —1)Hp, 41
- Siw=1, Fyp, 41 = xHp,

Corollaire 14 Sit = (1:1:0) alors

Ti(u,v) < (pl;1)2

Preuve : Sit = (1:1:0) alors il a pour multiplicité p' — 1. Par le lemme B

Hmt = a(m” —1 4 o= 1), tous ses facteurs sont différents donc
I (u,v) = my(u)my(v). De plus my(u) +my(v) = p! — 1 d’ot le résultat.

|

Corollaire 15 Sit = (w:1:0) tel que w? =1, w # 1 alors
20 1
It(ua ’U) S 4
Preuve : t est de multiplicité p!. Par le lemme E, on a
(w— l)ﬁpz = ﬁ’pz = gp WmP Tl g lymept =l (wmfplfl - 1)zpl.

Donc flpz n’a que des facteurs simples et I;(u,v) = m¢(u)m:(v). Comme
me(u) +m¢(v) = p!, on a le résultat.

a

Corollaire 16 Sit = (w:1:0) avec wmp_?, wt#1, ona
Ii(u,v) =0

Preuve : t est de multlph(;lte p! — 1. Par le lemme E N L
(w— 1)Hl 1= Fz L =azF' "1 De plus onapgcd( 1, Hy_q) = pged(Fy, Fli_q)
et Fz = gP' wm—P' 1 4 g —lym=p' =1y (wm=1= - _ 1), donc z ne divise pas
sz et par le lemme 1 de E], Ii(u,v) = 0.

3.2 Point singulier affine

On écrit h(x + zo,y + yo) = Hm, + Hm,+1 + ... ot my est la multiplicité de ¢
et H; est le polynéme homogene de degré i composé des termes de degré ¢ de
h(z + o,y + Yo)

On appelle ici tangentes a h en t les facteurs de H,,,.



Soit t = (x0, yo) un point singulier affine de h de multiplicité m; tel que z¢ = yo.

f(@+0,y+v0) = h(x+z0,y+y0)(®+z0—Yy—Y0)
= (R+Hmn,41+ Hp,)(z—vy)
ou R est un polynome de degré supérieur a my + 2
(z —y)R+ (z —y)Hm, 41+ (z —y) Hm,
= Fh,41+ Fnyy2+ ...

On a donc Fyy,40 = (@ — y)Hpm,+1 €6 Fry41 = (€ — y)Hp, €t By, 41 est de la
forme a(z™t1 — y™tH1) (cf. preuve du lemme [12).

Lemme 17 Pour t = (xo,yo) point singulier affine de h de multiplicité m; tel
que To = Yo ON G :
Fryq2 = ($ - y)HmH—l et Frn41 = (‘T - y)Hmt'

De plus les tangentes a h en t sont les facteurs de e

_ymett
-y
Corollaire 18 Pour m = 1 mod p, les singularités affines de h, t = (xo,yo)
telles que xo = yo € IF;L vérifient

L L
Preuve : La multiplicité de t pour h est p'. Les facteurs de 2 VP T gpant

tous distincts, par le lemme B, u, v n’ont pas de tangente commune donc
I (u,v) = my(u)my(v). On a de plus my(u) + my(v) = p! d’on

P21
4

me(u)me(v) < , ce qui donne le résultat.

d

Corollaire 19 Pour m =1 mod p, les singularités affines de h, t = (x0,y0),
T =Yo & F;l vérifient
Ii(u,v) = 0.

Preuve : t est de multiplicité p! — 1. Par le lemme E, ona Hy_; =a(r— y)pl_1
F F
et pged(Hy_q, Hy) = pgcd( ;l_’yl, Ifly) Or Fui = b(gcpl‘|r1 - ypl+1), d’olt

pged(Hy 1, Hyi) = 1. Par le lemme 1 de [[J], on a donc I(u,v) =0

d

Soit t = (zg,yo) un point singulier affine de h tel que zy # yo, de multiplicité
.
flx+20,y+y) = hlx+2z0,y+yo)(®+20—y—y0)

= (R+Hmt+1+Hmt>(SC+SC0*y*y0)

ou R est un polynoéme de degré supérieur a m; + 2
= (zo —yo)Hm, + (z — y)Hpm, + (v0 — Yo)Hm,+1)
+((z —y+ 0 —yo) R+ (z — y)Hm,+1)
= Fmt+Fmt+1+R/

ol R’ est un polynome de degré supérieur a my + 2.

On a donc Fyy,, = (0 — yo)Hm, €t Frnq1 = (x0 — yo)Hm41 + (. — y)Hp, -



Lemme 20 Sit = (x9,y0) est un point singulier affine de h de multiplicité m,
tel que xy # yo alors

Frn, = (w0 — yo)Hm, et Fp1 = (v —y)Hp, + (20 — Y0) Himy41-

Corollaire 21 Pour m =1 mod p, sit = (xo,yo) est un point singulier affine
de h tel que xo # yo, To, Yo € F;l alors

P41’
Ii(u,v) < 5 .

Preuve : t est de multiplicité p! + 1. Par le lemme @,

(xo — yo)Hm, = Fm, = P CQypl‘H, avec c1, ¢ # 0. On en déduit que
H,,, n’a que des facteurs simples, puis que I;(u,v) = mi(u)me(v). Comme
mye(u) +m¢(v) = p! + 1, on a le résultat.

d

Corollaire 22 Pour m =1 mod p, sit = (x0,y0) est un point singulier affine
de h tel que xo # yo et o € IF;L et yo & IF;L ou xg & F;l et yo € F;l alors

Li(u,v) =0

Preuve : t est de multiplicité p'.
1

cixP siyg €F, 0 #0
(.To — yo)le = sz = 1 . Zl

coyP  sixg € sz, ca #0
Fiq = c’lxpl"’l - c’Qypl‘H, ¢y, ¢y # 0, done, par le lemme P,
1 = pged(Fy, Fitq) = pged(Hy, Hy ). Par le lemme 1 de B, I (u,v) = 0.

O
Sim =1 mod p, soit t = (9, yo) un point singulier affine de h tel que xg # yo
et xg et yo € F1, t est de multiplicité P
De plus F = crz? — 02pr = (csx — C4y)pl, ou ¢ = (zo + l)m_pl — xgl # 0,
1 0l

c2=(yo+1)""" —yg " #0car a0, yo € Fy.
Par le lemme R0, on a Fy = (xo—yo)Hy et Fuyq = (xo—yo)Hy g1+ (x—y)Hy
donc H, n’a qu'un facteur et pged(F,, Fjii1) = pged(H,, Hyiyq).

l
Fpipq = dya? T — dyyP' 1 avee dy = (o + 1)m7pl*1 —xzy P £ et

o —pl_1 m—p'—1
dy = (yo +1)"77 7" —yqg # 0.
Les polynomes F},; et F, 4 ont un facteur commun si et seulement si c3z — cuy
divise Fpiyq; Fp et Fjiiq ont donc un facteur commun si et seulement si

c1 Pl"l‘l _ dl Pl
(6] B d2 '

Si (zg, yo) est un point singulier, on a :

szl _ .m-—1

o —Y%
(wg +1)m" 1 = xz)"_l
(yo+ 1)t =y !



Ona:

m—p'— L
0y = (s 4 1)1 gmermt @ DT a4 1)
_ " _

(o + 1)¥'
l
m—1 m—1 m—p —1
_ To  —Ty T %g
(o + 1)V
l
m—p —1
- Yo
(o + 1)¥'
l
_om-—pl-1
De méme, dp = Yo
(yo+1)P
mepl_ 1 1l i l i
Dot & — 20" ot D" _ zg''yh (ot _ yE (yo+1)?
4 = — —

_pl _ l l
2 P T N @e+ )Pty T el (wo+ )Pt ah (zo+1)P!

On a d’autre part :

l 1
_ 1 1)t — P 1)r
¢ = (1,0 + 1)mfpl _ xgl p! _ (1'0 + )(:L'O + ) lO (1'0 + )

(zo +1)P
L
1 _
e 7
- l
(zo +1)P
L 1
m—p p —1
_ %o (wg — —1)
(wo + 1)
l l
m—p pt—1
R -1
De méme, ¢y = W
(yo+1)P . .
— _ l l _
Dot & = zg" P (xf 1_1)(y0+1)p _ yb (yo+1)P («f 1_1)
= Tl ol = I T—
€2yl R (g 1) (o +1)P ab (zo+1)7' (y§ ' -1)

Apres simplification, on obtient que Fj, et Fji; ont un facteur commun si et
seulement si

! - l ! i !
yolzo +1)7 (yh ~1 = P T =ao(yo + 1P (af "1 —1)P (%)

Si (0, yo) n’est pas solution de (%), alors pged(H,, Hyiiq) = 1 et par le lemme
1 de [{], It(u,v) = 0.

Sinon on écrit u(x + zo,y + yo) = Ur + Upy1 + ..., avec U, # 0

et v(x + 20,y +yo) = Vs + Vg1 + ..., avec Vs £ 0.

Sir ou s =0 alors u ou v ne contient pas t et I;(u,v) = 0.

Supposons 7, s > 0. Comme (xo,yo) vérifie (x), Fj; et F jont un facteur com-
mun que l'on notera e. On a H, = U, Vs =P et Hyyq = UVspy + Up Vs,
On a de plus pged(Fy,, Fiqq) = e et done pged(Hp, Hyiyq) = e. Comme 7 > 1
et s > 1, e divise U, et V; et donc pged(U,., Vy). Si pged(U,., Vi) = €F, e* divise
pged(H,,, Hyyiyq) done pged(Uy, Vi) = e.

On peut supposer, sans perte de généralité, que U, = e?' 1 et Vs =e; test un
point simple de v donc par [, Ii(u,v) = ordy (u) ; €* ne divisant pas Hyi .y, e
ne divise pas U, on peut donc écrire U, comme produit de p! facteurs linéaires
différents de e. Chaque facteur linéaire n’est pas tangent a v, donc 'ordre de
chaque facteur est 1, d’ott ordre de U, est p'. On a donc ordy (u) < p'.
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Lemme 23 Pour m =1 mod p, sit = (xg,y0) est un point singulier affine de
h tel que xg # yo et xg et yo & F;l alors

< sigo(wo + 1P (5 1= 1P £ zo(yo + VP (h Tt = 1P, T(u,0) = 0
- sinon It (u,v) < p' et il y a au plus ((p' —2)(p' +1) — 1)(";—71 — 1) tels points
singuliers.

4 Preuve du théoreme B

Lemme 24 Si h n’a pas de facteur absolument irréductible alors il existe une
factorisation de h = uv telle que

deg(h)*
;It(’u,v) Z 2T

Autrement dit , si Iior est un majorant du nombre d’intersection global,

Tiot 3
¢= T = g
4

Preuve : Supposons que h se factorise sur IF,. Comme h = ¢; . ..e;, olt chaque e;
est irréductible sur IF, mais pas absolument irréductible. Chaque e; se factorise
alors en ¢; > 2 facteurs sur une cloture algébrique de F, et chacun des ces
facteurs est de degré deg&—(_ei).

On factorise maintenant 1chaque facteur e; en 2 polynoémes u;, v; tels que
deg(u;) = deg(v;) si ¢; est pair et deg(u;) = deg(v;) + degc—gei)
(donc ¢; > 3).

T r
On pose u = Hul et v= Hvi.
i=1 i=1

On a alors deg(u) — deg(v) < degT(h). Comme de plus deg(u) + deg(v) = deg(h),
on a

si ¢; est impair

8 deg(h)?
deg(u) deg(v) > 9 1

Soit I;; un majorant du nombre d’intersection global pour tout u, v. Alors par
le théoreme de Bézout on a
deg (n)® _ , deg(h)’

1 =

©| oo

Lot > > Ii(u,v) > deg(u) deg(v) >
t

d

Les théoremes suivants pemettent de démontrer le théoreme E, on suppose jus-
qu’a la fin que m # 1+ pl.

Théoreme 25 Sid =1, h a un facteur absolument irréductible sur IF,,.

Preuve : Supposons que h n’ait pas de facteur absolument irréductible, alors

par le lemme @, on doit avoir e = (mli—";)Q > %, ou I;,; est un majorant du
4

nombre d’intersection global.
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Comme d = 1, il n’existe que des singularités de type Ib, Ilc, IIla et IIlc (cf.
tableau [). On a donc

;It(u’v) v (mp7 - 1) <2mp7 Lm0 1) " (pl;1)2
(2)

Orm=1+pketm#1+p donckZQ,onaalorsmT*:pki—_Qzpl2—_1d’oi1

1 (m—-3)2 , m-1 5
_1a

donc pour p' #3 ou b, on ae < % ce qui est absurde.

Regardons d’abord le cas ou p! = 3, 1 = d = pged(2,k) donc k est impair
et non divisible par 3 par définition de [. D’ou k > 5, on a alors

Pt -2+ ) - D -0+ (52 g1y

e <

(m—2)2 - (3k—1)2
4 4
< 4 " 4
T k-3 (Bk—1)?
< 12 n 1 < 8
- 14 49 9

ce qui est absurde.

Sip! =5,1=d=npged(4,k) et k est impair, d'ott k =3 ou k > 7.
Comme pour le cas p' =3, onae < 88 _k=1

_k=1 , __16 _
5 (k—1)2 + G
68 k—1

Or comme ERC=3E + ﬁ est une fonction décroissante de k, pour k > 17
onae< % ce qui est absurde.

Il reste a traiter les cas ou k=3, 7,9, 11, 13.
En reprenant I’équation (), on a

k|3 7 9 11 | 13
m | 16| 36 | 46 | 56 | 66

Lot | 24 | 124 | 324 | 354 | 664
e | 241 124 324| 354 | 664
72 | 972 | 227 | 272 | 32°

Dans tous les cas, on a e < % ce qui est absurde.
O
Théoréme 26 Si1 <d< mp—Tl, h a un facteur absolument irréductible sur I,

Preuve : Supposons que h n’ait pas de facteur absolument irréductible, alors

par le lemme @, on doit avoir e = (77{1";)2 > %, ou I;pt est un majorant du
4
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nombre d’intersection global. On a alors

21

it < P+ (452)

. ((mp7 Lo et~ + 0 - 1) - (- 1) - 2))

p2l71
4

+<p 2“) (d—1)(d—2)+(d—1)

(d1)+<” 21)2(d1)(d2)

-1 2 l*l 2
o (15 -1) + (5
P 2
Orm=1+kp' avec k# 1 carm # 1+ p' et k£ 0 mod p par définition de I.
Deplus,ddivisek::mpj1 etd<kdoncd§”§led’oﬁ

. < 20" - 1)(5 -+ @' -1 -D(E-2) +4p'(k - 1)* + (' — 1)°

(TE— 17
1 1 1 1.,
< m<(1ﬁ)(k2)+z(1ﬁ) (k= 2)(k — 4)
4 2 1 2
L. 1141

Comme on doit avoir e > g, 1 < d <k et pged(k,p) = 1, les seules possibilités
restantes sont :

E] 4 J6] 8 [oJ10[12]14[15]>16
P 13,711 535771375735 7] 3,5

On a d’une part

20 —)(d - 1)+ (p' + 1)*(d — 1)(d - 2)

¢ = (p'k — 1) ®)
LWE-D (@ =20 ) 1)+ (- 1)
(p'k — 1)
et d’autre part
21 ! 2
o< WU P W
+4pl(k —1)(2k — (mp + D)pe =t — 1) + (p! — 1)?

(P'k—1)

Considérons d’abord le cas k > 16. Dans I'inéquation (E), e est majoré par une
fonction décroissante de k. On ne va donc considérer que le cas k = 16. Si p! = 3
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ou p! = 5, on obtient alors e < %. Contradiction.
Ensuite, en utilisant soit 'inégalité (f{]), soit I'inégalité (), on a dans tous les
autres cas du tableau e < g, ce qui est absurde.

d

Théoréme 27 Sid = mp71 # p'—1 alors h a un facteur absolument irréductible
sur IFp,

Preuve : On remarque d’abord que, comme d = ™ il n’existe que des sin-
gularités de type Ia, ITa, Ia, IIIb (cf. tableau EI) Dans tous les cas, H,,, n’a

que des facteurs simples et donc quelque soit la factorisation h = uv, on a
71

I (u,v) = mye(u)my(v).
Supposons maintenant que h n alt pas de facteur absolument 1rreduct1ble sur
IFp,, alors on écrit h = hy ... h, ot chaque h; se décompose en ¢; > 2 facteurs de

degré 28) gy une cloture algébrique de F,. On éerit by = Ry ... hic,.
A=Y Y 2 Tl hied) D D 3 Talhkishug)
k=11<i<j<cg 1<k<i<r 1<i<ci
1<j<¢q
- Z Z th hkz mt hk] Z Z th hkz mt hl])
1<i<j<cg 1<k<i<r1<i<cg
1<j<¢q
or

(me(h))* = (Z mt(hk)>

th hk + 2 Z me hk mye hl)

1<k<I<r

th hk + 2 Z Z my hkzmt(hlj)

1<k<i<r1<i<cg
1<5<¢;

d’oti, en utilisant le lemme 17 de [@] (qui reste valable dans F,,), on a :

et donc
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D’autre part, par le théoreme de Bézout, on a aussi
) )

T

A = Y > deg(hwg)deg(huy)+ Y Y deg(hy)deg(hu,;)
k=11<i<j<cs 1<k<I<r 1<i<c
1<%

T

deg(hy)? cx(cr — 1)
= D> =0 s+ > des(hy)deg(h)
k=1 k 1<k<I<r

_ - pck —1 1 2 - 2
= kzdeg(hk) 2 T3 (deg(h) ];deg(hk) )

=1

- % (deg(h)2 ~ zr: deg(hk)2>
k=1

Ck

On en déduit que

deg(h)? — i: deg(hr,)” <y (mt(h)Q S mt(hk)2>

C
k=1 k

Puis en utilisant le lemme 17 de [{],

deg(h)® = > my(h)? < Zé (deg(hk)2 - th(hk)2> <0

k=1

Onnotek:mp—jl,et on a

deg(h)? < th(h)%:)(m —2)2 <2(k —1)p*

Hk =1k =2)(1+p) + (' - 1)?
=2+ DE* + 0 +4p +3)k — (P +2p' +2) <0
p?l 4+ 2p 42

sSk<1 k>
<louk2> o+ 1

l 1 1
or par hypothése on a k > 2 (m # 1 +p') et k < prl < % ce qui est
absurde.
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