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1. INTRODUCTION

V. Lafforgue a montré dans [4] que tout élément de KK —théorie équivariante par
rapport a 'action d’un groupe pouvait s’écrire comme le produit d’un élément induit
par un morphisme et de l'inverse en KK —théorie équivariante d’un élément induit
par un morphisme (c’est a dire vérifiant la condition 2 de la définition 2.1 dans le cas
ol G est un groupe). Ce résultat est crucial pour montrer la relation de compatibilité
"minimale” entre produit en KK —théorie de Kasparov et application de descente en
KK —théorie des algebres de Banach. La preuve donnée dans [4] utilise un résultat
de K. Thomsen sur I’existence d’unités approchées invariantes (voir [8]). Afin d’éviter
d’avoir recours a un résultat analogue dans le cas des groupoides pour montrer cette
relation de compatibilité ”minimale” , nous montrons que tout élément de KK —théorie
équivariante par rapport a un groupoide satisfait une propriété de décomposition un
peu plus générale que la précédente : la propriété de décomposition (d) (voir définition
2.1). Nous renvoyons le lecteur & [2] et & [5] pour les définitions de la KK —théorie de
Kasparov et la KK —théorie des algebres de Banach équivariantes par ’action d’un
groupoide.

2. PROPRIETE DE DECOMPOSITION (d)

Dans tout cet article, les groupoides seront supposés localement compact et munis
d’un systeme de Haar et pour tout groupoide localement compacts G, nous désignerons
par G-algebre une C*-algebre séparable munie d’une action de G [2].

Definition 2.1. Soient G un groupoide, A et B deux G-algébres et o un élément de
KKg(A, B). On dit que « a la propriété de décomposition (d) si o vérifie la condition
sutvante : il existe
- Ag, ..., A, des G-algebres avec A= Ay et B = A,,
— 1, ..., Oy GUEC Oy € KKY (Ai—1,A;) d’une des deuz formes suivantes :
(1) «; est induit par un morphisme A; — A;y1 ;
(2) Il existe un morphisme 0; : A1 — A; tel que [0;]) ®a, oy = 1a,,, et
@ ®@a;,, (03] = 1a, ot [0;] € KKY(Aiy1,A;) est induit par le morphisme
0;, autrement dit a; est l'inverse en KK-théorie G-équivariante d’un mor-
phisme ;



tels que
a=0a1®4, B4, Qpn.

Le résultat principal de cet article est le théoréeme suivant :

Theorem 2.2. Soit G un groupoide et soit A et B deux G-algébres. Alors tout élément
o de KKY(A, B) a la propriété de décomposition (d).

La démonstration de ce théoreme sera donnée dans la section suivante. La fin de
cette section est consacrée a des rappels sur les actions de groupoides (voir [2]). Nous
renvoyons le lecteur & [6] pour la définition des groupoides et & [1] pour la notion
de C(X)—algebres. Dans toute la suite, G désignera un groupoide, X ’espace de ses
unités, s : G — X Dapplication source et r : G — X Dapplication but. Si x est un
élément de X, on note G = {y € G tel que 7(y) = z}. On suppose que G est muni
d’un systeme de Haar (A%),cx.

Soit B une C(X)-algebre. Pour tout € X, on note B, la fibre de B en x et pour
tout b € B on désigne par b(z) € B, la fibre de b en x. Soient s*B = B ®; Cy(G) et
r*B = B®, Cy(G) les tirés en arriere respectifs de B par s et r. Les algebres s*B
et 7*B sont des C(G)-algebres dont les fibres en 7 € G sont respectivement B,
et By(yy. On rappelle quune action de G sur B est la donnée d’un isomorphisme de
C(G)-algebre 3 : s*B — r*B tel que (3, - By = B0+ lorsque s(y) = ().

Soit Z un B-module de Hilbert & droite, on définit de méme =, la fibre de = en =z,
$*2 = 2 ®, Co(G) et r*E = E®, Cp(G) respectivement les tirés en arriere de E par
s et r. Alors, s*Z est un s*B-module de Hilbert & droite dont la fibre en v € G est
Es(y) et 7"E est un r* B-module de Hilbert a droite dont la fibre en v € G est Z,(,.
Si o est dans r*E, on note o () € E,(,) la fibre de o en ~.

Une action de G sur Z est alors la donnée d’un unitaire V' de L(s*=,r*E) tel que
Vy - Vo = Viyoqr lorsque s(y) = ('), la structure de s* B-module de Hilbert & droite
sur r*Z étant obtenue grace 4 'isomorphisme 8! : r*B — s*B.

On définit L?(G) le C(X)-module de Hilbert & droite comme étant la complétion
de lalgebre C.(G) des fonctions continue sur G & support compact pour le Cy(X)-
produit scalaire (¢/¢')(z) = fyegm ¢ - ¢'dN\*(vy) pour tout z € X, oll ¢ et ¢ sont
des éléments de C.(G). Le C(X)-module de Hilbert & droite L?(G) est alors muni
d’une action de G (la représentation réguliere gauche de G). Soit = un B-module de
Hilbert & droite muni d’une action de G. Considérons L*(G,E) = E®¢,(x) L?*(G) muni
de Paction diagonale de G. Soit C.(G, =) le sous-r* B-module de r*= des éléments &
support compact, c’est a dire des éléments de la forme f - o ou f est une fonction
de C.(G) et o appartient & r*=. On a une inclusion & image dense de C.(G,Z) dans

L?(G,=).
3. PREUVE DU THEOREME 2.2

Pour toute C*-algebre séparable B et pour tout B-module de Hilbert a droite =, on
désigne par L(Z) la C*-algebre des endomorphismes adjoinables de L£(E) et par K(E)
I'idéal des opérateurs compact de £(E). Le théoréme 2.2 est alors une conséquence
des quatre lemmes suivants.

Lemma 3.1. Soit B une G-algébre et soit = un B-module de Hilbert G-équivariant.
Supposons que l’idéal engendré par {(&,v);(&,v) € 22} soit dense dans B, alors les
éléments

M e KKY(K(Z), B)



et
M' € KKY(B,K(E))

induits par les Morita équivalences G-équivariantes entre B et K(Z) vérifient la pro-
priété de décomposition (d).
Démonstration. Soit i1 : B — K(E® B) et iz : K(E) — K(E & B) les inclusions
naturelles. Alors,

— Les éléments [i;] € KKY(B,K(E ® B)) et [is] € KKY(K(Z),K(E @ B)) induits

par i1 et i5 sont inversibles en KK-théorie G-équivariante.
- M= [ZQ] (24 [’L'l]il et M' = [Zl] ® [’L'Q]il.
O

On rappelle que pour toutes G-algebres A, B et D, P.Y Legall a défini [2] un
morphisme naturel 7p : KK9(A4, B) — KKY(A ® D, B ® D) associant a tout A-
B-bimodule de Kasparov G-équivariant (Z,7,T) le A-B-bimodule de Kasparov G-
equivariant (2 ®c¢,(x) D, T ®@c¢y(x) 1dp, T @c,(x) Idp). De plus, ce morphisme 7p
respecte le produit de Kasparov et par naturalité, si o € KKY (A, B) vérifie la propriété
de décomposition (d), alors 7p(«) vérifie aussi la propriété de décomposition (d).

Soit I I'intervalle ]0, 1] et soit dx € KKY(Co(X), Co(X)® Co(I)) Pélément de bord
de la suite exacte G-équivariante
L’algebre Co(X) ® Co([0,1]) étant contractile de fagon G-équivariante, 1'élément dx

est inversible.

Lemma 3.2. Soit A et B deuz G-algébres et soit a un élément de KKY (A, B) ad-
mettant comme représentant un A-B-bimodule de Kasparov G-équivariant (2, m,T),
ot T est un opérateur G-équivariant de L(Z). Alors, il existe o/ € KKg(A®CO(I)7 B)
vérifiant la propriété de décomposition (d) tel que

a=T14(0x) ®a.
Démonstration. Rappelons que 7 est une représentation A — L(Z) telle que pour

tout a € A, le commutateur [7(a),T] soit dans K(Z). Quitte & rajouter un A-B-
bimodule de Kasparov G-équivariant dégénéré, on peut supposer que 'idéal engendré

par {(&,v);(&,v) € 22} est dense dans B. Posons P = %(Idg + T) et considérons la
G-algebre
Ap ={(z,a) € LIE)® A tel que x — P-m(a)- P € K(E)}.
La suite exacte courte G-équivariante
0 —KE)—Ap — A —0

admet comme section complétement positive G-équivariante a — (P - 7 (a) - P, a).
Soit M € KKY(K(E), B) 'élément implémentant la Morita équivalence G-équivariante
entre B et K(E). D’apres [7], le bord de la suite exacte est précisément o @ M. Soit

S={(z,f) € LE) ® (A® Cy([0,1])) tel que z — P-7(f(0))- P € K(E)},
e: KE — S

x —  (z,0)



et
ji A®C(I) — S
f = (0,0)

La suite exacte 0 — K(2) — Ap — A — 0 admettant une section complétement
positive et G-équivariante, Pélément [e] € KKY(K(Z),S) induit par e est inversible et
d’apres [7],

a®@ M =T1(0x)®[j] @ [e] !,
ol [j] est 'élément de KKY(A ® Cy(I),S) induit by j. Le lemme est alors une
conséquence du lemme 3.1. O

Lemma 3.3.
Ox ® Tey(x)aco(1)(0x) € KKY(Co(X), Co(X) ® Co(I) @ Co(I))
vérifie la propriété de décomposition (d).

Démonstration. Soit A et B deux C*-algeébres séparables. On munit A ® Cy(X) et
B ® Cy(X) de l'action triviale de G. Le morphisme naturel :

KK(A, B) — KK9(A ® Cy(X), B® Cy(X))

respecte les produits de Kasparov [3]. De plus, Ox ® 7o, (x)ac,(1)(0x) est 'image par
cette application du générateur de Bott de KK(C, Co(R?)). D’apres le lemme 1.6.11
de [4] appliqué au groupe trivial, tout élément de KK(C, C(R?)) vérifie la propriété
de décomposition (d). O

Lemma 3.4. Soit A et B deur G-algébres et soit o un élément de KKY(A, B).
Soit My € KKY(K(L*(G)), Co(X)) Iélément implémentant la Morita équivalence G-
équivariante entre Co(X) et K(L*(G)). Alors T4(My) ® a € KKY(K(L*(G, A)), B)
peut étre représenté par un K(L?(G, A))-B- bimodule de Kasparov G-équivariant dont
lopérateur est G-équivariant.

La preuve de ce lemme sera donné dans la section suivante.

Fin de la preuve du théoreme 2.2 :

Soit A et B deux G-algtbres et soit o un élément de KKY(4, B). Soit M; €
KKY(K(L%(G)), Co(X)) Iélément implémentant la Morita équivalence G-équivariante
entre K(L?(G)) et Co(X). Alors, d’apres le lemme 3.4, 'élément

Tawco(n(M1) ® 74(8x") ® a € KK (K(L*(G, 4)) @ Co(I), B)

peut étre représenté par un bimodule de Kasparov (7w, =,T'), ou T est un opérateur
G-équivariant de £(Z). Or nous savons d’apres le lemme 3.2 qu’il existe un élément
o de KKY(K(L2(G, A)) ® Co(I) @ Co(I), B) vérifiant la propriété de décomposition
(d) tel que

Tagcy(1)(M1) ® TA(a;l) ® o = Tic(12(g,A))@Co (1) (Ox) @ o
Nous obtenons donc
TA0x) ®a = Tageyn(Mi") @ Te(ra(g,anecen (0x) ® o/
= Tascon (M1 ' @ Ti(r2(6))(0x)) ® o
Le produit M; ' ® Ti(12(6))(0x ) étant extérieur, il est commutatif et donc

Ml_l ®TIC(L2(Q))(8X) = 0x ®TCO(1)(M1_1)~



On en conclut que
a =74(0x) ® Tagco(n)(0x) ® Tascy(hecon (Mi ') @ o,
et comme

T4(0x) ® Tagc,(1)(0x) = Ta(0x © Toy (x)@0, (1) (0x));
le théoreme est alors une conséquence du lemme 3.3.

4. PREUVE DU LEMME 3.4

Les notations et les rappels concernant les actions de groupoides nécessaire a cette
section sont rappelés a la fin de la section 2. Lorsque B est une G-algebre, = un B-
module et T' un élément de L(Z), on désigne pour tout z € X par T, la fibre de T en
. Le lemme 3.4 est alors une conséquence du lemme suivant :

Lemma 4.1. Soit B une G-algébre, = un B-module de Hilbert a droite muni d’une
action de G et F' un élément de L(E).

(1) Il existe un élément F' de L(L*(G,Z)) tel que pour tout élément o de C.(G, =),
on ait

F'-0e€C.(G,2)
et
(F"-0)(y) = Vy - Fygy - Vo -0 ()
En particulier, lopérateur F' est G-équivariant.
(2) Si (E,m, F) est un A-B-bimodule de Kasparov G-équivariant, alors
(L*(G,E), 7', F ®@cy(x) Idr2(g))

est un K(L?(G, A))-B-bimodule de Kasparov G-équivariant équivalent a (L*(G,Z),n', F'),
ou ' est la représentation naturelle de K(L*(G, A)) sur L*(G, =) induite par
.

Ce lemme est un corollaire du lemme suivant :

Lemma 4.2. Soit B une G-algébre et soit = un B-module de Hilbert a droite.

(1) Il existe un morphisme de C*-algébres

L(r*Z) — L(L*(G,Z))

T — T

tel que pour tout T appartenant ¢ L(r*E) et pour tout o appartenant a
Ce(G,2), on ait T -0 € Ce(G,E) et (T-0)(v) = Ty - o(7)-

(2) Si T € K(r*E), alors pour tout © € K(L*(G)), on a
(Id= ®c,(x) ©) - T € K(L*(G,E)).

Démonstration. Sio est un élément de C.(G, E), alors ¢’ = T-o appartient & C.(G, Z),

W) = [ @e)/ T o) avia)

IN

TR [ o))
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et donc, o — o’ définit un élément = L?(G,Z). On vérifie aisément que T — T est
un morphisme de C*-algebres. Pour montrer le deuxieéme point du lemme, on peut
supposer © et T de rang un. Lorsque 7; et 72 sont des éléments de =, on note

e . E — =

ni,m2 °
noo— m(ne/n)

Soit e; et es deux éléments de E et soit @1, da, 11 et 1o des éléments de C.(G). Alors

_ L2(9)y  §r'= _ oL?G3)
(Idz ®cy(x) G’l’l’wz) Ocre,d1.c26,02 ®€1®co(x)w1)62®co<x)$1¢2¢2

Fin de la preuve du lemme 4.1 :
Soit (2, m, F') un A-B-bimodule de Kasparov G-équivariant et soit T =V - (F ®,
Idcyg)) -Vt € L(r*E). Alors

Tony = Vy - Fagyy - Vi
Posons F' = T. D’apres le lemme 4.2,
(F/ : U)(V) = V"/ ' Fs('y) . V—yil : U(’Y)a

et donc F’ et G-équivariant. Soit © un élément de K(L?(G)). Montrons que pour tout
a€ A, ona

(m(a) ®cy(x) ©) - (F @cy(x) Idr2g) — F') € K(L*(G, B)).

On peut supposer que © = 0’ ¢ ot O’ € K(L?(G)) (I'action de C.(G) sur L?(G) étant
par multiplication ponctuelle). On a

(m(a) ®cy(x) ©) - (F @cy(x) Idr2gy — F') =
(Idz ®cy(x) ©') - (1(a) @cy(x) @) - (F @cy(x) Ldr2gy — F').
Mais (7(a) ®@cy(x) @) - (F @cy(x) Idr2(g) — F') est 'image de
(n(a) ® ¢) - (F @, Idcyg) — V- F @, Ideyg) - V1)

par le morphisme du lemme 4.2, et comme (Z, 7, F') est un A-B-bimodule de Kasparov
G-équivariant, on a

(m(a) @ ¢) - (F ®s Idgy(gy = V - (F @5 Idgy(g)) - V™) € K(r * E).
Donc, d’apres le lemme 4.2.2,
(7T((l) ®C0(X) @) . (F ®CO(X) Isz(g) — F/) S ’C(LQ(Q,E))

et donc (L?(G,Z), 7', F') est un A-B-bimodule de Kasparov G-équivariant équivalent
a (Lz(g, E), 7T,, F ®CU(X) IdL2(g)).



5. APPLICATION

Nous allons montrer grace au théoréeme 2.2 ’analogue de la proposition 1.6.10 de
[5]. Pour les définitions de complétion inconditionnelle pour un groupoide ainsi que
de I'application de descente en KK —théorie des algebres de Banach équivariantes par
Paction d’un groupoide, nous renvoyons le lecteur & [5].

Proposition 5.1. Soit
— G un groupoide localement compact muni d’un systeme de Haar,
- A(G) une complétion inconditionnelle de 'algébre de convolution C.(G),
— A, B et D des G-algébres,
— ja le foncteur de descente
- X le foncteur naturel KKb(m(-, ) — Hom(K(-), K(-)).
Alors pour tous éléments a de KKg(A,B) et 3 de KKg(B, D), on a

E(jala®p)) = X(jala)) o X(ja(B))-

Démonstration. D’apres le théoreme 2.2, il suffit de considérer les éléments a d’une
des deux formes de la définition 2.1.

(1) Si « est induit par un morphisme, ceci est une conséquence de la fonctorialité
de X, ja et de KK9(-, ) — KKDA(., ).
(2) Soit #: B — A tel que [f] ® 4o = 1p et a®p [f] = 14 ou [f] € KKY(B, A)
est induit par le morphisme 0. En écrivant
ﬁ: [0]@,40&@35,

on a d’apres le raisonnement précédent
E(ja(B)) = X(a([0])) e Z(jala ®p B)).

La proposition est alors une conséquence de 1’égalité

Y(jala)) 0 X(ja(0)) = Idi(a),
résultant de la fonctorialité de j4 et de 3.

6. AA
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