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LA CONJECTURE DE MANIN GEOMETRIQUE POUR UNE
FAMILLE DE QUADRIQUES INTRINSEQUES

par

David Bourqui

Résumé. — Nous établissons une version de la conjecture de Manin pour une famille
de quadriques intrinséques, le corps de base étant un corps global de caractéristique
positive. Nous expliquons également comment une tres 1légere variante de la méthode
employée permet d’établir cette méme conjecture pour une certaine surface de del
Pezzo généralisée.

Abstract. — We prove a version of Manin’s conjecture for a certain family of intrinsic
quadrics, the base field being a global field of positive characteristic. We also explain
how a very slight variation of the method we use allows to establish the conjecture
for a certain generalized del Pezzo surface.

Dans ce texte, nous établissons une version de la conjecture de Manin sur le com-
portement asymptotique du nombre de courbes de degré anticanonique borné pour
une certaine famille de quadriques intrinseéques, i.e. de variétés dont ’anneau total de
coordonnées s’identifie a 'anneau de coordonnées d’une quadrique affine. Cette famille
est construite a l'aide des résultats de [BHOT7] qui permettent de batir des variétés
d’anneaux totaux de coordonnées fixés (on renvoie également & cette référence pour la
justification du terme « intrinseque » ; soulignons qu’une quadrique intrinséque n’est
pas en général isomorphe a une quadrique). Le résultat principal de cet article est le
suivant (on se reportera au théoréme 3.8 pour un énoncé plus précis).

Théoréme 0.1. — Soit k un corps fini, € une k-courbe projective et lisse et (X, )n>3
la famille de k-variétés définie a la sous-section 3.3. Alors pour tout n > 3 la conjec-
ture de Manin sur le comportement asymptotique du nombre de morphismes de €
vers X, de degré anticanonique borné vaut pour X,.

Il est & noter qu’on a dim(X,,) =n — 1 et que X3 est isomorphe au plan projectif
éclaté en trois points alignés, traité dans un précédent travail (c¢f. [Bou09]). Nous

Classification mathématique par sujets (2000). — 11G50 14C20 14J45 .
Mots clefs. — conjecture de Manin, fonction zéta des hauteurs, corps global de caractéristique
positive, torseurs universels, anneaux de Cox.
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expliquons également a la fin de l'article comment une légere variante de la méthode
employée permet d’obtenir le résultat suivant.

Théoréme 0.2. — On conserve les notations de l’'énoncé du théoréme précédent.
Soit X la désingularisation minimale de la surface de del Pezzo singuliére de degré 6
avec une singularité de type As. Alors la conjecture de Manin sur le comportement
asymptotique du mombre de morphismes de € vers X de degré anticanonique borné
vaut pour X.

Le principe général de la démonstration suit celui de [Bou09]. L’idée de départ,
dtie & Salberger ([Sal98]) et Peyre ([Pey95]), consiste & exploiter Pexistence d’un
certain torseur au-dessus de la variété. Comme expliqué dans [Bou09], ceci permet
de réécrire la fonction zéta des hauteurs en termes des relations définissant I’anneau
de coordonnées total et de séries génératrices indexées par les points entiers du dual
du cone effectif. Afin de dégager terme dominant et termes non significatifs de la
fonction zéta des hauteurs, il s’agit alors de décomposer les séries obtenues suivant les
« bonnes » et « mauvaises » régions du cone effectif dual. Pour faciliter une adaptation
future de la méthode employée a d’autres variétés ou familles de variétés, nous com-
mencgons par décrire la stratégie suivie pour une famille plus générale que celle pour
laquelle le résultat sera finalement démontré, dégageant au passage des hypotheses
suffisantes pour que la méthode aboutisse. La classe que nous étudions est consituée
des hypersurfaces intrinseques pour lesquelles la dépendance en les parametres de
léquation de I'anneau de Cox est linéaire (cf. la remarque 1.6, notamment pour le
sens de « parametres »).

Une des améliorations par rapport & [Bou09] est que les décompositions liées au
cone effectif sont exprimées de maniere intrinseque. En particulier, bien que le cone
effectif des variétés considérés dans les énoncés ci-dessus soit simplicial, cette particu-
larité ne joue aucun roéle dans notre démonstration. Par contre, on verra clairement
que la position dans le cone effectif des diviseurs des sections globales utilisées pour
engendrer 'anneau total de coordonnées a une influence cruciale pour la mise en
oeuvre de la méthode. On renvoie a la remarque 2.3 pour quelques commentaires sur
la nature des hypotheses mises en jeu.

Pour conclure cette introduction, soulignons que, bien que notre méthode n’utilise
absolument pas cette structure, les variétés considérées dans les énoncés ci-dessus sont
des compactifications équivariantes de l'espace affine (¢f. la remarque 3.7). L’analogue
de nos résultats pour les corps de nombres découle donc d’un théoréme plus général de
Chambert-Loir et Tschinkel sur la validité des conjectures de Manin pour les compac-
tifications équivariantes d’espaces affines définies sur un corps de nombres ([CT02]).
L’adaptation de leur méthode au cas d’'un corps global de caractéristique positive est
probablement faisable mais reste a mettre en ceuvre.

Nous décrivons a présent brievement 1’organisation de I’article. La section 1 contient
les rappels utiles. La stratégie générale de démonstration est décrite dans la section 2.
Elle est synthétisée par le théoreme 2.2. La construction de notre famille de quadriques
intrinseques fait I’objet du début de la section 3 et la vérification des hypotheses ad
hoc pour cette famille occupe la fin de cette méme section. Enfin la derniére section
explique 'adaptation de la méthode permettant d’obtenir le théoreme 0.2.
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1. Fonction zéta des hauteurs et relévement au torseur universel

Dans cette section, tout en fixant quelques notations, nous rappelons le contexte
de notre étude et le résultat de relevement de la fonction zéta des hauteurs au torseur
universel démontré dans [Bou09].

1.1. Fonction zéta des hauteurs et conjecture de Manin géométrique. —
Soit k£ un corps fini de cardinal g. Soit % une k-courbe projective, lisse et géomé-
triquement intégre, dont on note g, le genre et h, le nombre de classes de divi-
seurs de degré 0. On note €©) 'ensemble des points fermés de €. Pour v € €0,
on note k, le corps résiduel et ¢, = ¢/* son cardinal. On note Diveg(%) le mo-
noide des diviseurs effectifs de %. Rappelons que si D est un diviseur de % la di-
mension /(D) = dim(H*(%, O¢(D))) est toujours majorée par 1+ deg(D) et vaut
1—g, +deg(D) si on a deg(D) > 2g, — 1. En particulier, on a pour tout d > 0 la
majoration

q 1+d h<g

q—1

Soit X une k-variété projective, lisse et géométriquement integre définie sur k. On
suppose que son groupe de Picard géométrique est libre de rang fini et déployé, i.e.
que l'action du groupe de Galois absolu est triviale. On note J#x la classe du faisceau
canonique de X dans le groupe de Picard. On suppose qu’elle est située a l'intérieur
du cone effectif Cog(X) de X.

Pour U ouvert de Zariski non vide de X assez petit et n > 0, on note
N(X,-2tx,U,n) le nombre de k-morphismes f : ¥ — X dont I'image recontre U
et de degré anticanonique n. Si U est assez petit, N (X, —J¢x, U, n) est fini pour tout
n et on peut définir la fonction zéta des hauteurs anticanonique comme I’'élément de
Z([[t]] suivant :

{D € Dive(%), deg(D) = d}| < (1.1.1)

Zx—sew(t) = S N(X,—Jx, Un)t". (1.1.2)

n=0

Voici une version de la conjecture de Manin dans ce cadre.

Question 1.1. — Soit § Max{d € Nso, —#x € d Pic(X)} et ny,‘;gny(t) la
série telle que Zx._ e v(t?) = Zx _ e v(t). Est-il vrai que si U est assez petit la
série Zx _ v (t) a pour rayon de convergence ¢~° et que pour un certain € > 0 sa
somme se prolonge en une fonction méromorphe sur le disque |t| < ¢~°t¢ ayant un
pole d’ordre rg(Pic(X)) ent = q~%, et des péles d’ordre au plus rg(Pic(X)) — 1 en
tout autre point du cercle de rayon ¢ %, et vérifiant

. _s\rg(Pic(X ~
tilfﬁs (t-4¢7) B Zx o (1) = a(X) 4(X) (1.1.3)
ot
a(X)¥ lim (1 — )Gy ¢y, =) (1.1.4)

yECeq(X)VNPic(X)V
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et

(1—=g.) rg(Pic(X))
~(X) def (h(g q ¢ ) q(1—g<g) dim(X) H (1- qv—l)rg(Pic(X)) | X (k)]

_ dim(X) *
¢-1 = 0"
(1.1.5)
Définition 1.2. — 1. Soit (a,) € CN et (b,) € RN. On dit que la série Y a,t"

est majorée par la série Y b, t" si on a |a,| < b, pour tout n.

2. Soit (a,) € CN, k > 1 un entier et p > 0 un réel. On dit que la série 3 a,t"
est p-controlée a l'ordre k si elle vérifie 'une des deux conditions suivantes
(équivalentes d’apreés les estimées de Cauchy) :

— k—1 —n)\.
(a) onaan—n_groo(n p");

(b) la série > a, t"™ est majorée par une série dont le rayon de convergence est
supérieur a p et dont la somme se prolonge en une fonction méromorphe
sur un disque de rayon strictement supérieur a p, ayant des poles d’ordre
au plus k sur le cercle de rayon p.

Lemme 1.3. — On conserve les hypothéses et notations précédentes. Si U est un
ouvert de X tel que la série
Zx —wxut) (X)) Y (qt) ¥ =) (1.1.6)

yECeg(X)V NPic(X)V

est g~ L-controlée a l'ordre rg(Pic(X))—1, alors la réponse a la question 1.1 est positive

pour U.

1.2. Anneau de Cox, inversion de Mdbius, et relevement au torseur uni-
versel. — On conserve les notations et hypothéses de la section précédente. On
suppose en outre que l’anneau total de coordonnées (ou anneau de Cox) de X (cf.
e.g. [Has04]), noté Cox(X), est de type fini. Soit {u;};c5 une famille finie de sections
globales (non constantes) qui engendre Cox(X). Soit .#x l'idéal Pic(X)-homogene
noyau du morphisme naturel k[u;];cy — Cox(X) et .#2°™ I’ensemble de ses éléments
homogenes. Pour i € J, on note &; le diviseur des zéros de u;. Soit Xg 'ouvert de X
égal au complémentaire de la réunion des diviseurs {&;};c5.

Soit Tns(X) & Hom(Pic(X),G,) le tore de Néron-Severi. Soit X I'ouvert de
Spec(Cox(X)) formé des points semi-stables vis-a-vis de la Txg(X)-linéarisation sur
le fibré trivial de Spec(Cox(X)) induite par le choix d’une classe ample. Le quotient
géométrique de X par Tng(X) existe et s’identifie naturellement & X. On montre en
outre que X =X représente 'unique classe de torseurs universels au-dessus de X
(¢f. [Has04, HKO00]).

Une classe C de parties de J sera dite admissible si on a

X = Spec(Cox(X)) N <3gegui 4 o) : (1.2.1)



LA CONJECTURE DE MANIN 5

Par exemple, soit Z € Pic(X) une classe ample et C 'ensemble des parties J de T telles

qu’il existe une famille (\;);e3 de rationnels strictement positifs vérifiant 2 = Y \; &;.
1€
Alors C est admissible.

Remarque 1.4. — Pour tout i € J, I'image réciproque du diviseur &; par le mor-
phisme quotient X — X est X N {u; = 0}. On en déduit que si une partie J de J
vérifie N;e5 & # &, toute classe admissible contient une partie £ telle que ANJ = @.
On en déduit méme que la classe
déf A
Cine = {J C 7T, -qui # o} (1.2.2)
iE ]

est admissible.

On a la généralisation classique suivante de la formule d’inversion de Md&bius

Proposition 1.5. — Il existe une unique fonction px : Diveg(€)” — C vérifiant
1 si Inf D) =0
VD € Dives(4)’, Y nx(€)= { J€Cune (Pies 1) (1.2.3)
0<E<D 0 sinon

Cette fonction vérifie en outre les propriétés suivantes :
1. elle est multiplicative, c’est-a-dire que si & et & wvérifient
Vied, Inf(&,&)=0 (1.2.4)
alors on a
px(E+ &) = ux(&) px (&) ; (1.2.5)

2. pour tout v € €O et tout a« € N7, px((o;v)) ne dépend que de o ; on note
1 (@) cette valeur. Pour tout o € N7, on a

1 si N &40
> uw):{ , e

1.2.6
0<p<ax sinon. ( )

En particulier, on a ;1% (a) = 0 dans les cas suivants :
(a) il existe i € T tel que a; > 2;
(b) o est non nul et lintersection N;, a0 6; est non vide; cect vaut en par-
ticulier si on a ), a; = 1.

On écrit & présent J = I U J, ou I est tel que les classes {&;}icsr forment une
base de Pic(X). Pour ¢ € I (respectivement j € J), on notera u; = s; (respectivement
u; = t;) et & = %; (respectivement &; = ¥;). La notation € € Diveg (€)Y désignera
toujours un couple (F,G) ott F € Diveg (%) et G € Dives(%)’. Ecrivons, pour j € J,

gj = Z Q;,j «%, aij € Z. (1.2.7)

icl
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Pour D € Diveg(€), on note sp la section canonique de O (D). Pour D € Diveg(€)!
et € € Diveg (€)Y, on désigne par N(D, €) le cardinal de 'ensemble des éléments
(tj)jer tous non nuls du produit

[T HC. 0c(=S; + Y aij (D; +50) (1.2.8)
jed j
vérifiant les relations
VE € #3™,  F(sp, 3., tjsg,) = 0. (1.2.9)

Des résultats des sections 1.3, 1.4 et 1.6 de [Bou09] découle alors la formule suivante,
que 'on peut voir comme une formule de relevement de la fonction zéta des hauteurs
au torseur universel :

ZX,—Hx,Xo (t)= Z 1x(€) Z N(D, &) v =),
E€Diver (€)Y yEPic(X)VNCeg(X)Y
(v,9;)>deg(5;), Je€J
(v, Fi)2deg(Fs), i€l
DEDiveg(€)*
deg(Di)=(y, Fi)—deg(Fi), i€l

(1.2.10)

Remarque 1.6. — Du point de vue du comptage, le choix de la décomposition J =
I'UJ revient grosso modo a fixer les variables {s; }icr, les variables {¢;};c; devenant
des parametres. La situation que nous allons considérer ci-dessous est celle ot I’anneau
de Cox n’a qu’une relation qui dépend en outre linéairement de ces parametres; en
un sens, il s’agit donc de la situation la plus simple apres celle des variétés toriques
(ot il n’y a pas de relations, 'anneau de Cox étant polynomial).

2. Le cas de certaines hypersurfaces intrinséques

On reprend les hypothéses et notations de la section précédente. On suppose en
outre qu’on a un isomorphisme

Cox(X) == k[(ss)ier, (t)jes]/ F (s, ty). (2.0.11)
ol F' est Pic(X)-homogene de degré P et est linéaire en les t;, i.e. s’écrit
F=>"t;[]si. bijeN. (2.0.12)
jeJ el

D’apres [BHO7, proposition 8.5], on a la formule d’adjonction suivante.

Lemme 2.1. — La classe du fibré anticanonique est
—dx =Y Fi+ > b~ Dror. (2.0.13)
iel jeJ

Dans cette section nous décrivons le schéma d’une stratégie pour établir que dans ce
cas la question 1.1 a une réponse positive pour U = Xj. Plus précisons nous montrons
le résultat suivant :
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Théoreme 2.2. — On conserve les notations et hypothéses précédentes.
On suppose que les hypothéses 2.18, 2.21, 2.26 et 2.30 décrites ci-dessous sont
satisfaites.

Alors la série

Zx— %0 (1) = 7(X) > (qt) > —7x) (2.0.14)
YEC 7 (X)Y NPic(X)V

est g~ t-controlée a lordre rg(Pic(X)) — 1,
La démonstration de ce théoréme occupe le reste de cette section.

Remarque 2.3. — Les hypotheses que 'on va dégager sont de deux natures dif-
férentes : d’une part, on demande que les diviseurs des zéros des sections t; soient
« suffisamment positifs » ; d’autres part, qu'une certaine série génératrice de nature
combinatoire naturellement associée a la relation définissant ’anneau de Cox ait de
bonnes propriétés analytiques, et que son « terme dominant » soit relié au nombre de
points de X.

Les surfaces de del Pezzo généralisées qui sont des hypersurfaces intrinseques ont
été classifiées par Derenthal dans [Der06]. Un certain nombre d’entre elles sont de
la forme considérée ici. Il apparait malheureusement que parmi ces dernieres la seule
qui satisfasse nos hypotheses de positivité est le plan projectif éclaté en trois points
alignés. La fin de cette article explique cependant comment une légere variante de
la méthode décrite dans cette section s’applique a un autre membre de la liste de
Derenthal, pour lequel la dépendance en les parametres {¢;} ;e est « presque »linéaire.
Au prix d’un certain nombre de complications techniques, la démarche devrait s’avérer
fructueuse pour deux autres membres de la liste. C’est I'objet d’un travail en cours.

Vis-a-vis de la méthode décrite ci-dessous, le fait que les hypotheéses de positivité
ne sont pas satisfaites signifie que 'on englobe dans le terme d’erreur des termes
correspondant & des régions trop importantes du cone effectif dual, dont on ne peut
en fait plus garantir qu’ils ne contribuent pas au terme principal de la fonction zéta
des hauteurs. Un relachement des hypothéses de positivité devrait passer par une
amélioration significative du lemme de comptage 2.6. Il serait sans doute intéressant
a cet égard de pouvoir étendre la validité de la méthode au cas de la désingularisation
minimale de la surface de del Pezzo singuliere de degré 5 avec singularité de type
Aj. Pour cette quadrique intrinseque, I’équation de I'anneau de Cox est tres similaire
au cas du plan projectif éclaté en trois points alignés, mais la configuration du cone
effectif est radicalement différente. Il est & noter que pour cet exemple (comme pour
d’autres) nous avons pu vérifier que les hypotheses du second type étaient satisfaites
(cf. la remarque 2.23). 1l serait intéressant de dégager une démonstration conceptuelle
de ce genre de résultat, notamment en ce qui concerne la vérification de 'hypothese
2.21.

2.1. Quelques lemmes préliminaires. —
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Lemme 2.4. — Soitn > 1 un entier, et p >0 un réel. Soit (aq) € CN" et

F)< > ag ] (2.1.1)

deNm  1<i<n

On suppose que F(t) converge absolument sur un polydisque de rayon (r,...,r) avec
r > p~L. Soit (bg) € CN" définie par

F(t) d d
= bath ., (2.1.2)
(I=pt1)...(1 = pty) el

Alors on a pour tout € > 0 assez petit

PN F|-1+4e _e)d, .
Wen - rlptp |« Gl 5 e
(L=p=5)" 52,

(2.1.3)
N déf
oil || FIl, “ Maxy, 1y | F(2)].
Démonstration. — D’apres les estimations de Cauchy, on a pour & > 0 assez petit
Vd e N", |ag| <||F[,-rse p =1, (2.1.4)
Par ailleurs un calcul immédiat montre qu’on a
F(ti,o.ooteyp oo, p ) = F(ty, ... i1, p7 b ph)
—@+D- > g
= (ptk - 1) Z QAdy,...,dk+146,6k41,.--0n P FhiSISn H tgl
deN*, §eN, 1<i<k
(6;)kt1<j<n EN"TF
(2.1.5)

Si on pose

F(tla"'atkap_la"'ap_l)_F(tla'"7tk—lap_1a"'7p_1) déf déf d;
= Gi(t) = br,a t."
[hcica(t = pt) deZN" 1@1171 '
(2.1.6)
on a donc pour tout d € N” la relation

—O+D)—- > G+ DL (di—d)+ D dy
bk,d = - E QAsy,...,0p—1,dr+146,6k41,...6n P FRIsISn Isishet FhisIsn
0<8:<ds, 1<i<k—1

SEN,
0;EN, k+1<j<n

(2.1.7)
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D’apres (2.1.4), on a pour € > 0 assez petit la majoration
—et(l—e)dp+ Y. di

|bk d| < ||F|| e P 1<i<n, i#k Z p—s(él+‘~+6k71+6+6k+1+~‘+6n)
’ p—itTe
0<6;<dy, 1<i<k—1
SEN,
§;EN, k+1<j<n
(2.1.8)
||F|| p_5+(1_8) d"+21gign, itk dk
< (2.1.9)
S =y .
Compte tenu de la relation
Fit)—-F(p~t,...,p 1
) = Flp - rm) _ 3 Gt (2.1.10)
[Licicn( = pti) 1$hen
on obtient bien la majoration annoncée. o
Lemme 2.5. — Soit N un Z-module libre de rang fini, C un céne polyedral rationnel

de dimension mazimale de N @ R, xg un élément de lintérieur de C et x1 un élément
non nul de C.

1. Pour tout réel p > 1 la série
> pr Wl (2.1.11)
yeECVANY
est 1-contrélée a l'ordre dim(C) — 1.

2. Soit (an)n>0 et (Mp)n>o deuz suites de réels positifs. On suppose qu’il existe
p > 1 tel que la série S an pMn soit convergente.

Alors la série
a, >t (2.1.12)

yeevVnNY
(y,x1)<Mp

est 1-contrélée a l’ordre dim(C) — 1.

Démonstration. — Soit A un éventail régulier de support C. Pour tout cone § de A,
soit {yr}ees(1) les générateurs des rayons de 4. Soit
§(1)e, € {0 6(1), (yo, x1) =0} (2.1.13)

Comme z; est non nul, le cardinal de ce dernier ensemble est majoré par dim(C) — 1.
Mais la série (2.1.12) se réécrit

t<91710>

2\ I ey | 2 anbon(®) (2.1.14)

sen \ted(l)a,
ou Ps,(t) vaut 1 si M,, = 0 et désigne sinon le polynéme

3 ¢ 2 melve zo) (2.1.15)

(ne)E(N>o)5(1)\5(1)ml
> me (ye s w1) <M
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Dans ce dernier cas, on a a alors pour tout p > 0

PE,n(p) < M’rclilm(e) pdim(@) Max({(y¢ , o)) ]\/In. (2116)
Ceci montre le deuxiéme point. Une décomposition analogue permet de montrer le
premier point. O

La proposition suivante étend les résultats de la section 3.3 de [Bou09].

Proposition 2.6. — Soit n > 1 un entier, soient {3, H' }1<j<n et H des diviseurs
de € tels que H et les J; + 9'(3» sont deux a deux linéairement équivalents. Pour
1 < j < n, soit s; une section globale non nulle de O (H;). On fize des isomorphismes

O (H; + 9{;) D5 02(H) 1<j<n (2.1.17)
ce qui permet de définir 'application linéaire
vs: [[ HE. 0(3€) = H(C, O¢(H)) (2.1.18)
1<isn

qui a (t;) associe Y t;sj. On note Ag la dimension du noyau de ps.

1. On a la majoration

1

Ag<n—1+ <1 - H) Z deg(%(}). (2.1.19)
1<j<n
2. On a l'une des deuxr majorations suivantes :

Ag<n—1+ deg (Infldiv(s;)]) — deg(H) + Y deg(3()) (2.1.20)

ou .

/!
As<n—2+ <1 - m) Z deg (%)) (2.1.21)
1<jsn

3. On suppose qu’on a
Vi<j<n—1, deg(H))+deg(H) ) > deg(H) — deg (Inf[div(s;)]) +2g, — 1.

1<j<n

(2.1.22)

Alors on a

Ae=(n—1)(1-g,)+ deg (Inf[div(s;)]) — deg(3) + > deg(3)). (2.1.23)

ISisn 1<j<n

et l’image de @5 est constituée de ’ensemble des multiples de Inf(div(s;)).

Démonstration. — Commencons par la remarque élémentaire suivante : pour toute
partie K de {1,...,n}, on a
AN <Ay en + DU SApy), o +n— K|+ Y deg(3)) (2.1.24)
J¢K je¢K
Ceci entraine déja pour tout jo € {1,...,n} la majoration
As<n—1+4 ) deg(3)). (2.1.25)

Jj#Jjo
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En moyennant sur tous les jg, on obtient le premier point.
Montrons le deuxiéme point. Supposons que pour une certaine permutation des
indices on ait
deg(H) + Hy — H + Inf[div(s1), div(sz2)]) = 0 (2.1.26)
et
Vk 2 3, deg (j‘f;c — Inf[div(sj)]1<j<k71 + IHf[diV(Sj)]lgjgk]) 2 0. (2127)
D’apres le point 2. du lemme 3.5 de [Bou09], on a la majoration
As sy < 1+ deg(H)) + deg(H5) — deg(H) + deg(Inf[div(sy), div(s2)]). (2.1.28)
Par ailleurs pour tout k£ > 3, on a

Asr,s2.8) (2.1.29)
(

< A(Sl 7777 k1) +/ (j‘fﬁv — Inf[diV(Sj)]lgjgk_1 + Inf[diV(Sj)]lgjgk) 2.1.30)
< Agsy,spp) T 1+ deg () — deg(Inf[div(s;)]i<j<r—1) + deg(Infdiv(s;)]1<j<k)
(2.1.31)
De proche en proche, on obtient la majoration (2.1.20).
Supposons & présent que tous les couples (j1,72) € {1,...,n}? vérifient
deg(3(;, + 3}, — I + Inf[div(s, ), div(s;,)]) <0 (2.1.32)
D’apres le point 1. du lemme 3.5 de [Bou09], o5, s, est injective. On a donc
As<n=2+ > deg(H)). (2.1.33)
J&{i1.2}
En moyennant sur tous les couples (j1, j2), on obtient la majoration
2
Ay <n—2+ (1——) > deg(%t)), (2.1.34)
" 1GEn

en particulier (2.1.21) est vérifiée.
Supposons enfin qu’il existe n — 1 > k > 2 et une permutation des indices telle
qu’on ait
deg(H) + H — H + Inf[div(sy), div(sz2)]) = 0 (2.1.35)
V3<j <k, deg (3, — Infldiv(s;)icjch—1 + Inf[div(s;)licj<k]) =0 (2.1.36)
Vjo = k+1, deg (9{3—0 — Inf[div(s1, ..., sg)] + Inf[div(sq, ..., sk, 55)]) <0 (2.1.37)

Alors, pour tout jo = k+1,ona A, , sp) €t Ag est majoré par

»»»»» SkySjg)

Ay +(n—k=1)+ > deg(3()) (2.1.38)
j=2k+1, j#jo
soit d’apres ce qui précede par
/ : /
k=14 > deg(3;)—deg(3¢)+deg( Inf [div(s;)])+(n—k—1)+ > deg(dt)).

1<5<k JjZ2k+1, j#jo
(2.1.39)
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En utilisant la majoration
deg(Inf[div(sy),div(sz2), ..., div(sg)] Z deg(H (2.1.40)
1<_]<k

on aboutit finalement a la majoration

Ay <n—2+ (1 - —) > deg(3)) > deg(3) (2.1.41)

1<5<k g>k+1, J#do
En moyennant sur tous les jo > k + 1, on obtient la majoration
1
/ /!
As<n—2+ (1——) > deg(3()) (“ﬂ) Z deg(3(;). (2.1.42)
1<k k+1<j<n

Ainsi (2.1.21) est encore vérifiée dans ce cas. Ceci achéve la démonstration du
deuxiéme point.
Le dernier point est une généralisation immédiate (par récurrence) du point 3 de

[Bou09, corollaire 3.6]. O
2.2. Décomposition de la fonction zéta des hauteurs. — Pour K C J, D €
Diveg (€)' et € € Diveg(€)!7, on désigne par N (D, €) le cardinal de I’ensemble
{(tj)jes € [[ H (G, 0c(-G; + Za” (D + F2))) (2.2.1)
JjeJ
vérifiant
Vi¢ K, t;=0 (2.2.2)
et
Zti 83, H(SDz Sfﬂ)bi'j =0, (2.2.3)
jeJ i
et on pose
Ze) = > ux(€) > N (D, &) by —#x),
E€Diveg (€)Y yEPic(X)VNCog (X)Y

(y,9;)>deg(S;), jeJ
(y, Fi)2deg(F:), i€l
DEDiveg(€)*
deg(D;)=(y, F;)—deg(F;), i€l

(2.2.4)
On a donc d’apres (1.2.10) la relation

Zx,—otx . Xo (1) = Z (—)MI=E Zge (). (2.2.5)
KCJ

Proposition 2.7. — Soit € € Diveg(€)!Y7, D € Diveg(€¢)! et y € Pic(X)V N
Ceg(X)V tels que pour i € I on ait deg(D;) = (y, F;) — deg(F).

1. Pour tout jo € J, on a

log, N (7o} (D, €) < 1+ <1 - M%J S (. %) —dea()  (226)
J#Jo
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2. La quantité log, N;(D, &) est majorée soit par

| -1+ <y, ~Zror + Z%> — ) deg(§;) + deg (}gg(zbm(% +Di) + 9j)>
© el

jeJ jeJ

soit par

1
I+ (1- > (. ;) — deg(5;)). (2.2.8)
|| —1) ¢
jeJ
3. On suppose que pour une certaine numérotation de J, on a
Vi<ji<|J—1, (¥, 9%+ %1 — Dior) > deg(G;) + deg(Gj41) + 29, — 1. (2.2.9)

Alors on a

log, N;(D, &) =

(11-1) <1g<g>+<y, it + Z%>Z deg(9,)+deg (Jlgg(zbi,j(ﬁ‘k +Dy) + 9].)) .

jed jeJ iel
(2.2.10)
Démonstration. — On applique la proposition 2.6 avec
[}{; = f9j+2ai7j (D: + F5), H; =G; +Zbi,j (Di +F4) (2.2.11)
iel i€l
et 55 = 8g, H(S'Dj s,)00 (2.2.12)
iel

en notant qu'on a deg(3) = (y, Ziot) et, pour j € J, deg(H)) = (y, ¥;)—deg(G;). O

Définition 2.8. — Un élément (f,g) € (R>0)'"7 est dit pux-convergent si la série
D lux(E)lqn RS eET) 0 dee(s) (22.13)
E€Diven (€)1V7

est convergente.
Remarque 2.9. — On déduit du dernier point de la proposition 1.5 et de I’écriture
de la série (2.2.13) sous forme de produit eulérien les propriétés suivantes :

1. pour tout € >0, (3 +¢,..., 3 +¢) est ux-convergent;

2. on suppose l'intersection des diviseurs {¥;} e non vide; alors pour tout & > 0,

((1)ier, (€)jer) est px-convergent.

Lemme 2.10. — Soit 9 € Pic(X) et v € R’. On suppose qu’il existe (f,g) €
(Rx0)!Y7 vérifiant

1. (1 + fi), (g; +v4)) est px-convergent;

2. —dx =2 =3 (1+ [)Fi— >29;9 € Cea(X) \ {0}

jeJ

el
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Alors la série

déf (, 2)= v deg(§;)
2@.70= > |ux(8) 3 g i Hy =8
E€Diver(€)1VY yEPiC(X)VﬂCeg(X)V
(y, Fi)>deg(F;), el
(y,9;)>deg(S5), jeJ
DEDives(€)!
deg(Di)=(y, Fi)—deg(F:), i€l

(2.2.14)
est g~ t-controlée a lordre rg(Pic(X)) — 1.

Démonstration. — D’apres (1.1.1), elle est en effet majorée & une constante multipli-
cative pres par la série

> Iex(@)

EEDiveg (€)1Y7

W, 2)> 0; (v, 9;)—deg(S;))—v; deg(95)+ > (1+£:)((y, Fi)—deg(F:))
X Z q jeJ iel #ly, =)

yE€Pic(X)VNCogr (X))
(y, Fi)=2deg(F;), i€l
(y,9;)>deg(S;), je€J

(2.2.15)
elle-méme majorée par
=Y (14 fi) deg(Fi)= Y (g5+7;) deg(5;)
> Iax(e)g =
£€Diveﬁ(<g)lu‘]
y7@+2(1+fi)fi+zgjgj>
% Z q< iel j€J t<y’7‘)£/x>. (2216)

yE€Pic(X)YNCogr (X))

D’aprés les hypotheses et le lemme 2.5 cette derniére série est ¢~ !-controlée a I'ordre

rg(Pic(X)) — 1. O

Remarque 2.11. — Supposons que l'intersection des diviseurs {¥;}jc s est non vide.
Soit 7 € Pic(X) et v € RZ,. Notons Jo L jed v =0}
Supposons en outre que pour tout € > 0 assez petit on a

Yo -9+ Y (1—7)% — Dot — 2 € Cea(X) \ {0}. (2.2.17)

J€Jo\J1 J¢Jo

La remarque 2.9, la formule d’adjonction (2.0.13) et le lemme précédent montrent
alors que la série Z(2 + 3.7, 9;,7,t) est ¢~ '-controlée a lordre rg(Pic(X)) — 1.
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2.3. Le terme Z;. — Pour D € Diveg(%)!, € € Diveg (€)Y et y € Pic(X)Y on
définit N(D, &, y) par
log,(N(D, &,1))

= Z Y, 9%) — (s Dhot) — Zdeg(9j) + deg Infj(z_ bi,j(Di + Fi) + ;)

J J
(2.3.1)
Posons
Zorine®) = D> ux(€) > g(71=D0U=95) N(D, €, )t ~Hx)
E€Diven (€)1 yEPic(X)VNCog(X)V
(y,9;)>deg(G;), Jje€J
(y, Fi)>deg(F;), i€l
DeDiVeﬁ(%)I
deg(D;)=(y, F;)—deg(F;), i€l
(2.3.2)
eta pour jOajl S Ja
Zorjon Y |ux (&)l >, 17D 9IN(D, €, y) 1V~ )
E€Diven (€)1 YyEPic(X)VNCog(X)V
(y,9;)>deg(5;), Je€J
(y, Fi)>deg(F;), i€l
<y7gjo‘i‘gjl—9t0t>§deg(9jo)+deg(9j1)+2 9o —2
DEDives ()’
deg(Di)=(y, Fi)—deg(F:), i€l
(2.3.3)
ot Zewzjonn S D [px(€)] > Ny (D, &)W =),
E€Diven(¥)1V7 yEPic(X)VNCog(X)Y
(y,9;)>deg(G;), Jje€J
(y, Fi)>deg(Fi), i€l
<y s gjo +gj1 —@tot><deg(9j0 )+deg(9j1 )+2 9 -2
DEDiveg(€)*
deg(Di)=(y, Fi)—deg(F;), i€l
(2.3.4)
Appliquant la proposition 2.7, on obtient le lemme suivant.
Lemme 2.12. — Pour toute numérotation de J, la série Zj(t)—Zprinc(t) est majorée
par
> Zewnjiri(t) + Zewj i (t). (2.3.5)
1<G<|T|-1
2.4. Le terme Zin.. — Pourd € N’ et € € Diveg(€)!Y”7, posons
N(d, 8) def Z qdeg(lnfj(gj"l‘zi bi,i (Di+33))) (2.4_1)

DeEDivem (%)I
deg(D)=d
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Compte tenu de la relation (2.0.13) et de I'égalité dim(X) = |J| — 1, on a donc

g9 IO Zne(t) =

Z 1x (&) Z q_zﬂ' deg(gj)—zi(y,?ﬁj\f“yi, F;)—deg(F:), €) (qt)(y’_‘%/X>

EEDiveg (€)1 yEPic(X)VNCeg (X)V
(y,9;)>deg(G;), j€J
(y, Fi)2deg(F,), i€l

2.4.1. Estimation de N(d,E). — Pour e = (f,g) € N'Y/ on pose

Fp,e(t) def Z pInfj(gj"inbi,j(di"l‘f’i))td c k’[[p, (ti)ief]]a (2.4-3)
deN’
~  déf déf d
et Fpe= <H1 —~ ti> Fpe= Y Pealp)t?, (2.4.4)
i€l deN!

ol P. q(p) est un polyndéme en p & coeflicients entiers. Il découle aussitdt de (2.4.3)
et (2.4.4) qu'on a P = /)Infj(zi biifi+95) of que pour tout d, le polyndéme Pe 4(p) a
au plus |I| coefficients non nuls, qui sont tous majorés en valeur absolue par |I|.

Hypothése 2.13. — 1. Pour tout n > 0 assez petit, et pour tout d # 0, on a
(1—n)|d| >1+n+deg(Poa) ; (2.4.5)

2. Pour e € {0,1}!Y7 on a une écriture

Fre®) =14 Qealp)t? | Re(p.t) (2.4.6)

d£0

0t Qe.d(p) est un polynome en p et Re un polynome en p et t; en outre, pour
tout n > 0 assez petit, et pour tout d # 0, on a

(1=mn) |d| > 147+ deg(Qe,a)- (2.4.7)

Remarque 2.14. — La majoration (2.4.5) est vérifié dés qu’on a une écriture
}pro(t) = [laca Ga,p(t)°> avec A fini, e, € {—1,1} et G4,,(t) est un polyndéme en ¢
de terme constant 1 et pour lequel le coefficient de t¢, pour d # 0, est un polynéme
en p de degré strictement inférieur a |d| — 1.

Remarque 2.15. — Si ’hypothese 2.13 vaut, on vérifie aussitot que pour tout n > 0
assez petit, pour tout v € €©) et tout t € C! vérifiant ||t|| < ¢~ '*" on a

Fy,0(t) — 1‘ =0y (qu*%") : (2.4.8)

Il existe donc en particulier un ensemble (5750) fini tel qu’on ait

Yo ¢ 69, vt e CT, (||t|| <qg =

Fpoot)] > %) . (2.4.9)

(2.4.2)
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Pour € € Diveg(%)!Y7, on considére & présent la série génératrice

Zet) L ST N@ et = S (S b (PeT))des(D) (9 4.10)
deN! DeDives ()

. . . - Faywe) .
qui s’exprime donc comme le produit eulérien [T, ) % On a la relation

i€l

<H1 —qti> Ze(t) = <H(1 —qti)ch(ti)> I Fowe®™). (2.4.11)

iel iel ve?(©)

ot Zg(t) e ZDeDivcg(%) tdee(D) est la fonction zéta de Hasse-Weil de €. Si on

a v(€) € {0,197 et si I'hypothese 2.13 est vérifiée, la série ([T;e;1— qti) Ze(t)
converge donc absolument sur un polydisque de rayon (¢~ 17,... ¢='*") pour n > 0
assez petit. Notons %éo) 'ensemble (fini) des v € €© tels que v(E) # 0. Sin > 0 est

assez petit et si %go) est 'ensemble introduit a la remarque 2.15 on peut alors écrire

(H L- qﬁi) Zg(t)

(D)

i€l
- (H<1 - qW%”(m) [I Fo® I Fve® 11 %2?)
' qv,0

PEACINASY ve?” veg O\
(2.4.12)

Notation 2.16. — Si 'hypotheése 2.13 est vérifiée, pour tout € € Diveg (€)Y tel
que v(&€) € {0,1}1Y7 on note

déf h%}ql—g% 1] - .
cpr(€) = (7) H Fo oe)(q, ) (2.4.13)

1
9 Ve ©

et pour tout 1 > 0 assez petit

déf Fq U(S)(t)
c = — . 2.4.14
n,& H F olt) ( )

(0 (0) Qo
veC\ %, g—1+n

De ce qui précede et du lemme 2.4 découle alors aussitot la proposition suivante.

Proposition 2.17. — On suppose U’hypothése 2.13 vérifiée. Pour tout n > 0 assez
petit, il existe une constante G, telle qu’on ait, pour tout d et tout & € Diveg(€)!°7
vérifiant v(€) € {0,1}Y7, la majoration

(1=n)di+ Y dy
<Chpene Y 4 A (2.4.15)
el

N(d, &) — cpr(E) 2= b
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Hypothése 2.18. — L’hypothése 2.13 est vérifiée et pour tout n > 0 assez petit la
série
—=> (1—n) deg(F;)— Y deg(§;)
Yo lnx(®)eneq e (2.4.16)
E€Diveg(€)IV7
converge.

Remarque 2.19. — Supposons 'hypothése 2.13 vérifibe. Pour e € {0,1}/Y7 \
{(0,...,0)}, écrivons

Re(p,t) = > Realp)t (2.4.17)
d

et notons C, une constante vérifiant
Vd € N',  deg(Rea) < |d| + Ce. (2.4.18)

Il existe alors une constante M telle que pour n > 0 assez petit, le degré du poly-
néme Pe 4(p) est majoré par |d| (1 —n) + Ce +n M. Ceci entraine I’existence d’une
constante C' > 0 telle qu’on ait pour tout € et tout 7 assez petit la majoration

Cyey+2n
cne Sl Cav”

rée par le produit eulérien

M Ainsi pour 7 > 0 assez petit la série (2.4.16) est majo-

Cet2n M=) (1-n) fi—zj g5

I] 1+c¢ > 15 (e)] v (2.4.19)

veE () ec{0,1}1Y7, e#0

et 'hypothese 2.18 sera satisfaite dés que la propriété suivante est vérifiée :

Ve: (fvg) € {0,1}IU.]\{(07'”,0)}7 Mg((e) #Oécefzfifzgj < 71

(2.4.20)

2.4.2. Le terme Zprine. — Si ’hypothese 2.13 est vérifiée, posons

(t) gfqdim(X)(lfg%) Z MX(S)Cpr(S)qi Zideg(fﬂ)*zj deg(5;)
EEDiveg (€)Y
X > (qt) > =) (2.4.21)
yEPic(X)VNCeg (X)Y

(y,9;)>deg(G;), Jje€J
(y, Fi)>deg(F;), i€l

ZO

princ

Lemme 2.20. — On suppose Uhypothése 2.18 vérifiée. La série Zprine — Zpormc est
alors q~1-controlée a l'ordre rg(Pic(X)) — 1.

Démonstration. — Posons pour ig € I et 7 > 0 assez petit
déf deg(Fiq)—) . deg(Fi)—)  deg(S;)
Znemie® £ Cy S ux(€)] epeq” 0 2, sl
E€Diver (€)Y

X 3 g1 i) (q )W) (2.4.22)

y€Pic(X)VNCog (X))
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D’apres le lemme 2.5 et I'hypothese 2.18, pour 71 assez petit, la série Zprinc,y,: est
g~ !-controlée a I'ordre rg(Pic(X)) — 1 pour tout i € I. Or d’apreés la proposition 2.17,
la série Zpyine — ZporinC est majorée par ), ; Zprinc,n,i- O

2.4.8. Le terme Z2 —

princ®

Hypothése 2.21. — On a pour tout v € € la relation

> W (frg)ay DTTEGE L (g1 = (1 — g )EThs() | X (k)|

dim(X)
(f.9)€{0,1}127 Qv
(2.4.23)
Remarque 2.22. — On notera ’analogie avec la formule de [Bou09, Lemme 1.25].
Remarque 2.23. — Au moins dans le cas ou pour tout ¢ € I 'un au plus des

{bi,j}jes est non nul, il est facile de voir que les F}, . (t) sont des fractions rationnelles
effectivement calculables, ce qui peut alors permettre, pour un exemple donné dont on
connait 'anneau de Cox et les relations d’incidence des diviseurs .%; et ¢;, de confier
aux soins d’un logiciel de calcul formel la vérification des hypotheses 2.13, 2.18 et
2.21.

Proposition 2.24. — On suppose les hypothéses 2.13 et 2.21 satisfaites. Alors la
série
Zgrine(t) = 7(X) > (qt)tv =) (2.4.24)
YEPIC(X)V NCo(X)V

est g~ L-controlée a l'ordre rg(Pic(X)) — 1.

Démonstration. — Rappelons qu’on a

h, g(0=9¢) re(Pic(X0)) X ()|
[ Zed " (1-g,) dim(X) _ o~ 1rg(Pic(X)) 2 \v/]
’Y(X) - < qg—1 ) q e H (1 4y ) dim(X)
ve?© Qv
(2.4.25)
la série

D’apres le lemme 2.5 et la définition de ZJ;,..,

im - =3 deg(F)-Y deg(S;
(t) — g4 (X) (1-g4) Z 1x (€) cpe(€) ¢ >, deg(F:) Z] (S5)
£EDiveq (€)1V7

ZO

princ

x > (qt)¥>=7x) (2.4.26)

y€Pic(X)VNCegt (X)Y
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1

est ¢~ '-controlée a l'ordre rg(Pic(X)) — 1. Or on a

im — - ~deg(F;)— ) , deg(G,
qd (X) (1—g4) Z ,UX(S)Cpr(S)q Zl g( )Zj g(S;)
£EDive (€)1V7
_o « rg(Pic(X))
_ h, q' "9« e g (1=g,)
qg—1

X > ux(®)

o) — =) . deg(Fi)—) deg(S;
HFv,um,v(ﬁ)(qvl)] g 2B TOTY RS (9 4 o)

EEDiveg (€)Y
et
>, nx(®) Hﬁv,v(%,v(m(%l)l g~ 2 de8lTD =3, des(Sy)
EEDiveg (€)Y v
- Z'L f172 . gj ~ _
- H Z 1% (f,9)qv T E, pelant)  (2.4.28)
v (f.9)e{0,1}127
L’hypothése 2.21 donne alors le résultat. O

2.5. Les termes Zcrr 1 jo,j1 €6 Zerr,2,jo,ji- —

2.5.1. Les termes Zerr1,jo,5:- — S0it jo,j1 € J. On a pour Zeyr,1,j,,5, Une expression
semblable & (2.4.2), avec |ux(E)] en lieu et place de ux(€) et le deuxiéme domaine
de sommation restreint aux y vérifiant

W G0 + Gy, — Dron) < deg(G,) + deg(8,) + 29, — 2. (2.5.1)

Par un raisonnement analogue & celui effectué pour Z9

princy OIL ontre que si I’hy-
pothese 2.18 est satisfaite la série

Zere,1jo.ji ()
7qdim(X)(1—g,g) Z |MX(8>|Cpr(8) q Zi deg(ffi)*zj deg(5;) Z (qt)(y,—%x)

EEDiveg ()Y yEPic(X)VNCeg(X)V
<y s gjo +gj1 7@tot> ngg(Sjo )+deg(9j1 )+2 9 -2
(2.5.2)
est ¢~ !-controlée a 'ordre rg(Pic(X))—1. En utilisant le lemme 2.5, on obtient aussitot
ce qui suit.

Proposition 2.25. — Soit jo,j1 € J tels qu’on ait
ggjo + ggjl - -@tot S Ceff(X) \ {0} (253)

1

On suppose que Uhypothése 2.18 est satisfaite. Alors Zewrn jo,51 €5t ¢~ -controlée a

Vordre rg(Pic(X)) — 1
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2.5.2. Les termes Zerr 2 4o,5,- — S0it jo,j1 € J. En appliquant la proposition 2.7, on
voit que Zerr,2,j,,5: €St majorée par la somme des deux séries

3 ux(€)] S e (v B 4) K, dess0) o -

EE€Diveg (€)1 y€Pic(X)VNCog(X)Y
(v,9;)>deg(G;), J€J
(y, Fi)y>deg(F;), i€l
DeDives ()L
deg(Di)=(y, F;)—deg(F:), i€l
(2.5.4)

et
> lux(®) > 712 N(D, &, y) tlv: ~ %)

E€Diven (€)1 y€Pic(X)VNCeg(X)Y
(y,9;)>deg(G;), jeJ
(y, Fi)>deg(F;), i€l
(Y 9jo+951 — Dror) <deg(So)+deg(G,)+2 g, —2
fDGDiVeH(Cg)I
deg(D;)=(y, Fi)—deg(F:), i€l
(2.5.5)

Hypothése 2.26. — La série Z((1 — ‘J‘%l)z%, (1- |J|171)j€'77t> (cf. Uénoncé du

lemme 2.10) est q~'-contrélée a 'ordre rg(Pic(X)) — 1.

Remarque 2.27. — D’aprés le lemme 2.10 et la formule d’adjonction (2.0.13), I’hy-
pothese 2.26 est satisfaite dés qu’il existe (f,g) € (Rx0)!"7 tel que

1
(L + fi)ier, (gj Tl 1)@) (2.5.6)

est pux-convergent et

2 <|J|;—1 - gj) G = Dhov = Y_ fiFi € Cen(X) \ {0}, (2.5.7)

J

Remarque 2.28. — Supposons que l'intersection des {¥;};c.s est non vide. D’apres
la remarque 2.11, ’hypotheése 2.26 est alors satisfaite des qu’on a
1
N 1%}% — Dhot € Cer(X) \ {0} (2.5.8)

Proposition 2.29. — Soit jo,j1 € J tel qu’on ait

gjo + g]& - @tot € Ceff(X) \ {0} (259)
On suppose que les hypothése 2.18 et 2.26 sont satisfaites. Alors la série Zewr .2 jo.5
est g~ L-controlée a l'ordre rg(Pic(X)) — 1.

Démonstration. — En effet, sous hypothese 2.18, le résultat est vérifié pour la série
(2.5.5) (qui coincide & une constante preés avec Zerr 1,4,,5,) €t sous Uhypotheése 2.26 il
Pest pour la série (2.5.5). O

Afin d’appliquer les propositions 2.25 et 2.29, nous aurons besoin de I’hypothése
suivante.



22 DAVID BOURQUI

Hypothése 2.30. — Il existe une numérotation de J telle qu’on ait
V1< < |J| -1, %j + ngrl — Dior € Ceff(X) \ {0} (2510)

2.6. Les termes Zg, avec K # J. —

Proposition 2.31. — Soit K C J avec K # J. On suppose que Uhypothése 2.26 est
satisfaite. Alors la série Z est ¢~ '-controlée a lordre rg(Pic(X)) — 1.

Démonstration. — Si K' C K, il est immédiat que la série Zx/ est majorée par Z.
Il suffit donc de traiter le cas ou K est égal & J\ {jo}. La série considérée s’écrit pour
mémoire

> lux ()] > N\ o) (D, €) ¢ =) (2.6.1)
€€ Diver (€)Y YEPIC(X) Y NClogp (X)V
(y,9;)>deg(S;), Jje€J
(y, Fi)>deg(Fi), i€l
fDEDiVeH(%)I
deg(D)=((y , Fi)—deg(F:))

D’apres la proposition 2.7, cette série est majorée a une constante pres par

(1*\-1\%1)( > (y . 9;)—deg(5;))

Z lux (€)] Z q #io 8y —H#x)

E€Diver(¥)1V7 yEPic(X)VNCog(X)Y
(y,9;)>deg(S;), jeJ
(y, Fi)>deg(Fi), i€l
fDGDiVeH(Cg)I
deg(D)=((y , i) —deg(F:))

(2.6.2)
et donc par la série (2.5.4), pour laquelle le résultat est vérifié sous ’hypothese 2.26.
O

3. Construction d’une famille de quadrique intrinséques et
démonstration du résultat principal

Le but de cette section est de construire une famille de variétés justiciables de
I’application de la méthode décrite dans la section précédente.

3.1. Une famille d’éventails projectifs et lisses. — Soit Z un ensemble fini de
cardinal supérieur & 3 et K un Z-module libre de base ({.%;}icz, %0). Pour i € Z,
onpose 4, & —Z, + Fo + > jer Fj- Soit m Z(@x{12HU{0} 5 M le morphisme qui
envoie e; 1 sur .%;, e; 2 sur % et eg sur .#,. On considere la suite exacte de Z-modules
libres de rang fini

0— M 5 z@E 2D T i 0 (3.1.1)

et la suite exacte duale

0 KV - Z@x{1200(0} 5 v g (3.1.2)
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Pour i € T soit g; = 1Y(

ei2). Ainsi {g;}iez est une base de M. On note {x;}ier

sa base duale. On note également h = V(ey) = — > ez 9i et, pour tout i € Z,
dsf

fi =V (ei1) = h+ gi.

Proposition 3.1. — Auzx automorphismes induits par les permutations des éléments

de la base {g;} pres, il exviste un unique éventail simplicial de M dont I’ensemble des

générateurs des rayons est {h} U{fi}iez U{gi}ticz. Cet éventail est projectif et lisse.

Si n est le cardinal de Z, cet éventail sera noté X,. On utilisera dans ce qui suit le
lemme élémentaire suivant :

Lemme 8.2. — Soit T1,Zo C Z. Alors le rang de la famille {(gi)iez,, (fi)icz,} est
|Zy UZs| siTh NIy = & et 14 |71 UZLy| sinon. En particulier cette famille est libre si
et seulement si on a |Zy NZz| =0 ou 1.

Pour toute partie A, on note C(A) le céne engendré par cette partie. Soit C &
dét

C({gi}ier) = Niez{xi > 0} et, pour i € Z, €; = C ({h} U {f;},-:). On vérifie aussitot
que ces cones sont simpliciaux et qu’on a, pour ¢ € Z,

Ci={> 2 <(n—Da;} N[ {a; >} (3.1.3)

j#i j#i
Pour J & Z, on pose €z Le ({9, fiYicr)-
Proposition 3.3. — 1. Soiti€Z. Ona
Crvgy = {: <O} {D _2; > (n—2ai} N[ {a; > i} (3.1.4)
J#i J#i

2. Soit J G I. Les faces de Cy sont les cones Cx, C({gi}iex) et C({fi}iex), pour
K décrivant les parties de T .

3. Soit J ST et{l,....|T|} = T une numérotation de J (en d’autres termes un
ordre total < sur J ). Alors la famille
déf
y—< = {e ({fiu ERE fikagikagik+1’ < G g })}1<k<|7| (315)

est lensemble des cones mazimauzr d’une subdivision simpliciale .- de Cz.
L’application <— S~ est une bijection de l’ensemble des ordres totaux sur J
sur l’ensemble des subdivisions simpliciales de C.

4. Soit J ; I, K CJ, < un ordre total sur J et <, lordre induit sur K. Alors
la subdivision simpliciale induite par < sur Cx est y<\;<'

5. La famille {C}U{Cx\ 14y, C; biex est l'ensemble des cones mazimauz d’un éventail
Y de MV, qui est I’éventail complet minimal dont un ensemble de générateurs
des rayons est {h} U {g, fiticz-

6. Soit < un ordre total sur Z. La famille de cones {C}U{C;}iez U 'Uzy‘ﬂz\{-}
1€ °

l’ensemble des comes mazimauz d’un éventail simplicial ¥ de MY, qui raffine

est

Y. L’application <— ¥ est une bijection de l’ensemble des ordres totaur sur
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T sur l’ensemble des subdivisions simpliciales de 3. Pour tout ordre total < sur
Z, l'éventail ¥ est projectif et lisse.

Démonstration. — On vérifie aussitot I'inclusion

Crvgy C ) oy < (n— D} 0 ({zy > ). (3.1.6)
i i
Réciproquement, soit  un élément du céne de droite. Il existe alors un k # ¢ tel qu’on
ait xp > Z—j:ci, et on a

n—2 T

v=(on———7wi ) o+ _Z_(fﬂj —i) g~y _Z_fj € C({g;, fi}izi) - (3.1.7)
J#k,i J#k,i

Le point 1 est donc démontré.
On constate aussitot les égalités

Cz\iy N{wi = 0} = C({g;}i) (3.1.8)

Crvgy N{D w5 = (n— Dai} = C({f3}1) (3.1.9)
J#i

et Crypy N{zn =i} = C ({95, filigrim) - (3.1.10)

Ces coOnes étant de dimension |Z| — 1 (les deux premiers sont simplicaux, pour le
dernier cela découle du lemme 3.2), on obtient ainsi, toujours d’apres le lemme 3.2,
toutes les facettes de Cz\ ;). Le point 2 en découle en utilisant une récurrence sur le
cardinal de 7.

Soit J & Z. Supposons d’abord que J = {k,{} avec k # {. D’aprés le point
2 les facettes de Cy sont alors C({gx,g¢}), € ({fk, fe}), C({fx,9x}) et C({ge, fe}).
Compte tenu du lemme 3.2, on en déduit aussitot I’assertion dans ce cas-la. Passons
au cas général. Soit . une subdivision simpliciale de € 7. D’apres le lemme 3.2, tout
cone maximal de .7 s’écrit € ({ fx, getres tes) avec J1 U Jo = T et |[J1 N Ta| = 1.
Comme € ({g;}ics) est une face de Cz, c’est également une face d’un céne maximal
de .. Un tel cone s’écrit nécessairement C ({g; }ic7 U {fi,}) pour un certain ig € J.
Supposons avoir construit r éléments ig, i1, ..., de J tels que . contienne les cones
e ({fio,fil, ooy Jirs Gin Y UAGi e\ fio.., ik}) pour 1 <k <r. Sionar<|Z|,le cone

C ({fim f’ha ) firagir} U {gi}iej\{io,...,ik}) (3111)

a pour face € ({fio, o fibu {gi}‘y\{imm,”}), laquelle n’est incluse dans aucune des
faces de Cz. Il existe donc un autre cone maximal de . ayant pour face le cone
(3.1.11). Un tel cone maximal s’écrit donc soit

C ({fis -+ firr i} U{gitica\fio....ir) (3.1.12)

pour un k € J \ {io,..., i}, soit
¢ ({fioa oo Ji Y Udgitien Gios.niny U {gk}) (3.1.13)
pour un k € J\ {ig,...,ir}. Mais cette derniére possibilité est exclue, car elle entrai-

nerait que les cones C ({gx, fx, fi, }) et C({9gi,, fx, fi,}) sont deux cones d’'une méme
subdivision simpliciale de € ({gx, ¢i,, fx, fi.}), ce qui contredirait le résultat dans le
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cas |J| = 2. De proche en proche, on construit donc une numérotation io, ..., 47 de
J telle que les cones
{e ({fioa fiu v 7fikagikagik+1a s ’gi‘f]‘})}lgkg\j\ (3114)

sont des cones maximaux de .. Supposons que ¥ contienne un céne maximal qui
n’est pas dans cette liste : il existe alors 1 < ¢ < k < n tel que ce cone ait pour face
C{fi., 9,9, })- Alors les comes C ({fi,, gi.» gi, }) et C({fi,, Gi,» gi\, }) sont deux cones
d’une méme subdivision simpliciale de C ({fi,, fi, 9i., 9i, }) : contradiction. Compte
tenu du fait qu’il existe au moins une subdivision simpliciale de Cx et de la symétrie
du probleme, le point 3 est démontré. Le point 4 est alors immédiat.

Démontrons le point 5. Montrons d’abord que les cones considérés recouvrent MV ®
R. Soit z € MV ®R. Soit i tel que z; = Min ez (z;). Sionaz; > 0, z est dans €. Sinon,
d’apres (3.1.3) et le point 1, x est dans Cr\ (3 ou C; selon le signede >, ; zj—(n—1)x;.

Par ailleurs, pour tout i dans Z, 'hyperplan {z; = 0} sépare C et Cz\ ;3 d'une part,
C et C; d’autre part. Pour 4, k éléments distincts de Z, hyperplan {x; = 1} sépare
respectivement Cr\ ;3 et Cz\(x}, Ci et Ck, C1\ 4y et Cx. Enfin pour ¢ € Z, 'hyperplan
{2 2 = (n—1)x;} sépare Cr\ ;) et C;. Ceci acheve la démonstration du point 5. Le

J#i

point 6 découle alors des points 3 et 4, exception faite de la lissité de ’éventail ¥
qui se vérifie aussitot et de sa projectivité. Il suffit de montrer cette derniére propriété
pour un ordre total Z = {1,...,n}, ot n est le cardinal de Z. On considére les cones
réguliers de K obtenus par dualité de Gale (cf. [BHO4, Section 3]) & partir des cones
maximaux de X :

€Y e({Fiier, Fo) (3.1.15)

CY¥e(4}erUF)) i€l (3.1.16)

et ei,j &« C ({g&\i}lgkgil U {gk}zdrlgkgn U {jj,gj, jo}) LWiEL i#£j (3.1.17)

kA k]
D’apres [BHO04, Corollary 9.3], pour montrer que X« est projectif, il suffit de montrer
que les intérieurs relatifs de ces cones ont une intersection non vide. On détermine
facilement les équations des intérieurs relatifs de ces cones :

intrel(€) = N {y; > 0} (3.1.18)

0<i<n

intrel(€;) = { Y ;> (= Do} (Y D2 w5 > (=2} () 1 {y; <=2}
1<G<n 1<ign P
j#i

(3.1.19)

ot ntrel(€i) =, 0 s <m0 >

ko ey

(Wn—2-d)gi< D wd(Wn—1-Dyi<yi+ D w} (3.120)
i+1<k<n i+1<k<n
ey ey
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Soit yo > 0 et € > 0. Pour 1 < i < n, posons y; et "T_l Yo+ (n—1i)e. Alors pour € > 0

assez petit on vérifie que (yo,y1, .- .,Yn) est bien dans l'intersection de ces intérieurs
relatifs. 0O
3.2. Construction de variétés d’anneau de Cox donné. — Nous rappelons

dans cette sous-section un résultat de larticle [BHO7], dont nous suivrons autant
que faire se peut les notations. Soit £ un corps, J un ensemble fini non vide et R
un quotient de anneau de polynomes kfu;];c3. On suppose qu'on a R* = k™, que
R est factoriel, fidéelement graduée par un Z-module libre de rang fini K, et que les
images u; des u; dans R sont des éléments K-homogénes premiers non deux a deux
associés. On note § = {@i}ies. L'application (e;) — deg(w;) induit une suite exacte
de Z-modules libres de rang fini

0—-MHZ° 5K —0. (3.2.1)

On note v le cone R;O et, pour J C J, v3 la face de v engendrée par les {e;}icy;
on identifiera dans la suite ’ensemble des faces du cone v a ’ensemble des parties
de 3. Ainsi (Z° 5 K,v) est le cone projeté associé au systeme de générateurs §
(au sens de [BHO7, p.1212]). On suppose qu’il existe un éventail ¥ de MY projectif
et lisse dont les rayons sont les (¥ (e}). Soit Py ensemble des parties maximales J
de J telles que ¢Y(},c5 Rxoe) est un cone maximal de ¥. L'ensemble {J\ J}jepy
forme alors la collection couvrante Cov(Oyx) d’une grappe ©x dans le cone projeté
(z° 5 K, R;O), au sens de [BHO7, p. 1209]. La grappe ©Ox; elle-méme est I'ensemble
des cones minimaux parmi les {7(73)}3ecov(oy). L'ensemble Rlv(Ox) est 'ensemble
des parties de J contenant un élément de Cov(Oyx). Ainsi Oy est aussi 'ensemble des
cones minimaux parmi les {7(v3)}3eriv(oy)-

Pour J C J, on pose A L) eA?, w#0sicet2(I)E A3NSpec(R).
Une partie J de J est par définition une F-face si Z(3J) est non vide. L’ensemble des
éléments de Rlv(Oyx) qui sont des F-face est Pensemble Rlv(®z ) des parties per-
tinentes d’une §-grappe ®z y dans le cone projeté associé a § étendue par Oy (au
sens de [BHO7, Definition 2.3 et Definition 3.3]). La F-grappe @z 5 elle-méme est
'ensemble des cones minimaux parmi les {7(v3)}3eRiv(@;.y)- L'ensemble Cov(®z x)
est ’ensemble des parties minimales de Rlv(®z x). Ainsi la §-grappe @z 5 est 'en-
semble des cones minimaux parmi les {7(v3)}3ca; - On notera qu'on a trivialement
Cov(0yx) C Rlv(®z x). On pose alors

5% U 2= U Z(@)cA” (3.2.2)
JERIV(®5 x) JERIV(Oyx)
Théoréme 3.4 (Berchtold-Hausen). — On conserve les hypothéses et notations
précédentes. On suppose que X&g est lisse. Il existe alors une variété Xz s projective
et lisse, un isomorphisme Pic(Xz x) — K et un isomorphisme Cox(Xz ) — R com-
patibles auz graduations de Cox(Xg,x) et R par Pic(Xzx) et K, respectivement. La
variété Xz s s’obtient comme le quotient géométrique de X&g sous l'action naturelle
du tore Hom(K, G,,).

Ceci découle de [BHO7, Proposition 3.2, Theorem 4.2 et Proposition 5.6].
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Remarque 3.5. — On conserve les notations précédentes. Pour ¢ € 7, soit &; le
diviseur de Xz 5; donné par ’annulation de la section u;. Les relations d’incidence des
diviseurs &; se retrouvent aisément & partir des données ci-dessus. Plus précisément,
pour toute partie J de J, on a N;ey &; # @ si et seulement si il existe un élément de
Rlv(®z,x) disjoint de J si et seulement si il existe J C R tel ¥ (3_,c s Rx>o€;) est un
cone maximal de ¥ et il existe (u;) € Spec(R) tel que u; = 0 pour i € J et Higéﬁ u; # 0

3.3. Le résultat principal. — On conserve les notations de la sous-section 3.2.
Soit n > 3 un entier et soit R, o« kl{si, ti 1<i<n, So)/ Zlgign s; t;. Soit §,, 'ensemble
des images des éléments s, {s;, t; }1<i<n dans R,. Soit K, le Z-module libre de base
({Z:i}o<ign) On définit une K-graduation fidéle sur R en posant deg(so) = o et,
pour 1 < i < n, deg(s;) = % et deg(t;) = % « —F; + %+ Zlgjgn F;. Soit X,
la variété Xz, s, ou X, est I’éventail de la proposition On vérifie aisément a partir
de la description de X, et de I’équation définissant R, que la variété Xgmzn est
lisse. D’apres le théoreme 3.4, X,, est une variété projective et lisse d’anneau de Cox
isomorphe & R,, et de groupe de Picard isomorphe a K, tel que le diviseur de s; est
Z; et le diviseur de t; est ¢;. On notera que X, est de dimension n — 1.

Remarque 3.6. — On vérifie aisément, a partir de la remarque 3.5 que I'intersection
Nigi<n® est non vide et que lintersection Nigi<n % NY; est vide.

Remarque 3.7. D’apres [Has04], X3 est isomorphe au plan projectif éclaté en
trois points alignés, et est donc une compactification équivariante de I'espace affine
G2. Plus généralement, X,, est une compactification équivariante de G*~! : munissons
en effet P~ de coordonnées homogenes (zg : ... : x,_1) et de I'action algébrique
de Gn~! qui est I'action par translation sur {zg # 0} = GI7! et est triviale sur
{zg = 0} ; on vérifie aisément que le morphisme

(505 s Smotrseostn) = ([ sivsitas. .. sntn) (3.3.1)
0<ign

induit par passage au quotient un morphisme 7, : X,, — P"~! (qui n’est autre que le
morphisme défini par la base {[[o<;<,, SisS1t15- -+, Sn—1tn—1} de Ox, (Fo+---+Fp))
et que 7, induit un isomorphisme de X,, \ Upgign % sur {xg # 0} ; par ailleurs on
vérifie que le morphisme

()\1,...,)\n_l)(SQ,...,Sn,tl,...,tn)
'_>(SOa-"a5n7t1+/\1H5i;-~-;tn71+/\n71 H Sistn — (A1 4+ Apo1) HSz)

i#1 i#En—1 i#En
(3.3.2)

induit une action de G"~! sur X,,, pour laquelle le morphisme m,, est équivariant.

Théoréeme 3.8. — On conserve les notations précédentes. Soit n = 3. Soit
ZX, —Hx, Xnol(t) la fonction zéta des hauteurs anticanonique associée d l'ouvert
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déf , .
Xn,0 = X5 \ Uogicn Zi Uigisn 9. Alors la série

ZxX,—Hx, Xno(t) —7(Xn) Z (qt) ¥ =) (3.3.3)

YECer (Xn )Y NPic(Xy )Y

est g~ L-controlée a l'ordre rg(Pic(X,,)) — 1.

Démonstration. — On veut appliquer le théoréme 2.2. Remarquons que Ceg(X,,) est
simplicial, engendré par la base {.%; }ogign. Pour 1 <i<n—1,ona
G+~ Dor = Y, Fi€Ca(Xn)\ {0} (3.3.4)
0gsn
j&{ii+1}

et donc 'hypothese 2.30 vaut. Par ailleurs on a

1 n 1
Z Y — Drot = myo-i— Z Fi— Z Fi = myo € Cerr(Xn) \ {0}.

n—1
1<ign 1<ign 0<i<n

(3.3.5)
D’apres la remarque 2.28 et le fait que l'intersection des diviseurs {¥; }1<i<n est non
vide, 'hypothese 2.26 est donc satisfaite.
Montrons a présent que 'hypothese 2.18 est vérifiée. En reprenant les notations de
la sous-section 2.4.1, on a ici

Inf (di+fi+gi)
Fpe(t)= > pise te. (3.3.6)
deNn+1

D’apres [Bou09, Proposition 3.2], on a

1- I &

~ 1<i<n ~ G,e(t)

Foo=—-S" ot F,o=—2°"7 _ 3.3.7

PP =p T1 PE1=p 1 (3.3.7)
1<ign 1<ign

ott Gye(t) = > Qe.alp)t? est un polynome en ¢ avec la propriété que le degré de
Qe,a(p) est majoré par Min(d; + f; + g;). On en déduit en particulier que 'hypothése
2.13 est satisfaite.

D’aprés le lemme 3.9 ci-dessous, on a pour tout e = (f,g) € {0,1}2"+! et tout d
la majoration

Min(d; + fi + g:) < |d| + Min(fi + g;). (3.3.8)
D’apres la remarque 2.19, il suffit pour vérifier I'hypothese 2.18 de montrer que si
e € {0,1}*"*! est non nul et tel que u% (e) est non nul alors on a

Min (fi+g:) = Y (fi+g:) = fo < —2. (3.3.9)

1<i<n
U 1<i<n

Mais comme on a n > 3, (3.3.9) est vérifiée sauf dans la situation suivante : tous les
fi + gi sont nuls (et dans ce cas fop = 1) sauf peut-étre un qui vaut 1 (et dans ce cas
fo = 0). D’apres la proposition 1.5, cette situation entraine que ;Lg(n(f,g) est nul.
Ainsi 'hypothese 2.18 est vérifiée.
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Montrons finalement que I’hypotheése 2.21 est vérifiée. Pour (f,g) € {0,1}2"+!
posons, comme dans [Bou09],

- Z fi— Z gi
factx, o(f,9) = ¢ =" 5 Fypolart)
_ Z d;
:(1—qv—1)nqv—fo Z qg/ﬁn(di)qvlsign . (3.3.10)

deN”
diz fi+g:
K59 () ogicn, (Yi)i<icn € K2"TY Vi, 2 =0si fy=1lety; =0 si g =1},
(3.3.11)
e (@) wa) € 19, 3 cicnwiyi =0}
et densx, »(f,9) = . (3.3.12)

2
;"

D’aprés [Bou09, Lemme 1.25], pour montrer que 'hypothése 2.21 est vérifiée, il suffit
de montrer la relation

o k(.9 factx, o(fie) = > pX,(f,9) densx, o(f,9).
(f.g)e{0,1}2n+1 (f.g)e{0,1}2n+1
(3.3.13)

Pour fy € {0,1}, on a d’aprés la remarque 3.6 et la proposition 1.5 la relation

>k, (fo, £.9) =0. (3.3.14)
(f.g)e{0,1}2n

Pour montrer la relation (3.3.13), il suffit donc de montrer pour tout (f,g) € {0,1}%"
et tout fo € {0,1} la relation

faCtXn,'u(anflv"'vfnvg)7fa’CtXn,’U(f071;'"71517"'71>
= densx, +(fo, f1s-- - fn,g) —densx, »(fo,1,...,1,1,...,1) (3.3.15)

et pour montrer cette derniere relation il suffit par symétrie de montrer qu’on a

faCtXn,'u(anOv.an .. '7fnag) - faCtXn,v(fm 1; f2 .. -7fn;g)
= denSXn,v(f07Oa f25 ceey fnvg) - denSXn,v(an 17f2 ceey fnag> (3316)

Supposons g; = 0. Alors le membre de gauche de (3.3.16) vaut

- Z d; —fo— Z fitgi
(1—g, ") g, P > @ 5 =g T (3.3.17)

deN" 1
d;i 2 fi+gi, 2<i<n
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tandis que le membre de droite vaut

G120 (,y € KO Omen) 3 20, = 0] (33.15)
= qvlffo%n (qs — 1) ‘,{7(1)‘2 ----- fn)s(g25e-59n) (3.3.19)

> (=fitl-g)
=q, PO (g - 1) gt (3.3.20)

d’ou 'égalité dans ce cas-la.

Supposons a présent qu'on a g1 = 1. On peut également supposer qu’on a, pour
un certain entier 2 < k< n, fi+¢g; =>1pour2<i<ket fj+g;=0pouri>k+1.
Commengons par la remarque suivante : posons pour n > 1

Nolgo) & {21, @y 1, -y Yn) € K2, Z ziy; =0} (3.3.21)
1<i<n

On vérifie aussitot la relation
Nu(qw) = qo Nn—1(q0) + (g0 — 1) g2 "2 (3.3.22)

qui entraine par une récurrence immédiate ’égalité

—2n+1
in(1,m;) ,~ i 4y
S qinngy 2 = N (g, (3:3.23)
deNn (1 — Qv )
Le membre de gauche de (3.3.16) vaut alors
_ Z d;
(I—g, g, o7t Y ginhdnd g s (3.3.24)
(da,...,dn)EN"1
diz fitgi
—fo—1— Z (fi+gi) - E d;
= (1 _ qU*l)nka @ 2<i<k Z qi\/[in(l,dk+1 ..... dn) 0 k+1<i<n
(dis1yeeerdn ) ENTTF
(3.3.25)
—2(n—k)—fo— Z (fi+g:)
=(1-9"qw s No—i(qv) (3.3.26)
et le membre de droite
g2 [, yy) € (O fr)a(Lgzgn) gy £ ), Z ziy; = 0}
k+1<i<n
Z (I—fit1—g:)
=gy P2 (g — 1) g~ Non(g) (3.3.27)

d’otu ’égalité dans ce cas également.
Ceci acheve la démonstration du fait que 'hypothese 2.21 est vérifiée pour la variété
X, et donc la démonstration du théoréme 3.8. O
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Lemme 3.9. — Soitn > 2 un entier et v € N™. On a pour tout d € N™ la majora-
tion

Min(d; + v;) < |d| + Min(v;). (3.3.28)
Démonstration. — On se ramene aussitdt au cas ot Min(r;) =0, n =2, et dqy + 11 =
Min(d; + v;). Si v1 = 0 la majoration est évidemment vérifée. Sinon on a v = 0 et
dy > d1 + 11 et 1a encore la majoration est vérifiée. O

4. Application a une surface de del Pezzo généralisée

4.1. Une variante de la méthode précédente. — On considére a présent une
légere variante de la situation considérée dans la section 2, en supposant cette fois
qu’on a un isomorphisme

COX(X) L> k/’[(si)iej,(tj)jej]/F(Si,fj) (4.1.1)

ou F est Pic(X)-homogene de degré %ot et s'écrit
F = t?o H S?i’jo + Z t; H S?i’j, bi,; € N. (4.1.2)

icl je€I\{jo} i€l

Par souci de simplification, on supposera en outre qu’on a J = {1,2,3} (en d’autres
termes que X est une surface). On choisira jo = 1. On reprend alors la stratégie
développée dans la section 2 pour aboutir au résultat suivant, que nous appliquerons
ensuite a une surface de del Pezzo généralisée issue de la liste établie par Derenthal
dans [Der06].

Théoréeme 4.1. — On conserve les notations et hypothéses précédentes. On suppose
que les hypothéses 4.5 ci-dessous sont satisfaites. Alors la série
Zx,~ox X (1) = 7(X) > (qt) ¥~ (4.1.3)

y€Ce(X)VNPic(X)V

est g~ L-controlée a l'ordre rg(Pic(X)) — 1.

Corollaire 4.2. — On suppose que X est la désingularisation minimale de la surface
de del Pezzo singuliére de degré 6 (respectivement 5) avec une singularité de type As
(respectivement de type As). Alors X vérifie la conclusion du théoréme ci-dessus.

La démonstration du théoréme 4.1 est tres similaire a celle du théoréme 2.2 dévelop-
pée dans la section 2. Nous nous contentons d’indiquer succinctement les modifications
nécessaires. Le lemme de comptage de sections globales (proposition 2.6) est remplacé
par la proposition 4.3 ci-dessous. On déduit de cette nouvelle version la proposition
4.4, qui remplace la proposition 2.7. Compte tenu de cette nouvelle proposition, la



32 DAVID BOURQUI

série génératrice F),  définie par (2.4.3) s’écrit & présent

Fpe(t)
ast Inf (gj+) . bij(ditfi))=[3 Inf (gj+) bij(dit+fi))—3% Ir}fz(sj9j+zibi,j(di+fim d

= pPIss 2<5<3 1< te,
deN!
(4.1.4)
olle; = 2,69 =e3 =1, et, pour z € R, [2] désigne le plus petit entier supérieur a
2. On aboutit alors naturellement & de nouvelles hypothéses suffisantes (hypothéses
4.5) pour mener & bien la méthode dans ce nouveau cadre.

Pour D € Diveg (%) ® R on note [D] « > o lv(D)] v. Par une démarche semblable
a celle utilisée dans la démonstration de la proposition 2.6, on aboutit au résultat
suivant.

Proposition 4.3. — Soient H, Hy, Ha, Hs, H, Hy et Hy des diviseurs de € tels que
les diviseurs H, Hq + 2H] et H; + i]-(; pour j = 2,3 sont deux d deux linéairement
équivalents. Pour j € {1,2,3}, soit s; une section globale non nulle de Ox(H;). On
fize des isomorphismes

(00 S Oe(I 1250), 000 S 0e(9+9¢), je(23)  (415)
ce qui permet pour j € {2,3} de définir Uapplication
Parfsitacne, P H(€,00(30) x [ HUE, 0¢(36,)) — H(, 05(30) (4.1.6)

2<k<

qui @ (t1, {tr }o<k<;) associe t3 s1 + > o<k th Sk- On note

déf _
ASlq{Sk}zgkgj = Iqu Sosllv{Sk}nggj ({0}) . (4.1.7)
1. On a la majoration
1 1
Ag 5, <1+ 3 deg(H)) + 3 deg(F5). (4.1.8)

2. La quantité A, s, s, est majorée soit par
1 + deg(H7), (4.1.9)

soit par

24 ) deg(3(}) — deg(H) + deg(Inf(div(sz), div(ss)))

173
—deg (f% Inf(div(ssz),div(ss)) — %Inf(div(sl), div(32),div(53))]) . (4.1.10)

3. On suppose qu’on a

deg(H,) + deg(H5) > deg(H) — deg(Inf(div(sy), div(ss))) +2g, —1  (4.1.11)
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et

deg(H}) > deg ((% Inf(div(ssz),div(s3)) — %Inf(div(sl),div(SQ), div(@,)ﬂ) +2g,—1.

(4.1.12)
Notons que ceci est en particulier vérifié si l'on a
deg(H5) + deg () — deg(H) > 2g, — 1 (4.1.13)
/! 1 /! 1 !
et deg(H)) + 3 deg(Hs5) + 3 deg(H5) — deg(H) > 2g, — 1. (4.1.14)

Alors A, sy,55) vaUt

2(1—g,)+ Z deg(H;) — deg(H) + deg(Inf(div(sz), div(s3)))

1<j<3

— deg ([% Inf(div(ssz),div(ss)) — %Inf(div(sl), div(52),div(53))]) . (4.1.15)

Proposition 4.4. — Soit & € Diveg(€)!V7, D € Diveg(€)! et y € Pic(X)V N
Cox(X)V tels que pour i € I on ait deg(D;) = (y, F;) — deg(F;).

1. Pour tout {i,j,k} ={1,2,3}, on a

1 1
log, N1230 (i} (D, €) <1+ 3 ((y, ¥;) — deg(G;)) + 5 ((y, k) — deg(Gr)). (4.1.16)

2. Posons g1 = 2 et &3 = £3 = 1. La quantité log, N1 2.3)(D, E) est majorée soit
par

L+ (y, %) — deg(S1), (4.1.17)

soit par

2+ <y7 > Y- 9tot> — ) deg(Sy) + deg(%g;ig(;bi,j(% +Di) +95))

1<5<3 1<5<3

1 1
— deg <(§21Df3(;bi,j(% +Di) +G5) — 5 Infg(;bi,j(fﬂ + D) + ¢ 9;‘)1) :

<< 21<5<
(4.1.18)
3. On suppose qu’on a
(Y, Y+ 93 — Dior) > deg(G2) + deg(93) +29, — 1 (4.1.19)

1 1 1 1
et <y, 4 + 5%2 =+ 5 gg — @tot> > deg(91) + 5 deg(92) + 5 deg(93) + 29% — 1.
(4.1.20)
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Alors la quantité log, Ny 2 33(D, €) vaut

2(1—9%)+<y, > gj—%ot>— > deg(9j)+deg(2£?£3(zbi,j(5"i+9i)+9j))
SN der

j€{1,2,3} jef{1,2,3}

1 1
— deg <(§2g£3(;bi,j(% +Di) +G5) — 51&?23(;@4(% + D) + ¢ 9;‘)1) :
(4.1.21)

Compte tenu de cette proposition, des hypotheses suffisantes pour mener a bien la
méthode s’énoncent & présent ainsi.

Hypothéses 4.5. — 1. On a
Yo+ Y3 — Dot € Cog(X) \ {0} (4.1.22)
1 1
et 4 + 5 9 + 5 %3 — Dot € CEH(X) \ {0} (4123)

2. Pour {i,j,k} ={1,2,3}, la série Z(% 9 + %%j, (0, %, %) (cf. Uénoncé du lemme
2.10) est ¢~ t-controlée a lordre rg(Pic(X)) — 1.
3. La série Z(%,(1,0,0)) est g~ t-contrélée a l’ordre rg(Pic(X)) — 1.
4. L’analogue des hypothéses 2.18 et 2.21 pour la nouvelle forme (4.1.4) de F),
est vETifié.
Bien entendu, le point 2 sert a contrdler les termes d’erreur issus de la majoration
(4.1.17) et le point 3 ceux issus de la majoration (4.1.16).
Remarque 4.6. — On suppose que I'intersection 4 N% N¥Y; est non vide. On déduit
alors de la remarque (2.11) les faits suivants :

1. on suppose que pour {4, j, k} = {1, 2,3} il existe € > 0 tel qu’on ait
(1—5)%+%gj+%g]¢_@tot e Ca(X)\ {0} ; (4.1.24)
alors le point 2 des hypotheses 4.5 est vérifié;
2. on suppose qu’il existe € > 0 tel qu’on ait
(1-e)%+(1—¢e)¥9% — Dot € Coa(X)\ {0} ; (4.1.25)
alors le point 3 des hypothéses 4.5 est vérifié.

Remarque 4.7. — 1l est possible, a tres peu de frais, d’améliorer tres légerement
la proposition 4.3, ce qui conduit a affaiblir un peu les hypotheses ci-dessus. Une
remarque similaire vaut pour la proposition 2.6. Nous ne donnons pas ces énoncés
raffinés d’une part pour ne pas alourdir I’écriture, d’autre part car ils sont inutiles
pour les applications proposées. Par exemple, la condition (4.1.14) peut-étre affaiblie
en demandant seulement Pexistence d’'un « € [0, 1] vérifiant

deg(H)) + o deg(H,) + (1 — ) deg(H5) — deg(H) > 2g, — 1. (4.1.26)
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ce qui permet de remplacer la condition (4.1.23) par la condition affaiblie

da € [0, 1], G+ + (1 — a) b3 — Doy € Ceﬂ‘(X) \ {0} (4.1.27)

4.2. Vérification des hypothéses dans le cas ou X est la désingularisation
de la surface de del Pezzo singuliére de degré 6 avec singularité A;. —
D’apres [Der06], on se trouve dans le cas de figure considéré au début de la section
4. Plus précisément, on a alors un isomorphisme

Cox(X) — k[(si)o<i<s, (tj)1<j<3) /51 ] + sata + s3t3 (4.2.1)
et les relations
G = Fo+ Fo+ F3, (4.2.2)
Yy =2.F0+ F1 + Fo + 2 .F3, (4.2.3)
et Y3 = 2P0+ F1 + 2 F + Fs. (4.2.4)

Par ailleurs [Der06] décrit entiérement les relations d’incidence des diviseurs .%; et
¢;. En particulier on sait que I'intersection ¢4 N % N % est non vide.

La remarque 4.6 et un calcul immédiat montrent alors que les points 1, 2 et 3 des
hypotheses 4.5 sont vérifiées.

Montrons & présent que les hypotheses 2.18 et 2.21 sont vérifiées. On a ici

Fp,e(t) = GPy(flJrQ 917f2+g2,f3+93)(t) (425)

o, pour v € N3,

Gpu(t) def Z pMin(d2+u2,d3+V3)f[%(Min(d2+1/2,d3+U3)7Min(d1+u17d2+y2,d3+y3))'|td.
deN {0,1,2,3}

(4.2.6)

Comme on ’a signalé dans la remarque 2.23, la vérification des hypotheses 2.18

et 2.21 peut étre confiée a un logiciel de calcul formel. Nous expliquons cependant

ci-dessous comment I’hypothese 2.18 peut s’établir via un minimum de calcul. En ce

qui concerne ’hypothése 2.21, nous n’avons pas trouvé d’autre approche que le calcul
par force brute.

Proposition 4.8. — Posons
~ déf déf
Gow(t) = (1= pt5t3) (1= ptatats) [[ O—t)Gou® = D avalp)t®
0<i<3 deN{1.2:3}
(4.2.7)

Si 'une des conditions
d1 >5+|I/271/1|+|l/3*l/1| (428)
dg >7+|I/17V2|+|l/3*l/2| (429)
d3 >7+|l/1 —V3|+|V2—V3| (4210)

est satisfaite, ay a(p) est nul. En particulier, él,_,p(t) est un polynéome.
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Démonstration. — Pour d € N3, u € {0,1}3 et v € {0,1}? notons Z(d, u,~) la
condition

pit M <dy

3+ m+ 27 <ds
et

o(d, v, 7o) = Min(da + vs — iz, ds + v3 — 13)

1
- f§ (Min(da4va—pa, ds+vs—ps)—Min(dy+v1—pr, dotva—pa—2 s, ds+vs—pz—272))]
(4.2.12)

Un calcul élémentaire montre que le coefficient a, q4(p) vaut

3 (—1) 2T+ pi pe(dwmye) (4.2.13)

~v€{0,1}2, pe{0,1}*
P(d, )

Supposons qu'on ait dy = 5 + |va —v1| + |v1 — v3]. En particulier la condition
P(d, p,v) ne dépend plus de pq. Sion a en outre do > 4 et ds > 4, la condition
P(d, p,v) ne dépend plus de 71, et comme ¢ ne dépend pas non plus de 71,
Pexpression (4.2.13) montre aussitdt que a, q est nul. On peut donc supposer ds < 3.
Mais alors I’hypothése sur d; entraine aussitot qu’on a pour tout (u,~) € {0,1}°

di+v1 —p1 = do+ ve — o — 27. (4.2.14)

Ainsi o(d, v, p,72) ne dépend pas de 1, et Pexpression (4.2.13) montre aussitot que
ay.q4 est nul. Les autres cas se traitent de maniére similaire. |

D’apres (4.2.13) et (4.2.12), le degré en p de ay. 4(p) est majoré par Min(ve+ds, v3+
ds). Or, si (d1,da,ds) est non nul, on vérifie aussitdt que la majoration

Min(dg, dg) <di+dy+d3—1 (4215)
vaut sauf si on a
(dl, d27 d3) € {(05 0, 1)5 (07 1, 0)7 (Oa 1, 1)5 (17 0, 0)} (4216)

et dans ce cas expression (4.2.13) montre facilement que ag q est nul. Ainsi ’hypo-
these 2.13 est vérifiée.
Par ailleurs le lemme 3.9 montre qu’on a pour tout v et tout d la majoration

deg(a,,ﬁd(p)) g d1 + d2 + dg + Min(llg, 1/3). (4217)

Siv =(0,1,1), toujours d’apres (4.2.13) et (4.2.12), on a
1 1 1
deg(a(071,1)7d(p)) < 5 + 5 Min(dg, dg) + 5 Min(dl, d2 + 1, d3 + 1) (4218)

et donc la majoration ci-dessus peut-étre améliorée en

1
deg(a(071,1)7d(p)) § dl + dQ + d3 + 5 (4219)
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La remarque 2.19 et (4.2.17) montrent qu’il suffit pour vérifier 'hypothese 2.18
d’établir que si e € {0,1}7 est non nul et tel que u% (€) est non nul on a

~ 3 4= 3 St min(fa+ga fa+gs) < L. (4.2.20)

1<5<3 0<i<3

On vérifie aussitdt que ceci vaut sauf dans le cas ou (fo, f1,91) = (0,0,0) et (f2 +
92, f3 +g3) = (1,1). Mais alors (4.2.19) montre qu’il suffit en fait d’avoir

- Z gj — Z fi+ % min(fo + g2, fs + g3) < —1. (4.2.21)

1<5<3 0<i<3
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