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Réduction de mode¢le en interaction fluide
structure via la décomposition orthogonale aux
valeurs propres

Aziz HAMDOUNI, Francisco CHINESTA et Erwan LIBERGE

4.1. Introduction

L’interét pour la réduction de modeles s’est accru ces dernieres années dans dif-
férentes disciplines. Ceci est dii essentiellement au fait que ces modeles sont plus
simples a utiliser pour des études paramétriques ou le contrdle actif, voir pour le cal-
cul en temps réel. Dans ce chapitre nous nous intéressons a la réduction de modéeles
en interaction fluide-structure. Par ce vocable, on entend la procédure qui consiste a
remplacer le mod¢le continue initial par un systeme d’équations différentielles ordi-
naires ou par un systeme d’équations lin€aires ou non linéaires a tres peu d’inconnues.
Ce nombre d’inconnues devra étre tres faible devant le nombre d’inconnues du sys-
téme d’équations obtenu par une discrétisation classique (éléments finis, différences
finies, volumes finies, méthodes spectrale, ...). La condition étant que ce systéme ré-
duit conserve approximativement des informations jugées importantes dans le modele
continue a une précision fixée. Typiquement, une information fondamentale que 1’on
souhaite conserver est 1’énergie de la solution du probléme continue. Formellement,
st la solution du probléme continue est un élément d’un espace vectoriel normé V,
que la discrétisation de ce probléme se fait via un espace vectoriel de dimension fi-
nie noté V,, de dimension n. La réduction du mode¢le consiste a projetter le probleme
continue ou le probléme discret sur un espace vectoriel Vi de dimension N << n
avec |[J(N) — J(n)|| < e, ou J est la grandeur que I’on souhaite conserver et ¢ est la



précision souhaitée.

Dans cette classe de méthodes de réduction de mode¢les, une technique s’est plus
particulierement popularisée ces dernieres années, ceci est dii aux succes qu’elle a
rencontré dans la modélisation de la turbulence, il s’agit de la décomposition ortho-
gonale aux valeurs propres (POD). Elle est utilisée dans des domaines aussi divers
que I’analyse de données, 1’aéroacoustique, le traitement d’image, la chimie, la mé-
canique des fluides et plus récemment en mécanique des structures. Son usage dans
le domaine de I’interaction fluide structure est en cours de développement. Tres peu
de travaux existent dans ce domaine. C’est pour cela que nous avons choisi de consa-
crer ce chapitre a la décomposition orthogonale aux valeurs propres afin de la diffuser
dans la communauté de I’interaction fluide-structure et montrer ses potentialités dans
ce domaine. Dans la suite nous traiterons plus particulierement de cette approche.
Nous commencerons par donner une présentation générale de la technique de décom-
position orthogonale aux valeurs propres. Nous présenterons d’abord les fondements
mathématiques de 1’approche. Nous donnerons ensuite la formulation discréte de la
POD, en particulier on introduira I’approche de réduction dite a priori qui consiste
a détreminer la base POD d’une maniere iterative. Quelques exemples de mise en
oeuvre de I’approche seront présentés a la fois pour des configurations simples et
pédagogique et pour des configuations d’écoulements complexes. Enfin, nous présen-
terons une formulation permettant d’adapter la base POD pour les problémes d’in-
teraction fluide-structure. En effet, I’extension de cette technique pour ces problemes
n’est pas immédiate : la base POD est déterminée dans un domaine spatial donné or
en interaction fluide-structure, les domaines définissant le fluide et la structures sont
mobile. Aussi, il est nécessaire d’associer la base POD a un domaine "virtuel" fixe
qu’il s’agit de déterminer. Une fois ce probléme résolu, il faudra résoudre la difficulté
liée a I’obtention d’un modele réduit global pour le systéme couplé. Ce qui réprésente
une grande difficulté, étant donné que les équations du fluide sont écrites en variables
euleriennes et celles du solide en variables lagrangiennes. Une formulation de type
ALE garderai la difficulté intacte. Nous montrerons dans cette derniére partie, qu’une
formulation de type domaine fictif permet de lever cette difficulté quand le solide est
rigide.

4.2. Présentation générale de la POD
4.2.1. Introduction

La POD fut introduite en mécanique des fluides par Lumley en 1967 [?] dans le
but d’identifier les structures cohérentes d’un €coulement turbulent. La POD vy est
appliquée par la méthode que 1’on appellera classique qui consiste a rechercher les
vecteurs propres d’un opérateur de corrélation spatial du champ de vitesse. Cependant
il faut attendre une approche de la POD par la méthode Snapshot [?] (cf section 4.2.4)



permettant de diminuer la taille du probléme a résoudre pour que la POD commence
a se développer en mécanique des fluides. Depuis les années 90, la POD a connu un
grand nombre d’applications en mécanique des fluides sur des problémes divers. On
se contentera d’en mentionner juste quelques unes ici, pour une bibliographie plus
complete on peut se référer a Berkooz et al. [?], Couplet [?], Holmes et al. [?], Solari
et al. [?] ou encore Allery [?], Allery et al. [?, ?].

Aubry et al. [?] appliquerent en premier un modele réduit POD pour 1’étude de
la couche limite turbulente. Ensuite, différentes configurations ont été étudiées, par
exemple I’étude du développement de la couche limite turbulente le long d’une plaque
plane ([?], [?]), écoulement en canal [?], [?], ou encore cavité entrainée [?]. La mé-
thode a connu aussi un développement tres important en a¢rodynamique pour I’étude
des ondes de chocs [?], [?]. On peut citer pour exemple de I’efficacité de la POD les
articles de Allery et al. [?, ?] qui I’appliquent a I’étude de 1’effet Coanda [?] et pour
construire un systeme dynamique d’ordre bas modélisant la dispersion de particules
dans une cavité ventilée [?]. Dans ces deux cas trés peu de modes sont nécessaires,
puisque dans le cas de I’¢tude de I’effet Coanda, 6 modes POD suffisent pour cap-
turer complétement la structure de 1’écoulement et construire un systéme dynamique
d’ordre bas qui reproduit bien le champ de vitesse. De méme dans le second article ou
seulement 4 modes sont utilisés.

4.2.2. Formulation de la POD continue

Nous allons formuler ici la construction de la base POD dans le cadre des fonctions
réelles déterministes. Méme si historiquement la méthode a été développée pour des
processus aléatoires. L’extension au cas des fonctions aléatoires a valeurs complexes
est aisée.

On considére un domaine spatial Q@ C R9, de dimensiond = 1,2 ou 3, (O, X1, X2,X3)
un repére orthonormé direct 1ié a €2, un intervalle de temps T C R, une variable d’es-
pace = € (2, et une variable temporelle ¢t € T. Soitv € L? (T; V), un champ de vitesse
de I’écoulement v (¢) € V), V étant un espace de Hilbert. Cherchons alors ® € V qui
approxime v au mieux en moyenne. Cela revient 8 maximiser la moyenne des projec-
tions de v (t) sur € V. Ainsi le probléme se formule de la maniere suivante :

Trouver ® € V* tel que :

= max

(@, ®) oev: (¢, 0)

Ou V* = W\ {0}, (e,e) désigne le produit scalaire de V et () un opérateur de
moyenne temporelle.

(v (1), 2)) (w(®),)) (4.1)

En notant

J(¢,0) = ((v(1),9)%) (4.2)



le probléme peut aussi s’écrire

® = argmax J (¢,v) sous la contrainte ||¢||* = 1 (4.3)
peV*

ou ||¢]| = 1 est la norme de ¢ dans V définie par ||$[|* = (¢, ¢).

Alors en effectuant un calcul de variation sous la contrainte || ®||> = 1, on obtient :
J\ € R (multiplicateur de Lagrange) tel que :

(v(t),®)(v(t),0P)) — A (P,00) =0 VéP €V (4.4)
Ce qui donne apres manipulations :
(v(t),P)v(t)) =P (4.5)
Ainsi ® est solution du probléme aux valeurs propres :
RO = A\ dans V (4.6)
Ou R est ’opérateur linéaire :

R: V — YV

b — RO= ((v(t),®)v (D) (4.7)

Propriétés de R

e R est autoadjoint, défini non négatif. En effet par un calcul immédiat on montre
que : V ¢ et ¢ deux éléments de }V on a :

(R, ¢0) = (Rab, )

et
(Re, ) = ((v(t), 9)*) > 0

e Les valeurs propres de R sont des réels positifs et si ®; et Po sont deux vecteurs
propres associés a deux valeurs propres différentes A\; et Ao alors :

(®1,P2) =0

C’est une conséquence immédiate de la premiére propriété.

Exemple : Si V = L2 (Q) alors :



R® (z) :%/T{[/Qv(y,t)q)(y)dy]v(x,t)}dt
~ [ [e@ovwnalondy

- [R@p ey
)

1
ouR (z,y) = T / v (x,t)v (y,t) dt est I’opérateur de corrélation spatiale.
T

SiR € L2 (Q x Q) alors

R est un opérateur de Hilbert-Schmidt !, en particulier R est compact 2

e Les théories spectrales permettent d’assurer I’existence d une suite de valeurs propres
positives, décroissante qui converge vers 0.

Ay ERT Ay >X0>...> )\, —0

et une suite de vecteurs propres associes, @1, - - - , ®,, orthogonale, formant une base
hilbertienne de L2,

On peut alors écrire

v(x,t) = Z ap (t) @1 (x) ausensde L2
k=1

ouag (t) = (v (e,t), Py) est appelé coefficient temporel.

1.Un opérateur 7" de V dans V est un opérateur de Hilbert-Schmidt ||7]2 =

1/2
(§:zwn%) .

neN
Pour (¢n), oy une base hilbertienne orthonormée de V. La définition ci-dessus est indépen-

dante de la base (¢n),,ccy

2. Un opérateur 1" est compact s’il transforme chaque partie bornée de V en une partie relati-
vement compacte de V ( 1.e dont ’adhérence est compacte). En particulier, on montre que les
opérateurs de Hilbert-Schmidt sont compacts. On sait alors que les opérateurs compacts ont un
spectre discret.



e [’extension a un champ de vecteur est immédiate. Dans ce cas les vecteurs propres
sont aussi des champs de vecteurs et on peut montrer que si v est un champ tel que
div v = 0 alors

div®,, =0 (4.8)

De méme la base POD respecte les conditions aux limites homogenes.

e L’erreur induite par la base tronquée a N modes correspond a la somme des va-
leurs propres des modes négligés :

N
(lo () =) ap () @xl?) Z A (4.9)
k=1

k=N+1

e Chaque valeur propre \; représente la part d’énergie capturée par chaque mode ®;.
Ce qui veut dire que si on tronque la base a N modes la décomposition

N
= a; (t) ®; (x) (4.10)
1=1

est optimale au sens énergétique. On ne peut pas obtenir une décomposition sur N
modes qui contienne plus d’énergie que la décomposition (4.10).

e En pratique, quelques dizaines de modes suffisent pour capturer la quasitotalité de
I’énergie.

La formulation continue permet d’introduire les théorémes et principales propriétés de
la POD. En pratique on utilise sa formulation discrete (qui est équivalente) que 1’on
introduit dans la section suivante.

4.2.3. Formulation de la POD discrete

On suppose connue 1’évolution d’un champ v (x,t). En pratique, ce champ est
défini sur les noeuds z; d’un maillage du domaine spatiale pour différents instants
t™ = mAt. Onnote n le nombre de noeuds du maillage, et M le nombre de clichés de
I’écoulement (¢ € [1,--- ,n] etm € [0,--- M]) et on introduit la notation suivante :
v(x,t™) = v™(x;) = vl (™). v"™ désigne le vecteur contenant le nombre de
degrés de liberté au temps ¢t". L’objectif de la décomposition orthogonal aux valeurs
propres est d’obtenir les structures ® () les plus typiques ou les plus caractéristiques
parmi ces v (x). La maximisation de :

m=M _i=n 9
> a@e ()
o=t =L (4.11)




est équivalente au probléme suivant :

K O (z;)v™ )(ZCI):UJ ]ﬂ_achxz O(z;); VO

(4.12)

Z{ '_ [ Y v (@i )u™ (xj)@(xj)}i)xz }—QZCI) )P (z;); VO  (4.13)

® étant le vecteur dont la 7™ composante est définie par ®(z;). L’équation (4.13) se
ramene alors au probléme aux valeurs propres (4.14), dont les vecteurs propres relatifs
aux plus grandes valeurs propres définissent les structures caractéristiques de v™ (),

chb=—ad & VP =cd=ad (4.14)
Ou la matrice de corrélation ¢ en deux points
m=M
= Z v (x)v" (x) & ¢ = Z v (vt (4.15)
m=1

est symétrique et définie non négative. Si on définit la matrice QQ contenant les gran-
deurs discretes du champ :

/Uil 'U% .« o e fUlP
/U% /Ug o o e U2P
Q= . . . . (4.16)
1 2 P
'UN fUN o o e fUN

on vérifie que la matrice c définie par I’équation (4.14) s’écrit :

c=Q Q7T (4.17)

4.2.4. Lasnapshot POD

Dans le cas de probleémes de grandes dimensions, la recherche des vecteurs propres
de I’opérateur R peut s’avérer coliteuse. En effet, on peut avoir a résoudre un probléme
de dimension 4n,, 1z, en 2D ou Ing, Ny, Ny, en 3D oung,, ng,, N, représentent le
nombre de noeuds du maillage selon les axes x3, xg et x3. La puissance d’un simple
ordinateur peut vite étre dépassée. Une technique alternative visant a réduire la taille
du probléme aux valeurs propres consiste a appliquer la snapshot POD introduite par
Sirovitch [ ?]. Cette technique est basée sur la recherche des modes les plus significatifs



de la POD, mais ces modes sont recherchés comme une combinaison linéaire des M
clichés qui ont été utilisée précédemment.

La méthode consiste a considérer que si avec M clichés de 1’écoulement , M <<
nn., ou n représente le nombre de noeuds et n. le nombre de composantes, I’écoule-
ment est correctement représenté, alors on cherche a résoudre non plus un probléme
de dimension nn. X nn. mais un probléme de dimension M x M.

Le principe est de chercher non plus directement la base composée des (®;) ,7 =

1,---,npg, mais de rechercher en premier lieu les coefficient A, 3k =1,--- , M tels
que :
M
by, (v) = Y Ajw (2, 1) (4.18)
i=1

En introduisant la décomposition (4.18) dans (4.6) on montre que 1I’on se ramene alors
au probléme suivant :

M

1 . .
> 7 (v (t:) L0 (t5)) AL = A\ AL pour i=1...M (4.19)
1=1

Ou )\, est la valeur propre associée au mode POD ®y,.

Ce probleme est alors de dimension nettement inférieure au probleme 4.6. Ensuite
la base POD est obtenue en calculant (4.18). Il n’y a pas vraiment de regle sur le
nombre de snapshots et I’espacement nécessaire entre chaque snapshot.

Le choix d’utiliser la méthode des snapshots ou la méthode que 1’on qualifiera de
classique dépend du type de données a traiter. Dans le cas de données expérimentales
type PIV la méthode classique est utilisée (pour exemple [?, ?, 2, ?]). Par contre dans
le cas de simulations numériques ou le maillage spatial est important et la taille de
I’échantillon temporelle limitée, la méthode des snapshots est préconisée.

Dans ce qui a été présenté ici on a considéré des processus aléatoire. Si le proces-
sus est stationnaire et ergodique 4, alors la présentation précédente de la POD reste
valable. Par contre, si le processus est instationnaire >, I’approche par Snapshot qui
utilise I’hypothese d’ergodicité n’est plus valable. Aussi, Aubry et al. [?] ont proposé
la décomposition Bi-orthogonale (BOD).

3. A = (A,];Aéw) e RM
4. Ou I’on peut confondre sa moyenne temporelle et sa moyenne statistique
5. Sa moyenne statistique dépend du temps



4.2.5. Ecriture d’un modele réduit ( a posteriori)

La construction d’un modele réduit consiste a résoudre en premier lieu le probléme
aux valeurs propres défini par I’équation (4.14). On sélectionne ensuite les NV vecteurs
propres ®;, k € [1,---, N] associés aux plus grandes valeurs propres, tel que le
rapport entre la plus grande valeur propre et la derniére retenue soit suffisamment
grand (10® dans notre cas). En pratique N est trés petit par rapport a n. L’objectif est
ensuite d’approximer la solution v () en utilisant ces IV vecteurs propres @, k €
[1,---, N]. On définit dans ce but la matrice B = [®; - - - ®,,]

gl(xﬂ $2(X1) in(xl)
B 1(:X2) 2(:X2) n(:x2) (4.20)
Di(xy) Dalxy) o Balxw)

On considére maintenant les équations du systéme linéaire résultant de la discréti-
sation semi-implicite de I’équation différentielle partielle parabolique du probléme :

G™ vyt = H™ (4.21)
En exprimant
v =3 ", (T = B¢ (4.22)
i=1
I’équation (4.21) se réécrit
Gm vt = H" = G™ B¢ = H™ (4.23)

et en multipliant les termes par B” on obtient

BTG™ B ¢"t! = BTH™ (4.24)

OuB7G™ B est de taille N x N au lieu de n x n. Quand N < n, comme c’est le cas
pour de nombreux mod¢les physiques, la résolution de I’équation (4.24) est préferrée
a cause de sa taille réduite.

Remarque 4.2.1 L’équation (4.24) peut aussi étre déduite en introduisant I’approxi-
mation (4.22) dans la formulation variationelle de Galerkin relative a I’équation aux
derivées partielles. Si les fonctions tests dans la formulation variationnelle de I’équa-
tion partielle parabolique sont approximées par la forme (4.22), alors I’égquation
(4.24) se trouve facilement. Cela fait I’objet de la section suivante.



4.2.6. Systemes dynamiques pour I’équation de Navier-Stokes obtenus a partir de
la formulation continue

La POD permet d’obtenir une base qui est optimale au sens de 1’énergie, c’est a
dire que les premiers vecteurs contiennent I’essentiel de 1’énergie (au sens statistique)
du champ étudié. On peut espérer qu'une projection de Galerkin des équations de
Navier-Stokes sur les NV premiers modes énergétiques permette d’obtenir un systeme
dynamique d’ordre bas reproduisant correctement le phénoméne étudié. La base étant
spatiale et donc fixe dans le temps, le résultat de la projection de Galerkin des équa-
tions de Navier-Stokes donne un systeéme d’€quation ordinaire en temps beaucoup plus
rapide a résoudre.

4.2.6.1. Systeme dynamique basé sur le champ de vitesse instantané

On considere le champ de vitesse fluide v projeté sur la base POD tronquée a N
modes :

v, t) =) a(t) Bp (x) (4.25)

Pour la suite de cette section, on prendra la méme notation pour v et vy. On rap-
pelle les equations de Navier-Stokes pour un fluide incompressible sous leur forme
adimensionnelle :

V.-v=20

ov 1 (4.26)
— : = -V —A

ot + v - Vo P+ 7. v

Ou R, représente le nombre adimensionel de Reynolds, dont on rappelle ici I’expres-
sion :
pVoL
14
p étant la densité volumique du fluide, i sa viscosité dynamique, Vj une vitesse ca-
ractéristique de I’écoulement et L une longueur caractéristique.

R

(4.27)

Pour un écoulement incompressible, la base POD obtenue est a divergence nulle.
Par conséquent on n’a pas a tenir compte de I’équation d’incompressibilité.

On considere la formulation faible de 1’équation (4.26) sur la base POD :
Trouverv € Vtelque V- v =0
Vo,, 1=1,---,N, V- & =0

@-Cbidaﬂr/(v-vw-@id:{::—/
Q

1
o Ot Q Re Jq

10



En tenant compte de la décomposition (4.25) de v sur la base tronquée a N modes, et
de I’orthogonalité des modes POD, on obtient le systéme suivant :

N N

da; .
d‘; =3 @aiChi + Z a,Bri + D; avec i=1---N  (4.29)
k=1 1=1
ou
Cuis == (@1 V8LD) =~ [ (@Y Gido (4.30)
Q
1 1
Bu =g (A0®) = o | A 4.31)
Di::—/Pp¢,nm: (4.32)
oN

(4.33)

ou n est la normale extérieure au domaine fluide sur la frontiére Of2.

Pour résoudre ce systéme il suffit de calculer au préalable les coefficients Cy;;, By;
et D;. La base POD étant obtenue pour la vitesse, il reste un terme problématique a
calculer D; qui sera vu plus loin.

4.2.6.2. Syteme dynamique basé sur le champ de vitesse fluctuant

Comme en pratique la premicre fonction POD capture ’essentiel du signal, il est
courant de décomposer le champ de vitesse en une partie stationnaire et une partie
fluctuante. La POD est ensuite appliquée sur le champ fluctuant et le systeme dyna-
mique est construit pour celui-ci :

p=(p)+p (4.34)

Avec (e) qui représente 1’opérateur de moyenne temporelle explicité précédemment.
Pour plus de commodité pour 1’écriture des équations on remplacera dans la suite (e)
pare.

Cette équation est introduite dans I’équation (4.26), auquelle on soustrait sa moyenne.
On obtient alors I’¢équation de Navier-Stokes aux grandeurs fluctuantes :

1
%—Z—i—v V' +0-Vv' +0 - Vo—v -V = —Vp/—i-R—AU/ (4.35)

11



En procédant de la méme fagon que pour le champ instantané, on décompose v’ sur la
base POD &’ tronquée a N modes

N
= ;. (t) @}, () (4.36)

k=1

on obtient le systéme dynamique pour le champ fluctuant :

N N
ddcll = Z Z ( ) Chrii + Z aBri + D; (4.37)

k=11=1 =
ou
Ck:li = —/ (‘1); . VCI);) . q);dib
Q
1
Br = R—/ Aq>;.q>;dx—/ (vw.@;)@;dx_/ (VP - T) - Bda
e JQ Q Q
D, =-—[ p'® ndx
o0

(4.38)

11 existe plusieurs facon de calculer le terme a/ a/ '.a;. La premiere méthode [?] consiste
a estimer ce terme pendant le calcul sur les pas de temps précédents. La seconde mé-
thode est de considérer que ce terme est constant par rapport au temps et de poser
I’¢égalité suivante :

T = b (4.39)

Une troisieme possibilité est évoquée par Allery [?], qui en introduisant directement
(4.34) dans (4.26), obtient le systtme dynamique suivant :

N N N
= Z Z ay,a;Crii + Z ay,Bri + D; + H; (4.40)
k=1 1=1 k=1
ou
Ck:lz = / CI) dx
Q
B :—/ACI)’ @dx—/(Vv ) - CIDdx—/(VCID v) - ®ldx
Q Q
p'®) - ndx

Q

:;\q;\

( p——AU+U VU) - Pldx
(4.41)

12



4.2.6.3. Traitement du terme de pression

Les systémes dynamiques réduits obtenus jusqu’a présent font apparaitre un terme
de pression que 1’on ne peut pas projeter sur les modes POD. Pour des écoulements ou
les conditions aux limites sont homogenes, les modes POD s’annulant 1a ou le champ
de vitesse est nul, les coefficients D,, ne seront pas pris en compte. Dans les autres
cas, il convient soit de le modéliser [?], soit d’essayer de le faire disparaitre. Rempfer
[?] propose soit d’utiliser une équation de poisson pour relier la pression a la vitesse
ou d’appliquer la POD a I’équation de Navier-Stokes en vorticit¢ afin d’¢liminer la
pression. Allery [?] propose quant a lui d’utiliser une formulation en contrainte. C’est
cette derniere formulation que nous allons développer ci-dessous.

La méthode consiste a transformer les conditions aux limites en vitesse en condi-
tions aux limites en contrainte de type o - n = F'. La fronti¢re du domaine fluide I
est décomposée en une sous-frontiere ou la vitesse est nulle I',, et une sous-frontiere
I', sur laquelle une condition aux limites en contrainte est imposeée.

Iy=I,UTl, (4.42)

En considérant alors v°! la vitesse sur I', et v|» la valeur de la vitesse calculée sur
cette méme frontiere on introduit la relation suivante :

o-n|. =F=G (v, —v9) (4.43)

ou (G est une constante. On a donc
vp —vt == (4.44)

v|p  tend vers vl quand G est relativement grand par rapport a || F||. Il s’agit donc
d’une technique de pénalisation de la condition aux limites de Dirichlet. Cette tech-
nique a €té introduite par Batoz [?] en éléments finis.

On formule les systémes dynamiques en gardant au second membre V - o et on

remplace o - n dans I’intégrale / (0 -n)- ®dx par G (U\F — vd)
Ty 7

Ce qui donne pour le systéme dynamique sur le champ de vitesse instantané :

d i ,
@i Z Z ara;Crii + Z ai (Bri + Ex;) + D;  avec i =1--- N4.45)

k=11=1
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ou

Crti = — (iI)k: -V, @)
Bu =g (Tr(D(®,)),79)
Dz' = —G/ qu)i -ndx (446)
s
s

Pour le champ de vitesse fuctuant :

Jy NN N
datl = Z Z ara;Cri; + Z ay, (Bri + Eri) + D; + K, (4.47)
k=1 =1 k=1
ou
Ckii = — (‘I)/ -V, 07)
1
Bu = - (Tr(D(9})), V) - (7- Y} + B} - V7, 8)
D, =-— [T V) dr — (T- VT, P!
/ r( i) de = (v Vo, ) (4.48)
Eri =
FO’
K, =d¢G (v — vd) o' dx
I's

4.2.6.4. Stabilisation correction du systeme dynamique

On a jusqu’a présent construit des systémes dynamiques d’ordre bas en conservant
les NV premiers modes POD correspondant aux /N premieres valeurs propres domi-
nantes. En faisant cela on conserve donc les modes ayant la plus forte contribution
en énergie cinétique, négligeant alors ceux représentant les plus petites échelles, res-
ponsables de la dissipation énergétique. La conséquence de ce choix pouvant mener a
I’instabilité¢ du systeme réduit, on cherche a modé¢liser les transferts d’énergies négli-
gés des grandes échelles vers les petites échelles.

L’hypothese la plus utilisée est de considérer que ’influence des petites échelles
peut-&tre modeélisée par une viscosité tourbillonnaire que 1’on peut rajouter. Cette mé-
thode introduite par Rempfer consiste a multiplier la viscosité v intervenant dans le
systéeme dynamique par un facteur constant et identique pour chaque mode 1 + v,4.
Il constate que la viscosité adimensionnelle est pratiquement nulle pour le premier
mode, approximativement égale a 1 pour le quarantieme et est quasiment une fonction
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linéaire du numéro de mode. Ce modele linéaire est repris par Cazemier [?], sous la

forme suivante :
Vad = 1C (4.49)

Ou ¢ est le numéro du mode et ¢ une constante. La constante est déterminée apres
plusieurs essais, celle donnant le meilleur résultat est gardée. Cordier [?] utilise quant
a lui une viscosité supplémentaire qu’il ajuste. Si la viscosité adimensionnelle est
faible, le systeme risque de diverger, I’inverse aura pour conséquence de trop dissiper
le systéeme et donc de converger vers 0.

Une deuxieme méthode consiste a introduire un coefficient d’amortissement li-
néaire par I’intermédiaire de considération €nergétique. Le lecteur pourra se référer
a Cazemier et al. [?] qui appliquent cette méthode a la cavité entrainée pour de plus
amples informations.

Iollo et al. [?] discutent du choix de la norme employer dans la définition de la
POD. IIs proposent de redéfinir cette norme, afin que les petites échelles, négligées par
la troncature de la base POD aux grandes échelles, soient représentées. Ils choisissent
alors une norme dans un espace de Sobolev H! :

Soit u,v € H* ()  (u,v) = / uvdx + z—:/ Vu - Vudz (4.50)
Q Q

Ou € est choisi en fonction de la configuration étudiée. Par exemple, suivant des consi-
dérations dimensionnelles, le choix d’un € proportionnel a T avec 7 I’échelle de

(&
temps caractéristique des équations adimensionnalisées, est approprié.

Ensuite, le systeme d’équations décrivant le probleme est projeté sur cette base
réduite en utilisant le produit scalaire de H?!.

Iollo et al. [?] testent cette méthode sur un écoulement autour d’un cylindre carré
pour des nombres de Reynolds de 4200 et 22000. Pour le premier test, 1’utilisation de
la norme L2 ou de la norme H' donne des résultats équivalents pour la reconstruction
du coefficient de trainée. Par contre, pour un Reynolds de 22000, la norme H? utilisée
avec un ¢ = 10, donne des résultats 1égerement meilleurs. Cependant la méthode
utilisée pour stabiliser le systéme dynamique en norme L? n’est pas décrite. Il semble
que plus le nombre de Reynolds augmente, plus le choix de la norme H' semble
judicieux, a condition d’avoir un bon coefficient de stabilisation €.

Couplet et al. [?] modifient le systéme dynamique par un probléme de minimi-
sation d’une fonctionnelle et obtiennent un systeme dynamique corrigé de maniere a
trouver les coefficients temporels a,, adéquats.

Remarque 4.2.2 Dans I’analyse precedente, la base réduite a été calculée a partir
des résultats du calcul de I’évolution d’un champ inconnu. Il a donc fallu résoudre
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au préalable un probléme discret. On peut alors se demander I’intérét d’une telle
approche. On peut en citer deux principaux. Le premier consiste a résoudre le modele
non-réduit sur un petit intervalle de temps a partir duquel on construit donc le modeéle
réduit. Celui-ci est ensuite utilise pour construire une solution sur un temps plus long,
ce qui permet des économies de temps de calcul. Le second consiste a resoudre le
modele non réduit sur un intervalle de temps, sur lequel on définit une base réduite
que I’on utilise ensuite pour des problemes similaires au modele complet, mais qui
comportent des variations comme par exemple pour les parametres matériaux ou les
conditions aux limites. Des exemples récents concernant de telles approches peuvent
étre trouvés dans [?], [?]. [?], 71, [?21 [?1.[7]. [?]

4.3. Quelques exemples
4.3.1. lllustration de I’approche directe

On considére dans cette section I’exemple 1D de 1’équation de diffusion d’un
champ scalaire v (on omet les unités, celles-ci étant exprimées dans le systeme mé-
trique).

v 02

— = A 4.51

ot Ox? (*31)
Avec un coefficient de diffusion constant A = 0.01, ¢ €]0, 30] et = €]0, 1[. La condi-
tion initiale est v(x,t = 0) = 1 et les conditions aux limites sont données par

ov ov . : .
= q(t) et — = (. Les simulations qui suivent ont été effectuées

O (z=1,t)
avec différentes valeurs de ¢(t).

Oz (2=0,t)

L’équation (4.51) est discrétisée en utilisant la méthode des €¢léments finis implicite
sur un maillage constitué¢ de n = 100 noeuds, ou une approximation lin€aire est définie
sur chacun des n, = 99 éléments. Le pas de temps a été pris égal a At = 0.1 et le
systeme discret résultant est écrit de la maniére suivante :

KvP = MvP! + ¢ (4.52)

Ou le vecteur g” représente le flux sur le bord a chaque pas de temps p (t, = p x At).

Nous avons d’abord considérer la solution du modele décrit précedemment pour
I’expression suivante du terme souce

1 ¢<10
g(t) = { 0 e 10 (4.53)
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Figure 4.1. Profiles de v, solution de I’équation (4.51).

On présente dans la figure 4.1 la solution numérique pour v aux temps t,, = n, n =
1,---,30. L’évolution de v sur les 10 premieres secondes est représentée en rouge.
Sur I’intervalle de temps suivant on a supprimé les sources extérieures et v évolue par
un mécanisme de conduction des zones ou il est le plus €levé vers les zones ou sa
valeur est la plus basse (classiquement si on prend pour v la température, on a une
conduction de la température des zones les plus chaudes vers les plus froides). Les
courbes correspondantes sont représentées en bleu.

A partir de 30 clichés de v on peut définir les matrices Q et c, et donc le pro-
bléme aux valeurs propres (4.14) dont on extrait les vecteurs propres les plus signifi-
catifs. Les valeurs propres correspondantes sont vy = 1790, as = 1.1, a3 = 0.1 et
aj < a; x 1078, 4 < j < 100. Ce résultat signifie que la solution compléte peut
étre représentée comme une combinaison linéaire des 3 vecteurs propres associés a
ces 3 valeurs propres. Afin d’imposer plus facilement la condition initiale, il est par-
fois préferable d’ajouter a ces vecteurs propres la condition initiale (méme si la base
réduite résultante n’est alors plus orthogonale). Les vecteurs de la base réduite sont
représentés dans la figure 4.2. La base réduite est constituée des 3 modes POD les
plus significatifs et de la condition initiale. Cette base est normalisée, c’est a dire que

I’on a CD—? 1 =1,2,3) et % La matrice B est alors construite :
o1 vl

™ & &y &3

B —
[TO [|@1] ([ D2 [[Ps]]

(4.54)

et on définit le modele réduit de 1’équation (4.52) :
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Figure 4.2. Vecteurs constituant la base réduite

BTKB ¢? = BTMB ¢*! + BY¢” (4.55)

a 4 degrés de libertés. Ainsi dans le cas de modeles non linéaires et d’une discrétisation
implicite, le calcul ne nécessite que I’inversion d’une matrice de taille 4 a chaque pas
de temps.

Si on suppose que la condition initiale a ét¢ placée dans la premicre colonne de B
(comme indiqué dans 1’équation (4.54)), alors la condition initiale dans la base réduite
sécrit : (¢")T = (1,0,0,0). Ensuite, & partir de cette condition, I’équation (4.55)
peut étre appliquée pour calculer I’évolution de v sur I’intervalle de temps complet.
De toute évidence, la solution globale peut étre obtenue a partir de la solution réduite
par la relation de changement de base : T? = B¢”, Vp. On compare dans la figure 4.3
différents profiles de vitesses obtenus en utilisant le modele global (Eq. (4.52)), et qui
¢taient représentés figure 4.1, et ceux obtenus par le modele réduit (Eq.(4.55)), repré-
senté par le symbole étoile. On remarque une trés bonne concordance entre entre les
deux solutions. Cette précision n’est pas surprenante, puisque comme indiqué précé-
demment, les 4 vecteurs de la base réduite sont ceux associ€s aux plus grandes valeurs
propres et par conséquent repésente une base optimale de réduction.

Pour conclure sur I’applicabilité de la base réduite pour le calcul de modeles diffé-
rents de celui ayant permis de la construire, on considére un probléme de convection
défini dans le méme domaine, avec la méme condition initiale, mais dont le terme
source differe légerement :
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Figure 4.3. Solution obtenue par le modele complet (ligne continue) et celle
obtenue par le modéle réduit (étoiles).

q(t) = (4.56)

On compare dans la figure 4.4 la solution de référence (en ligne continue), cal-
culée par I’équation (4.52), et celle obtenue par le modele réduit (4.55) ( représentée
par des étoiles), la base réduite étant constituée des 4 fonctions représentées figure
4.2, et celles associées au modele correspondant a la condition de bord donné par
I’équation (4.53). On remarque une trés bonne précision des résultats, ce qui n’était
pas forcément attendu, puisqu’il n’y a pas de compatibilité évidente entre les solutions
associées aux sources (4.53) et (4.56), et donc que 1’on n’attendait pas que la base ex-
traite des solutions de 1’équation (4.53) soit capable de décrire la solution associée au
terme source (4.56).

4.3.2. lllustration de I’approche continue

4.3.2.1. Test sur une configuration monodimensionnelle
4.3.2.1.1. Présentation du probléme

La POD est d’abord testée sur un cas simple monodimensionel. On considere un
champ de vitesse v (t) € L? (), z € Q =]0,1[, t € R™, la viscosité cinématique
v=01m?. 571
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Figure 4.4. Solution obtenue par le modele complet (ligne continue) et celle
obtenue par le modele réduit (étoiles), le terme source étant donné par
I’équation (4.56).

Le mouvement du fluide est décrit par 1’équation de Burgers monodimensionelle
suivante :

( Ov ov 03%v

E‘F?)%—szo SU.I'Q

{ v(0,t)=0 (4.57)
v(l,t) =0

( v (2,0) = v ()

Ou a Pinstant initial v (z,0) = vg (z) = sin (7z).

Cette équation a été introduite par J. M. Burgers dans le but de modéliser la tur-
bulence unidimensionnelle [?]. C’est un exemple simple d’équation non-lin€aire et
tres intéressant donc pour effectuer un test. Une solution analytique pour ce genre de
condition initiale et conditions aux limites est donnée par :

Z bpe™™ ™ Vingin (nmx)
v (x,t) = 2my—"=E (4.58)
2_2
bo + Z bne ™ ™ Vtcos (nx)

n=1
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ou by et b, sont les coefficients de Fourier définis par :

1
by = /e—(27ru)_1[1—cos(7r:c)]dx
0 4 - (4.59)
by, = 2/ e~ @mv)I=cos(m)] o5 () da
0

La POD est effectuée sur une solution de I’équation (4.57) résolue en différences finies
par un schéma de Crank Nicholson sur un intervalle de temps de 1 seconde avec un
pas de temps A ¢ = 0.002 s.

On retrouve les résultats attendus, c’est a dire une forte décroissance des valeurs
propres (tableau 4.1), seulement 3 étant suffisantes pour obtenir plus de 99, 999%
de I’énergie cinétique totale. La figure (4.5) présente les 4 premiers modes POD. Le

i\ % d’énergie
A1120.15 99.315
A2 10.13 99.995
A3/8.38 1074/99.999

Tableau 4.1. Contribution des premiéres valeurs propres

premiers capture I’essentiel de la physique du phénomene étudié, et représente “éner-
gétiquement ” parlant 99, 99% de I’écoulement.

La reconstruction du champ de vitesse a chaque snapshot sur la base POD tronquée
a N modes

oy (,1) =) an (t) Dy (2) (4.60)

est évaluée par le calcul du résidu en norme L2 :

v — UNHLOO(O,T;N(Q))

Res (N) = (4.61)

HUHLOO(O,T;LZ(Q))

ou pour chaque cliché les coefficients temporels sont calculés par projection de la
vitesse sur la base POD.

Vnel,---,N a,=(v,0,) (4.62)

21



(a) (b) @2

0 02 04 06 08 1.0 0-205 02 04 06 08 1.0

(c) @3 (d) &4

Figure 4.5. Les 4 premiers modes POD

On remarque alors que 1’utilisation d’un seul mode donne une erreur de 20% et
que I’on descend a une erreur inférieure a 1% avec 3 modes (tableau 4.2). Si on dé-
compose la vitesse en terme de champ moyen et champ fluctuant, le champ moyen
réprésente environ 60% de 1’écoulement. Les fluctuations sont trop importantes pour
¢tudier le champ de vitesse sous cet aspect. On restreint donc 1’étude au champ de
vitesse instantané.

i |% d’erreur de reconstruction
1 19.69

2 1.89

3 0.25

Tableau 4.2. Erreur de reconstruction en fonction du nombre de modes utilisés

4.3.2.1.2. Systéme dynamique réduit

Le systéme dynamique sur le champ de vitesse instantané (4.29) vue dans la sec-
tion 4.2.6.1 est construit avec 6 modes. Les résultats obtenus sont trés satisfaisants,
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puisque 1’on reconstruit la solution a 3 modes avec un résidu inférieur a 1% en norme
L2,

Qualitativement on remarque que les coefficients temporels dominants (le premier
et le deuxieme) obtenus par le systtme dynamique réduit sont les mémes que ceux
obtenus par la POD directe (figure (4.6)).

0.0p

a3 0.5

-1.0p

g0 02 04 . 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 04 . 0.6 0.8 1.0

(a) ai (b) a2

Figure 4.6. Les 2 premiers coefficients temporels obtenus — par la POD
directe + le systéme dynamique réduit a 3 modes

Cela se traduit par un tres faible écart entre la solution reconstruite et la solution
numérique qui a servie a la snapshot (figure (4.7)).

4.3.2.2. Ecoulement autour d’un cylindre

On considere un écoulement a Reynolds 200 dans canal autour d’un cylindre. Le
profil de vitesse a I’entrée du canal I'; est parabolique de vitesse maximum Vj =
2.107* m.s~! et est imposé nul sur les parois T',,. Le fluide & une masse volumique
égale d p = 1.1073 kg.m~3 et une viscosité dynamique x = 1.1073 kg.m1.s.

Les équations de Navier-Stokes adimensionelles sont résolues par la méthode des
éléments finis avec le logiciel Castem sur un interval de temps T = [0, 11.88] avec un
pas de temps de At = 0.04. On effectue 99 snapshots espacées chacune de 3Aft.

Pour ce nombre de Reynolds, I’apparition d’un phénomene de détachement pério-
dique de vortex va se produire. La fréquence de détachement f est liée au nombre

adimensionel de Strouhal :
t 1 70 ( )

Ou L est le diametre du cylindre.

Pour un nombre de Reynolds inferieur a 10° le Strouhal reste globalement constant
et égal a S; = 0.20, donc une fréquence de détachement valant ici f = 4.107° H z.
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Figure 4.8. description du domaine d’étude

4.3.2.2.1. Analyse POD sur le champ de vitesse instantanné

On effectue un premier test de la base POD sur le champ instantané. Comme pour
le cas monodimensionnel présenté précédemment, peu de modes suffisent pour captu-
rer la quasi totalité de 1’énergie cinétique (tableau 4.3).
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Figure 4.9. Clichés des premieres et deuxiémes composantes de la vitesse

1|\ % d’énergie|[1 | \; % d’énergie
A1 [132.11196.314 A14.72 1072(99.93
A2 12.53 [98.163 A5 4.61 1072]99.963
A3]2.37  199.89 X6|2.38 1072]99.981

Tableau 4.3. Contribution des premieres valeurs propres

On présente, figure (4.10) les isovaleurs des deux premiers modes POD. Ces modes
sont ceux qui apportent la plus forte contribution en énergie cinétique, le premier mode
s’apparentant a I’écoulement moyen. On retrouve sur I’entrée I'; le profil parabolique
de vitesse. Les modes suivants contiennent les fluctuations du fluide autour de cet
¢coulement moyen. Ce phénomene est visible sur le deuxiéme mode, ou on retrouve
des détachements tourbillonnaires dans le sillage du cylindre.

L’erreur de reconstruction est évaluée en norme L2 de la méme maniére que pour
I’équation de Burgers (4.61). On constate, figure (4.11), que 7 modes suffisent a re-
construire la solution avec une erreur en norme L? inférieure a 1%.

Le systeme dynamique est construit suivant la section (4.2.6.3) avec 7 modes. Un pre-
mier calcul sans stabilisation donne de gros écarts des le deuxieme mode. Afin de
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Figure 4.11. Residu en norme L? en fonction du nombre de modes

corriger cette erreur, on utilise la méthode de stabilisation développée par Rempfer (
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cf. section 4.2.6.4). Les résultats présentés ici ( figure (4.12)) ont été obtenus avec une
constante v pour la viscosité aditionnelle de 0.0005.

1 : : :
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(c) a3

2
I

(d) a4

Figure 4.12. Les 2 premiers coefficients temporels obtenus — par la POD
directe + le systeme dynamique réduit a 7 modes

On obtient une erreur d’environ 3% sur le premier coefficient temporel, et une erreur

beaucoup, plus faible sur les suivants.

Nous n’avons pas cherché a améliorer plus les résultats obtenus, le but ici étant
juste de présenter quelques résultats pouvant étre obtenus par la POD en mécanique

des fluides.
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4.3.2.2.2. Analyse POD sur le champ de vitesse fluctuant

On eftectue ensuite la POD sur le champ de vitesse fluctuant comme cela est cou-
ramment utilisé en turbulence.

On présente les isovaleurs des 2 premiers modes POD obtenus sur le champ de
vitesse fluctuant sur la figure (4.10). On observe que le premier mode POD obtenu
pour le champ fluctuant est similaire au deuxieme obtenu pour le champ instantané.
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Figure 4.13. isovaleurs des deux premiers modes POD obtenus sur le champ
fluctuant

On retrouve ainsi le résultat bien connu pour la POD, c¢’est a dire qu’il y a un déca-
lage de 1 entre les coefficients obtenus sur le champ instantané et le champ fluctuant
(an (t) = al,_4 (t) n = 2,..,N), de méme pour les modes POD. Ce décalage per-
met d’assimiler le premier mode POD obtenu sur le champ de vitesse instantanné au
champ moyen. Méme si le premier coefficient temporel presenté figure (4.12(a)) n’est
pas exactement constant, la différence d’ordre de grandeur entre celui-ci et les sui-
vants permet de faire cette approximation. Pour un écoulement plus complexe, cette
approximation ne sera bien sir plus valable.

28



-0.4

(c) ag (d) ay

Figure 4.14. Les 2 premiers coefficients temporels obtenus — par la POD
directe + le systeme dynamique réduit a 7 modes

Le systéme dynamique est alors construit suivant la section (4.2.6.3) avec 6 modes.
La méme méthode de résolution que pour le systéme dynamique sur le champ fluc-
tuant est utilisé. Les résultats présenté figure (4.14) on été obtenu avec une viscosité
adimensionnelle égale a v, = 0.0005¢ 6. On observe alors de bien meilleurs résultats
que précédemment. Le premier mode POD sur le champ de vitesse instantané étant
alors assimilé a la moyenne, 1’erreur qu’on avait disparait.

4.3.3. Conclusion

Ces résultats nous permettent d’illustrer le potentiel de la réduction de modéle
par POD. Il reste cependant deux questions : (i) Comment quantifier la qualité de la
réduction de modele sans avoir a calculer une solution globale ? ; et (ii) dans le cas
ou I’on noterait un manque de précision, comment enrichir la base réduite dans le but
d’augmenter la précision de la solution ? Ces deux questions sont 1’objet de la section
suivante.

6. 1 représentant le numéro du mode POD
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4.4. Vers une stratégie adaptative : enrichissement de la base
4.4.1. A partir de la formulation discréte

Des simulations précises nécessitent une évaluation de I’erreur, de méme que la
possibilité¢ d’adapter la base réduite en introduisant de nouvelles fonctions capable de
décrire les caractéristiques de la solution. Ryckelynck propose dans [?] une procédure
adaptative capable de construire ou enrichir la base réduite. Dans ce but, il suggére
d’enrichir la base réduite en ajoutant des sous-espaces de Krylov, générés par le ré-
sidu. Malgré le fait que ’enrichissement tend a augmenter le nombre de fonctions
de base, si cette méthode est combinée avec une décomposition POD, ce qui réduit
considérablement le nombre de fonctions, la taille du probléme est rapidement stabili-
sée. Cette méthode, qui a été utilisée avec succes dans [?] et [?] est résumé dans cette
section

On suppose que la solution utilisant la base réduite B est satisfaisante sur I’inter-
valle de temps ]0, ¢5|. La solution est ensuite évaluée sur I’intervalle de temps |¢s, tst1]
en résolvant 1’équation (4.24) avec la base réduite définie par la matrice B :

¢™t! = (BTG™B)  B"H™ (4.64)

Quand le temps ts11 est atteint, on évalue la précision de la solution calculée
avec la base réduite. Cette étape de controle est effectué seulement a la fin de chaque
intervalle de temps.

On suppose que to11 — ts = P x At et que le résidu au temps ¢, 1, RT peut étre
calculé par

R = GP-'B¢F —H! (4.65)

Si la norme du résidu est suffisamment petite |R”|| < € |B ¢F| (¢ étant un
parametre suffisamment petit), la solution calculée peut étre considérée comme bonne,
et I’intégration en temps continue sur I’intervalle de temps |ts11,¢s12] en utilisant
I’équation (4.64) et la méme base réduite.

Dans le cas contraire, si |[R”|| > ¢ |B ¢'||, ’'approximation doit étre améliorée.
Pour cela, on propose d’enrichir la base de projection en introduisant résidu calculé a
I’instant ¢541 (ou un des sous-espaces de Krylov généré par le résidu, comme proposé
dans [?]) :

B — [BR"] (4.66)
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Ensuite, on calcule la solution sur ’intervalle |¢, t541] en utilisant I’équation (4.64) et
la base réduite B mise a jour par 1’équation (4.66). Quand le critére de convergence est
satisfait (c’est a dire |R”|| < € ||B ¢'||) on applique la POD sur la solution obtenue
sur I’intervalle |0, t5 1] afin de définir une base pouvant reconstruire toute 1’histoire du
champ de vitesse, ce qui est équivalent a une mise a jour de B qui peut étre considéré
comme la base réduite optimale pour représenter v sur I’intervalle de temps ]0, t51].
On résoud 1’équation (4.64) avec la base mise a jour B sur |tsy1,ts12], et le résidu est
testé au temps t = t54o.

D’un point de vue pratique, si on a besoin d’enrichir la base a la fin de I’intervalle
de temps précédent, a ¢ = ¢, 1, alors la longueur de ’intervalle de temps suivant est
réduit tel que ts10 — tsy1 = (ts+1 — ts)/2, et si on n’a pas bespoin d’enrichir, la
longueur de I’intervalle est augmenter : ts1o —ts11 = 2 (511 — ts) (cf[?] pour plus
de détails sur I’adaptation de I’intervalle de temps).

La procédure d’enrichissement a tendance a augmenter la taille de la base réduite,
mais la POD la réduit. La combinaison des deux procédures permet de stabiliser la
taille du modéle comme il a déja €t€ noté dans nos travaux précédents [?].

4.4.2. lllustration de la méthode d’enrichissement de la base

On considére dans cette section le domaine carré, définit a I’instant initial par 2y =
Q(t =0), Q0 = [—Lo, Lo] x [-Hy, Hy] = [—7, 7] X [—7, 7|, qui évolue au cours du
temps selon le champ de vitesse incompressible suivant :

U(x,y)) < ok >

VvV = = : 4.67
<v(r, y) —y (*.67)
dont la longueur a 'instant ¢ (respectivement la largeur) est 2L; = 2(Loe7t) (respec-
tivement 2H; = 2(Hpe™ ")), Q4 = [~ Ly, Ly] x [—Hy, Hy). Ainsi on a Q] = |Qp].

On considere probléme d’advection-diffusion non-lin€aire coulé définit dans ce
domaine :

dTl
— = MAT — py(T)C
gg (4.68)

Une analyse poussée de ce probleme a été effectué dans [?].

Remarque 4.4.1 Ce probléme peut étre vu comme la modélisation du transfert de
chaleur en présence d’une réaction exothermique dont la cinétique dépend elle méme
de la concentration et de la température d’une maniere non-linéaire.
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N [tmaes|L =0Ty [At] 4 [ X [B[D]7]Co
101x10, 5 | = |210.10.1/0.5/1]1]0] 2

Tableau 4.4. Exemple de choix de paramétres pour la simulation numérique

Le probléme (4.68) est ensuite discrétisé en utilisant une méthode d’opérateur frac-
tionné combiné avec discrétisation ¢léments finis Galerkin implicite du probléme de
diffusion dans la géométrie mise a jour. L’équation (4.68) peut alors étre résolue en
deux étapes :

— Dans une étape d’advection pure, la position des noeuds x; est mise a jour suivant
la vitesse nodale, sans changer les valeurs aux noeuds :

et =™ AL
(") = T (a7") (4.69)
xr

(") = O (a)

o= Nl

T
cmt

— Dans une ¢étape de diffusion, on résoud par un schéma implicite le probleme de
diffusion dans le domaine juste mis a jour :

. (M 0\ [Tmt! i} (M 0\ [Tmtz
(T CT)<0 M)(Cm+1>:(TT CT)<0 M> (Cm+%)_

o AK 0 [T o (0BG [T
AL(TT cT)(O DK) (Cm+1>—At(TT 1) (0 G)<Cm+1)

(4.70)

ou la forme particuliere de la matrice G dépend de la linéarisation du terme non li-
néaire (7).

On limite dans la suite notre analyse au probleme découplé, quand dans 1’équation
(4.70) on suppose que v(1") = 0 ( pour une étude plus approfondie du probléme non-
linéaire couplé, le lecteur pourra se réferer a [?]). On considere 1’évolution du champ
de température dans €2; quand il n’y a pas de flux de chaleur sur les bords du domaine
O, c’est a dire VT - n|pg, = 0 (ou n est la normale extérieure sur la frontiere du
domaine), et pour une température initiale sur €2y définit comme suit :

T(x,y,t =0)="Ty(1+ cos(z)) (4.71)

La résolution numérique est effectuée avec le choix de parameétres regroupés dans le
tableau 4.4.2.
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Xo-

Figure 4.15. Distribution de température initiale (étoiles) et profiles de
température (selon I’axe x) aux temps 5At, 10At, ..., 50At.

Remarque 4.4.2 Le nombre de noeuds dans la direction y n’est pas pertinent, puisque
le transfert de chaleur correspondant au champ de température initiale est unidirec-
tionnel (4.71). Ce choix facilite la validation du modéle aussi bien que la représenta-
tion de la solution

Le profile de température tout les cinq pas de temps est représenté figure 4.15.
On remarque que la diffusion introduit un effet de lissage en méme temps que le
domaine s’agrandit selon la direction . On a vérifié que pour des temps trés faibles
la temperature est uniforme, et qu’elle atteint la valeur moyenne de la température
initiale donné par 1’équation (4.71), c’est a dire T'(x,y,t — oo) ~ Ty. On prouve
ainsi que le schéma de discrétisation est conservatif. On note également que sur les
bords du domaine, la pente de la température est nulle, ce qui correspond a la condition
aux limite prescrite.

Si on note par T°2t, ... T502% |es vecteurs contenant la température sur les
noeuds aux instants t = 5A¢, - - - ,t = 50At, on définit la matrice Q :
T15At T110At . T150At
T;At T210At . T250At
Q= : . , . (4.72)
TJ?;At T]{I(O)At L T]%&)At

Il est important de noter que ces vecteurs sont associés a des distributions de
noeuds différentes. On résoud pour la suite, le probleme aux valeurs propres suivant :

(Q- Q"% =a® (4.73)
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qui contient n valeurs propres, chacune étant associée a un vecteur propre. Comme
on I’a décrit précédemment, on sélectionne seulement les vecteurs propres dont la
valeur propre appartient a ’intervalle défini par la plus grande valeur propre et 1073
fois cette valeur, i.e. {®y, -+, ®xn} tel que ap € [107 8y, ], Yk € [1,--- , N], a1
¢tant la plus grande valeur propre. Pour le probléme présenté précedemment, seul deux
valeurs propres sont contenues dans cet interval, par conséquent la solution peut étre
représentée sur I’intervalle de temps simulé comme une combinaison linéaire de ces
deux vecteurs propres que 1’on note ¢, and P-. Nous insistons sur le fait que ces deux
modes POD sont associés a des noeuds et non a une distribution nodale particuliere.
En outre, pour représenter les conditions initiales, on propose de rajouter aux deux
modes POD un vecteur représentant cette condition initiale que I’on note &5 = TP,
Ainsi, la base réduite, constituée de trois vecteurs { @y, 1, P} n’est pas orthogonale.
Ces trois vecteurs normalisés sont représenté dans la figure 4.16 sur le domaine final.
On va montrer dans la suite que cette base réduite permet de représenter de maniere
précise I’évolution de la température. Pour cela on écrit la projection de la temperature
sur cette base :

o Go(x1)  d1(x1)  @a(x1) /¢,
T = Z D;Ci(t) =B (= : : : C1 (4.74)
i=0 do(xn)  ¢1(xn) do(xn)) \S2

On introduit ensuite cette relation dans I’équation (4.70), afin de construire un mod¢le
réduit pour la température :

T [M+AAK] T = T* "M T™ = ¢ BT M+AAK|B (™ = ¢*"BTM B ¢™

La solution réduite ¢ m+1 stant calculée ensuite a partir de I’équation suivante :(4.75)
¢"' = [B"M+ MAK]B] 'B"M B (™ (4.76)

Ou la condition initiale est exprimée dans la base réduite par :
€HT=(1 0 0) 477

Les résultats obtenus par le modele éléments finis et par le modele réduit sont com-
parés sur la figure 4.17. L’évolution de la solution est remarquablement bien décrite
malgré le faible nombre de vecteurs constituant la base réduite.

On recherche ensuite une solution en utilisant une procédure adaptative, évitant
ainsi tout calcul préalable de la solution. Pour cela, on commence par construire une
base réduite constituée d’un seul vecteur correspondant a la condition initiale :

¢0(X1)
T=o(x)¢t)=| : |¢(t)=BO1) (4.78)
do(xXN)
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Figure 4.16. Base réduite normalisée : La ligne continue représente la
condition initiale, les deux autres, les deux modes POD

Figure 4.17. Solution obtenue par le modéle réduit a différents instants
—5At, 10At, - - -, 50At— calculé par la base réduite (+) et solution de
référence calculée en utilisant une approximation sur I’ensemble complet des
noeuds.

On introduit I’expression de la base réduite B(®) donnée par I’équation (4.78) dans
I’équation gouvernant I’évolution de la solution réduite (€quation (4.76)), et en consi-
dérant que la vérification de la condition initiale implique que ((t = 0) = 1, on
calcule son évolution ((t), donc I’évolution de la température 7' : T'(¢) = B ¢(¢).
On compare sur la figure 4.18 la solution calculée de cette fagon (symbole étoile) et la
solution de référence (aussi représentée dans figure 4.15) en ligne continue.
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Figure 4.18. Solution obtenue par le modéle réduit en utilisant un seul vecteur
dans la base (le vecteur correspondant a la condition initiale) (étoile) et
solution de réfgerence (courbe continue), aux temps 5At, 20At, 35At, 50At
(coin supérieur gauche, supérieur droit, inférieur gauche et inférieur droit
respectivement)..

Ensuite, a partir de la solution obtenue par le modele réduit au temps 50At (courbe
constitué de symboles étoiles sur la figure 4.18(d)), que 1’on note T(?) (¢t = 50A¢),
on calcule le résidu pour enrichir la base en utilisant les sous-espaces de Krylov. Le
résidu est calculé directement par I’équation (4.70)

R = [M + MAK|TO (¢ = 50At) — M T (¢ = 49A¢) (4.79)

ce qui permet de calculer les sous-espace succesifs de Krylov. Si on définit la matrice
H par:
H =M '[M + \AtK] (4.80)

alors, les différents sous-espaces de Krylov peuvent s’écrire :

Kr, = H*R, Vk > 0 (4.81)

Le résidu de notre probléme (celui-ci définit le premier sous-espace de Krylov)
est illustré figure 4.19 ( dans les faits, les sous-espaces succesifs de Krylov sont trés
proches du premier). Méme si le résidu est représenté sur la configuration finale on
suppose qu’il est associé aux noeuds, et qu’il est par conséquent bien défini a chaque
instant (c’est a dire dans tout les domaines).

Comme la norme du résidu est plus grande que € (¢ = 10~°), on doit recalculer
la solution en enrichissant la base. Pour cela on considére 1’approximation de la base
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Figure 4.19. Résidu sur le dernier pas de temps pour la base réduite A (%),

réduite B(), qui est obtenue en ajoutant le résidu juste calculé a B(?), On a alors cette
nouvelle approximation :

¢o(x1) R(x1)
T=| : (gg) =BW¢(1) (4.82)
do(xn) R(xn)

que I’on introduit comme précédemment dans I’équation (4.76). On recalcule ensuite
la solution sur [0, tmae = HO0AE] (avec ¢' (t = 0) = (1 0)), et le nouveau résidu
sur le dernier pas de temps par 1’équation (4.79) en substituant a T(°) (¢ = 50At) la
nouvelle solution T(*) (¢ = 50At). Dans notre cas, la solution obtenue est trés proche
de celle présentée dans la figure 4.17, et la norme du nouveau résidu est || R|| = 10719,
ce qui nous permet de dire que avec seulement deux vecteurs la solution peut étre
représentée avec une trés grande précision. En outre on a montré que la technique
d’enrichissement basée sur les sous-espaces de Krylov, originalement proposée dans
les travaux de Ryckelynck, est capable d’adapter la base réduite en peu d’itérations.

4.5. Application de la POD en Interaction Fluide Structure

L’objectif de la suite de ce chapitre est d’appliquer la technique de réduction de
modele par la POD a des problémes d’interaction fluide structure. La POD n’est pas
une méthode inconnue dans ce domaine, bien que les travaux la concernant soient
beaucoup moins nombreux qu’en mécanique des fluides. Il peut cependant paraitre
paradoxale de vouloir utiliser une base spatiale pour des domaines mobiles. On pro-
pose pour remédier a ce paradoxe une formulation applicable a des solides rigides
immergés dans un écoulement.
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4.5.1. Etat de I’art de I’utilisation de la POD en interaction fluide structure

Comme on I’a évoqué précédemment, la POD a été beaucoup moins appliquée
dans le domaine de I’interaction fluide structure qu’en mécanique des fluides. La suite
de cette section présente quelques travaux traitant de la POD dans ce domaine

Sarkar et Paidoussis [?] ont utilisé la POD sur I’équation de mouvement d’un tube
convoyant un fluide. Dans le cas présenté, le mouvement du tube ne modifiait pas
I’écoulement, et les modes POD servaient de base de réduction pour les déplacements
du solide. L’utilisation de la POD dans ce contexte la ne répond pas a la problématique
d’une interaction forte entre I’écoulement et le mouvement de la structure, 1’écoule-
ment du fluide étant supposé constant.

Anttonen [?] a testé la capacité des modes POD a reconstruire un champ capturé
sur un maillage mobile. Dans cet article [?], il utilise une approche de la POD dif-
férente de celle présentée, puisqu’il considére le produit scalaire discret dans L?. En
considérant que les noeuds du maillage gardent la méme numérotation il recherche les
vecteurs propres de la matrice :

Vv (4.83)

V' étant une matrice de taille n x M7 dont chaque colonne est constituée d’une snap-
shot du champ de vitesse exprimé sur les n noeuds du maillage. C’est I’équivalent de
la recherche des vecteurs propres par la méthode snapshot, avec un produit scalaire
discret. Il effectue un premier test pour une fonction de courant autour d’un cylindre
en translation. Ce cas montre alors que le fait de ne pas tenir compte de la déformation
du maillage donne une mauvaise reconstruction.

Un deuxieme test est effectué pour un écoulement dérivant d’une fonction poten-
tielle sur une paroi oscillante. Les bases POD pour trois amplitudes diftérentes, et
dix fréquences d’oscillations, calculées a partir de 20 snapshots, sont testées pour la
réduction de 1’équation. Les résultats obtenus donnent une bonne reconstruction du
coefficient de force normal pour des oscillations et des fréquences faibles, la préci-
sion se détériorant avec I’augmentation de ceux-ci. Concluant que les modes sont mal
localisés, puisqu’il n’y a pas d’information sur le maillage dans les modes obtenus,
il propose de mélanger les bases POD obtenus pour différents maillage (MultiPOD)
(Anttonen [?], Anttonen et al. [?]). En effet, comme une ligne de la matrice snapshot
V' est constituée de la valeur de la fonction dont on recherche la base POD, sur le
méme noeud a différents instant, si le maillage est mobile, le noeud n’est pas localisé
aux méme endroit. On a donc une perte d’information sur la disposition des noeuds
sur lesquels sont exprimés les vecteurs POD. Antonnen propose de rechercher une
base POD sur le maillage, c¢’est a dire d’effectuer des snapshots de la déformation
du maillage par rapport a une configuration de référence. Il obtient ainsi un maillage

7. M désigne le nombre de snapshots
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exprim¢é sur une base POD de la méme maniére que pour le champ de vitesse. Ce
maillage est utilisé pour ensuite représenter la solution. La précision apportée par
cette méthode est meilleure que précédemment. Cependant on n’a pas d’équation per-
mettant de calculer les déformations de ce maillage. Il faut donc considérer la POD
sur le maillage mobile comme un outil de compression de données. De plus, les cas
testés ici concernent des écoulements dont le champ de vitesse dérive d’un potentiel,
que I’on peut représenter par une équation linéaire.

Utturkar et al. [?] étudient également les modes POD pour des écoulements dans
des domaines ou les frontiéres sont mobiles : cavitation, écoulement a changement
de phase et interaction entre un fluide et une membrane d’€épaisseur nulle. Dans ce
dernier cas ils proposent d’appliquer la POD sur un maillage mobile en interpolant
chaque snapshot obtenu sur un maillage mobile vers un maillage de référence fixe.
Nous verrons cela plus en détail dans la section 4.5.2.

Le dernier exemple que 1’on citera ici est le travail de Lieu et Fahrat [?] qui ont
¢tudié un modele réduit pour écoulement autour d’un F-16. La snapshot est effectuée
pour une solution des équations linéarisées de 1’aeroélasticité a différentes fréquences.
Ils ont introduit la notion les angles entre deux sous espaces engendrés par deux bases
POD obtenues pour deux nombres de Mach différents. Si on considére deux sous-
espaces M et My engendrés chacun par une base de dimension r, ¢; et o, on
note 6;, i = 1,--- ,r ’angle de sous-espace telle que le '™ vecteur de la base de
M soit un vecteur de base de M. Ainsi, considérant deux bases POD obtenus pour
deux nombres de Mach M; et M5, en interpolant les angles de sous-espaces, la base
POD pour un nombre de Mach M; < M < M, peut étre construite. La méthode
est testée pour des nombres de Mach compris entre 0.6 et 0.8 avec de bons résultats.
Cependant, d’apres les auteurs eux-mémes, les résultats ne sont valables que pour de
faibles variations des nombres de Mach. La méthode suppose que entre deux sous-

espaces, la “rotation” soit linéaire.

4.5.2. Application de la réduction de modele a I’interaction fluide structure

Un des points critique de I’application de la décomposition orthogonale aux va-
leurs propres dans le cas ou le domaine est mobile est comme 1’a évoqué Anttonen
[?, ?] le caractere mobile du maillage sur lequel on effectue les snapshots. Dans le cas
ou I’on cherche juste a diminuer le stockage des données, a condition de connaitre les
maillages, et que pour chaque snapshot la numérotation des noeuds n’a pas changg,
cela ne posera pas de probléme. On sera plutdt dans un registre de compression de don-
nées et on déterminera les axes principaux des données du champ de vitesse étudié.
Dans le contexte de recherche d’une base réduite sur laquelle on projette le systéme
couplé, I’application aux domaines mobiles n’est pas évidente.
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4.5.2.1. Ilustration de la problématique

On commence cette section par un exemple de la mise en pratique des travaux de
Antonnen [?],[?]

On prend le cas de 1’équation de Burgers utilisée section 4.3.2.1 couplée avec un
ressort.

PSfrag replacements

A :
Qs X
I'; -

m of xi 0s 1

Figure 4.20. Description du domaine d’étude

On considére un champ de vitesse v (t) € L2 (Qy), z € Qs (¢t) = [0, (¢)], t €
[0, 1], 1a viscosité cinématique v = 0.1 m? - s~1. On note I'; la paroi mobile.

Le mouvement du fluide est décrit par 1’équation de Burgers monodimensionelle
dans sa formulation ALE :

( Ov ov 9%v
E‘F(U—UJ)%—Vw_O SUTQF(t)

{ v(0,t) =0 (4.84)
v (Fbt) U|F1

(v (z,0) = v (z) sur Qp (0)

vo (z) = sin (7x) est la solution a I’instant initiale et w est la vitesse du maillage.

La paroi I'; (t) bouge selon I’équation de masse ressort suivante :
ml; + K (I; = T; (0)) + bL'; = Fr (4.85)

OuT'; (0) est la longueur a vide du ressort, b ’amortissement, K la raideur du ressort,
m la masse et F les efforts fluides. On choisit zgp = 0.95 m,b = 0.10 N-s-m™!, K =
39.5 N-m~ !, m = 0.5 kg. Le systéme est résolu par un algorithme de newton-
Raphson.

L’ensemble des clichés constitue une matrice [V] de taille n x M ou n représente
le nombre de noeuds discrétisant le domaine fluide et M le nombre de clichés. En
utilisant le produit scalaire de R™ les modes POD sont solutions du probléme aux

valeurs propres suivant :
VIVIT (@] = [Al[@] (4.86)

Avec [®] une matrice constitué des modes POD et [A] la matrice diagonale composée

~

des valeurs propres. On appelle [®] la matrice de taille n x N constitué de N vecteurs
propres correspondant aux /N premieres valeurs propres dominantes.

40



A Dlinstant ¢;, ¢« = 1,--- , M on note v; les vecteurs représentant le champ de
vitesse sur I’espace discret, et v2¥ le champ de vitesse sur la base POD tronquée a N
modes :

o = (34, (4.87)

A; étant un vecteur de dimension N telle que
A; = [0)TV; (4.88)

Comme pour le cas traité¢ dans la section 4.3.2.1 on observe que peu de modes suf-
fisent pour capturer la quasi totalité¢ de I’énergie (tableau 4.5.2.1). Il en faut cependant
5 ici pour obtenir 99.999% de 1’énergie alors que 3 suffisaient précédemment.

mode ¢ i % d’énergie
1 118.793 98.035
2 0.271 99.454
3 9.99-1072 | 99.975
4 14.349-1073] 99.998
5 13.287-107* 99.999

Tableau 4.5. Contribution en énergie cinétique des 5 premiers modes POD

Les modes POD obtenus sont aussi différents. On les représente figure (4.21) sur les
noeuds discrétisant le domaine. On observe que les premiers vecteurs POD sont sem-
blables et que les suivant sont totalement différents.

4.5.2.1.1. Modé¢le réduit
Considérons la formulation différence finie du probleme :
’l.)t —|— [B (vt,wt)] V¢ — [C] Vg = 0

mI; + K (I; —T; (0)) + bI'; = Fp (4.89)
ven] =

L’équation (4.89) est la formulation ALE de I’équation de Burgers, avec w; représen-
tant la vitesse du maillage a I’instant ¢. En tenant compte de la décomposition de la
vitesse sur la base POD tronquée a N modes et en projetant (4.89) sur le sous-espace
engendré par ces IV vecteurs on obtient :

[cfr [6} Ay + {?IS}T (B (vg, wy)] [cﬂ A — {cfr C] [cﬂ A, =0  (4.90)

Dans le cas présent la remaillage ne colitant pratiquement rien, on calcule le dé-
placement du maillage a chaque instant ¢.
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Figure 4.21. Les 4 premiers modes POD
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Figure 4.22. Les 2 premiers coefficients temporels obtenus — par la POD
directe + le systéme dynamique réduit a 3 modes



Le systeme dynamique ainsi construit donne de mauvais résultats. On observe fi-
gure (4.22) des coefficients temporels totalement différents. La visualisation de la so-
lution reconstruite est quand a elle désastreuse (figure (4.23)). La vitesse du fluide
n’est pas reconstruite aupres de 1’interface mobile.

1.0
0.8
0.6

- 04
0.2

0.4

0.2

PSfrag replacements 0 .6 . O 0‘. 2 0 ‘.4: 0 ‘. 6 0 ‘. 8 1 . 0

X
v (z,t)

Figure 4.23. Comparaison du champ de vitesse reconstuit a différents instant ¢
obtenus par : — Solution numérique initiale et + le systeme dynamique réduit
a 5 modes

Il existe plusieurs explications quand a la mauvaise qualité des résultats. En premier
lieu, en choisissant un domaine mobile on ne connait pas le domaine de définition des
modes POD puisque ceux ci sont exprimés sur les noeuds sans aucune information sur
leur emplacement. On a choisit ici de calculer les dérivées spatiales au début du sys-
teme dynamique et non a chaque itération de celui-ci. C’est une autre source d’erreur,
mais il semble difficilement envisageable de calculer les gradients des fonctions carac-
téristiques a chaque itération pour des problémes bidimensionels ou tridimensionnels.
Cela serait trop cotliteux et donc ne serait pas intéressant pour I’application de la POD.

4.5.2.2. Solution proposée

A ces résultats numériques, on peut rajouter une remarque sur la signification de
la POD effectuée dans ces conditions. Que signifie alors I’opérateur (4.6) défini dans
la section 4.2 ? On va créer des corrélations entre des points qui ne sont pas dans le
méme domaine. De méme pour le calcul de la matrice snapshot, I’exemple est plus
flagrant. On rappelle que la méthode des snapshots revient a résoudre le probléme aux
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valeurs propres :
| M
37Ot t) Ak = M, (4.91)
k=1

Ou M désigne le nombre de clichés et

C(tte) = (0 ()0 (b)) = / v (@ ts) v (2, ty) da (4.92)

Q

Si on considere 2 (¢) = Q¢ () comme étant le domaine fluide a ’instant ¢, I’expres-
sion (4.92) n’a aucun sens si les domaines fluide sont différents aux instants t; et t.
Une des solutions est donc comme le propose Utturkar et al. [?] d’utiliser un domaine
fixe de référence (2 auquel on associe un maillage fixe tel que :

vt € [0,7] Q (1) C O (4.93)

Ou dans le cas plus précis de I’interaction fluide structure :

Vt €[0,T] Qr()UQs () =9Q et Qr()NQ(t) =0 (4.94)

A chaque snapshot le champ de vitesse est interpolé des maillages mobiles vers le
maillage du domaine de référence. Ainsi, on obtient un champ de vitesse globale sur
le maillage fixe sur lequel on peut effectuer la décomposition orthogonale aux valeurs
propres. L’introduction des fonctions caractéristiques permet de suivre les domaines.
Dans la suite on ne s’est pas focalisé sur le procédé d’interpolation a utiliser, ni a
minimiser le temps de calcul que cette étape peut représenter. Le but de ici étant le
test et I’utilisation d’une base POD pour les problemes d’interaction fluide structure.
On s’est contenté d’utiliser une méthode de Shépard aussi appelée méthode d’inter-
polation inversement proportionnelle a la distance. Pour chaque noeud du maillage de
référence noté X, on recherche a chaque snapshot ¢ les K noeuds les plus proches du
maillage mobile X} k =1,---, K. Si on considére une fonction ¢ (z, t) obtenue sur
le maillage mobile, en chaque noeud du maillage de référence, a chaque clichés, sa
valeur est calculée par :

o (X;,t) = =L (4.95)

Ou 7, est la distance entre le noeud X }; et le noeud X;.
On notera que la méthode d’interpolation utilisée est linéaire, mais celle-ci n’in-

tervenant pas sur le calcul initial de la solution, mais servant juste pour le stockage
des clichés on ne propage pas I’erreur d’interpolation. La visualisation des isolignes
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(a) isolignes de la premicre composante de (b) isolignes de la deuxiéme composante de
la vitesse sur maillage mobile la vitesse sur maillage mobile

(c) isolignes de la premiere composante de (d) isolignes de la deuxiéme composante de
la vitesse sur le maillage de référence la vitesse sur le maillage de référence

Figure 4.24. Visualisation des isolignes du champ de vitesse sur le maillage
mobile et le méme champ de vitesse interpolé sur le maillage de référence

semble conforter cette idée (figure 4.24) que I’erreur d’interpolation peut étre consi-
dérée comme négligeable.

Pour I’interpolation de la vitesse, sur le domaine solide la vitesse en chaque noeud
est déterminée en fonction de la vitesse du centre de gravite et du vecteur rotation du
solide.

Cette méthode nous permet d’obtenir un champ de vitesse globale sur tout le do-
maine ) tel que

Vee Q,vteT v (z,t) = vf (2,t) Lo, (z,t) + v, (2,t) (1 — Lo, (z,t))

(4.96)
Ou la fonction caractéristique du fluide I, , a la méme définition que I’équation (4.99).

La recherche des modes POD est alors effectuée pour ce champ de vitesse.

4.5.3. Construction d’un systeme dynamique d’ordre bas par la POD

Comme on I’a vu précédemment le choix d’utiliser la POD comme outil de r¢-
duction de modele impose 'utilisation d’un maillage fixe. Nous allons nous limiter
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dans la suite du travail aux problémes d’interaction entre un fluide et un solide rigide.
Par souci de garder une formulation qui respecte la physique on décide de formuler le
probléme suivant la formulation type domaine fictif.

4.5.3.1. Méthode des domaines fictifs

La méthode des domaines fictifs a été introduite en mécanique des fluide par Glo-
winski et al. [?] et ensuite testée pour la simulation de particules rigides dans un
fluide newtonien [?, ?] et pour un €coulement a faible vitesse autour d’une aile de
NACAO0012 [?]. La méthode des domaines fictifs consiste a étendre les équations du
domaine fluide au domaine rigide en forcant la contrainte de rigidité sur ce domaine
par un coefficient de pénalisation et un multiplicateur de Lagrange associ¢ a cette
contrainte dans la formulation variationnelle. On présente ici la formulation de Patan-
kar et al. [?].

On considére un domaine spatiale Q C R¢, de dimension d = 1,2 or 3, un in-
tervalle de temps T C R, une variable d’espace x € (2, et une variable temporelle
teT.

Soit 2 (t) (respectivement €2, (¢)) le domaine fluide de densité p; et de viscosité
p¢. a linstant ¢ (respectivement solide), I'; (¢) I’interface entre les domaines, tel que

Qp ()N (1) =0
VteT Qp (HUQ, (1) =Q (4.97)

Soit v € H (2, T) le champ de vitesse défini pour tout le domaine, H étant un espace
de Hilbert. :

Ve e Q v (xz,t) =vs(z,t) o, (z,t) +vs (z,t) (1 — Lo, (z,1)) (4.98)

Ou vy représente le champ de vitesse sur le domaine fluide et v, sur le domaine solide
et I, représent la fonction caractéristique du fluide définie comme suit

1 sixe Qs (t
I, <x,t):{ N (4.99)

On considere le domaine solide constitué d’un solide rigide de masse m, et de
centre de gravit¢ X 4. Le probleme se formule :

( 0

P (%—I—(Uf-V)vf) =V .oy dans Q¢ (¢)
Vv = dans Q¢ (t)

{ Ve (4.100)

d
Jd—w+Jw><w:T

Vs (tx,t) =Ve(t)+w(t) x (r —X,) dans Qg ()
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J étant la matrice d’inertie du solide, F et 7 la force et le moment da a 1’action du
fluide :

F = of-ndr et T = (x — Xy) x (0-n)dz (4.101)
F[ FI

La condition de solide rigide est modéliser par 1’équation (4.100) suivante :
vs (2,t) = Vo (t) +w (t) x (x — Xy) Vo € Q4(t) (4.102)

ou V (t) = vs (X, 1) et w(t) est le vecteur instantané de rotation. On sait d’apres le
lemme du mouvement rigide que (4.102) est équivalent a

D (v,) = % (Vus + V') =0 dans Qg (t) (4.103)

La formulation variationnelle sur le domaine fluide s’écrit de maniere classique
Vo € {v|v € H(Qy), v =0(t) sur0Q\I'sr et v=vwr,(t) surl'r}

Ov . . )

Qf Qf Qf

avece

/(V-Uf)-v;idx: /(p]Id—Q,ufD(vf))nv;idx—Q,uf/ Tr (D (vy) D (v})) da
of T,

Qf

+ / pV - vidx
Qy
(4.105)
Avec n la normale sortante du domaine solide.

Pour le solide, on considere I’équation d’équilibre locale :

Do,
. =V 04+ 4.106
P Dt os + 1 ( )

Ou f désigne les forces volumiques que I’on néglige pour la suite.

Sa formulation variationnelle s’écrit :
Soit v} un champ virtuel

Dy
/QS Ds th -U*dx:/QSV-US-v*dx (4.107)

Si on choisit un champ virtuel vérifiant I’hypothése de solide rigide, c’est a dire qu’il
existe V* € R? et K* € R? telle que Vz € Qs v (z) = V* + K* x (Xg — ), la
formulation (4.107) contient aussi le théoréeme des moments.

/ (v-as>-v;da;:/ (as-n)-vjda:—/ Tr (0D (v3))dz  (4.108)
Qs Iy Qs
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En tenant compte que v} est un champ virtuel rigidifiant, le premier terme du second
membre de (4.108) se décompose selon F et 7 et que sur I’interfaceon os-n = oy -n

/Fl(as.n).v;dx :/FI(as.n).V*der/ (00 1) K* x (Xg — 2) de

'y
=F - V*4+T -K*
(4.109)
Et le deuxiéme terme du second membre de (4.108) est nul car pour un solide rigide
D (v¥) =0.

On a choisit que sur 'y, v}i = v}, on obtient la formulation variationnelle sur {2
Vor € {vjlv e H(Q),v=0(t) sur0Q\I'; et D(v) =0 dans Q}

/p@ -v*dw+/ p(v-V)v-v*dx:/ (V.0o) -v'dx (4.110)
o Ot Q Q
Ou
Ve € Q v (xz,t) =vs(2,1) o, (z,1) +vs (z,t) (1 = Lo, (z,1)) (4.111)
Ve e Q p(x,t) = prla, (z,t) + ps (1 — Lo, (z,1)) (4.112)
et

Ve €Q o(z,t) =0y (z,t) o, (z,t) + o, (z,1) (1 — Lo, (z,1)) (4.113)
[, représente la fonction caractéristique du fluide définie comme suit

1 siz e Qf(t)

0 sinon (4.114)

Io, (z,t) = {

Cette formulation est équivalente a considérer le domaine solide comme un fluide dont
la formulation forte s’€écrit :

Ps (% + (v-V) v> =V .0, dans Qg (1)
V.-v=0 dans Qg (1)
¢ D(v) = % (Vo+V7Tv) =0 dans Qg (t) (4.115)
v = sur 0€)g ()
Os N=0f-N sur 09g (1)
L v(z,t=0) =V (x) dans Qg (t)

Ou p, correspond a la densité du domaine solide, o5 correspondant au tenseur des
contraintes du domaine tel que D (v) = 0.

En pratique, dans la formulation variationnelle, on pénalise la contrainte de solide
rigide par un coefficient ps. L’étape suivante consiste a relaxé le comportement de
solide rigide par un multiplicateur de Lagrange L.
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On peut alors écrire le tenseur des contraintes dans le domaine rigide sous la
forme :

os = —pld + L+ 2usD (v) (4.116)

L’équation (4.103) nous donne dans un cas 3D 6 variables scalaires pour L. En consi-
dérant les équations suivantes :

V-(D(w)) = 0 dans Qg (t)

D(v)-n 0  Sur 0Qg (t) (4.117)

on réduit a 3 variables. Finalement L n’est pas vraiment le multiplicateur de Lagrange
lui-méme, mais il représente le champ de contrainte induit par la rigidité. Il peut étre
donc représenté par :

L=D()) (4.118)

ou A\ est le multiplicateur de Lagrange a considérer, associé a la contrainte de rigidité.
La formulation variationnelle s’écrit alors ainsi :

En considérant les espaces

Hyp = {vjlveH(Q),v=wop(t) sur 9O\TI's}
Hy = {vlv e H(Q),v=0 sur 9O\TI's}

L2(Q) — {QGLQ(Q)\/qua::o} (4.119)

Yo* € Hp,c € H(Q, (1)) et ¢ € L*(Q) trouver v € Hyp,p € L5 (Q),\ €
H (925 (t)) tel que :

/,0<@—I—U-Vv>-v*dx—/pV~v*dx+/qV-vdx+/QMD(U):D(U*)dx
o \0t Q Q Q

—i—/pg-v*d:z;—i— D()\) :D(v)dx + D(A\):D(v)de=0
Q Qs () Qs (1)
(4.120)

Ou

La condition sur I’interface entre le fluide et le solide est ainsi incluse dans les systéeme.
Ainsi, 1l n’y a pas d’expression explicite de forces agissant sur I’interface, ni de la
vitesse sur celle-ci. Cette méthode est entre autre appliquée par Laure et al. [?, ?] dans
le cas de fluides chargés. Carlson et al. [?] prolonge la méthode décrite par Patankar
et al. pour une forme quelconque de solide rigide, et pour une méthode résolution en
différence finie et I’ajout de Level-set pour traiter les cas de surface libre. Yu [?] étend
la formulation de Glowinski [?] obtenu pour des solides rigides au solides flexibles.
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4.5.3.1.1. Remarque

Une preuve de convergence de la méthode des domaines fictifs a été établie pour
I’équation d’Helmotz résolue dans un domaine arbitraire [?].

On veut établir un systéme dynamique POD pour des traiter des problémes d’in-
teraction entre un fluide et des structures rigides. On a vu dans la premicre partie de
ce chapitre la signification des modes POD pour la mécanique des fluides. Pour le
cas d’une structure rigide, il est légitime de se demander quel est le sens d’une dé-
composition orthogonale aux valeurs propres, et quel est I’incidence de 1’utilisation
d’un champ globale contenant le champ de vitesse du domaine fluide et du solide ri-
gide. Entre autre, la base POD obtenu est elle sur le domaine €2, une base pour un
comportement rigide ?

On propose ici I’é¢tude de quelques cas numériques appréhendant cette probléma-
tique. On considére un domaine fixe de dimension 21m x 12m disposant d’un maillage
constitué de n,, X n,, = 211 x 121 noeuds dans lequel le solide, un disque de rayon
R = 0.5 m bouge.
4.5.3.2. Etude de la POD pour un solide rigide

Le premier cas étudié est celui d’un disque rigide cylindrique en translation uni-
forme. Le champ de vitesse v du domaine solide €2, est définit dans le domaine global
Q) par :

I
v(,t) = { ool Ei g (4.122)

Ou I, (x,t) est la fonction caractéristique du domaine solide.

Rechercher une base POD de ce champ de vitesse a partir de M consiste a trouver
les vecteurs @ solution du probléme aux valeurs propres suivant :

_Z / vyt y) dyv (z,t) = A® () (4.123)

Ce qui est équivalent a

p

M
1
i Z (vila, (z,ty) of +vivellg, (x, ) a2) = AP, (x)
X v (4.124)
1
i Z (vivela, (z,t) of +v3lo, (z,t) af) = A®s (2)
\ k=1

avec af =

S

Io, (y,ts) ®1 (y)dy b = / Io. (y, tx) B2 (y) dy
Q
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On peut considér aussi sa formulation par la méthode des snapshots, qui consiste
les vecteurs POD ®, mais les coefficients A* tels que :

M
O (x) =) AMv(xty) (4.125)
k=1
Les A* formant un vecteur propres du probléme suivant :
| M
17 2 (e ti) v (e, ) AF = AA! (4.126)
k=1
Or
/ vz, t)v(z,ty)de = | vilg, (@,t) I, (z,tk) +vilo, (x,t;) Io, (z,t) da
Q Q
- (U% + Ug) / HQS (xvtl) ]IQS (337tk) dx
Q
(4.127)
La recherche des coefficients A revient donc a rechercher A = (A, --- , AM) tel que
Pouri:=1,--- , M
008 S g A — A
i ; (ti ti) A" =
(' étant une matrice diagonale supérieure ou inférieure selon le sens de la translation

2R

\/ vz +v2At

4.5.3.2.1. Premier cas : grand déplacement du solide

composée de NV diagonales telles que NV <

On considere un premier cas ou les clichés sont pris de telle sorte qu’il n’y ait
aucun chevauchement du domaine occupé¢ a chaque snapshot. Pour cela on impose

. . 2 L, .
au solide une vitesse v; = — et vo = 0, les clichés étant pris tout les At. Seul la

At

diagonale de la matrice C' aura des termes non nuls.

La base POD obtenue est alors de dimension M égale aux nombres de snapshots
telle que

O (z) = { ](I)Qs () (4.128)

2
v
et les valeurs propres sont toutes égales et valent A, = Mx Qs = A

Donc pour un corps rigide en déplacement, pour reconstruire fidéelement le champ
de vitesse du solide il faut tout les modes POD. Ceci est paradoxale puisque si on
considere un repere lié au solide, pour un solide rigide sa base est de dimension 2 en
2D et 3 en 3D. Cet exemple limite déja I’étude a des solides osclillants autour d’une
position.

51



4.5.3.2.2. Disque en oscillation

Nous allons considérer ici deux cas. Dans le premier cas on considére un solide
seul oscillant dans un milieu quelconque. Dans le deuxieme cas le cylindre oscillera
de la méme fagon, mais dans un milieu comportant une vitesse. Le but est sur cet
exemple d’essayer d’évaluer si I’erreur que 1’on fait en effectuant la POD sur le champ
de vitesse global.

1) Disque dans un fluide au repos

On impose au cylindre une vitesse de forme sinusoidale dans le domaine solide de
telle sorte que sur €2 le champ de vitesse s’écrive sous cette forme :

0.0
viwt) = { asin(wt)lg, (z,1) (4.129)
87 2
. hoisi . 8T o 2T
Ou on choisit arbitrairement « 190 et w 120

La POD ne donne pas de modes dominants comme en mécanique des fluides. On
obtient pas a proprement parlé de valeur propre dominante, mais des valeurs propres
du méme ordre de grandeur. On remarque figure (1) que les coefficient temporels
ont globalement la méme amplitude. Le premier mode POD est représenté figure (1).

iplacements

L L L L
20 a0 60 80 100 120

Figure 4.25. Coefficients a,Figure 4.26. Deuxieme composante du prem

Il correspond a une sommation de toutes les fonctions caractéristiques. Les autres
modes corespondent a des sommations partielles. I1 faut énormément de modes pour
reconstruire la solution avec une erreur acceptable figure (4.27), au minimum 90.

Dans le cas d’oscillations plus faibles, il faudrait moins de modes. Cela nous
contraint donc aux cas ou I’on aura de faibles oscillations d’un solide autour de sa
position d’équilibre.

2) Disque en oscillation dans un écoulement sans interaction

On test dans cet exemple la POD pour un champ de vitesse globale, ou la vitesse
dans le solide est faible par rapport a la vitesse dans le domaine I’entourant. Il n’y a
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Figure 4.27. Erreur de reconstruction en norme L? en fonction du nombre de
modes retenus

pas d’interaction entre les domaine, le but étant juste d’avoir une idée qualitative de la
POD. Le champ de vitesse sur {2 est imposé comme suit :

oot ={ oo g e 0 s

2 2
a; = 100, w2 104, 6 = % By = % as =110~

Le champ de vitesse dans le fluide est choisi de telle sorte qu’il soit dominant par
rapport au domaine solide et on choisit pour le solide une amplitude d’oscillation plus
faible que dans le cas précédent. On observe que dans ce cas la, on a une erreur de
reconstruction du champ de vitesse globale en norme L? trés faible puisqu’elle est en
1073 (figure (4.28).

Le premier mode capturant essentiellement les structure du fluide, alors que les se-
conds sont plutots axés sur les zones d’oscillation de la structure rigide

On obtient une bonne reconstruction de la vitesse globale lorsque 1’on évalue
I’erreur en norme L2. Si on zoom sur le domaine solide, cela devient plus com-
pliqué. En pratique lorsque I’on évalue I’erreur de reconstruction sur le solide, on
constate que méme avec 50 modes on ne reconstruit pas enticrement la vitesse
sur le domaine solide

Par contre la vitesse au centre de gravité est reconstruite dés le premier mode.
Connaissant celle-ci 1l est aisé de reconstruire la vitesse dans tout le domaine solide,
donc le manque de précision des modes POD pour la vitesse du corps rigide n’est pas
un probléme en soit puisque 1’on peut le contourner.
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Figure 4.28. Erreur de reconstruction en norme L? en fonction du nombre de
modes retenus

4.5.3.2.3. Conclusion

Comme on I’a vu dans certains exemples numériques, la POD de méme qu’elle
n’est pas adaptée pour 1’é¢tude de fonctions caratéristiques, peut donner des résultats
catastrophiques si I’on considere le solide rigide seul. Cependant dans le cas de faibles
déplacements, 1’approche peut encore étre valable, de méme si on considere un pro-
bléme d’interaction fluide solide rigide avec de faibles déplacements de la structure.
En effet, 1a quasi totalité de I’énergie cinétique est apportée par le fluide, les modes
PODs contiendront donc principalement I’information sur celui-ci. On aura une dé-
terioration de I’information sur le domaine solide, cependant dans le cas de faibles
oscillations, c’est a dire que si moins 2 points maillage étant dans le domaine solide
initiale restent au cours du temps dans le domaine solide, on pourra reconstruire avec
peu de modes la vitesse en ces points, donc le solide rigide.

Dans la suite on consideére que v™* est une fonction issue de la décomposition or-
thogonale aux valeurs propres. Une des propriétés de cette fonction est que pour un
champ de vitesse incompressible, cette fonction est a divergence nulle. Par conséquent

le terme de pression n’est plus a prendre en compte dans (4.120).

4.5.3.3. Systeme dynamique POD

On cherche v a divergence nul tel que :
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(a) premicre composante mode 1 (b) Deuxiéme composante mode 1

(c) premicre composante mode 2 (d) Deuxiéme composante mode 2

(e) premicre composante mode 3 (f) Deuxiéme composantemode 3

Figure 4.29. Isovaleurs des 3 premiers modes POD

quelque soit & un mode POD a divergence nulle, on ait

Lp(%%—%Vu) @dw+/§22utr D(v)D(CD))dm+/Qstr(D()\)D(CI)))dx

— / (D(\)®@)ndx + [ pPndx+ [2puy (D (v)P)ndz =0
s 8Szf\\l—‘s 8(2{“'\Fs
4.131)



p et p sont définis sur tout le domaine :

p=Ila.pr+ (1 —1Ia,)ps; p=1Llapur+ (1 —Ia,) ks (4.132)

On traite la pression par la méthode de pénalisation citée dans la section 4.2.6.3. En
introduisant la décomposition de v sur la base POD tronquée a N modes. Les systemes
dynamiques sont obtenus de la méme maniere que dans la section 4.2. On présente ci-
dessous leur formulation sur le champ de vitesse instantanné et sur le champ de vitesse
fluctuant.

4.5.3.3.1. Formulation du systéme dynamique sur champ le champ de vitesse instan-
tané

On garde la méme formulation que dans la section 4.2, ¢’est a dire que
®,, 1 =1,---, N désigne un élément de la base POD.
VteT pouri=1...N

( N N N
Z —|—ZZak Bkh+22ak t)Ct + D!+ Ef =0
s k=11=1 k=1
D (v ) sur €2 (t)
Olq,
| 57 v-Vlg, =0
(4.133)
Avec
A, = [ o) By (2) - B (2) da

Sy
N+
Ry

1

p(z,t) (Vg - ®)) - &, dx

w(x,t)tr (D(Pg)-D(P;)) do — G/ O P, dx
Le

HQS (ﬂ?,t) f : <I>zdx

T, (2,1) tr (D (A) D (@;)) dz — /

Is

S
I

2
[ [
S—— o

(D(A) ®;) ndx+ G/ v ®; dx
Le
(4.134)

4.5.3.3.2. Formulation du systéme dynamique sur le champ de vitesse fluctuant

Comme dans la section 4.2.6.2, on décompose le champ de vitesse en une partie
moyenne et une partie fluctuante.

p=(p)+7 (4.135)
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Avec (o) qui représente I’opérateur de moyenne temporelle explicité précédemment.
Pour plus de commodité pour 1’écriture des équations on remplacera dans la suite (e)
par ®. Un vecteur de la base POD pour le champ fluctuant est noté &/, i =1,--- | N.

VteT pouri=1...N

)
d
Z akA ZZCLZ klz+zak: Ci; + DI+ E' =0
] k=1 k=1 1=1
D(v):O sur € (t)
0l
\ ¢ —I—U-VHQf
(4.136)
Avec
A RO ACRACY
B = [ p(e.t) (V8- 0)) - @, ds

Ct :/2M(:Jc,t)tr(D(<I>§€)~D(<I>g)) d:z:+/p(<I>;-V@+@-VcI>;)-cbg dx
Q Q

D /Q]Igs(x t) f- q)dx—G/ 7 —v) @, da:—i—/2u(az t)tr (D (v)-D (P

Q
+/p(ﬂc, t) (Vv -v) - @ do

folk —]HQS (z,t) tr (D (A)D((I);))dx—/ (D(\) @) - n dx
Q I's
(4.137)

4.5.3.4. Remarque sur les systemes dynamiques

Il y a une différence notable par rapport aux systeémes dynamiques POD obte-
nus de maniere classique pour un milieu homogene. Premiérement, on obtient des
coefficients du systeéme dynamique qui dépendent du temps par I’intermédiaire de la
fonction caractéristique introduite dans la densité et la viscosité.

Deuxiémement on obtient un systéme plus complexe avec un coefficient A en
plus di a la variation de la densité dans {2 et un terme supplémentaire contenant le
multiplicateur de Lagrange A. On a aussi une €quation supplémentaire qui correspond
a la contrainte de rigidité sur {2,. Cette contrainte de rigidité correspondant a D (v) =
0 n’est pas exprimée sur la base POD tronquée a N modes.

En effet, le fait de tronquer la base POD, consiste a retenir les modes ayant la plus
forte contribution énergétique dans le domaine total 2. Dans le cas d’un solide im-
mergé dans un écoulement fluide, le fluide aura la plus forte contribution énergétique,
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en tronquant la base POD on risque de se privé d’information sur le domaine solide.
Dans le cas opposé d’un fluide intiallement au repos dont I’écoulement est crée par le
mouvement d’un solide, on aura I’effet inverse, c’est a dire le champ de vitesse do-
minant étant dans le domaine solide, la base POD sera plus représentative de celui-ci.
Ces exemples seront traités dans la suite.

I1 reste la derniere équation qui sert a déterminer la position de I’interface au cours
du temps. La fonction caractéristique pouvant étre problématique a résoudre, il est
plus judicieux de considérer la fonction Level-Set, celle-ci étant réductible par base
POD ou encore dans le cas d’un solide rigide le déplacement lagrangien du domaine.
Il suffit en effet dans ce cas la de connaitre le déplacement de seulement 2 points du
domaine rigide pour pouvoir réinitialiser les fonctions caractéristiques a chaque pas
de temps.

4.5.3.5. Résolution

Le systeéme est résolu par une méthode de Newton couplé a un algorithme d’Uzawa

Au pas de temps ¢ on connait pouri = 1,--- , N, a; () et les coefficients A*, B*, C*, D*.
On considére a? = a; (t),\° = 0.0, A? = Afn, iin = B, Chy = Cfn,
DY = Dt et E2 = 0.0.

On calcule a**! solution du systéme suivant :

N

> Ar+ Z a¥ Bl +2CF, | aft! = Z a; (t) AL, — E¥ —DF  (4.138)

i=1
On calcule ensuite la vitesse reconstruite

N
— Z a1, (4.139)
i=1
ce qui permet d’estimer la nouvelle configuration du solide
X5 =X, () + At (uit 4+ ug (1)) (4.140)

Et donc de réinitialiser les fonctions caractéristiques, et les coefficients A, B,C, D, £

AL — \F Pt (4.141)

La convergence est de la solution est ensuite évaluée

Si
0"+ — oF|| < et D (vF+1)

on passe au pas de temps suivant

(4.142)

sinonon faitk =k + 1
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4.5.4. Application

La méthode présentée a été testée sur le cas de 1’équation de Burgers monodi-
mensionnelle couplée avec un ressort afin d’établir une comparaison avec les résultats
obtenus au début du chapitre. Ensuite différents cas bidimensionnels ont éte traité. Le
premier cas est une ¢tude pour un écoulement faible engendré par le mouvement d’un
solide. Ensuite, on passe a un cas ou 1’écoulement a une contribution plus importante,
mais le mouvement du solide est imposé. Dans le dernier cas le solide est laché dans
I’écoulement.

4.5.4.1. Cas monodimensionnel

On reprend le cas étudié¢ au début de ce chapitre, mais en utilisant cette fois la
méthode proposée dans la section 4.5.2.2. On choisit sur le domaine solide une vitesse
¢gale a la vitesse de déplacement de la paroi, et la vitesse sur les noeuds se trouvant

dans le domaine fluide est interpolé a partir des résultats obtenus de la résolution du
probléeme (4.84).

mode ¢ Ai % d’énergie||mode 7 Ai % d’¢énergie
1 18.255 91.648 4 16.079-1072| 99.982
2 1.515 99.256 5 12.347-107% 99.994
3 18.393-1072| 99.677 6 17.804-107% 99.999

Tableau 4.6. Contribution en énergie cinétique des 6 premiers modes POD

On observe dans le tableau 4.5.4.1 que I’énergie est distribuée différemment que dans
le cas de I’étude effectué dans la section (4.3.2.1). Cela est dii au fait que le domaine
fluide n’est pas fixe dans le temps. On remarque que les modes POD obtenus sont
aussi différents. Bien que le premier ressemble beaucoup beaucoup, il semble que le
deuxieme mode dans le cas ou le domaine fluide est fixe ce soit décalé d’un rang dans
I’¢tude actuelle, un nouveau mode traduisant la mobilité de 1’interface étant apparu.
On observe sur le quatrieme mode une forte oscillation sur la zone parcourue par
I’interface. Ces oscillations s’amplifient pour les modes suivants.
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Figure 4.30. Les 4 premiers modes PODs

Le systeme dynamique exprimé section 4.5.3.3.1 est calculé en ne retenant que 5
modes dans la reconstruction du champ de vitesse. Les coefficients temporels obtenus
par le systeme dynamique réduit sont comparées avec ceux obtenus par POD directe
(figure (4.31)). On observe une reconstruction qui semble de moins bonne qualité que
dans la section 4.3.2.1. Cela est dii en partie aux oscillations des modes sur la zone
occupée par I’interface.

On remarque cependant que ’erreur de reconstruction est trés faible lorsque 1’on su-
perpose la solution qui a servie aux snapshots et la solution reconstruite par le systéme
dynamique réduit. (figure (4.32))
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Figure 4.31. Les 2 premiers coefficients temporels obtenus — par la POD
directe + le systeme dynamique réduit a 3 modes

0.8r 1

0.6 ]

= 0.4 Fr :

0.2 ,

0.0 1

-0.2 1
N

L L L L +\
s 000 02 04 06 08 10 12

v(z,t)

Figure 4.32. Comparaison du champ de vitesse reconstuit a différents instant ¢
obtenus par : — Solution numérique initiale et + le systtme dynamique réduit
a 5 modes
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Compar¢ aux résultats de la figure (4.23), la méthode que 1’on propose donne des
résultats de bien meilleures qualités.

4.5.4.2. Cavité annulaire

PSfrag replacements

PSfiag replacements

(a) (b) maillage du domaine fluide

Figure 4.33. Description du domaine d’étude

On étudie ici les oscillation d’un cylindre rigide de rayon R; = 0.1 m dans un
domaine fluide de annulaire délimité par un cylindre concentrique de rayon Ry =
0.2 m. On suppose que le solide rigide a une masse m = 1 kg et est relié¢ au cylindre
extérieur par un ressort de raideur £ = 1 10~* N-m~!. le domaine fluide est constitué
d’un liquide de densité p; = 1000kg.m 3 et de viscosité us = 0.001 kg/m.s

Le cylindre est initialement écarté de sa position d’équilibre et relaché avec une
vitesse initiale nulle. Sous I’effet du déplacement du solide, celui-ci va créer un écou-
lement dans le fluide. La viscosité va induire un amortissement de 1’amplitude du
mouvement du solide. Le déplacement pouvant étre calculé de manicre analytique, on
aura ainsi un ¢lément de validation. La solution analytique s’écrit, X (¢) désignant
la position du centre de gravité a I’instant ¢ :

X (t) - x1 = Xocos (w (£) 1) el . x4 (4.143)

ou Xy = (5.1()_3, 0.0) est la postion du centre de gravité a I’instant initial, w =
0.01 rad - s71 = 207 rad - s71, w (&) = w/1 — &2, et £ le degré d’amortissement.
Celui-ci peut étre calculé a partir du décrément logarithmique ¢ de la courbe d’oscil-
lation du centre de gravité du solide sur les premieres périodes :

¢ = 0 (4.144)

\/Ar? + 52
ra (t —+ Ta) 27T€

oud =In = , T, étant une pseudo-période d’oscillation.

el it
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La résolution numérique nécessaire a I’obtention des snapshots a été effectuée par
le logiciel Castem en utilisant I’algorithme décrit par Benaouicha [?]. On retrouve une
bonne concordance entre la solution analytique et la solution numérique du déplace-
ment du centre de gravité (figure 4.34 )

alytique

Figure 4.34. Déplacement du cylindre pendant 5 périodes d’oscillations

On choisit de prendre les snapshots sur une pseudo-période d’oscillation du cy-
lindre, soit un intervalle de temps T = [0,6.28]. On prend 100 clichés espacés de
Aty = 0.0628 s. Le domaine de référence sur lequel les snapshots sont interpolés est
discrétisé selon un pas spatial Ax; = 0.004 m et Azy = 0.004 m.

La figure (4.35) représente les isovaleurs des composantes des deux premiers modes
POD. On remarque que dans le cas étudié ici, I’écoulement est contr6lé par le mou-
vement du solide. C’est la raison pour laquelle trés peu de modes POD suffisent. Le
premier mode contribue a lui seul a 99.9% de 1’énergie totale. La second représente
des fluctuations au niveau de ’interface fluide solide.

On se trouve dans la situation ou méme si le caractére dominant est celui du solide.
Ayant de faibles oscillations du solide, le déplacement de celui-ci ne dépasse pas deux
¢léments du maillage fixe de référence. On reconstruit alors trés bien le champ de
vitesse avec seulement 2 modes POD.
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Figure 4.35. Isovaleurs des deux premieres composantes des deux premiers
modes POD

On obtient également des résultats correctes avec le systeme dynamique réduit
utilisant seulement 2 modes POD. On observe figure (4.36) que le premier coefficient
temporel est trés bien reconstruit de méme que le deuxiéme.

Strag rep s PSijag replacements RE: T 4 5 i g 3
emps emps
mps emps
(@) a1 (b) as

Figure 4.36. Comparaison des deux premiers coefficients temporels obtenus
par — POD directe , + systeme dynamique réduit a 2 modes
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Rajouter d’autres modes dans la base augmente dans ce cas présent 1’erreur. Le
troisiéme coefficient temporel a un caractere trés désordonné. Cependant, le premier
mode est tellement dominant que la reconstruction avec 2 modes donne une erreur
tres faible lorsque 1’on compare le champ de vitesse initial et celui reconstruit par le
systeme dynamique réduit. Les figures 4.37 et 4.38 montrent les isovaleurs du champ
du cliché du champ de vitesse et la solution du systtme dynamique pour un écart
maximal entre les deux.
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Figure 4.37. Isovaleurs de la premiére et deuxieme composante du champ de
vitesse pour la 15"°™ snapshot

vpody0015

n n . SOR n n 0 n n L L L L L
-0.20 -0.15 -0.10 020 -0.15 0.10 0.05 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

(T IO O T T T T
5.0 39 2.8 .8 x1e“39

17 06 05 16 27 3

PSfiag replacements PSfrag replacements

(a) v1 (b) v2
Figure 4.38. Isovaleurs de la premiére et deuxieme composante du champ de

vitesse obtenu par le systeme dynamique réduit pour un temps correspondant a
la 15"™ snapshot
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Figure 4.39. Comparaison du déplacement du solide

Le systeme dynamique a été testé sur un intervalle de temps supérieur a 1’inter-

valle de temps pendant lequel on a pris les clichés de I’écoulement. On a comparé le
déplacement obtenu par le syst¢eme dynamique réduit et la solution analytique (figure
(4.39). On observe une tres bonne prédiction de celui-ci sur I’intervalle de temps étu-
di¢, c’est a dire 10 fois I’intervalle de temps de la snapshot.
Dans le cas présent on n’applique pas la POD sur le champ fluctuant. Il ne serait pas
judicieux ici de décomposer le champ de vitesse en une partie moyenne et une par-
tie fluctuante. La moyenne temporelle du champ de vitesse sur le domaine solide est
pratiquement nulle sur la période étudiée, donc on ne peut pas assimiler la moyenne
temporelle au premier mode.
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4.5.4.3. Cylindre en oscillation forcée dans un canal

pl

of

X2 p2

Figure 4.40. Description du domaine d’étude

4.5.4.3.1. Présentation du probléme

On étudie ici I’écoulement autour d’un cylindre en oscillation forcée. On se place dans
les mémes conditions d’écoulement que dans la section 4.3.2.2, c’est a dire a Reynolds
200 et des vitesse nulles sur les parois inférieures et supérieures du canal. On considére
cette fois un cylindre de rayon R = 0.5 m et de masse m = 1 kg rattaché a la paroi
inférieure par un ressort immergé dans I’écoulement. Les déplacements du cylindre
sont imposés par 1’équation :

Ou Xg- (t) désigne la coordonnée selon 1’axe x2 du centre de gravité Xg (t) =
(Xg1(t),Xg2(t)), Al’amplitude et fj la fréquence d’oscillation.

On décide de faire osciller le cylindre a la méme fréquence que la fréquence liée
au Strouhal lorsque le cylindre est fixe, c’est a dire fy = 4.107°Htz et on prend
A = 0.25. On observe alors un phénomene d’accrochage fréquentiel, ¢’est a dire
que la fréquence liée au nombre de Strouhal et celle d’oscillation du cylindre sont
identiques. Pour plus de renseignements sur ce phénomene le lecteur pourra se référer
a[?]et[?]

Les clichés de 1’écoulement sont effectués sur une solution obtenue a I’aide du
logiciel Castem, sur une période d’oscillation du cylindre. On effectue 120 clichés de

I’écoulement présentées figure (4.41).

4.5.4.3.2. Analyse POD

On effectue la POD sur un maillage du domaine de référence constitué¢ de 211 x 121
noeuds, soit Az; = 0.1 m et Azs = 0.1 m. On présente sur la figure (4.42) les 3
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Figure 4.42. Isovaleurs des 3 premiers modes POD

premiers modes POD. Ils ressemblent a ceux obtenus pour le cylindre fixe (cf section
4.3.2.2) sauf dans la zone d’oscillation du cylindre. On remarque que le premier mode
ressemble a une moyenne de I’écoulement et ne contient pas les fluctuations du fluides.

Du point de vue considérations énergétiques, avec 7 modes on obtient 99.99%
de I’énergie cinétique totale, le premier contribuant a lui seul a 98.37% de 1’énergie
totale. La répartition énergétique est différente du cas du cylindre fixe, le premier mode
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captant ici plus d’énergie. Cependant les études n’ont pas été réalisées avec le méme
nombre de snapshot et pas sur le méme intervalle de temps.
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Sur la figure (4.5.4.3.2) on remarque qu’avec 7 modes ’erreur de reconstruction
en norme L2 sur les snapshots est inférieure a 2% et qu’il faut par contre 12 modes
pour obtenir une précision inférieure a 1%. Les valeurs propres correspondants aux
modes 8 a 12 ont une décroissance et concernent surtout les zones recouvertes par le
cylindre pendant les snapshots.
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Figure 4.43. Erreur de reconstruction en norme L2

4.5.4.3.3. Systeme dynamique réduit sur le champ instantanné

On a construit le systtme dynamique pour le champ instantanné avec 7 modes, les ré-
sultats obtenus pour les 4 premiers coefficients temporels sont présentés figure (4.44).
Les résultats obtenus avec plus de modes ne sont pas meilleurs et ont tendance a déte-
riorer la solution. Cela est dii au fait que ces modes la capturent des fluctuations pres
de I’interface, c’est a dire qu’ils possedent de forte oscillation dans cette zone et sont
sources d’instabilite.

Il y a une difficulté supplémentaire dans le cas de 1’oscillation forcée. En effet
I’oscillation forcée consiste physiquement a considérer une force qui annule les efforts
du fluides sur le solide. L’expression de cette force n’est pas connue, la formulation
utilisée les contenant implicitement. Comme le solide est en oscillation forcée, son
mouvement est imposé. On va donc imposer une condition plus forte que celle de
solide rigide dans le domaine €25. On va en effet considérer au lieu de D (v) = 0,

71



2.0r

1.5

ay

1.0-

0.5-

0 05 1.0 15 20 25 3.0 00 05 10 15 20 25 3.0

xle+d xletd

(a) a1 (b) a2

as L

00 05 10 15 20 25 3.0 1§56 05 10 15 20 25 3.0

xle+d xle+d

(c) a3 (d) a4

Figure 4.44. Les 2 premiers coefficients temporels obtenus — par la POD
directe + le systeme dynamique réduit a 7 modes

v = vy, c’est a dire la vitesse du centre de gravité du solide. La qualité des résultats
va dépendre de I’erreur que I’on autorise sur cette vitesse tout en gardant une solution
qualitativement proche de la solution réelle du champ de vitesse dans le domaine (2.
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Dans le but d’obtenir de meilleurs résultats on a étudié le systéme dynamique sur
le champ fluctuant.

4.5.4.3.4. Systeme dynamique réduit sur le champ fluctuant

Les résultats obtenus sur le champ fluctuant (figure (4.45)) permettent de reconstruire
la solution qui a servie aux snapshots avec une erreur inférieur a 2% en norme L2,

%0 05 1.0 15 20 25 _30 'o. 05 1.0 15 20 25 3.0
(@) a1 (b) a2

Figure 4.45. Les 2 premiers coefficients temporels obtenus — par la POD
directe + le systéme dynamique réduit a 6 modes

On présente sur la figure (4.46) le champ de vitesse reconstruit avec les coefficients
temporels obtenus par le systéme dynamique réduit a 6 modes.

73



vpodx0001 p0dx0030

PSfug replacements g Pestiag repacements

(AT T T (T T T
05 01 024 06 102 Taa EE 048 08 130

00 024 0

xled

(a) v1 Snapshot 1 (b) v1 Snapshot 30

vpodx0045 vpodx0060

PSiing replacements

5 g 5 10 B replcements

L0 AR T s
(¢) v1 Snapshot 45 (d) v1 Snapshot 60

vpodx0119

Piing eplacements

(AR RREEHRE AR [T
3 000 037 06F 08 178 Ter 228 2

o

T T T T

o

ea

(e) v1 Snapshot 90 (f) v1 Snapshot 120

vpody0001 vpody0030

B L I D
(g) v2 Snapshot 1 (h) va Snapshot 30
vpody0045 vpody0060

M D
125 100 075 00 0% 000 6 €0 75 L@

AR A )}
S L0 0.3 0.0 03 010 015 04 03 o

(i) v2 Snapshot 45 (j) v2 Snapshot 60

vpody0090

vpody0119

(T TN 00O R 0
5 1125 0. 75 0478 1375 0475 OF 1303 0.9 04 D15 017 0F 06 083 120

137 T 06Th O

74
(k) v2 Snapshot 90 (1) v2 Snapshot 120



On observe que les isovaleurs du champ de vitesse sont les méme que celles des
figures (4.41). On arrive a reconstruire le méme écoulement avec le méme nombre de
Strouhal avec seulement 6 modes pour le champ de vitesse fluctuant.

4.5.4.4. Cylindre en oscillation libre

pl
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<

lition de symétrie y

Figure 4.47. description du domaine d’étude

On présente dans cette section les résultats obtenus pour un cylindre en oscillation
libre selon 1’axe x2 dans un €coulement a Reynolds 1690. On a ici des conditions de
symétrie sur les parois inférieures et supérieures du canal. On considére un cylindre
de rayon R = 0.025 m relié¢ a un ressort de raideur £ = 0.559935 et d’amortisse-
ment 2.7825 - 1073, On considére que le cylindre vibre seulement selon une direction
transversale a I’écoulement.

L’écoulement fluide est obtenu a 1’aide de STARCD par un mode¢le de turbulence
de type RANS instationnaire (mod¢ele k£ — €). L’équation de mouvement du cylindre
est résolue par un sous programme intégré dans le code de calcul. Les clichés ont été
pris sur un peu plus d’une période d’oscillation du cylindre, soit 150 snapshots sur un
intervalle de temps de 1, 5 secondes.

Ce travail a été effectué en collaboration avec C. Allery C. Beghein. Le but de
cette étude était I’évaluation des possibilités offertes par le codes industriels STARCD
pour prédire les vibrations d’une structure soumise a un écoulement axial avec déta-
chement tourbillonnaire. Plusieurs simulations a différents nombres de Reynolds ont
¢été effectuce et les résultats ont été comparés aux travaux expérimentaux de Khalack
et Wiliamson [?] et aux travaux numériques de Guilmineau et Queutey [?] et Pan et
al. [?].
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Pour les modes POD (figure 4.49), on retrouve les mémes caractéristiques que précé-
demment, c’est a dire un premier mode dominant s’assimilant a 1’écoulement moyen,
et des seconds représentant les fluctuations du fluide. On observe que 3 modes suf-
fisent a reproduire le champ instantané ( 2 pour le champ fluctuant) avec moins de 2%
d’erreur en norme L2 (figure 4.50).
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Figure 4.50. Résidu sur le champ instantané par reconstruction POD directe
ai = (v(t:), i)

Dans le reste de 1’étude on travaillera uniquement sur le champ fluctuant. On observe
que bien que 2 modes suffisent pour avoir une erreur acceptable sur le champ de vi-
tesse globale, il en faut au moins 6 si on veut reproduire la vitesse au centre de gravité
de maniere correcte (figure 4.51)

La vitesse moyenne dans le domaine fluide étant, en ordre de grandeur, 10 fois plus
grande que la vitesse du domaine solide, les premiers modes POD capturent essen-
tiellement le domaine fluide, 1a ou 1’énergie est la plus grande. Autant dans le cas du
cylindre en oscillation libre dans une cavité annulaire (section 4.5.4.2), la vitesse du
domaine solide était dominante, autant ici on se trouve dans le cas opposé. L’ oscilla-
tion du solide a ici peu de conséquences sur I’écoulement du fluide, ce qui explique
pourquoi 2 modes POD, dans le cas d’une décomposition du champ de vitesse en
une partie moyenne et une partie fluctuante, suffisent. Néanmoins, 1’intérét de 1’é¢tude
¢tant les oscillations du cylindre, on retient une base composée de 6 modes POD pour
la construction du systeme dynamique POD.
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Figure 4.51. Comparaison de la deuxieme composante de la vitesse au centre
de gravité + initiale, et reconstruite en fonction du nombre de modes POD
retenus dans la base

4.5.5. Systeme dynamique sur champ fluctuant

On présente uniquement les résultats obtenus sur le champ fluctuant, le premier
mode POD obtenu étant comme pour 1’exemple précédent assimilable a la moyenne.

On utilise 6 modes POD pour construire le systeme dynamique afin de pouvoir
reconstruire le déplacement du cylindre. On observe sur la figure (4.52) un trés bonne
reconstruction des deux premiers coefficients temporels.

On trouve pour ces deux premiers coefficients temporels un cycle limite qui est égale-
ment conserveé par le systéme dynamique (figure (4.53)).

La conservation de ce cycle limite est encourageant dans le but d’une étude sur un in-
tervalle de temps plus long que la période de snapshot. De plus le fait de rester proche
du cercle limite nous garantie une certaine validité de la solution puisque cela signifie
que 1’on reconstruit correctement les structures les plus énergétiques de I’écoulement.

Le systtme dynamique permet de plus de reconstruire correctement le déplace-

ment du cylindre. On retrouve figure(4.54) une estimation correcte de la position du
cylindre.
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Figure 4.52. Les 2 premiers coefficients temporels obtenus — par la POD
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