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Abstract. Nous décrivons une méthode de déformation multirésolution
de courbes planes fermées qui conserve laire intérieure. Nous util-
isons une représentation multirésolution basée sur des ondelettes, et les
courbes sont représentées par un nombre fini de points de controle a
chaque échelle. Il est alors possible de déformer la courbe en modifi-
ant un ou plusieurs points de controle a une échelle quelconque. Ce
processus est connu sous le nom d’édition multirésolution, auquel nous
ajoutons la contrainte d’aire constante. Nous développons aussi une ex-
pression multirésolution du moment d’aire. Nous nous assurons que tous
les calculs sont rapides et que les déformations peuvent étre calculées

interactivement.

Keywords. analyse multirésolution, déformation, contrainte d’aire,

courbes de subdivision, ondelettes, aire constante, courbes fermées.

1. INTRODUCTION

L’analyse multirésolution a recu une attention particuliere ces dernieres années dans de
nombreux domaines de la géométrie algoritmique, de la modélisation géométrique et de la
visualisation. Elle apporte un outil puissant pour représenter efficacement des fonctions a
différents niveaux de détail. Dans ce cadre, une fonction est représentée par une ”tendance
grossiere” qui contient 'information basse résolution, couplée avec une série de coefficients

de détails qui permettent la reconstruction exacte du signal original.
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Des représentations multirésolution basées sur les ondelettes ont été développées pour
les courbes paramétriques et peuvent étre généralisées aux surfaces produit tensoriel,
aux surfaces de topologie arbitraire, aux données sphériques et volumiques. D’autres
modélisations multirésolution (MR) existent pour des données définies sur des maillages

irréguliers.

Toutes ces techniques montrent les nombreux intéréts que présente la modélisation
multirésolution. La déformation d’objets complexes avec une grande quantité de détails
s’avere souvent difficile et cotiteuse en calculs. Dans un cadre multirésolution, de tels
objets peuvent étre édités a une échelle précise, ce qui permet principalement deux ef-
fets: premierement la modification de points de controle a basse résolution suivie de la
réintégration des détails modifie la forme globale de 1'objet sans en changer les détails
caractéristiques. Deuxiemement, la modification de détails fins modifie le caractere de la

courbe sans changer sa forme globale.

L’édition multirésolution et les techniques de déformations de courbes paramétriques
ont été étudiées en détail par Finkelstein et Salesin [9] avec l'utilisation des B-splines.
Mais ’édition multirésolution sous contraintes n’a fait 1’objet que de peu de recherches,
bien que de nombreux domaines tels que la CAD/CAM ou 'informatique graphique ont be-
soin de tels outils. Des travaux utilisant l'intégration numérique d’équations différentielles
physiques ont été effectués, mais dans les cas ou les temps de calculs sont prioritaires sur
le réalisme, l'utilisation de contraintes géométriques est un avantage certain. D’autres do-
maines d’application sont envisageables, tels qu’en modélisation géométrique ou en vision

par ordinateur.

Nous présentons ici un environnement d’édition et de déformation de courbes mul-
tirésolution qui permet la conservation de I'aire enfermée dans une courbe plane périodique,
contrainte non linéaire. Des travaux ont déja été faits dans ce sens par G. Elber [6] con-
cernant la linéarisation de la contrainte d’aire par décomposition du déplacement en de
nombreux pas en x et en y. Dans [7] il développe une version multirésolution de son al-
gorithme en utilisant 'insertion de noeuds, ce qui permet de localiser les déformations.
La particularité de notre travail est de présenter un cadre multirésolution uniforme per-
mettant la décomposition et 'utilisation de différents schémas d’ondelettes. Les formules
que nous présentons peuvent s’appliquer a tous les schémas multirésolution basés sur des
ondelettes. Pour la mise en pratique nous utilisons le schéma de subdivision de Chaikin,
étroitement lié aux ondelettes B-spline quadratiques. Notons enfin que tous nos algo-
rithmes ont été développés dans un soucis constant de simplicité et d’efficacité pour en
faire un outil interactif.

Cet article est organisé comme suit: la section 2 rappelle les idées de base de la
multirésolution. La section 3 explique comment calculer efficacement 1’aire enfermée par
une courbe définie dans une base multirésolution. La section 4 présente notre méthode de
déformation de courbes sous contrainte d’aire. La section 5 conclut et donne des ouvertures

sur des travaux futurs.



2. Courbes Multirésolution

Durant les dernieres années les ondelettes ont trouvé des applications dans des domaines
trés variés : analyse numérique [1], analyse du signal [13], traitement d’images [12], visual-
isation et informatique graphique. Le schéma multirésolution basé sur des ondelettes que
nous allons présenter brievement dans ce chapitre est légerement plus général que celui
introduit dans [12]. Pour plus de détails, voir [16, 9].

Soit E un espace fonctionnel et V7 C E des espaces d’approzimation linéaires im-
briqués avec V® C V! C ... C V™. Dans le cadre de cet article nous allons nous intéresser
aux courbes fermées, ces espaces seront donc de dimension finie. Soit V/ engendré par un
ensemble de fonctions de base ¢/ = [99{, o0l 1T, appelées fonctions d’échelle. L’espace
W7, complémentaire de V7 dans V1!, est appelé espace de détails. Ses fonctions de base
P = | {, e ,;/J{V_m]T couplées avec les ¢/ forment une base de V/*1. Les fonctions 77/)1]

sont appelées ondelettes. L’espace V™ peut donc étre décomposé comme suit:

n—1 n—1
Va=Vart PWasi =Vao @ W= =Ve Pw,. (1)
=0

j=n-—2

La condition (1) implique que les fonctions d’échelle sont subdivisables, i.e. pour tout
j € [1,n] il doit exister des matrices P/ et Q7 telles que les équations de subdivision

sulvantes sont vérifiées - o
=1 _ (pJj j
P =(P)

P =(QN) T

D’autre part, les fonctions d’échelle "fines” o/ peuvent étre construites a partir des fonc-

(2)

tions d’échelles ”grossieres” et des ondelettes & 1’aide de matrices A7 et BJ:
o = (AT (BT (3)
< - Al . .
Notons que [P? | Q7] et Bi sont des matrices carrées, et que

A
PiQ ‘ =T (4)
BJ

(4) est généralement appelée condition de reconstruction. Le choix des fonctions d’échelle
détermine la structure des matrices P/, Q7, A7, et B’ . Pour la plupart des applications il

est préférable que ces matrices soient creuses, ce qui est vrai pour les ondelettes a support
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compact.

A partir de ce schéma multirésolution, soit une courbe multirésolution ¢(t), t € I définie
comme élément d’'un certain espace fonctionnel V™ de dimension D2". ¢(t) peut étre

représentée comme suit:

D2" -1
, Ty,
c(t)= > afel =(@")T(¢"), (3)
=0
ou " est un vecteur colonne de D2" points de controle zg, ..., 2%, _ € IR*. De maniére

générale le vecteur ™ peut étre un signal avec n = D2" échantillons.
Les relations (2) et (3) permettent maintenant de créer un signal basse résolution

n—1

x avec moins d’échantillons en utilisant le filtre passe bande A™:

wn—l — Anwn’

olt A" est de taille (D271 x D2™). Les détails qui ont été perdus dans ce filtrage peuvent

étre récupérés dans un autre signal d" " en utilisant un filtre passe haut B":
-1
dn — Bnajn7

oit B"™ est une matrice (D2"7' x D2"). Ce processus de séparation d’un signal " en
un signal grossier "' et des détails d"" est appelé décomposition ou analyse. Les
matrices A™ et B™ s’appellent filtres de décomposition (d’analyse). La décomposition peut
étre répétée récursivement sur le nouveau signal "', Finalement, le signal original sera
décomposé en un signal basse résolution ®° et des détails d°,...,d"'. Ce processus
récursif est connu sous le nom filter bank [12], voir figure 1.

Le signal original " peut étre reconstruit en utilisant les matrices de reconstruction

(de synthése) P7 et Q7 (2)
g;j:Pja:j_l—l—dej_l pour j =1,...,n.

Ce processus s’appelle reconstruction.
x) — ") — - (X)) — (X))

N\ N\ N\
(@"7") (@) - (d”)
Figure 1: L’algorithme filter bank.

Une courbe multirésolution (5), peut étre représentée a un certain niveau de résolution

L

L € [0,n] par des points de controle grossiers ” qui forment une approximation du
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polygone de controle initial et des coefficients de détail d’,...,d" ! en appliquant le filter
bank. On obtient:

e(t) = (@) (p") + (@) (") + -+ (@) ("), L=0,...,n. (6)

Tout ce qui sera développé dans cet article est indépendant de la représentation partic-
uliere choisie pour la courbe multirésolution. Les exemples de résultats ont été obtenus
en implémentant les ondelettes de Chalkin. Elles sont basées sur le schéma de subdivision
de Chaikin [2] et sont également connues comme ondelettes B-spline quadratiques. La

décomposition d'une courbe a D2" points de controle z{, ...,z ,n_, est donnée par

n—1 1 n n n n
7= (g By 3eg, — a%y)
o (7)
i = Z(xgi—2 — 3251 + 323 — T541),

ou tous les indices sont pris modulo le nombre de points de controle. La formule de

construction pour Chaikin est:

3 — n— 1 n— n—
Ty; = —(x? T+ d; 1) + _(1'14-11 - di—i—ll)
1 3 (8)
$3i+1 = Z(m?_l + d?_l) + 1(1'?4-_11 + d?+_11)-

La figure 2 illustre les approximations successives d’une courbe de subdivision de Chaikin

obtenues par la décomposition (7).

[ o [4 [x

Figure 2: De gauche a droite: une courbe de Chaikin définie par 32 points de controle,

son polygone de contréole (niveau 5), puis les polygones de contréle des approximations

correspondant au niveaux 4, 3 et 2.

3. Calcul de l'aire d’'une courbe multirésolution

Nous allons dans ce chapitre développer un outil de déformation préservant 1’aire enfermée
dans une courbe multirésolution plane périodique. Pour cela il est nécessaire de pouvoir
évaluer l'aire de la courbe & n’importe quel niveau de résolution. La section (3.1) présente
les formules multirésolution de la fonction d’aire. La section (3.2) explique comment le

calcul peut étre effectué de maniere efficace en développant une relation de récurrence.



3.1 L’aire enfermée dans une courbe multirésolution

Soit ¢(t) = (z(t),y(t)) une courbe paramétrique plane et périodique sans auto-intersections
et suffisament réguliere pour que toutes les dérivées nécessaires puissent étre définies. L’aire

inclue dans ¢(t) est donnée par le théoreme de Green [6, 5]:
1
A= fatn'te) - (o). (9

Quelques notations sont nécessaires pour la suite. Introduisons la forme bilinéaire
I(p, ) == I(pis5)ij ; (10)
ol ¢ et ¢ sont deux vecteurs de fonctions et I(p;, ;) = fc,ol(t);/); (1) — pl(t)w; (t)dt.

L’aire (9) d” une courbe multirésolution (6) peut maintenant étre évaluée a n’importe quel

niveau de résolution L. On obtient ’équation bilinéaire
24 = (X*) [ML] (YHT, VLelo,...,n}, (11)

ot X7 et Y'' sont des vecteurs ligne contenant respectivement les coordonnées x et y des
D2" coefficients de la représentation multirésolution de la courbe, i.e.

(’;LL) = (e, d".d", .. d"T, (12)

et
I(e™ e I(e™ 9N A B
Ml = = . (13)
I(¢k7¢L)Z;i I(¢k7¢1)z,?iL -B" C
La matrice d’aire M” est une matrice anti-symétrique de taille D2" x D2" contenant 4
blocs principaux. Le bloc A (jaune en fig. 3) est de taille D27 x D2F, le bloc B (rouge) est
de taille D21 x (D2" — D2%), et le bloc C (vert) est de taille (D2" — D2%) x (D2" — D2%),
voir fig. 3.

M™ Mt Mn—2 Mn3
[ &

Figure 3: Les matrices d’aire M" pour L € {0,...,n} ont la méme taille D2" x D2"
mais leur décomposition en quatre blocs est différente selon le niveau de résolution L.



3.2 Calcul efficace des matrices d’aire

Les matrices d’aire doivent étre calculées pour tous les niveaux de résolution. Chaque
élément de ces matrices est I'intégrale d’un produit de fonctions (9). En posant N = 27,
le calcul de toutes les matrices nécessitera O(log(N) - N?) évaluations éventuellement
cotiteuses de ces intégrales. Nous allons montrer dans ce chapitre que dans le cas de courbes
multirésolution, seule I’évaluation des éléments de la matrice "mere” M™ est nécessaire.
Par bilinéarité de la forme (10), les matrices des niveaux n — 1,..., L peuvent ensuite étre

obtenues en utilisant de maniere récursive les équations de décomposition (2).

Dans le cas ot un argument de la forme bilinéaire I reste fixe (indice k), on obtient
les relations récursives suivantes. Nous les appellerons filtres (P) et (Q) en fonction du

filtre de décomposition utilisé:
(P) - filter: I(e" ™1, 0F) = (PY)T I(9",4") (14)

(Q) - filter: I(" 71 w%) = (Q")T I(¢", v"). (15)

Par symétrie on obtient des formules analogues dans le cas ou le premier argument est
fixe. Dans le cas ou les deux arguments ont besoin d’étre calculés de maniere récursive,

les équations de décomposition seront utilisées sous forme produit tensoriel:
(PP) - filter: 1", 6" = (PY)T (%, ") (PP) (16)

(PQ) - filter: I 9P = (P 16", ") (@) (17)
(QQ) - filter: I ) = Q)T 16 ") (@) (18)

L’algorithme qui découle de ces formules, pour calculer successivement les matrices
M"Y M2 . MP", est schématisé en fig. 4.

M M1 M2 M3

(PP) | (PQ) P)
(PP) (PQ)
(QQ) Q
Q/b
& c‘?fé\o"
(QQ) & s
s©

Figure 4: Calcul récursif de la matrice d’aire: M"™ 1 a partir de M"™, M™% a partir de
M™1 ete.



4. DEFORMATION MULTIRESOLUTION SOUS CONTRAINTE D’AIRE

Des contraintes linéaires peuvent facilement étre incorporées dans un systeme de design
interactif de courbes et surfaces NURBS, e.g. positions, tangentes, orthogonalité. Des
contraintes non-linéaires comme ’aire, le volume, la convexité ou des contraintes d’origine
physique, sont difficiles a traiter, en particulier a cause d’un effort numérique considérable.

Dans ce chapitre, nous présentons une méthode de déformation de courbes multirésolution
s O : , . , )
planes et périodiques a n’importe quel niveau de résolution tout en préservant l'aire en-
fermée. De maniere élégante il va étre possible de :
- préserver les détails en modifiant globalement la forme de la courbe, et
- déformer la courbe a différents niveaux de résolution

tout en conservant l'aire enfermée par la courbe.

4.1 Principe

La méthode de déformation est composée de trois étapes principales :

o décomposition : La courbe est décomposée jusqu’a une échelle qui a été définie
I'utilisateur. La courbe est alors représentée par un polygone de controle et un en-

semble de coefficients de détail (voir formule (6)).

o déformation : L’utilisateur définit une déformation en déplacant un ou plusieurs

points du polygone de controle.

o conservation d’aire : Une nouvelle courbe est calculée en respectant la déformation
définie par 'utilisateur et qui a la méme aire intérieure que la courbe initiale. Cette

7 . N\ 7
étape constitue le probléme que nous nous proposons de résoudre.

Etant donné une courbe multirésolution ¢(t) et un niveau de décomposition L auquel est
appliquée la déformation, prenons les notations suivantes, en négligeant les indices L et n:

- Ayey est Taire de référence que nous voulons conserver

- (iio) sont les coordonnées apres déformation du polygone de controle, et avant les
0
corrections pour conserver 1’aire
- Ao = %XOJWYOT est laire correspondante qui doit étre corrigée

- A= %XA/IYT est la nouvelle aire

oS

) sont les coordonnées apres correction

Dans ces termes, nous pouvons reformuler les trois étapes :

o exprimer ¢(t) dans une base multirésolution V¥, voir formule (6)
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o déformer le polygone de controle pour obtenir Xg et ¥y
o calculer X et Y "proches de” Xg de Y tels que 4 = A, ¢

4.2 Critere de lissage

Pour obtenir une courbe "lisse”, i.e. qui a une forme visuelle plaisante, nous utilisons la
minimisation d’une version linéarisée de I’énergie de tension, classique en design variationel

g :/|c”(t)|2dt = /J:”(t)2 + 4" (t)%dt

Dans le cadre particulier d’'une courbe multirésolution, nous pouvons 'exprimer de facon

similaire & la formule (11) pour un niveau L € {0,...,n}:
1 1
E(X,Y) = §XLHL(XL)T + §YLHL(YL)T (19)

ol H” est une matrice symétrique calculée par le méme processus que la matrice M7,

4.3 Conservation de l'aire

Afin d’assurer que X et Y seront proches de Xy de Yy, on introduit un critére de
distance, et notre probléeme se reformule ainsi en un probleme d’optimisation convexe sous
contrainte :

1 1
min —XHXT + YHYT + o||X — Xo|* + ||V — Yo||?)
Xy 2 2 (20)

sous A—A.cr=0.

a > 0 est un scalaire qui permet de choisir ’équilibre entre une courbe plus lisse ou une
courbe qui respecte mieux la déformation définie par I'utilisateur.

Pour résoudre ce systéeme, nous utilisons une linéarisation de la contrainte d’aire et
les multiplicateurs de Lagrange, ce qui nous ramene a trouver le point stationnaire d’une
fonction quadratique, c’est a dire a résoudre un systeme linéaire.

4.4 Exemples

Dans toutes les illustrations nous utiliserons un code de couleurs qui nous permettra
d’identifier la courbe initiale (en bleu), la coube déformée (en vert), et la courbe finale
vérifiant la contrainte d’aire (en rouge). Les polygones de controle présents sur la plupart

des figures sont les coefficients d’échelle au niveau L, donc les polygones que peut manier
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Dutilisateur.

La figure 5 illustre les 3 étapes de notre algorithme, et montre le role du coefficient
a dans la formule (20). La courbe originale a 32 points de controle (n = 5). Apres deux
décompositions on obtient 8 coefficients d’échelle qui forment le polygone de controle au
niveau L = 3 et 24 coefficients de détail. La déformation est définie en déplacant un
point de controle, ce qui, grace la représentation multirésolution, déforme la courbe sur
une large portion. La reconstruction a ce moment donne une courbe qui ne vérifie pas
la contrainte d’aire. La courbe finale est calculée par la formule (20) dans son expression
multirésolution puis reconstruite. Nous constatons que le choixdune petite valeur pour
« favorise une courbe réguliere mais qui s’éloigne de la coube déformée (en vert), alors

qu'une valeur plus grande donne une courbe plus conforme aux souhaits de 1'utilisateur.

Figure 5: Influence du coefficient o. (a) courbe initiale et son polygone de contréle (bleu),
n=5, L=3. (b) polygone de contréle déformé et courbe reconstruite sans conservation

d’aire (vert), L=3. (c) polygone de controle corrigé et courbe vérifiant la contrainte d’aire

(rouge), o = 1. (d) a = 100.

Remarquons que cette méthode est une optimisation globale qui peut d’'une part
s’avérer couiteuse malgré un systeme creux, et qui d’autre part ne permet pas un controle
précis du résultat : on voudrait pouvoir déformer la courbe localement, et utiliser pleine-
ment les fonctionalités de ’analyse multirésolution en fixant les coefficients de détails
durant 'optimisation, afin de modifier la forme globale sans changer le caractere de la
courbe.

Ce double but est atteint facilement en effectuant la minimisation (20) seulement sur
certains coefficients (d’échelle et/ou de détails). La figure 6 illustre une déformation pour
laquelle 'aire a été compensée seulement sur les points voisins, pour différentes étendues.

On peut ainsi borner la déformation sur un voisinage facile a controler.
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Figure 6: Contréle local. n =7 and L = 4. De gauche a droite: 1, 2 et 5 voisins.

Le cas le plus intéressant est celui de la figure 7: 1’aire est adaptée en ne corrigeant
que les deux voisins directs sur le polygone de controle, et sans toucher aux détails. On
remarque que la forme globale est modifiée pour 'adaptation d’aire, mais que tous les
détails qui caractérisent la courbe sont soigneusement conservés. En d’autres termes,
Pexpression du probléme (20) dans la base multirésolution nous permet de corriger la
surface de la courbe avec seulement quelques coefficients d’échelle, ce qui a le double

avantage de permettre un controle du résultat et d’alléger considérablement les calculs.

Figure 7: déformation multirésolution. n = 7, L = 2. courbe initiale (bleu), courbe

déformée au niveau 2 (vert), courbe finale conservant ’aire (rouge).

5 CONCLUSION ET TRAVAUX FUTURS

Nous avons présenté une méthode de déformation de courbes planes et périodiques.
Cette méthode integre la contrainte non linéaire d’aire grace a une approximation. De
plus, nous avons développé une expression multirésolution de la contrainte d’aire pour des
courbes multirésolution basées sur des schémas d’ondelettes. Cette expression se calcule
efficacement par une relation de récurrence qui assure un pré-calcul rapide. La méthode
d’optimisation employée permet enfin des déformations en temps-réel.

Les travaux actuels concernent l'intégration d’autres contraintes non linéaires dans
cet environnement d’édition multirésolution, telle que la conservation de la longueur. Une
généralisation aux surfaces est aussi en préparartion.
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