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NON ANNULATION DES FONCTIONS L AUTOMORPHES AU
POINT CENTRAL

D. ROUYMI

RESUME. Les travaux sur les formes modulaires sont nombreux et divers; concer-
nant leurs annulations Michel, Kowalski & Vanderkam montrent (en autre) qu’il
existe une proportion positive des formes qui ne s’annulent pas au point cri-
tique. Ce résultat fut montré par ces derniers pour des formes de niveau premier ;
d’autre part Iwaniec, Luo & Sarnak montrent que ceci se généralise aux formes
dont le niveau est sans facteur carré. Dans le but de comprendre l'influence de
I’arithmétique du niveau sur les zéros de ces formes, cet article présente une étude
de la généralisation aux formes primitives dont le niveau est la puissance d’un
nombre premier.
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1. INTRODUCTION

L’objet de cet article est d’étudier la non-annulation des fonctions L de formes
primitives de poids k et de niveau p”, ou p est un nombre premier fixé et v — oo.

Date: 29 décembre 2008.



2 D. ROUYMI

Nous commencons par un rappel rapide de quelques notions. On appelle forme
parabolique de poids k£ > 2 pair et de niveau ¢, toute fonction f holomorphe sur le
demi plan de Poincaré H := {z € C: Sm z > 0} telle que

1) P = vt

cz+d

pour tout élément

(Z Z) € Tolq) = {(Z 2) € SIx(Z): q| c}.

et que la fonction 2 — (Im 2)¥/2 f(2) est bornée sur H. On désigne par Sy(q) 1'espace
des formes paraboliques de poids k et de niveau ¢, que I’on munit du produit scalaire

/ F(2)3(z dzvdy

ou F désigne un domaine fondamental par 'action homographique de T'o(q) sur
Q U {o0}. Pour chaque f € Sig(m) avec m | ¢, m < q et l | (g/m) alors z —
f(lz) est une forme parabolique de I'y(q). De telles formes s’appellent des formes
anciennes de niveau ¢. L’orthogonal de ’espace engendré par ces formes est ’espace
des formes nouvelles, notée par S;(¢q). Désignons par Hj(q) la base orthogonale de
Sy (q) consituée des formes primitives. Ses éléments sont des fonctions propres des
opérateurs de Hecke (cf. [, Paragraphes 2.7 et 3.3]).
Toute forme f € Si(q) a un dévelopeent de Fourier en oo :

(2) f(z) =) as(n)e(nz)

n>1

ot e(t) := e*™. On pose

3 Ar(n) 1= aglnyn 72

Quand f € H(q), on a

0 A1) =1

(5) Af<n> R

(6) A ( (n)= Y Af< )
()1

pour tous les entiers m et n > 1. En particulier, on utilisera dans la suite, que si
f € Hi(m') avec m' entier > 2 tel que m' | g et si on a r et 7’ entiers > 1 tels que
r| ¢>® our’|q™ alors :

(7) Ap(rr') = Ap(r)As(r')

de plus les travaux de Deligne montrent que si f € Hj(m') alors

(s) A(p)? = {0 st |’

I/p sip|m'.
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La fonction L automorphe associée a f € Hj(q) est définie par
(9) L(s,f) ==Y _M(nn™  (Res > 1).
n>1

Définissons la fonction L complete

(10) Als, f) = qsr(s ¥ —)L<s, ",

(11) q:=+/q/(2m).
Alors cette fonction peut étre prolongée analytiquement sur C et vérifie I’équation
fonctionnelle :

(12) A(s, f) =esA(1 — s, f) (s € C)

ou g =1ou—1.

Les valeurs spéciales de L(s, f) (par exemple, valeurs centrales et valeurs au bord
de la bande critique) contiennent des informations intéressantes. En particulier, la
non annulation de L(s, f) au point central s = % est une des questions centrales
en théorie des fonctions L automorphes et a beaucoup d’applications dans divers

problemes. D’apres Gross et Zagier [[], nous savons que
(13) L(3.f) > 0.

Un lien surprenant avec le zéro de Landau-Siegel a été decouvert par Iwaniec &
Sarnak [[. En désignant par ¢(q) la fonction d’Euler et H; (q) (resp. H; (q)) est
I'ensemble de f € Hj(q) avec 7 = 1 (resp. e = —1), leur résultat s’énonce comme
suit : si ¢ est sans facteur carré assez grand tel que p(q) > ¢ alors

1 1
w4 fer) (q)
L(5,f)>(log q) 2

et si 'on peut remplacer % par une constante ¢ > %, alors il n’existe pas le zéro de
Landau-Siegel pour les fonctions L de Dirichlet.

Le premier résultat concernant la non annulation de L(%, f) a été obtenu par
Duke [{]. Il a démontré que si ¢ est un nombre premier avec ¢ > 11 et ¢ # 13 alors
il existe une constante absolue C' > 0 telle que :

1 C
(1) W 2 12 |

* 1 2
2 ety (q) ( og Q)
L(3,0)#0

Cette minoration est obtenue avec la formule de Petersson [[J, Lemma 1, p.167]. Par
la suite, Kowalski & Michel [§] obtiennent une proportion positive de non-annulation,
a savoir : si ¢ est un nombre premier assez grand alors

1 19
(15) . o1z
|H2(Q)| FEH;(q) 54

L(3,/)#0
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Ce résultat est démontré avec la formule de trace de Petersson et le calcul des
moments 1 et 2 des fonctions L mollifié [ En méme temps (indépendemment),
Vanderkam [[[4] applique la formule de trace de Selberg [[J, Propopsition 4] aux deux
premiers moments de la fonction L pour obtenir ([[§]) avec une constante légerement
moins bonne -1 1z & la place de & 4 Notons que ce résultat est obtenu également (sous
une forme différente) par Kowalski, Michel & Vanderkam [[J|. Enfin quand ¢ est sans
facteur carré, Iwaniec, Luo & Sarnak [ﬂ} montrent

lig(i)glf w Z 1>
Hi ( f€H+(q)
L(L,H)#0

Dans le méme article ils établissent une fomule de trace spécifique au cas ou ¢ est
sans facteur carré.

D’autre part, 1’étude sur les valeurs extrémes de L(1,sym™f) (fonction L de la
m-éme puissance symétrique associée & f) a regu beaucoup d’attention (voir [,
[LT] et [I)). En particulier, les résultats de Royer & Wu [LI] montrent que les va-
leurs extrémes de L(1,sym™ f) dépendent, d’une maniére suprenante, des propriétés
arithmétiques du niveau. Donc il est naturel d’étudier I'influence de I'arithmétique
du niveau sur le probleme de non annulation de L(%, f). Dans cet article, nous
proposons de minorer le quotient

*Zl

Hilq feH* q)
L(2 7f)7é0

pour des entiers ¢ de la forme p¥, ou p est un nombre premier et v > 1 est un
entier. Le choix de cette forme de niveau a deux raisons : premierement en prenant

= 1, nous retrouvons le cas classique qui a été étudié par Duke [B], Kowalski
& Michel [§] et Vanderkam [[4], mentionné ci-dessus; deuxiemement, en fixant p
et faisant ¥ — o0, on obtient un cas de niveau vraiment friable (i.e. il n'y a que
les facteurs premiers petits). Ce cas extréme arithmétiquement contraire au cas de
niveau premier nous aidera a comprendre l'influence de 'arithmétique du niveau sur
le probleme de non annulation.

On notera

_ k-1 )

Pour une partie A de Si(¢) on définit la somme harmonique :
h
> api= amw(f)
feA feA

Dans cet article, nous montrerons le résultat suivant.

ICest cette technique de mollification qui permet de supprimer le facteur log dans le résultat
de Duke
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Théoréme 1. Soient k > 2 un entier pair et p un nombre premier. Alors il existe
une constante vy(k,p) telle que pour v = vy(k,p) et ¢ =p” on a

Zh 1> o

log )3’
FEH; () (log g)
L(L,1)#0

ot la constante impliquée ne dépend que de k et p.

Pour ce faire, dans un premier temps, on établira une formule de trace sur les
formes primitives de niveau p” qui prendra la forme suivante :

Ar(m,n) == wy(/)Ap(m)As(n)
feH;(q)

= #5m,n + R(m7 n, ka Q>7

(17)

o ¢(q) est la fonction d’Euler et §(m,n) est le symbole de Kronecker (voir le
Théoreme J ci-dessous). Cette formule de trace sera établie de la maniere suivante :
— Nous commencons par une formule de trace sous la forme

(18) Ag(myn) =Y wy(/)Ap(m)As(n),

feB(q)

ot Bi(q) est une base orthogonale quelconque de Si(q). Il est & noter que cette
définition est indépendante du choix de la base orthogonale puisque A,(m,n)
est le coefficient de Fourier d’une série de Poincaré [, Lemma 3.3]. A laide
d’une décomposition permettant de passer des formes paraboliques aux formes
primitives de niveaux inférieurs, on peut exprimer A,(m,n) en fonction des
nombres A}, (m,n), ot ¢’ | ¢, tout en rendant négligeable la contribution des
formes de niveau 1. Puis par inversion de Mobius on pourra exprimer A;(m, n)
en fonction des nombres Ay (m,n).

— Apres avoir établi une formule de trace dans Si(q) (de type [f] égalité (2.12))
provenant de 'expression de A,(m,n) comme des sommes de sommes de Kloos-
terman, on en déduit alors une formule de trace dans Hj(q).

Dans un second temps, on calculera au quatrieme et cinquieme paragraphe, le
deuxieme et le troisieme moment au point critique et ce a ’aide de la formule trace,
pour obtenir :

= (29 by 00y

M; = é <#) (log ¢)* + Oy p((log 9)*),

ou
h
(19) M, = > L} f).
ety ()

Enfin une simple application de l'inégalité de Holder donne le Théoreme [l.
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Notations. Dans ce texte, 7(n) (resp. w(n)) est le nombre des diviseurs de n (resp.
le nombre de facteurs premiers distincts) et ¢(n) la fonction indicatrice d’Euler.

Remerciements. L’auteur tient a remercier ses directeurs de these Jie Wu (Nancy)
et Emmanuel Royer (Clermont-Ferrand) pour toute leur patience et leurs encoura-
gements réguliers durant 1’élaboration de ce travail.

2. FORMULE DE TRACE HARMONIQUE AU NIVEAU p” AVEC v > 1

Le but de ce paragraphe est d’établir une formule de trace au niveau p” avec
v > 1. Notre résultat peut étre considéré comme complémentaire au Corollaire 2.10
de Luo, Iwaniec & Sarnak [{].

2.1. Enoncé du résultat.

Théoreme 2. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ¢ = p¥ avec
v > 1. Alors pour tous entiersm > 1 etn > 1, on a

{gb(yap)ém,n_‘_o(e@) Slp)(mn et v

sip|mn ety

Y

>1
20 A*(m,n) =
(20) (m,n) -

0l Oy, €St le symbole de Kronecker,

1 sty =1
(21) Pvp) =1l —(p—p )" siv=2
1—pt stv =3
et
- s VTR, 7o)

La constante impliquée est absolue. Le deuxieme terme d’erreur 7(m)7(n)/q n’eziste
que s’il y a des formes de poids k et de niveau 1.

Corollaire 3. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ¢ = p¥ avec
v > 3. Alors pour tous entiersm > 1 etn >1, on a

05, + 0, (YT Y rlm)r(n) )
q q q

0 sip | mn,

Ay(m,n) =

ot la constante impliquée ne dépend que de k et p.

Remarque 1. Si on applique le Théoreme ] & v = 1, on retrouve si k € K =
{2,4,6,8,10, 14}, la formule de trace (R0) en tenant compte du fait qu’alors Si(p) =
Si(p) [12, Chap. 7] et que donc Ay = A, et du fait qu’alors le deuxieme terme de
droite dans (P2)) est nul.
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2.2. Lemmes auxiliaires. Commencons par établir une formule de trace vraie dans
tout I'espace des formes paraboliques de niveau p” avec v > 1 et de poids k.

Lemme 4. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier, m > 1,n > 1 et
q=9p" avecv = 0. Alors

(23) By(m,1) = By + o(m{log@(m n))}?)

kA/3 312

ot la constante impliquée est absolue.
Démonstration. Selon [, Page 248-9], on a
Z S(m,n;c)J (47‘('\/77171)
—Jr-1 )
c c

¢=0(mod q)

Ay(m,n) = Gy + 21"

ou S(m,n;c) est la somme de Kloosterman définie par
dm+d'n
S N = 1 -
(m,n;c) Z exp <2m ( . ))
dd'=1(mod c)

et Ji_1 est la fonction de Bessel de premiere espece. En utilisant les majorations
classiques ([ff, Pages 60-1] et [}, Page 245]) :

|S(m’ n; C)| < 20-)(0) (m> n, 6)1/201/27 Jk—l(z) < /{,‘_4/3113',

on peut déduire

Ay(m,n) = 0mn + O(k4/3q3/2 Z 372 (m,n,qr)"? ).

rz

Puisque w(qr) < w(r) + 1 et (m,n,qr) | (m,n,q)(m,n,r), il suit, en posant d =
(m,n,r) et r=dl,

2w(r 1/2
Aq(m’n):(SnijO<\/7’nnmnq Z (m,n,r) )

4/3.3/2 3/2
k4/3g3/ i 73/
vmn(m,n,q) 2w( 2w(0)
= Omn + 0O TOEBgR Z Z 32
d|(m,n) 21

mn(m,n,q)

= + O <k4/3—q3’/2’ log?(2(m, n))) ,

ou l'on a déja utilisé les estimations classiques (voir ([ff) du Lemme [[3 ci-dessous)

> ey W My

d|(m,n) d<(m,n) d<t

(m,n)
- / %dO(t logt) < log?(2(m,n)).

Cela acheéve la démonstration. O
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Dans le but d’exprimer A,(m, n) en fonction de Aj(m,n), on utilise la décomposition
orthogonale :

(24) Sk(q) = @ @ Sk, f)

dm/=q feH} (m/)

ou (si f € Hy(m')), Sk(¢, f) est I'espace engendré par les formes :
(25) fla(z) = d*2 f(dz)

ou d désigne un diviseur de £.

Etant donné la définition intrinseque ([§) de A,, il sera nécessaire de déterminer
une base orthogonale de Si(¢, f) pour tout diviseur ¢ de ¢. Pour cela, on introduit
des fonctions de la forme :

fa=>_wale, ) fie
cle
ou g = ¢m’, d est un diviseur de ¢, f € Hi(m').
Si m’ > 1, les coefficients x4(c, f) sont définis de la fagon suivante :

PN
(26) z4(c, f) = g (d)
0 sinon
ou
(27) pﬁm Z:u 2 nt,
nld

Sim' =1, on définit
(f sir=0,

Pi(A\s(p))
P XAy

sir=1,

1 1y PrAs(p)) 1 :
f r — UV (p)*f r—1 + _f r—2 S1 7 2 2,
L (1 _ p_2)0f ( ‘p \/E |P p ‘p

ol

X Pi(As(p))? : 1
29 P (X) = , o =1— ————, v =14+ -
( ) 1( ) V/(p) f p (p) p

Remarque 2. Dans le cas ott m’ > 1, en posant d = p°, alors :
1 sid=0oud >1etp|m,
m/ d) =
Pym(d) {1 —p~2 sinon.

Montrons un premier résultat :

Lemme 5. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ¢ = p*” avec v > 1.
Sim' est un entier tel que m’ | q et f € Hy(m'), alors pour tout entier r > 0 la série

de Dirichlet
= Z )\f )\f np

n>1
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vérifie

(30) Ry(p",s) = Zp(p",m', s)L(s, [ @ f)

ot

(31) s,f@f) = Ap(n)’n”*

n=>1

et

(32) Zp(pt,m',s) = {PT(Af(p)’S) SZ: =1
Ar(p7) sinon

avec

Py(X,s) =1,
(33) P(X,s) = X/(14p7),

Pi(X,8) = XP,_1(X,5) — Pr_s(X,s) (r>2).

Démonstration. Si on utilise hypothése m’ > 1 dans I'égalité ([]), on af} :

(34) Ry (p",s) = Ap(p") L(s, f © f).
Ensuite on considere le cas ot m’ = 1. Si on écrit chaque entier n > 1 de fagon
unique n = n®n, avec n, | p> (n(p) p) =1, alors
(35) Rf p", S Z )\f Z )\f 2 -,
n|p>e

Notons R*(p", s) la premiere de ces deux sommes (on n’a pas indiqué la dépendance
en f pour alléger les notations).
Pour le cas r =0 :

Ry(1,s) = L(s, f @ f)
avec la notation (BT]).
Quand r = 1, on applique (f]) sous la forme (avec r = 1)

(36) Ar(p"7) = Ap(p) A (05 — Ap(pt )

pour écrire

R(ps) =3 Ar(F)Ar (1)

ks
k>0 p

)\ )\ k+1
)+ 5 A (p")

ks
k>1 p

=)+ ayto) SO D 5 M)

ks s ks
k>1 p p k>0 p

_ ) S A
1 +p—s = pks

2Crest ici quintervient la différence entre les cas m’ = 1 et m’ > 1 due & la multiplicité des
coefficients Az (r). Voir la différence entre (B4) et (B0).
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Avec I'égalité (BH), on a :

As(p)

37 )
37) Ry(p.s) = L Lis. S © )

Si r > 2, on utilise (Bg) pour écrire pour tout k >

>\f(]3k)>\f(]3k+r) >\f(]3 ))\f k+r— 1 >\f k+7’—2)
k>0 k>0 k>0
ce qui signifie que :
R(p",s) = Ap(p)R(p" s) — R* (0%, 5)

en particulier cela donne, pour tout entier r» > 2 :
(38) Ry(p".s) = Ap(p)Rp(p™"s) = Ry(p" 7% ).
Les résultats précédents concernant R;(p", s) permettent de terminer la preuve de
ce lemme. H

On a aussi le résultat suivant :

Lemme 6. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ¢ = p* avec v > 1.
On note g = {m’ et {1,y des entiers tels que l1,ly | £. Soit f € Hj(m') alors

Ar(0) .
(£, 1), sim' > 1,
(39) <.f|élaf\€2>q = \/_

B0y () T
\/E <f7 f)q 1?

ou 0=l ly)(01,05)* =p’, Py =1, P, est donné en (29) et
(40) Pn+2:XPn+1—Pn (n}O)

(s 0es

G(s) = (E(z, S)f(glz)vf(€2z>>qv

ou la série d’Eisenstein

(41) E(z,s)= Y. (Smnyz)".

¥€T0(q)/Too

Démonstration. On note

et on considére

est définie pour z € H et se prolonge en une fonction holomorphe si Res > % sauf
en un pole simple en 1 [, Lemma 3.7].
En utilisant la methode classique de déroulement exposée dans [f, Pages 72-3|, o

obtlent si g/ = fl/(gl,gg) E// = gg/(fl,fg) et [fl,fg] = flgg/(fl,fg) .

(42) G(s) = (4m) "D (s + k — 1)(£aly) " *=V2 [0 0] R (00" 5),
ol
(43) Ri(€'1")5) Z A (En)Ap(0'n) Z Ap(n)Ap(€'07)

car (¢',¢") = 1 implique que ¢’ =1 ou ¢" = 1.
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En appliquant (BQ) du Lemme [, 1'égalité (2) devient
G(s) = (4m)"F T (s + k — 1) (Cale) P21, ] Zp (00", m, s)L(s, f ® f).

Cette égalité appliquée a ¢; = 5 = 1 montre que L(s, f ® f) a un pole simple en
s = 1 étant donné que c’est le cas pour les séries d'Eisenstein E(z, s). De plus (B2) et
(B3) montrent que Z¢(£'¢",m’, s) est holomorphe en s = 1, on posera Z;({'¢",m’) =
Ze(00",m', 1).

On passe alors aux résidus en s = 1, pour cela, rappelons la formule classique [J]
qui concerne les séries d’Eisenstein :

Res B(z,5) = (q)

qui montre que ce résidu r est indépendant de z.
On trouve donc

(k) (£46y)~ =1/
(4m)k [y, Lo

P (2), F(62)), = Zy(0", ') Res L(s, f © f)

ce qui s’écrit encore a l'aide de (£7) :

L(k) (6162)"?
(4m)k [ly, L]

(44) r{fiews fia), = Zi(U", ) Res L(s,  © ).
Le cas /1 = {5 = 1 donne

I'(k
(15) Py = o Res s, f @ ).

Enfin les égalités ([[4) et () donnent

Zy(L,m')

(46) (fiers fez), = VA

(f )

Mais puisqu’on a :

en posant
P.(X)=P.(X,1)

on retrouve (BY) et ([J) grace aux relations (fIf) et (B3). O
On aura aussi besoin d'un autre résultat :

Lemme 7. Si f € Hi(1), on a les égalités suivantes :

(47) (forsr, f1> = <fpf'+1a fp>q =0 (r

(48) (forer, fo2), = (r

(49) <fpr+1a fp3>q - <pr> fpj*1>q (3
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Démonstration. En ce qui concerne ([[7), (fyr+1, f1>q vaut a un facteur multiplicatif

pres :
<fp"+1 — /() (f\}( ))f\pr+ flp”" ! f|1>
qui vaut avec (B9)
P QA (0) VP (A ()P (A (B) | Bt (A (0)
prTl \/W \/W

ce qui vaut aussi (& un facteur multiplicatif pres) :

Pri1 (A (p)) = V' (Pr (Ap (0)) B (Af (p)) + Prca (Af (p))) -
Mais la récurrence (Q) donne P,;; = v/P P, — P,_;. Donc on a bien (fyr+1, f1>q = 0.
Pour ce qui concerne (fyr+1, fp)q et (for+1, fp2>q les calculs sont similaires et la

récurrence (f() permet d’établir qu’ils sont nuls.
Passons a (fI9) avec 3 < j <ron a (fyr+1, fpj) qui vaut :

POy (p)) POy (p)
VP N

<fpr+1_’/(p) flp + flpT 1>f|p3 - ( )

D’autre part
<.pr’ fp'771>q

PO e RO
—<pr (p) /P fipr—1 + =—, fig— — V' (p) 7p fipi—2 + ; >q,

Avec (BY) on peut développer ce produit scalaire et on retrouve le méme résultat
qu'avec (fyr+1, fpj>q car les indices r et j ont diminué de 1 mais leur différence elle
reste la méme, plus précisément :

(fipt flpj*’“'>q = (i f\pj”“"1>q
pour k=r—1,rour—+1letk =0,10u?2. O

1
o).

q

Lemme 8. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ¢ = p*” avec v > 1.
Soit f € Hy(m') avec ¢ = {m/.
- Sim’ > 1, alors la famille Eg :={fs:d| l} est une base orthogonale de ’espace
Si(L, ) vérifiant || fall, = || fIl, pour tout d.
= Sim' =1, alors la famille E] = {fa : d | q} est une base orthogonale de
Si(a. £) vérifiant || fally = £l pour tout d

Démonstration. Dans un premier temps, supposons m’ > 1 et montrons 1’égalité

(BG). On pose :

<.fd17fd2>
Selde do) = L Jd2/q
1, &) {f: ),
pour dy,dp | £ (ot on rappelle que fq =3, ¥a(n, f)fn). Selon (BY) on a:

_ A (E)
Sp(dv,ds) = Y way (0, f)Tay (Lo, [)ZL22
f g;g d d \/Z
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Ecrivant ¢ = al’ et €, = al” avec a = ({1,03), on a, & aide de ({) et ([ :

1" A (gl)Af(eﬁ)
Op(di,dy) = >~ way(al, f)Ta,(al”, )L
alt ¢,0"|(¢/a) o

(@ =1
/ 1/
“S S ) X aufabt fmgtane, ) MR
alt b|(¢/a) o Z”I(Z/(ab))
>\ ) )\ 6/ B , )\ g//
DI I SR S SRR
all b|(¢/a) | (¢/(ab)) £'|(¢/ (ab))
En posant désormais ¢ = ab, on trouve :
(50) d17d2 prm ydl C f)ydz(c f)

cl¢

ou on a noté :

n)A2(n r
(@) = S ey S e AL,
nlc r|(¢/c)

La formule d’inversion de Mdobius appliquée a 1’égalité ci-dessus donne :

A(r)
(51) zale, ) =Y yalre, u(r) ==L,

Pour que Ej soit une base orthogonale de Si(¢, f) il suffit (par la définition de
§¢(dy,ds)) que &5 soit le symbole de Kronecker, ce qui est expliqué f] par :

sinon.
Légalité définissant y4(c, f) équivaut d’apres (BI]) & :
p(r) A (r)

l’d(C, f) = Tpf,m'(d)
0 sinon.

sid=rc,

Ceci termine la preuve de l'othogonalité dans le cas m’ > 1.

Passons a la preuve de la base orthogonale de Si(q, f). On supposera désormais
m’ =1 dans le reste de la preuve du Lemme [ Pour vérifier que la famille proposée
en (2§) existe, montrons que oy est strictement positif, en effet on sait que pour
toute forme parabolique :

0< Ap(p)* < 7(p)* =4
puisque d’autre part p > 2 alors 9/2 < p(1 4 p~')? ainsi on en conclut (d’apres
(B9) :
(52) o =1/9.

3Notons que ya(c, f) existe puisque pf o (c) = I[L,.(1 - Ar(p)?/p) implique que py(c) € ]0,1]

étant donné I’égalité (| E
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Montrons que les formes proposées ont toutes la méme norme que celle de f. Pour
f1 c’est immédiat. Pour f,, d’apres () :

15l = 5 (Wl + 2522 g - 22O 5 5 ).

Mais en utilisant (Bg) on a :
i 17 = 1£115

Pi(As(p)
f

et

(fips fir), = 1£115-

On trouve alors, étant donné (B9) :

1fslly = £1l5-

Il reste & traiter le cas de fyr oltr = 2. On notera v/ au lieu de v/(p) pour allij L ger.

D’apres (P9) :

1 V2P0 (p) W12
Iz = m(ﬂfprﬂﬁ v #nm 2+ 2
PU(
-/ } (S fiwady + 2 s fi),
PUO(
-2 1p\f[ (L= For2), )

En utilisant (BY), on trouve que || for||? vaut au facteur multiplicatif || f||2 pres :
1 <1 V(' = 2P (0)* 1+ 2P(A(p) — 2V’P1(/\f(10))2)
(1 —=p=2)ay p p?
Utilisons la relation de récurrence () qui peut se réécrire (a laide de (29)) :
P2 = V/P12 —1

pour transformer le terme précédent en :

A ) (%)

ce qui donne bien || for ||, = ||f]|q pour tout r > 2.
Montrons maintenant par récurrence sur r > 1 que ( fpv" for)q = 0 pour tout k < r.
Pour r =1: (f,, f1)q vaut & un facteur multiplicatif pres :

<fp Pl(f}( ))f‘ i >q

ce qui vaut selon (B9)

BOARD 2 - AOSBD e
P P
On suppose l'orthogonalité vraie jusqu’a r et montrons que c’est le cas en r + 1.

Appliquons alors le Lemme []. Ce résultat permet de terminer la récurrence car
le cas r + 1 peut lui-méme se traiter par récurrence sur j < r en montrant que
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(fors1, fpj>q = 0, on en conclut donc que la famille proposée dans le Lemme { est
orthogonale. O

Remarque 3. 1l est a noter que le choix que l'on a fait de y,; implique que la norme
de tous les fy est la méme et plus particulierement : || fall, = || f|l, -

Remarque 4. 11 est important de noter que la démonstration du cas ou m’ > 1
devient fause si m’ = 1. Il est alors plus difficile de décrire une base orthogonale de
Sk(q, f) (voir ce qui précede).

Toujours dans le but d’exprimer A,(m, n) en fonction de A’ (m, n), on aura recours
au résultat suivant :

Lemme 9. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ¢ = p* avec v > 1.
Soit f € Hi(m') avec ¢ = tm'. Alors

7 sim' >1
wq(f) = Wl(f) -
sim' =1
v(q)
ot on a noté
v(n) :nH <1+1) :
pln b

Démonstration. Puisque I'g(q) et I'g(m') sont des sous-groupes de SL(2,7Z) d’indices
respectifs v(q) et v(m') (voir [B, p 35]), en utilisant la formule de multiplicité des
indices, on obtient I'indice suivant :

[Fo(m/);FO(q>] = V(m/) l/(q) sim' =1.

viq) {E sim' > 1

Notons F” un domaine fondamental de I'g(m”). Prenons {0, j € J} un ensemble de
représentants de I'g(m”) /T'y(q) (d’apres ce qui précede J est de cardinal v(q)/v(m’));
d’apres [B, p 32], on a J,c; 0;(F") est un domaine fondamental de I'y(q) ainsi :

dxdy
172 = / o)y
Ujes o5 (F) Y

dzd
DN IRIEIE

2
jed Y

avec les changements de variables z — o 1(2), on obtient, puisque y~2dzdy est
SL(2,R)-invariante :

112 =3 [ 17 @ma)

JjeJ

y?

On utilise alors la relation ([ll) pour obtenir :

dxd
1115 = Card() [ 1Py S
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Connaissant désormais la valeur de Card(.J), on obtient :

112 = 2L 72,

v(m')

Ce qui donne enfin (a 'aide de 1'égalité ([[G)) :

v (f) sim' >1
H=4 ! |
“a B W1(f) . /
sim' = 1.
v(q)
Cela acheéve la démonstration. O

Le résultat suivant sera également utile :

Lemme 10. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ¢ = p* avecv > 1.
Soit f € Hy(m') avec ¢ = ¢m'. Alors les coefficients x4(1, f) (pour d | ) définis de
(BG) a (R9) vérifient
—w(?
(53) Dol f)F = (1= plm?/p?) 0 (' > 0),
dle

(54) a1 <1 (m =1).

dlq

La constante impliquée est absolue.

Démonstration. Commengons par le cas m’ > 1. D’apres (B8)-(B7) et le fait que
¢ | p>, on peut écrire

x 2 _ M_ M 0
(55) %;d@f)_%;dew)_<L+wMMM)

S

D’autre part, les relations (R7) et (B) nous permettent d’écrire

p2
En conclusion, d’apres (B3) et (B@), si m' > 1:

(57) S za(l, )2 = (1 - “(ml)Q)_M).

2
dje p

m’)? w(f)
(56) (0= (1205 ),

Passons au cas ou m’ = 1. D’apres (B§), (1, f) = 0 pour tout r > 3 et donc :
D w1 ) =) wa(l, )+ (22(1, f))
dlq dlp

le terme entre parentheses n’existant que si ¢ > p2.
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D’apres (P§) et avec les notations précédentes, on obtient

ey PO 1
%d(l’f)_H p f+<p2(1—p—2)af)’

A T’aide de I'expression (B9) de oy, on a :

S (1, £)? = Uif + (ﬁ)

dlq
ce qui donne sim' =1 :
1 .
— sLq=p,
(58) Swalt ="
dlq m siq>pt

Ce résultat et la minoration (59) montrent que si m’ = 1 alors

(59) >zl )< L

dlq

Cela acheve la démonstration. 0J
On en vient au résultat liant A,(m,n) et Aj(m,n) :

Lemme 11. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ¢ = p* avecv > 1.
Alors pour tous entiers m > 1 et n > 1 tels que pfmn, on a

@ A= 3 (1) gy o0,

s p? q
) Amn = 3 w0(p- “@z)_wlm«m,n)+O(M).

Les constantes impliquées sont absolues.

Démonstration. Rappelons que si ¢ = ¢m/, si £ est un diviseur de ¢, d un diviseur
de ¢ et qu'on a f € Hj(m') alors

fa=>_zalc, ) fie
cle

donc
fa(z) = Paale, ff(c2).
c|¢
Rappelons que a,4(j) désigne le j-eme coefficient de Fourier d'une forme parabolique
g, on a alors

ap,(j) =Y _ Paq(c, fas(r).

c|¢
j=rc
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Ainsi si p 1 j alors ay,(j) = za(1, f)as(j) et avec (B) on a (puisque p t mn)
(62) M) = xa(1, N)As () (5 =m,n).

Utilisons maintenant la relation (B4)), avec les termes f; désignant les éléments
d’une base orthogonale de Sk(ﬁ f) dans le sens du Lemme J :

= D D wlf)An(m)Ag,(n).

q=tm’ fEH;(m’) d|¢

Etant donné que le Lemme J donne I fall, = [If]l, pour tout d > 1 alors d’apres
(I4), on a pour tout d > 1 : wy(fa) = wy(f). D’apres (b2), on a :

n) = Z Z wq Z)\fd )\fd

q=tm’ feH}(m’) de
= D @ HMmAs(n) Y wa(L f)?
q=tm’ feHj(m') dje

D’apres le Lemme B, les coefficients x4(c, f) different que m’ soit égal ou pas a 1,
on va donc dlstmguer les 2 cas dans le calcul de A, :

=3 S wDA A () Y wa(L, f)

q=fm’ feH; (m’) d|e
(63) m'>1
+ ) wq f(m)Ar(n) > wa(l, f)?
feHz(1 dlq

On utilise alors le Lemme [[(J qui permet d’écrire :

m/ 2 —W()
Agmn) = 3 (1—“( )) S wa(FAm)As(m)

_ p2 *(m!
(64) v b
+ Y w(HAm)As(n) Y wa(1, f)?
fEH: () dlq

Afin de faire apparaitre dans (p4) les nombres A%, exprimons w,(f) en fonction
de wyy (f), on a alors recours au Lemme [, ce résultat appliqué a (f4), donne :

m/2 —w(f)
A = X 5 (1-255) S s/ tmin (o

2
q=tm’ p feH;(m’)
m'>1
1
+—— > wi(HAm)Ar() > wa(L, f)?
w4) & d
k q
(65) 1 ( /)2 —w(f)
_ pnm "
= le(l— o2 ) A (m,n)
q=~Im
m/'>1

+% S GO ) S wa(l, f)?

fEH;(1) dlq
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Il reste a majorer la valeur absolue du dernier terme de cette égalité. Pour cela
on utlise les majorations classiques |Af(j)| < 7(j) pour j > 1. De plus avec la
majoration absolue (p9), I'égalité (p3) devient

s = 3 (1 u(m')z)—wu) N

q=tm’ p*
(66) >
()
+O< /(0 f%m “f))'

Pour calculer la derniere somme on utilise le Lemme [] appliqué au cas ¢ = m =
n =1 ce qui donne

Y. wilf)=1+0k"?)

feHz (1)
Les deux égalités précédentes donnent bien 1'égalité (B0). Par inversion de Mobius,
il est rapide de vérifier (B1)). Ceci termine la preuve du Lemme [LT]. O

2.3. Fin de la preuve du Théoréme B. D’abord on traite le cas ot p | mn et
v > 1. Sans perte de généralité, on peut supposer que p | m. A Daide de (M) et (§),
on voit que
Ap(m) = As(p)Ar(m/p) = 0.
Ainsi par la définition de AY, on a A’(m,n) = 0.
Ensuite on suppose que p { mn et v > 2. En reportant (R3) dans () et en
remarquant que

> utt) (v~ ’“‘“”')2)_“(@ — 4(v,p)

Im'=q p
m'>1
on obtient
AZ(m,n) = o(p, V) 0mn + O(W) + %,
ou

\/—{log( (m,n))}” Z | (0)] <P B ,u(m/)2)—w(é)
m/3/2

k:4/3 p
m'>1
\/mnpl dvi{log(2(m,n))}>
KA/ g3/ :

Cela acheéve la démonstration.

3. LEMMES AUXILIAIRES
Soient ((s) la fonction de Riemann et

(67) ¢Ds) =) [T =p).

plg
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3.1. Fonctions U(y) et T'(y). Soit G est un polynéme pair de degré > 2 tel que :

(68) G(0) =1 et  G(-1)=G(-2)=0.
Pour y > 0, on définit

1 I(s+k/2)G(s) _,
(69) e

_ 1 @ s L(s+k/2)?G(s)? _, s
(70) Uly) - m/@)g (1-+ 20) by s

Lemme 12. Sous les notations précédentes, on a

T(y) =1+ O0(y) siy— 0,
(71) |
T(y) <k y™? iy — 00,
et
U(y) = M{ log L + gu(p) + ok<y>} sy 0.
(72) q y
Uly) <jry™’ 51y — 00,
pour tout j réel > 0, ot
lo
(73) an(p) =2 R+ Ly +)

et v est la constante d’Euler.

Démonstration. On ne va démontrer que la formule asymptotique pour U(y) quand
y — 0. Les autres peuvent étre trouvées dans [§, Paragraphe 2.4]. En désignant par
((s) la fonction de Riemann, on a

(74) C(1+s) Zsi +O(s%),

02

otl 7; désignent les constantes de Stieltjes. [| D’autre part, on peut écrire

(75) ] p(+9) = #{1 Ly (—1.)J'+1 (logp)’ . 0(54)}.

e
Donc
(D(1+42s) = (1- p ~O0F20) ¢ (1 + 2s)
o(q) (1 logp
== O
gty O ))
Ceci implique la formule annoncée. O

4Ces nombres sont définis par

.~ (((ogk)'  (logn)t!
i = 1 — .
T ; ( k i+ 1

En particulier vy = 7.
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3.2. Lemme intermédiaire. Nous aurons besoin des estimations suivantes dans
le calcul du troisieme moment.

Lemme 13. Soienti,j € Netf > 1. On a

(76) > r(n)'(logn)’ = Ciz(logx)* =" + O(z(log z)* 7 72),
i 2 Lﬁgn)j = 2C;V/z(log z)* 7! + O (Vz(log z)* +72),
(78) Z T(n)ifj;)g n)’ - (bg;e)iﬂ_l

uniformément pour x > 3, ou C; est une constante absolue.
Démonstration. En utilisant la formule asymptotique
Di(t) ==Y r(n)" = Cit(logt)* "' + O(t(logt)* %),
n<t
une simple intégration par parties nous donne

> 7(n)(logn) = /1 i(log Y dD;(t)

n<e

log t)7~!

:(1ogx)jDi(x)—j/lm( . D;(t)dt

= Ciz(log2)* 1 4 O (xz(log 2)* 72).

L’estimation ([4) peut étre démontrée par la méme méthode.
De méme, on a

s Tl [ st

n? o
n>x
(log )7 * 0(logt)! — j(logt)~!
Dl D;(x) + ) TS D;(t)dt
(log x)2i+j—1
<
Cela achéve la démonstration. O

4. CALCUL DU DEUXIEME MOMENT

Le but de ce paragraphe est de calculer le deuxieme moment Mo, défini en ([9).
Notre résultat est un peu plus général. En posant

h
(79) Mﬁm = Z )\f(TTl)L(%, f)r,
fer;(a)

nous avons le résultat suivant.
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Proposition 14. Soient 0 < n < 1, k > 2 un entier pair, p un nombre premier et
q=9p" avecv > 3. Pour tout 1 <m < q" etpifm, ona

My = %(#)Q{Mg (%2) +gk(P)} + Ok p(g """ (log q)*),

ot gr(p) est définie en ([73). En particulier

M, = (#) {log(¢®) + gr(p)} + Ok p ( (1=m/2(1og ¢)* ).

Démonstration. Considérons :
ds

1
= A 172 -

ou G est un polynome de degré > 2 vérifiant (Bg). Par le théoreme des résidus,
Péquation fonctionnelle ([3) et le fait que | €7 = 1, on a

_ 1 2G(5>2 _ A 271 £\2
2J—IS{:eos A(s+3,f) S = qU'(k/2)°L(3, f)".
D’autre part, la formule (§) nous permet d’écrire, avec la notation (f7),

L(S+ %7f>2 _ Z )‘f(a))‘f(b)

e (ab>s+l/2

-3 e 2 ()

a, b>1 d|(a, b
(d.q)=

:C(q)(1+23)zw (Res > 1).

nst1/2
n>1

Ceci implique que

2J=4Y L\/Aﬁf(”)% /(2) T'(s + /~s/2)2G(SS)2 (ﬁ) s,

42
n>1 q

Les deux égalités précédentes donnent donc :
7(n) n
(50) LG 12 =3 20 (5 )t
& vno\¢

ou U(y) est définie en ([7(). En reportant cette expression dans ([[9) et en utilisant
le Corollaire f, il suit

_ plg) T(m)
(81) Mo = 20 U( ) + Opp(%22),

(ﬁ) ‘ <W{10g(2(m7 n)}? T(m)f(n)) _

. +
¢ ¢3? q

%::ZL\/%)U

n>1

5Clest cette relation qui permet d’éviter le recours & une forme explicite de e ¢ que 'on n’a pas
au niveau ¢ avec des facteurs carrés. C’est aussi pour cette raison que l'on ne peut actuellement
pas avoir l'ordre exact du premier moment M; mais au mieux une majoration.
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A Taide de (1Y), il est facile de majorer la contribution du premier membre dans la
parenthese :

< Vs > (o) + vimitoga)” 3 o
_ Vilog)"

E

De méme la contribution de 7(m)7(n)/q est < 7(m)(logq)*/\/q. Ces deux estima-
tions impliquent que

Ry <ipa T (logg)".
En reportant dans (BI]) et en utilisant la premiere relation de ([[3), on obtient le
résultat souhaité. O

5. CALCUL DU TROISIEME MOMENT
L’objectif de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant.

Proposition 15. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ¢ = p¥ avec
v>3 0Ona

vy =40 o+ (22 1 Ky 420 ) i + Ougtion |

ot la constante implquée ne dépend que de k et p.

5.1. Début de la démonstration de la Proposition 5.

Lemme 16. Soient k > 2 un entier pcm’ et m,n,q > 1 des entiers positifs. Alors

= B s

Démonstration. On considere maintenant 'intégrale

wds

(82) M; =

1
I=— | As+1i

A Paide de I’équation fonctionnelle ([[2), le théoreme des résidus nous permet d’écrire

) VAL, A (k/2).

Cette égalité et la série de Dirichlet () donnent alors

(39 LA = (e S 07(2),

n>1

27

(14+¢ep)l = I;{:eos <A(

Les égalités I(B3) et (BO) impliquent que

m>=1 n>1

6C’est la différence entre les égalités (BJ) et (B]) qui empéche de déterminer I'ordre exact du
premier moment des fonctions L-automorphes et qui nous conduit a étudier plutot My et Ms.
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Si ey =1 alors

2 M () £ )

m2>1 n>1

Mais ceci reste également vrai si e; = —1 : dans ce cas le membre de gauche est nul
en vertu de I'équation fonctionnelle ([2) qui impose alors L(1, f) = 0; le membre
de droite aussi est nul, en effet, de L(3, f) = 0 on déduit L(3, f)? = 0 et donc

S o () -0
grace a (B0).

Finalement, on a pour toute forme primitive de niveau g :

(34) LGP =2 5 Su (B (% ) artmo

m,n>1

Ce qui implique le résultat désiré. O

5.2. Application de la formule de trace. En appliquant la formule de trace du
Corollaire [ a ’égalité (B2), on peut écrire

(85) M — 2919 S MT(?) U<%) 4 O (B + )

¢ ‘= n \4
(o)
3 7(m)*7(n)

n m
T(=)U(=
= a/mn (q) <q2)

ou 2221 désigne la somme portant sur les entiers n tels que (n,q) = 1.

avec

gy 3 T os2m )}

PR

m,n=1

3@22

Y

5.3. Evaluation du terme principal. Afin de calculer le premier terme de droite

de (BY), écrivons

o T (5 5P G)

n=1 n<q n>q

En faisant appel a ([[1))-([J) avec j = 1 et ([§), on a

(87) S %T(Q) U(%) <¢?y % < ¢ Vlogyg.

n>q q n>q

En utilisant la premiére relation de ([[4), on peut écrire

(88) S @T(Z) U(%) = T + O(%s),

n<q

e () (£) )

n<q

ou
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et
1 * n
RHs = — Z T(n) T(—A)‘
= q
(89) 1 2 T(n)
g Lt ) S5
n<q g<n<g
< qlogq

grace a ([, (T0) et ([@F).

Pour évaluer le terme principal .7, on écrit, a I'aide de (p9),
7~ 29 (7, ),

ou

n

o= L [ Lleta) 5 ;ﬁi?{log (42) +gk<p>}ast)ds,

21 2) F(g) n>1
07 omi @ I(%) et U8\ G\p) 4" — =4

n>q

En utilisant P'estimation ([7§) du Lemme [[3 pour majorer la somme dans % et
la formule de Stirling

(90) IT(s)] = v2r e_(”/2)‘7|\7'|°_1/2{1 + Oo(\7'|_1)}
valable uniformément pour |7| > 1, on peut déduire que
(91) R <r q *(logq)>.

Pour évaluer %, on écrit d’abord

1 [(s+ %) G(s)
= (log ¢ — | — 2 D(s + 1)} —=d
= (log¢* + gx(p)) 5~ /(2) G ¢P(s +1)°¢"——ds
1 I(s+%) G(s)
— [ 2D (s + 1) (s + 1) —2ds.
i J () F(%) ( ) ( ) S
Ensuite on utilise le théoreme des résidus autour du pole s = 0, les intégrales
résultantes en o = —3 sont en Oy ,(¢7"/*log q) de sorte que
F
Ty = (2log § + gu(p)) Res (C(‘”(S + 1)29)
(92) Fs)
21t (606 16 s+ 1) 4 01y o)
ol ( by
I'(s+ 5
F(s) = ——24°G(s).
r(5)

Un calcul élémentaire montre que

(93) FO0) =Y &aillogg) ™,

0<i<j
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ou
Eo=1 (0<j<3),

&= (k/2) (1<j<3)

(k/2) + G"(O)) (2<j<3).

"

G2 = (2] - 3) (F—

€n = = (5/2) + 3 (k/2)C7(0),

En utilisant les relations ([/4) et (), on trouve

2
(94) CD(s+1)2 = (—‘P(QQ)) {% + 2 g+ O(s )}
b_s b_
(95) CD(s+1)¢D(s4+1) = (_@E] >) {F +—=4by+O(s )}
ou
a_9 1= 1,
a_q =2 lo§]1 ~+ 270,
1 > (logp)? — 4y lo
. (pOﬂ) ~ (ng)p - 1% 89 2 o
b_g = —1,
L log p B
b_2 T p 1 Yo,
bO — (log p)3 - QVO(Ing)z + (logp)3 - 6%(10gp)2 + 6(’73 — 2’)/1) lng
' 2(p — 1) 6(p—1)
— Yo + %

Donc on a les résidus suivants :

Res (d‘”(s ik (3)) - (w(q)) (“;F"(O) +a_1F(0) +a0F(0)),

Res (C(q)(s+1)§(q)'(s+1)F ZS)) - < ZQ)) (b‘ Pr0) 4+ 2= 2F"(0)+b0F(0)).

6 2
En reportant dans (P2) et en utilisant (9), on obtient

BS)

2
(96) 7 = (#) Qlog ) + Orplq*log q),
ol

(97) Q(X) = A3 X® + Ay X2+ A1 X + A,



NON ANNULATION DES FONCTIONS . AUTOMORPHES AU POINT CENTRAL 27
et les constantes A; = A;(k,p) sont données par
Az = a_s&0 + 5b_3E3.,
As = a_9821 +2a_1&10 + %a—zfz,ogk(lﬂ) + %b—3§3,1 + b_2820,
Ay = a9 + 201611 + 200600 + (302821 + a—1€10)9x(P) + F0_3Es2 + D_oa 1,
Ag = (5a-2&22 + a_1&11 + aofo0) gk (P) + 5b-3E3,3 + b_222 + 2b0&0,0-
En combinant (9d), (B9), (B1)), BY), (B7) avec (BF), on trouve

o) 3 @T@U(ﬁ) _ (@)E(log@) + Okplg M 1ogq).

52
n>1 q q

5.4. Estimation pour le terme d’erreur %5. Ecrivons

Ry = 3/2 Y {log(2a)} 3" 7‘(m)'T(Z)U(T)‘

42
a>1 m,n>1 q q
(m,n)=a
an am
3/2 Z{log 2a)} Z T(am)‘T<?)U< 7 )‘
a>1 m,n>1
(m,n)=1

<<3_/22{10g 2a)1* Y u®) D T “bm‘ <@>U<abm)‘

42
a>1 b>1 m,n>1 q q

> e ]

d>1 n>1 m>1 ¢
= {log(2a)}*|u(b)!.

ab=d

ou

En utilisant ([7T]), on a :
LN 2
SHF)«<Tie ¥ () <
n>1 n<g/d n>max{q§/d,1} "

De fagon similaire, les estimations ([3) avec j = 2, ([7d) et ([§) nous permettent de
déduire

S ()« 5 om(E) e T (L)

m2>1 m<§2/d m>max{§?/d,1}

SN

¢*logq
-

En combinant ces estimations, on obtient

(99) K3 < (logq) Z W < loggq.

d>1
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5.5. Estimation pour le terme d’erreur %,. Appliquant ([[]) avec j = 2 et

(F1)-([9), on a
3 7(n)

(100) n=1

OE-e=t

n<g n>q

B

< ¢"*logq.
De méme ([3) avec j = 2, ([(1) et ([§) impliquent

oy 2 e (5)] < 51 2 S Py o

< ¢"*(logq)".
En combinant ([[00) et ([01)), on obtient :
(102) Ry < q MV (log q)*.

5.6. Fin de la démonstration de la Proposition [J. En reportant (9g), ([03)
et (09) dans (BF), on obtient

Ms; = 2(#) Q(log §) + Oy p(logq).

Un calcul élémentaire montre que

2 B logp IV
A3—§, A2—2<2p_1+F(k/2)+27>-

Ceci implique le résultat annoncé.

6. DEMONSTRATION DU THEOREME [I]

On utilise I'inégalité de Holder, selon laquelle :

On en déduit :

M2
FEH(q) 3
L(3./)#0

Utilisons les Propositions [4H[{ pour obtenir avec I'inégalité précédente :

Zh | S ((¢(q)/q)*log g + O(1)) S 1

] 6 kb 3
it (log q) (log q)

L(%.£)#0

ce qui termine la preuve du Théoreme [I.
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