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Une histoire de l'universalité des matrices mathématiques.

Frédéric Brechenmacher (%).

Résumé.

Cette enquéte s’appuie sur des méthodes quantitatives afin de dégager un corpus et une période de
référence (1920-1938) a partir desquels seront mis en ceuvre des jeux d’échelles entre local et global,
temps court et temps long (1850-1938). La « théorie des matrices » des années trente manifeste une
dynamique d’universalité qui se nourrit de phénoménes multiples et peut s’analyser en termes de
passages au global de pratiques locales. Avant qu’un cadre disciplinaire, comme celui de I'algebre
linéaire, permette d’envisager des structures sous tendant les pratiques algébriques, les identités de
telles pratiques ne portent le plus souvent pas de significations théoriques mais manifestent des
aspects culturels propres a des réseaux dont les identités sont complexes.

L’adoption d’une terminologie universelle manifeste le réle joué par la mécanique quantique comme
moteur d’internationalisation et méle le caractere d’ « abstraction » prété aux matrices dans la
« théorie des formes », prédominante au début du siécle, a des pratiques opératoires sur des formes
imagées, souvent élaborées en périphéries et appuyant des démarches d’appropriations de savoirs
mathématiques. Cet article s’attache en particulier aux phénomenes collectifs de réception ou de
circulation de textes par lesquels des idéaux d’ « universalité » indissociables de la constitution de
nouveaux centres en Grande Bretagne et aux Etats-Unis se mélent a des idéaux de « simplicité » et
« généralité » propres au réseau du «calcul des tableaux » dans le cadre de préoccupations
pédagogiques élaborées par de nouvelles communautés d’enseignants-chercheurs.

Abstract. A history of the universality of matrices in mathematics.

This study tackles the various dimensions of a complex phenomenon of universalization in the history
of mathematics. Our methodology resorts to a statistical survey in order to bring out a corpus and a
historical periodization (1920-1938) along the line of “scale games” between the local and the global,
the short-term and the long-term (1850-1938). The international “theory of matrices” of the 1930’s
highlights the interrelations and the structuring effects of local practices on the production of global
ones. Because such practices were peculiar to individuals or networks and because they were
resorting to some tacit knowledge, local ways of thinking, disciplinary ideals and internal
philosophies, they point to some cultural and social issues related to disciplines and communities
formations, evolutions and connections. By interrogating the cultural identities of such practices, this
study aims at a deeper understanding of the history of linear algebra without focusing on issues
related to the origins of theories or structures.

The adoption of a universal terminology of “matrices” highlights the role of quantum mechanics in a
process of internationalisation and sheds some light on the interrelation of the “abstract” nature
attributed to matrices in the theory of bilinear forms (most prominent at the beginning of the 20"
century) and the various operatory processes resorting to pictorial representations which were often
developed in peripheries. Ideals of universality were especially attributed to matrices during the
development of academic mathematics in Great Britain and the United States. This paper especially
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raises some issues related to the collective phenonemons of appropriations and circulations of texts
and point out the role of some pedagogical values of “simplicity” and “generality” taken up by new
communities of teachers-cum-researchers in the constitution of unifying algebraic theories.
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Introduction.

Cette enquéte pose comme probleme historique I’ « universalité » prétée a la terminologie
« matrice », envisagée dans ses différents aspects conceptuels et ses diverses matérialités. La
prétention a I'universalité est 'un des aspects les plus spécifiques des savoirs mathématiques que ne
peuvent saisir des études locales sur des temporalités courtes souvent privilégiées par des approches
culturelles ou sociales des sciences. La méthodologie que nous mettons en action est basée sur le
potentiel heuristique des méthodes quantitatives pour aborder des phénomeénes collectifs de
réception ou de transmission et leurs dynamiques. Comme I'a mis en évidence Catherine Goldstein
(®), les problématiques d’histoire sociale ou culturelle que les méthodes quantitatives visent a
aborder ne peuvent faire I'économie, non seulement d’une réflexivité quant aux possibilités
d’objectivisation du travail historique, mais aussi d’études qualitatives conjuguant analyses
mathématiques, épistémologiques et, plus généralement, approches multiples sur I'histoire des
sciences. Dans un premier temps, une étude bibliométrique sera mise en ceuvre de maniere
opératoire pour dégager un corpus et ancrer une période de référence dont I'étude permettra de
distinguer différents caracteres d’universalité. Des méthodes d’analyses des réseaux permettront,
dans un second temps, d’interroger ces caracteres en dégageant des pratiques propres a des
communautés. D’une part, nous proposons d’étudier, localement, la fabrication d’une universalité a
partir d’'une enquéte portant sur une temporalité courte, les années trente du XX siécle, et sur un
corpus constitué de traités publiés a cette époque. D’autre part nous mettrons en ceuvre un double
jeu d’échelles (*), entre le local et le global, entre le temps court et le temps long, afin d’interroger la
maniére dont les textes de notre corpus sont fabriqués pour transcender leurs conditions historiques
de production.

Nous aborderons notamment la maniére dont la constitution d’une universalité, envisagée a travers
la problématique des extensions, engage a la fois les mathématiques et des écritures de leur histoire.
Si des publications de I'entre-deux guerres conférent au terme « matrice » un statut universel au sein
d’une théorie internationale, ce caractére se manifeste autant dans les réles que joue I’histoire dans
ces textes mathématiques que par I’envahissement de ces derniers par les représentations imagées
des matrices. Nous verrons que ces références historiques héritent de certaines catégories élaborées
dans les années 1880, comme celles d’ « origine » ou d’ « influence » mais aussi qu’elles développent
ces catégories et leur en associent de nouvelles, comme celles d’ « abstraction », de « simplicité » ou
d’ « universalité » qui continueront a structurer I'histoire des matrices jusque dans des textes qui
nous sont contemporains. Il faudra aussi interroger les modalités par lesquelles des textes réalisent
I’extension et |'unification de pratiques locales plus anciennes et comment les pratiques qu’ils
développent seront-elles mémes étendues par la suite. Nous verrons que, dans les années 1930,
I'identité d’'une méthode matricielle se tisse de pratiques différentes élaborées au sein de réseaux
distincts. Une attention a la technicité méme de ces pratiques donnera accés a des aspects culturels
et sociaux propres a des communautés dont les identités sont elles mémes problématiques. La
guestion de la transmission et de I'appropriation de pratiques algébriques sera I'occasion de
guestionner la validité des cadres nationaux, institutionnels ou scientifiques via une étude des
réseaux dans lesquels les textes circulent et sont lus a des niveaux différents. Il faudra aussi nous
interroger sur la nature de la culture commune que manifeste la constitution a un niveau

2 Au sujet des méthodes quantitatives en histoire des mathématiques, voir Goldstein, 1999.
3 . b X
A propos des jeux d’échelles, voir Revel, 1996.
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international de la théorie des matrices. Dans le cadre de ces problématiques, I'histoire de
I’enseignement ne peut étre dissociée de I'histoire des sciences et nous verrons notamment que,
entre 1900 et 1930, des valeurs pédagogiques prétées a la représentation matricielle sont a I’origine
de nouvelles questions pour la recherche mathématique. Le croisement de problématiques d’histoire
des sciences et d’histoire sociale sera I'occasion de présenter une histoire de |'algébre linéaire qui ne
se réduit pas a I'émergence de structures abstraites. Les dynamiques complexes d’universalité que
nous mettrons en évidence permettront d'obtenir des résultats nouveaux quant aux réles joués par
des pratiques, savoirs, idéaux ou philosophies internes propres a des communautés.

L. Universalité, périodisation et choix d’un corpus.

Des publications relatives a I’histoire des matrices ont accompagné la parution de premiéres revues
spécialisées d’histoire des mathématiques dans les années 1970. Dans le cadre de problématiques de
recherches d’origines de théories algébriques comme celles des représentations de groupes ou des
algébres de Lie, Thomas Hawkins a d’abord dégagé différents rbles joués par la « théorie des
matrices » avant de consacrer a ce sujet des publications spécifiques qui en ont structuré I’histoire
(*). Cette structuration a par la suite été appropriée par de nouveaux travaux de recherches (°), des
monographies (°), des dictionnaires ou des ouvrages de vulgarisation (’). L’historiographie distingue
ainsi trois périodes: a l'origine, dans la «théorie des matrices » d’Arthur Cayley, 1858, d’une
« algebre symbolique » des matrices, suit une deuxiéme étape fondatrice de la « substance » des
théorémes de réductions canoniques des matrices comme le théoréme des diviseurs élémentaires de
Karl Weierstrass, 1868 et la synthese du calcul symbolique des formes bilinéaires de Ferdinand
Frobenius, 1878, puis une troisieme étape de « développements » ou « diffusions ». La méthodologie
qui sous tend cette structuration historique est celle d’une histoire conceptuelle, la sélection du
corpus de textes sur lequel porte I'enquéte est notamment basée sur I'identification rétrospective de
publications dont la pertinence est jugée a I'aune de mathématiques postérieures a ces textes. Par
exemple, une premiére période de |'histoire est associée aux travaux de mécanique d’auteurs
comme Lagrange qui, bien qu’antérieurs d’'un demi-siecle a I'introduction du terme « matrice » en
mathématiques, sont reconnus comme pertinents car portant sur des systemes d’équations
différentiels rétrospectivement représentables sous forme matricielle. Un autre exemple est la
« véritable origine » attribuée a un théoreme énoncé par Weierstrass en 1868 auquel est associé la
caractérisation des classes de similitudes de matrices (%), 'un des problémes centraux de la théorie
des matrices telle qu’elle est structurée de nos jours, et ce bien que Weierstrass lui méme n’ait

* Hawkins, 1971 4 1977.

> Parshall, 1985.

6 Hawkins, 2000; van der Waerden, 1977.

7 Grattan-Guiness et Ledermann, 2003.

8 Dans la structuration donnée par Hawkins a I'histoire de la « théorie spectrale des matrices », une premiére étape voit une
« origine » dans les travaux de mécaniques du XVIII® siecle impliquant des systémes différentiels linéaires a coefficients
constants du type AY"=BY olu A est une matrice symétrique et B une matrice symétrique et définie. L'intégration de ces
systémes repose sur la recherche de valeurs propres A; telles que AX=A,BX permettant d'écrire le systeme différentiel sous la
forme DY"=Y ou D=(A;, A,,...,A,) est une matrice diagonale. A cette premiére étape succéde un développement théorique
initié par Cauchy, 1829 et complété par Weierstrass, 1858 et qui se caractérise par la démonstration de la nature réelle des
valeurs propres des matrices symétriques. La troisieme étape correspond a l'organisation d'une théorie, la théorie des
formes bilinéaires fixée par Frobenius, 1878, autour d'un théoreme énoncé par Weierstrass, 1868 permettant de
caractériser les classes de similitude des matrices par un systeme complet d'invariants, les diviseurs élémentaires. Nous
reviendrons plus loin sur ces questions lorsque nous aborderons le question de la culture algébrigue commune portée,
avant 1880, par le réseau de « I'équation a I'aide de laquelle on détermine les inégalités séculaires des planetes » dont
|’étude est détaillée dans Brechenmacher, 2007.
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jamais employé une telle terminologie (°). Notre objectif ne saurait &tre de remettre en cause le bien
fondé de ce type d’histoire récurrente qu’il nous faut considérer comme une source parmi d’autres
de notre propre enquéte historique. S’il nous faudra préciser plus avant la maniere dont les résultats
de cette histoire rétrospective s'articulent avec notre propre problématique (*°), nous nous
contenterons dans un premier temps de remarquer qu’une question comme celle de la prétention a
I'universalité des mathématiques ne peut étre développée par les approches conceptuelles qui se
focalisent sur les innovations de quelques individus de premier plan. L'universalité y joue en effet un
statut d’hypothese qui justifie de voir rétrospectivement des matrices jusque dans des travaux de
mécanique du siecle des lumieres ou méme dans des textes japonais et chinois d’époques plus
anciennes.

1. Période de référence.

Afin de préciser les criteres a partir desquels sélectionner un corpus et une périodisation pertinents
pour questionner une universalisation d’usage de la terminologie « matrice », nous avons mis en
ceuvre des méthodes quantitatives s’appuyant sur la base de données Zentralblatt Math (*'). Une
étude sur le temps long, proposée en annexe, attire notre attention sur la période de I'entre deux
guerres. La quantité d’entrées référencées s’y avere plus importante - en proportion comme en
nombre absolu - que dans les périodes précédente et suivante et ne sera dépassée qu’a partir du
milieu des années soixante-dix, époque qui voit apparaitre de premiers travaux historiques sur la
« théorie des matrices ». La période intermédiaire, [1946 ; 1975], se distingue quant a elle par une
adéquation presque parfaite entre occurrences de la terminologie « matrice » dans les publications
et dans les titres de ces publications. Nous aimerions questionner le role spécifique que semble jouer
la période de I'entre deux guerre dans I'histoire de l'usage de cette terminologie dont les deux
périodes suivantes semblent présenter deux autres étapes, a savoir la reconnaissance d’un sujet
faisant lI'objet de publications spécifiques puis un passage dans la culture commune des
mathématiciens et son emploi au sein de tous types de sujets mathématiques. Dans cette premiere

° D’un point de vue qui nous est contemporain, le théoréme de réduction d'une matrice a coefficients complexes a sa forme
canonique de Jordan est équivalent au théoreme des diviseurs élémentaires. Tous deux permettent de caractériser les
matrices semblables sur un corps algébriquement clos, c'est-a-dire les matrices A et B qui correspondent a une méme
transformation linéaire dans des bases différentes et que I'on peut transformer l'une en |'autre par une matrice de
changement de bases B=PAP, Ci-dessous, trois exemples de décompositions matricielles associées a la décomposition en
diviseurs élémentaires d’'un méme polyndme caractéristique /A-/ll/=(}l-1)2(/\-2)3 (A-3).

1 1 1
1 1 1

2 21 20
Formes de Jordan. 2 21
2
3 3 3
Diviseurs élémentaires. (A-1), (A-1), (A-1), (A-1), (A-1), (A-1),
(A-2), (A-2),(A-2), A-2), (A-2), (A-2)?,
(A-3) (A-3) (A-3)

% Notre enquéte ne saurait se satisfaire de la dichotomie entre aspects internes et externes de |'activité scientifique visant
a séparer des approches d’histoire sociale et culturelle d’'une histoire conceptuelle. L’histoire rétrospective n’est pas
exempte de résultats d’histoire sociale. Hawkins a notamment mis en évidence la constitution locale dans les années 1870
d’un idéal de généralité propre a un cercle de savants berlinois et dont il a évoqué les modalités du passage au global.

" Cette base, qui tire son nom du journal de comptes rendus Zentralblatt fiir Mathematik und ihre Grenzgebiete fondé en
1931, est éditée par la Société Mathématique Européenne, le Fachinformationszentrum de Karlsruhe, et la Heidelberger
Akademie der Wissenschaften (http://www.zentralblatt-math.org/). Elle recense plus de 2,6 millions d’entrées
bibliographiques depuis 1868 et son ambition est de couvrir la totalité du spectre des mathématiques pures et appliquées.
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partie, ancrer notre étude dans la période 1920-1938 nous permettra de distinguer différents
caracteres d’universalité afin de structurer notre enquéte.

Le choix de ce moment de référence permet également d’affiner notre méthodologie en adoptant
comme source un journal de comptes rendus, le Jahrbuch (iber die Fortschritte der Mathematik,
publié¢ de 1868 a 1942, et dont l'objectif était de dresser un « annuaire des progres des
mathématiques » en proposant un référencement des publications accompagné de recensions et
d’une inscription dans une classification des sujets mathématiques. Une étude quantitative sur les
catégories structurant ce journal durant notre période permet d’observer ce que nous désignerons
comme une dynamique d’universalité dans les usages de la terminologie « matrice » et qui se
manifeste par une internationalisation et un envahissement progressif de toutes les rubriques de
classification des mathématiques pures et appliquées. L'accroissement des usages du terme
« matrice » dans de nouveaux sujets, dans des titres de publications et dans les différentes langues
de publications, s’avere directement corrélé avec l'apparition des théories quantiques et des
méthodes de la « mécanique des matrices » a partir de 1926. Un examen des lieux dans lesquels on
publie met en évidence un réle spécifique joué par des entrées publiées aux Etats-Unis dont les
évolutions devancent de plusieurs années la dynamique générale. Les titres de ces publications
identifient des sujets d’études sur les « matrices, notamment en relation avec I'« algébre abstraite,
groupes, anneaux, corps ». Cet usage, qui reste quasiment exclusif jusqu’en 1935, avant de se
répandre, notamment chez des auteurs publiant en Allemagne, sera entériné par une nouvelle
classification adoptée en 1939 dans laquelle la sous section « matrices » sera insérée dans le
nouveau chapitre « algebre linéaire » et distinguée des sujets « déterminants » et « combinatoire »
avec lesquels elle était mélée depuis 1924. Précisons a présent les résultats obtenus par les
démarches quantitatives en délimitant un corpus plus restreint constitué des entrées de type
« livres » (manuels, traités, monographies) et en distinguant deux périodes délimitées par la diffusion
des théories quantiques a partir de 1926. Le fait que les « livres » référencés sur la période 1920-
1926 soient en majorité publiées en Allemagne et I'évolution spécifique des entrées publiées aux
Etats-Unis dans la seconde période nous conduisent a questionner la pertinence des cadres
nationaux.

2. Le corpus des traités des années 1920.

L'examen des traités des années 1920 permet d’identifier un usage dominant du terme « matrice »
s’inscrivant dans la « théorie des formes, des déterminants et des invariants » dont les résultats
principaux sont attribués a des auteurs allemands comme Frobenius ou Weierstrass. Cet usage s’est
répandu en Allemagne a partir de la fin du XIX® siécle et présente un caractére classique. Il se
manifeste dans toutes les langues de publications (*), la théorie des formes représentant I'un des
principaux sujets des traités d’algebre. En raison des nombreuses « applications » de cette théorie,
cet usage se manifeste également dans des traités de mathématiques élémentaires (*3), sur les

15)
’

méthodes mathématiques de la physique (**), les équations différentielles (*°), la géométrie (*°), les

équations intégrales (*') ou l'usage du calcul des vecteurs dans la théorie des invariants ou en

2pour une référence de langue italienne, voir Scorza, 1921, de langue ukrainienne, voir Kravcuk, 1924.
13
Weber, 1922.
* Madelung, 1922.
> schlesinger, 1922.
16 ErnestoTimerding, 1922.
1 Kowalewski, 1925.
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relativité (*®). La « notion » de matrice y joue un role secondaire, elle est employée pour manifester
une identité revétue par des notions différentes sur lesquelles porte une unique théorie (formes
bilinéaires et quadratiques, substitutions linéaires) attribuant a ces objets un méme calcul
symbolique d’une part, une méme représentation tabulaire d’autre part. En ce sens, les matrices
sont qualifiées d’ « abstraites » par opposition aux « significations » que portent les notions
principales de la théorie (*°). Le « calcul des matrices », calcul symbolique sur des objets qui ne sont
pas des nombres au sens classique mais sur lesquels on peut définir des opérations analogues a
celles de I'arithmétique élémentaire bien que la multiplication soit non commutative et I'opération
de division problématique, est distingué des méthodes principales de la théorie qui relévent de
calculs d’invariants numériques ou polynomiaux. On distingue en particulier les invariants d’une
forme, comme ses déterminants et sous-déterminants, de la matrice dont sont extraits ces

déterminants.

Notre étude quantitative permet d’observer que la dynamique d’universalité de l'usage de la
terminologie « matrice » a partir de 1926 se développe en parallele d'un effondrement du statut de
la théorie des formes comme sujet principal des traités d’algébre. Afin d’étudier ce phénoméne, nous
portons a présent notre attention sur les entrées publiées aux Etats-Unis. Si, avant les années trente,
I'usage principal du terme matrice dans ces publications se situe dans le cadre, classique, des
déterminants de la théorie des formes (*°), un usage différent se manifeste dans les travaux de
certains auteurs proches de I’ « école de Chicago » comme ceux de Leonard Dickson et Joseph
Wedderburn sur les algébres associatives ou les travaux d’analysis situs d’Oswald Veblen (*!). On
pourrait qualifier cet usage de « total » pour faire allusion a la notion de « total matrix algebra »
employée par Wedderburn en référence au rble essentiel joué par les matrices dans ses travaux
visant I'étude de la « structure » des différents types d’objets sur lesquels on peut définir des
opérations d’addition et de multiplication. Une communication faite par Dickson au congres de
Toronto de 1924 est particulierement instructive. Cet acteur choisit en effet le cadre du premier
congreés international d’aprés guerre auquel participent des mathématiciens allemands pour
remettre en cause la structure de la théorie des formes. Sans aller jusqu’a rebaptiser cette théorie
sous le nom de « théorie des matrices » comme le feront des auteurs proches de I'école de Chicago
dans les années 1930, Dickson propose « une nouvelle théorie des transformations linéaires et des
paires de formes bilinéaires ». En partant du probleme de la « similitude des matrices » et en
présentant comme corollaire la classification des « paires de matrices et donc des paires de formes
bilinéaires », Dickson renverse la structure classique depuis la synthése faite par le berlinois
Frobenius en 1878 (**). Ce renversement ne procéde pourtant pas d’une innovation au sens
classiquement attribué a ce terme. Une structuration théorique identique avait en effet déja été

18 Study, 1923.

® Une forme quadratique a deux variables, par exemple, peut s’interpréter comme I'équation d’une conique en géométrie
analytique ou comme une forme prise par des nombres en arithmétique (comme la possibilité d’écrire des entiers comme
somme de carrés)

2% pour des exemples d’auteurs américains privilégiant le terme déterminant avant 1930, voir Lowry, H; 1926 ; Richardson,
1926 ; Barter, 1927. Comparer a Lecat, 1929 ou lliovici, 1927.

21 Veblen 1923, p. iii. Voir aussi 'usage du « terme matrice » que développe Alexander, 1933 en théorie des nceuds. Au
sujet des matrices d’entiers en « topologie combinatoire », voir Kénig, 1936 et, a propos du probléme des quatre couleurs,
Whitney, 1937.

22 Dickson, 1924, p. 361.

La théorie de Frobenius prenait pour probléme central I’équivalence des couples de formes (A, A’) (pour la relation
d’équivalence ARB = 3P,QeGL,(E), PAQ=B). Dans le cas particulier ol A’=/, la relation d’équivalence des couples (4,1) est
identique a la relation de similitude A’=PAP.
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proposée par Camille Jordan en 1874 mais la vive querelle avec Leopold Kronecker que cette
ambition avait provoqué avait enterré ce projet jusqu’a ce qu’a ce que de nouveaux travaux s’en
revendiquent, comme ceux de Dickson & partir de 1900 ou de Séguier a partir de 1907 (). La
« nouvelle théorie » implique cependant de rétrograder les notions de formes ou de substitutions
ainsi que les méthodes de calculs d’invariants et place en son cceur la notion de matrice et les
méthodes spécifiques d’un calcul matriciel visant I'obtention de « matrices canoniques ». Si la
communication de Dickson passerait volontiers inapergue dans I'optique d’une histoire conceptuelle
cherchant a dresser des étapes des progrés des mathématiques, cette intervention cherche
explicitement a donner un caractére global a un usage local du terme « matrice », propre a une
petite communauté que Karen Parshall a qualifié d’ « école de recherche mathématique », en un
sens proche de celui pris par ce terme en histoire sociale des sciences (**). Comme nous le verrons
plus loin, cet usage porte un idéal d’universalité qui, par certains aspects, semble lui-méme
s’universaliser entre 1930 et 1940. Il nous faudra par conséquent questionner la nature locale et

sociale de cet idéal et les modalités de son passage au global.
3. Lathéorie des matrices des années 1930.

Nous allons a présent nous intéresser aux traités sur la « théorie des matrices canoniques » qui
apparaissent au début des années trente et adoptent tous la structuration théorique voulue par
Dickson (*). Certains auteurs de ces traités sont des convertis de fraiche date a un nouvel usage du
terme matrice. Ainsi, le britannique Herbert Turnbull, qui avait publié en 1928 un traité sur la théorie
des déterminants et des invariants (*®), s’associe en 1932 a Alec Aitken pour publier 'emblématique
Introduction to the Theory of Canonical Matrices. |l ne s’agit pas la d’un cas isolé et de hombreux
auteurs qui, avant les années trente, publiaient sur les déterminants, notamment dans des revues
d’enseignement des mathématiques, développent de nouvelles problématiques de réductions
canoniques des matrices. La principale différence entre I'usage associé a la terminologie matrice par
ces problématiques et celui de la théorie des formes saute aux yeux. Alors que les représentations
tabulaires étaient peu employées par la théorie classique, des représentations imagées envahissent
la théorie des matrices des années 1930. Dans le sillage des ambitions formulées par Dickson en
1924, l'introduction du traité de Turnbull et Aiken présente |'utilisation des « propriétés » de
I’ « idiome matriciel » comme une rupture par rapport a I'usage « classique » de la notation des
formes bilinéaires.

23 Voir notamment le caractére local 3 Berlin d’un idéal de généralité de Kronecker ou Frobenius, Brechenmacher, 2008. Sur
la postérité des pratiques de réductions canoniques de Jordan dans les travaux de Dickson sur les groupes linéaires et sur la
généralisation qu’en fait ce dernier du « corps des entiers modulo p » au « corps de Galois général », voir Brechenmacher,
2006 a.

2 Parshall, 2004 identifie cette « école de recherche mathématique » en montrant la continuité d’un « programme de
Chicago en algébre », de Moore a Albert et en analysant les roles des « leaders » successifs et les orientations donnés par
ceux-ci. Ces orientations « abstraite » et « structurale » se caractérisent d’abord par I'importance donnée a la théorie des
groupes, objet de I'enseignement de Bolza dés 1893, des recherches théoriques de Moore sur les groupes simples et des
travaux de Maschke sur les groupes finis linéaires. Lorsque Dickson sera aux commandes, |'attention se déplacera des
groupes aux algebres. Voir Fenster, 1997 & 1998.

B propos du réle de « modéle » joué par Dickson a Chicago, voir Fenster, 1997.

26 Turnbull, 1928. Voir aussi Aitken, 1928.
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Notation matricielle : Notation des formes bilinéaires :
a11 a12 aln
2. 3%Y,
Ay Ay .. Ay, ij
anl a‘n2 a'nn

Des valeurs pédagogiques associées a une représentation présentée comme « simple » ne peuvent
étre dissociées de I'objet méme de la nouvelle organisation théorique a savoir « l'investigation
systématique des types de transformations qui réduisent les matrices a leur forme la plus simple et la
plus pratique » ou « forme canonique » (¥). Les démonstrations des théorémes de réductions
canoniques, les applications a différents problémes comme la recherche des matrices commutant
avec une matrice donnée sont autant d’exemples de I'efficacité de pratiques algébriques recourant a
des formes imagées qui, dans les années trente, envahissent progressivement les textes
mathématiques.

Poursuivons plus avant notre examen des traités des années 1930 afin de questionner la modernité
des traités de théorie des matrices. Ces publications interviennent dans une période olu d’autres
traités visent le passage du local au global. Il y a tout d’abord les théories quantiques qui impliquent
des bouleversements profonds des conceptions de la nature de la physique ainsi que du statut de
I'algébre et de ce que l'on désigne comme «abstrait» (). Il y a d’autre part, mais non
indépendamment, la parution du célébre traité d’ « algebre moderne » de Bartel Van der Waerden
qui, lui aussi, a pour vocation de rendre globales des conceptions sur le statut de I'algebre élaborées
localement, notamment dans le centre du Go6ttingen. Si ce traité participe de I'effondrement du
statut de la théorie des formes, il n"accorde aux matrices qu’un role secondaire. Ces dernieres, selon
une conception classique en Allemagne, sont considérées comme « abstraites » et c’est en vertu d’un
changement de statut et de signification du qualificatif « abstrait » que, par un retournement de
situation, la notion de matrice prime désormais sur celles de formes bilinéaires ou de substitutions
(*°). L'abstraction des matrices tient 3 leur statut d’objet élémentaire de structures abstraites
auxquelles est consacré le traité, les « modules sur un anneau » et « systemes hypercomplexes ».

Nous ne développerons pas plus avant la description de cette « algébre moderne » mais nous
intéresserons a la maniere dont celle-ci structure un traité publié en 1933 par I'un des doctorants de
Dickson, Cyrus Colton Mac Duffee (*°), et intitulé The theory of Matrices. Ce traité est marqué par les
principales caractéristiques de I'école de Chicago comme I'accent porté sur la théorie des algebres.
Ainsi, une matrice est « une suite de n? éléments, mais également beaucoup plus que cela car il s’agit
d’un élément d’une algebre totale de matrices pour laquelle les opérations d’addition et de
multiplication sont définies. L'importance de la théorie des matrices provient des regles pour la
combinaison des matrices tandis que le fait que ces derniéres puissent étre représentées par des

2 Turnbull et Aitken, 1932, p. 2, trad. F.B.

% Lacki, 2000 ; Scholz, 2006 ; Evans & Torndike, 2007.

2 plys précisément '« algébre moderne » reprend la distinction établie par Noether entre les concepts de matrice et de
transformation linéaire ce qui permet d’envisager les problemes de représentations comme relatifs au choix de la base d’un
espace vectoriel. Il s’agit la d’une conséquence de I'ambition d’unifier les théories algébriques par la théorie des
représentations de groupes. Voir Moore, 1996, p. 670.

30 Aprés son doctorat a Chicago, Mac Duffe séjourne a Princeton en 1921 a I'époque ou Wedderburn y travaille sur la
théorie des algébres et des matrices. Il prend ensuite un poste a I'université de I'Ohio ou il écrit son traité de 1933. A partir
de 1935, Mac Duffee est a 'université du Wisconsin et publie un nouveau traité intitulé An Introduction to Abstract Algebra.
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suites carrées est fortuit ». Le réle qu’y joue I'abstraction de l'algebre en référence a Van der
Waerden, la place importante donnée aux calculs d’invariants, et notamment de déterminants,
rendent cet ouvrage proche des traités de langue allemande (*'). Comme l'illustre Mac Duffee qui,
dans un second traité publié en 1941, abandonnera I'approche abstraite qui caractérisait sa
publication de 1933 pour adopter des pratiques opératoires imagées et leurs significations,
notamment géométriques en termes d’espaces vectoriels, la modernité de I'algebre des années
trente ne se réduit pas au passage au global de structures abstraites sur lequel a beaucoup insisté
I’historiographie mais manifeste aussi une universalisation de procédés imagés de réductions
canoniques.

Ces formes canoniques sont obtenues par des « transformations » normées par des critéres de
simplicité et qui s’appuient sur un caractére opératoire conféré a la forme matricielle que I'on
« décompose » en « sous matrices » en cultivant I'analogie avec les figures de la géométrie (on parle
ainsi de rectangle, triangle, diagonale) et par une articulation de procédures combinatoires, de
décompositions polynomiales, d’un «calcul symbolique » des puissances de matrices, d’une
arithmétique des lignes et des colonnes et d’un point de vue vectoriel de décomposition d'un espace
en sous espaces stables par Il'action d'une transformation linéaire (annexe 3). La diversité de ces
procédés nous ameéne a envisager une histoire complexe se tissant de fils multiples, dépassant le
cadre du passage au global d’idéaux d’universalités propres a I’école de Chicago. L'interaction entre
mathématiques « élémentaires » et « modernes », préoccupations pédagogiques et de recherche qui
accompagne le réle essentiel donné a des procédures opératoires imagées se manifeste notamment
en amont de notre période de référence, au sein de traités publiés dans différentes langues. Ces
constatations nous conduisent a envisager l'universalité prétée a la théorie matrices des années
trente comme une tresse qu’il nous faudra déméler en questionnant les identités différentes
revétues par des pratiques opératoires et les modalités par lesquelles ces pratiques s’entremélent en
une unique méthode de décomposition matricielle (*?).

Nous verrons que, avant 1930, les adeptes de ces pratiques de décompositions forment des réseaux
complexes qui ne s’identifient ni a une communauté nationale, ni a une unique théorie. En
Allemagne, les usages du terme matrice dans I’ « algébre moderne » développée par des auteurs du
centre de Gottingen comme Emmy Noether s’averent distincts de ceux d’auteurs comme Alfred
Loewy, Wolfgang Krull ou encore lIssai Schur. Certaines pratiques des matrices sont proches de
I"'usage classigue comme celles mise en ceuvre par Van der Waerden comme outil de représentation
des groupes et des systemes hypercomplexes, théorie dont I'un des acteurs, Frobenius, est
également celui qui a structuré la théorie des formes. Dans d’autres traités, comme celui d’"Hermann
Weyl ou de nombreuses publications concernant le probléme de la détermination de I'ensemble des
matrices commutant avec une matrice donnée (**), les matrices ne sont pas uniquement employées
pour représenter des objets mais aussi une pratique de décomposition d’'un probleme complexe en
une suite de problémes simples. Le probléme de la commutativité, central en théorie des
représentations, joue un réle important dans les premiers travaux des théories quantiques et la

31 Voir Schreiber et Sperner, 1932. Le traité d’ « algébre moderne » de Van der Waerden présente un classicisme par sa
reprise des résultats sur les invariants comme les diviseurs élémentaires selon une structuration identique a celle donnée a
la théorie des formes depuis 1878, structuration traduite dans le cadre des modules, systemes hypercomplexes et de la
théorie des représentations.

*2 vVoir la métaphore de la tresse employée a propos de I'universalité du cercle dans Goldstein, 1989.

3 Weyl, 1923, p. 90. Voir aussi Krull, 1926 ; Schur 1927. Pour I’histoire des représentations de groupes, voir Hawkins, 1996 ;
Haubrich, 1998 et Curtis, 1999.
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pratique de décomposition matricielle se manifeste dans la constitution des méthodes de la
« mécanique des matrices » (**). Nous n’avons pas affaire 13 & un phénomeéne unique mais a plusieurs
et, comme I'a montré Goldstein pour le cas de la théorie des nombres, la coordination de ces
phénoménes « n’est en rien évidente et constitue en elle-méme un probléme historique important »
(**). Avant d’aborder, dans la troisiéme partie de cet article, ces questions relatives a la maniére dont
se constitue une universalité prétée a la représentation matricielle, il nous faut questionner le statut
d’ « universalité » que des auteurs des années 1930 associent aux matrices, a la différence du statut
d’ « abstraction » qui caractérise I'usage classique de la théorie des formes.

Il Jeux d’échelles sur la période 1850-1930.

Examinons ce qui se présente comme commun dans les traités publiés dans les années 1930. Si des
différences se manifestent aux niveaux des structurations théoriques adoptées, des méthodes
employées ou méme des définitions données au terme « matrice », I'un des principaux points
communs tient a la place accordée a I'histoire. Ces références historiques s’averent indissociables
des différentes organisations mathématiques développées dans ces traités, elles permettent d’en
manifester la nouveauté ainsi que la légitimité par une inscription dans une histoire peuplée
d’auteurs respectés (*°). Ainsi les notes historiques proposées par Turnbull et Aitken en introduction
de chaque chapitre illustrent les « nombreuses applications » des procédés de réduction canonique
en produisant des exemples contemporains mais aussi une relecture rétrospective manifestant des
appropriations d’une histoire longue. La bibliographie chronologique des Lectures on matrices
publiées par Wedderburn en 1932 insiste sur le calcul sur des éléments de plusieurs dimensions en
référence a une longue série de publications britanniques consacrées aux quaternions et a leurs
applications en physique (*)). Mac Duffee accompagne systématiquement les énoncés
mathématiques de notes historiques et bibliographiques et met en perspective le caractére abstrait
des matrices qui confere a celles-ci une priorité conceptuelle sur la notion de déterminant :

It was Cayley who seems first to have noticed that "the idea of matrix precedes that of determinant."
More absolutely, we can say that the relation of determinant to matrix is that of the absolute value of
a complex number to the complex number itself, and it is no more possible to define determinant
without the previous concept of matrix or its equivalent than it is to have the feline grin without the
Cheshire cat.

In fact, the importance of the concept of determinant has been, and currently is, vastly over-
estimated. (38).

Si ces écritures de I'histoire comportent des différences relatives aux différents statuts attribués au
terme matrice, les points communs indiquent, réciproquement, des éléments d’une culture

mathématique commune. Un premier point commun est la référence systématique a une histoire a

3 Weyl, 1927 ; Wintner, 1927 ; Fantappié, 1928 ; Van der Waerden, 1932 ; Bauer 1933 ; Albert, 1934 ; Schwerdtfeger, 1935.
Le probléeme de la détermination de I'ensemble des matrices commutant avec une matrice donné est le probléme principal
associé a la notion de matrice et, a la suite des travaux de Sylvester et Weyr des années 1880, il est associé a celui de
I’expression de fonctions rationnelles de matrices. Ces problémes, traités un nombre incalculable de fois entre 1880 et 1930
voient |'élaboration des principales notions de la théorie des matrices. L'apparition des théories quantiques donne a
I’algébre non commutative une nouvelle actualité.

% Goldstein, 1999, p. 192.

% sur la question de la fabrication de I'histoire par les textes mathématiques, voir Goldstein, 1995, Dhombres, 1998 et
Brechenmacher 2008 et 2007?. Certaines publications de cette époque sont exclusivement dévolues a des développements
historiques. Voir Klein, 1926 ; Conway, 1931 ; Muir, 1929 ; Miller, 1930 ; Bell, 1931.

oy propos du théoreme fondamental de Wedderburn, 1907 sur les systemes hypercomplexes, voir Parshall, 1985.

8 Mac Duffee, 1941, p. v.
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long terme qui plonge au cceur du XIX® siécle -voir méme jusqu’aux travaux de mécanique de
Lagrange ou jusqu’au livre 7 des éléments d’Euclide -, Ainsi, chez Turnbull et Aitken Euclide se trouve-
t-il associé dans une méme phrase a Carl Gauss, Charles Hermite ou Henry Smith, chacune de ces
références se voyant attribuée l'origine d’'un aspect de la procédure du p.g.c.d. employée pour
déterminer la « forme canonique rationnelle » des matrices. Dans un autre paragraphe, a propos de
la forme canonique « classique », une publication contemporaine d’Aitken (1930), I'un des auteurs lui
méme, est citée a la suite de travaux de Carl Jacobi (1857), Jordan (1870), Frobenius (1878), Eduard
Weyr (1887), Dickson (1902), Schur (1909), Kurt Hensel (1926), chacun de ces personnages
représentant I'origine d’une étape de I'organisation mathématique du chapitre a venir.

Second point commun, la reconnaissance d’un pére fondateur en la personne de Cayley (1858), lui-
méme devancé par un précurseur, William Hamilton et ses quaternions (1853), et suivi de
« redécouvertes » multiples comme chez Edmond Laguerre (1867) ou Frobenius (1878) (**). Ces
découvertes multiples permettent une transition logique entre le caractére fondateur attribué a
Cayley pour la définition d’une structure d’algebre et les auteurs considérés comme a l'origine du
contenu des mathématiques exposées comme Weierstrass (1868) ou Jordan (1870) et dont aucun, a
I’exception de Henry Smith (1861), n’employait le terme matrice. Se pose alors la question du demi-
siecle séparant les années trente de ces péres fondateurs, probléeme auquel Mac Duffee répond par
une réflexion en termes de nécessaires « développements » d’expositions a |'origine trop courtes
voire manquant de « rigueur » ou de « généralité ».

1. Universalité et histoire des mathématiques

Ce second point commun de I'histoire écrite par des mathématiciens s’avere essentiel pour notre
enquéte. En effet, la structure en trois étapes de cette « histoire de Cayley comme fondateur », suivi
de travaux responsables d’un contenu, eux méme suivis de développements techniques, se présente
systématiquement dans les publications et ce indépendamment de la langue, du lieu et, surtout, de
I’époque de publication. On retrouve ainsi cette structuration aussi bien dans des publications
d’avant guerre, comme I’encyclopédie franco allemande des sciences mathématiques, que dans les
travaux d’histoire d’Hawkins des années 1970, eux-mémes relayés jusqu’'a nos jours. Cette
structuration de I'histoire présente donc un caractére universel au sens olU elle nous est
contemporaine comme elle I'était de Mac Duffee (1933), Eduard Study (1907) ou Georg Scheffers
(1890). Si, comme nous l'avons déja évoqué, I'histoire écrite par les mathématiciens s’avere
indissociable des mathématiques que ceux ci-développent, la mise en évidence du caractere
universel de cette structuration historique semble indiquer la présence d’une universalité prétée a
une certaine organisation mathématique.

La structuration de I’ « histoire de Cayley comme fondateur » a elle méme une histoire. On en trouve
les premieres traces dans les années 1880-1890 lorsque se constitue la théorie des « systémes
hypercomplexes » ou « algébres linéaires associatives » chez des auteurs anglo-américains et

* Certaines publications de cette époque sont exclusivement dévolues a des développements historiques. Voir Klein, 1926 ;
Conway, 1931 a propos de l'influence d’Hamilton sur la « pensée mathématique moderne » ; I'histoire des déterminants
proposée par Muir, 1929 et Miller, 1930 ou l'association des matrices aux groupes et a la mécanique quantique chez Bell,
1931.
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continentaux (*°). Ce phénoméne nous améne a observer la constitution, & cette époque, d’un
élément d’organisation mathématique dont nous sommes nous méme contemporains et qui nous
est d’ailleurs indiqué par les histoires écrites par les acteurs. Il s’agit des fameuses « découvertes
multiples » qui manifestent la reconnaissance rétrospective d’'une méme théorie dans ce qui était
auparavant percu comme des théories distinctes, toutes susceptibles de généraliser des opérations
sur les nombres, réels, complexes ou quaternions. Les matrices se voient alors attribuer un statut de
notion « élémentaire » qui se rapporte, d’une part, a une qualification de simplicité - les matrices
comme exemple le plus simple d’algébre associative — et, d’autre part, a un caractere d’essentialité -,
I'algebre des matrices jouant un réle essentiel dans les premiers résultats de classification des
algebres associatives et des algébres de Lie (*!). Ce caractére élémentaire va se perpétuer jusqu'a nos
jours malgré tous les développements ultérieurs des mathématiques et de I'histoire des
mathématiques. Reconnaissant, dans la maniere dont des textes mathématiques de notre corpus
sont fabriqués pour transcender leurs conditions historiques de production, des éléments provenant
d’époques antérieures, nous proposons a présent de pratiquer des jeux d’échelles entre temps court
et temps long afin d’examiner, a partir de notre période de référence, une histoire remontant jusqu’a
I'introduction du terme matrice en mathématiques. Cette approche nécessite d’interroger les
reconstructions rétrospectives qui permettent de méler des pratiques auparavant hétérogenes. Elle
nous permettra de porter de nouveaux regards sur des questions de postérité en termes de
processus collectifs de fabrications et appropriations de savoirs. La postérité du mémoire de Cayley,
en particulier, se limite-t-elle a un caractere de précurseur de structures algébriques, « pas
supplémentaire vers I'abstraction » (**), ou premiére définition de I’ « addition des matrices » (*}) ?

2. Questions d’identités, appropriations d’un texte par ses lecteurs.

Il s’avere nécessaire de questionner les identités revétues par des notions comme celle de forme
bilinéaire sur une période antérieure a la construction d’identités mathématiques entre ces notions
et la notion de matrice. Pour cette problématique, I'analyse quantitative portée sur les occurrences
d’une terminologie n’est pas d’un grand secours. La nouvelle méthodologie que nous mettons en
ceuvre consiste a mener, a partir de notre corpus de référence, une recherche visant un épuisement
systématique des indications bibliographiques. L'examen du corpus général obtenu permet alors
d’étudier la maniére dont les textes référencés se citent les uns les autres afin de distinguer des
réseaux cohérents de textes. Des graphes permettent de représenter les liens entretenus par les
différents textes d’'un méme réseau, ils manifestent notamment I'existence de noceuds dans
I'entremélement des références bibliographiques. Le graphe porté en annexe 2 donne la
représentation simplifiée d’un réseau auquel nous allons nous intéresser plus particulierement car il
réunit, pour la premiére fois, des références aux matrices et aux formes bilinéaires. Il faut cependant
remarquer que la Théorie des matrices de Cayley n’apparait comme un nceud que rétrospectivement,

0 Scheffers, 1890 attribue a Gauss I'origine des travaux sur les systémes de nombres complexes tandis que pour Taber,
1889 ces travaux trouvent leurs origines chez Hamilton. Ces différences manifestent les réseaux distincts dans lesquels se
situent les deux auteurs. Voir Brechenmacher, 200 ?.

e réle élémentaire joué par les matrices dans la théorie des algébres associatives comme dans celle des algébres de Lie
est essentiel dans la rencontre, a cette époque de courants de recherches auparavant indépendants, a savoir les travaux sur
les groupes continus développés sur le continent a la suite de Lie d'une part, I'étude des algebres menée par des auteurs
anglais et américains d'autre part. Voir Hawkins, 1972 ; Parshall, 1985 et Brechenmacher, 2007?.

2 Grattan-Guiness, 1994.

3 L’historiographie souligne souvent que Cayley n’est pas le premier a employer des opérations sur les tableaux. Pour
décrire I'innovation de Cayley dans la problématique de recherche des origines des algébres associatives, I'accent est
souvent porté sur la définition de I'addition des matrices, voir Dieudonné, 1977.
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aprées une éclipse d’une trentaine d’années, en raison de références effectuées a partir des années
1880 par des auteurs comme Sylvester ou Scheffers qui écrivent les premiers lignes de I’ « histoire de
Cayley comme fondateur ». Outre ces auteurs, parmi les principaux nceuds de notre réseau apparait
un texte publié par le praguois Eduard Weyr en 1890 et intitulé « Zur Theorie der bilinearen
Formen » (*).

Ce texte est resté presque invisible aux yeux de I'historiographie. Hawkins et Parshall qualifient son
contenu de « développements techniques » de travaux de Sylvester. Bien qu’il « mette en évidence
que des systemes hypercomplexes pouvaient étre représentés par des matrices», les
problématiques de quétes d’origine n’attribuent a ce texte que quelques notes de bas de pages car
« 'observation d’E. Weyr avait, bien entendu, déja été faite par C. S. Peirce » (*°). Ce jugement
rétrospectif semble contredit par I'ampleur des références dont le mémoire de Weyr fait I'objet de Ia
part de ses contemporains. Cette contradiction tient a ce que I'objet principal du mémoire est
précisément la constitution d’une identité entre les matrices de Cayley et les formes bilinéaires de
Frobenius, identité donnant aux matrices un statut élémentaire au sein de la théorie des formes et
offrant par conséquent a la structuration de I’ « histoire de Cayley comme fondateur » I'un de ses
piliers qui, rétrospectivement apparaitra naturel et ne sera pas questionné par I’historiographie (*).
Weyr est pourtant, entre 1884 et 1889, le premier et le seul mathématicien du continent a faire
explicitement référence aux matrices de Cayley. Or la lecture de Cayley par Weyr ne procede pas de
la reconnaissance d’une « structure » unificatrice mais vise I'introduction, dans la théorie des formes,
d’ « un nouveau moyen d’action » basé sur la notion de « single quantity » rebaptisée « scalar
matrizen » (*'). Une matrice scalaire est & la fois un nombre a (un scalaire), et un systéme de
nombres réduit a une diagonale composée de la succession d’'un méme scalaire. La pratique des
matrices scalaires s’appuie sur cette dualité afin de factoriser les polyn6mes de formes de la théorie
de Frobenius sur le modele de polynémes de nombres :

aoX’+a: X" +...+a, = Ao(X-p1)...(X-P),

aA"+a; A" ... +a, = ag (A-p1)...(A-p),
La premiére des équations ci-dessus donne la factorisation du polynéme caractéristique de la matrice
A, un invariant obtenu par un calcul de déterminant. La seconde équation porte sur la factorisation
d’un « polyndbme de matrices », pratique basée sur la possibilité de considérer les racines p de
I’éguation comme des nombres ou des matrices scalaires.
La lecture que fait Weyr du mémoire de Cayley nous permet d’identifier I'objet de la « théorie » de
1858, question dont I'histoire attribuant a Cayley un réle de fondateur ne s’est jamais préoccupée.
L'objet du mémoire de 1858 n’est pourtant pas de généraliser avant I'heure les opérations de
I'arithmétique a des objets de plusieurs dimensions comme les quaternions d’Hamilton mais
d’énoncer un « théoréme remarquable » selon lequel :

* Pour des éléments biographiques sur Weyr, voir Be¢var, 1995.

* parshall, 1985, p. 288, trad. F.B.

* Voir Brechenmacher, 200? a propos du caractere naturel de l'identité entre matrices et formes bilinéaires qui se
manifeste particulierement dans les descriptions du calcul symbolique des formes de Frobenius comme « équivalent » a
I” « algébre des matrices » tout en précisant que I'auteur n’employait pas ce terme. Voir Hawkins, 1977 et Parshall, 1985.
Frobenius, contrairement a ce qui est souvent affirmé, connaissait les travaux sur les matrices qu’il cite dés 1878 pour leurs
résultats et non en termes de développements équivalents et c’est donc sciemment qu’il n"emploie pas le t. m. avant les
années 1890.

*” A la suite de Goldstein, 1995, nous faisons ici usage de la notion de lecture d’un texte pour aborder des questions
d’identités dans les maniéres dont un texte est approprié par des lecteurs dans des contextes multiples.
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[...] toute matrice satisfait une équation algébrique de son propre ordre. [...] la loi pour la formation de
ces équations peut étre énoncée sous la forme condensée suivante, qui deviendra intelligible apres
étude du mémoire : le déterminant formé par une matrice soustraite a la matrice considérée comme
une quantité simple associant la matrice unité, est égal a zéro (**).

Or ce théoreme est énoncé pour résoudre un probléme précis, auquel est consacré la plus grande

partie du mémoire, a savoir I'expression de fonctions homographiques de périodicité
ax+a
bx+p

par elle méme, on obtient ce que I'on peut considérer comme une fonction homographique au carré

donnée (trouver @(x) = telle que @*(x) = x). Si 'on compose une fonction homographique

et l'objet de la théorie de 1858 est d’énoncer une méthode de calcul des fonctions, comme par
exemple la racine carrée, d’'une homographie (trouver ¢ (x) telle que ¢?(x) = x).

Ce probleme gagne a étre placé dans le contexte social de la constitution d’'une communauté
mathématique académique impulsée par la génération d’acteurs qui précede Cayley a Cambridge
dans la premiére moitié du XIX® siécle et a laquelle I'historiographie a attribué la dénomination
d’ « école algébrique anglaise » (*°). La traduction du Traité élémentaire de calcul différentiel et
intégral de Sylvestre Lacroix par Charles Babbage est souvent présentée comme exemplaire des
efforts d'un groupe d'étudiants de Cambridge pour introduire les méthodes du calcul différentiel
développées sur le continent a la suite des travaux de Gottfried Leibniz mais critiquées en Angleterre,
depuis I'époque d’Isaac Newton, pour le caractere mécanique de leurs procédures et les paradoxes
sur les quantités impossibles qu'elles impliquent. A ces critiques, les membres du « réseau de
Cambridge » opposent une philosophie de I'algébre qui se caractérise par I'importance donnée aux
opérations par rapport aux objets. L’ « algébre symbolique » de Georges Peacock (1830) établit une
distinction entre signification et symboles et implique une rupture avec le réalisme mathématique du
XVIII® siécle selon lequel & tout objet mathématique correspond dans la réalité un élément essentiel
qui en constitue la légitimité (*°).

L'importance que prennent, dans le mémoire de Cayley, les questions liées a la réciprocité des
opérations (puissances et racines de matrices) ou au caractére non commutatif de la multiplication
renvoie a une préoccupation traditionnelle de I'école anglaise depuis les travaux de John Herschell
(1813) sur la notation des opérateurs différentiels - la propriété f'(f(x))=f""!(x) - et leur généralisation
par Babbage a des questions comme I'obtention de racines carrées de fonctions homographiques.
C’est afin d’énoncer son théoréme remarquable selon lequel toute fonction rationnelle d’une

matrice, en particulier \W, peut s’exprimer comme un polynéme de degré inférieur a celui de la
matrice elle-méme, que Cayley définit, sur le modeéle des réflexions sur le « langage » de I'algébre
développées par Augustus de Morgan (1841), des regles d’opérations sur les matrices. Si I'identité
donnée par Cayley a la notion de matrice n’est pas celle d’un élément d’une algébre associative et ne
s’identifie d’ailleurs a aucune identité mathématique qui nous serait contemporaine (), elle
présente, avec la pratique polynomiale qui I'accompagne, une dimension sociale. Le contexte de
I’héritage de I'école algébrique anglaise infuse le texte de Cayley, des problémes posés au choix des
termes « théorie », «régles», «loi» etc. Dans ce contexte, la spécificité conceptuelle d’une
approche de l'algebre symbolique s’avére indissociable d’éléments culturels et sociaux qui engagent

8 Cayley, 1858, p., traduction F.B.

49 Novy, 1968, p. 211-222 a le premier qualifié d’école algébrique anglaise le courant de pensé dont les acteurs principaux
sont Babbage, Peacock, Gregory, de Morgan et Boole. A propos de l'influence de Boole sur Cayley dans le contexte des
origines de la théorie des invariants, voir Crilly, 1986.

*® Durand-Richard, 1990, p. 131. Voir aussi Durand-Richard, 1996.

> Crilly, 1978 a souligné toute I'étrangeté pour les mathématiques contemporaines de I'emploi que fait Cayley de cette
notion.
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le statut de 'algébre, une rupture avec le réalisme du XVIII® siécle et dont I'historienne Marie-Josée
Durand Richard a montré les relations avec la philosophie de Locke et le contexte plus général de
I'Angleterre de la révolution industrielle.

3. Circulation des textes et transmission sociale de faits culturels.

Entre la publication du mémoire de 1858 et les années 1880, les quelques références a la « théorie
des matrices » s’avérent toutes le fait des rares auteurs qui, comme Cayley, occupent des positions
académiques au Royaume-Unis (Smith, 1861 ; Charles Dogson, 1868 ; William Clifford, 1873) ou aux
Etats-Unis (Benjamin Peirce, 1870, Sylvester, 1882). La forte dimension sociale que Cayley a donnée a
son mémoire par la référence implicite a ses prédécesseurs n’en favorise certainement pas la
circulation sur le continent européen. Il faut aussi remarquer que, du point de vue de ses stratégies
de publications, Cayley publie ses travaux sur les « régles » du calcul des matrices en anglais et sur le
sol britannique. Les « quantités simples » de Cayley s’identifient a des pratiques académiques de
Cambridge qui se répandent ensuite a d’autres institutions universitaires britanniques puis
ameéricaines dans des contextes de création de communautés mathématiques en Grande Bretagne
comme aux Etats-Unis. Examinons deux exemples de telles pratiques. A Oxford, Smith ancre ses
travaux d’arithmétique et de théorie des nombres dans un réseau d’auteurs continentaux dont il
ceuvre a la diffusion des problématiques et résultats en Grande Bretagne. L'emploi que fait ce
dernier des matrices de Cayley a partir de 1861 manifeste les identités complexes que celui-ci
confére a ses travaux : a l'identité d’un réseau dont les grands noms sont Gauss ou Hermite s’ajoute
I'inscription dans une tradition académique se reconnaissant des origines dans |’ « école algébrique
anglaise ».

Un autre exemple est donné par le cas de Sylvester. Celui-ci, malgré sa proximité avec Cayley,
n’adopte la pratique de ce dernier qu’a partir des années 1880. Les motifs de cette lecture tardive

2). Il y a d’abord un résultat sur le probléme de I'expression des racines des

sont multiples (
« substitutions linéaires » (**) dont Cayley reléve le caractére erroné en faisant référence a ses
propres résultats de 1858. Il y a aussi les origines des préoccupations de Sylvester pour ce probleme
et pour lesquelles des questions techniques relatives a des travaux récents sont indissociables d’une
dimension sociale plus large que manifeste la référence faite a Babbage. Apres avoir été longtemps
en marge des milieux académiques, Sylvester obtient en effet en 1876 une position lors de la
fondation de I'université John Hopkins a Baltimore (**). Dans les cours qu’il élabore a cette période,
Sylvester développe des préoccupations caractéristiques des débuts de sa carriere, lorsqu’il était
proche du « réseau de Cambridge », comme la théorie des invariants et la théorie des matrices. A
partir de 1883, lorsque Sylvester se voit attribuer la chaire d’Oxford (*°), les nouvelles considérations
de ce dernier relatives aux matrices impliquent un effet rétroactif sur I'histoire des mathématiques.

La dénomination de « théoreme de Cayley-Hamilton » illustre la facon dont I'adoption par Sylvester

2 En 1879, Sylvester fait encore référence aux « déterminants composés » pour ce qu’il qualifiera quelques années plus
tard de produits de deux matrices. Sylvester, 1879. Pour expliquer ce nouvel intérét pour la théorie des matrices,
I'historiographie présente différents arguments comme un "retour subconscient” de la lettre de 1857 dans laquelle Cayley
annongait a Sylvester le contenu de sa théorie. Voir Parshall, 1985, 241.

53 Sylvester, 1882a.

> Parshall, 1988.

>> Avant de se voir attribuer des positions successives a Hopkins et Oxford, Sylvester est un acteur en périphérie du milieu
académique britannique. Entre la période qui sépare ses études a Cambridge et I'obtention de positions académiques, les
problématiques relatives aux matrices ou au theme de I'universalité désertent ses travaux. Parshall & Seneta, 1997 ont mis
en évidence la stratégie de Sylvester consistant a s’appuyer sur des réseaux internationaux afin d’établir sa réputation
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d’une conception des matrices comme quantité complexe vérifiant une équation algébrique
s’accompagne d’une évolution des roles historiques de Cayley et Hamilton, désormais associés dans
la reconnaissance d’une priorité double sur I'énoncé d’un théoreme précurseur de I’ « algébre
universelle », congue comme |'étude de divers systemes de « formes symboliques » comme les
matrices, les quaternions mais aussi les extensions de Grassmann ou la logique de Georges Boole. Le
theme de l'universalité manifeste ici encore la dimension sociale d’un héritage du réseau de
Cambridge. Il s’agissait en effet de I'un des themes principaux développés par des auteurs comme
Peacock afin d’articuler I'« algebre arithmétique », science des nombres, et '« algébre symbolique ».
Dans cette séparation entre opérations et significations, I'algebre arithmétique joue un double réle, a
la fois «science de la suggestion » (on en tire les « formes générales ») et lieu des « vérités
contingentes » donc subordonnée a l'algébre symbolique, lieu des « vérités nécessaires ». Il s’agit la
du double principe de permanence de Peacock : ce qui a été découvert dans des cas particuliers sera
universel (*°).

L'introduction par Sylvester en 1850-1851 des termes « matrices » et « mineurs » manifestait déja
une ambition d’universalité. Il s’agissait de proposer une caractérisation des types d’intersections de
deux coniques, probléme classique pour lequel Sylvester souhaitait développer une approche
« intrinséque» par des méthodes de géométrie projective invariantes par transformations
homographiques (*’). Traduit dans le « langage des déterminants », le probléme conduisait a I’étude
d’une équation algébrique dont le type de multiplicité des racines devait caractériser la nature des
contacts entre coniques (*®). Les occurrences de racines doubles et triples nécessitaient chacune
I’examen de deux sous cas abordés par I'étude des décompositions polynomiales du déterminant et
de ses sous déterminants, dénommés « mineurs ». La définition du terme « matrice » pour désigner
la mére des mineurs extraits d’'un déterminant manifestait explicitement un idéal d’universalité
gu’illustre également I'introduction du traité sur les déterminants de Dogson, ou Lewis Caroll, dont la
citation ci-dessous est a rapprocher de la métaphore employée par Mac Duffee, citée dans la
premiere partie, selon laquelle les déterminants sont aux matrices comme le sourire félin au chat de
Cheshire () :

Je suis conscient que le terme « Matrice » est déja employé pour exprimer la signification que j’associe
au terme « Bloc » ; ce premier terme signifie cependant davantage le moule ou la forme par laquelle

des quantités algébriques peuvent étre introduites plutét qu’un assemblage concret de telles
C)x(C) (a+b)x(c+d)

uantités ; par exemple
q p p )

mériterait un tel nom, plutot que . Dogson, 1868, trad. F.B.

Cet usage de la notation matricielle comme « forme universelle » s’appliquant a des significations
diverses est également manifeste dans les premiers écrits de Cayley (1855) appliquant les matrices
aux « fonctions linéaires » ou « quadratiques ».

*% Voir Durand-Richard, 1996 2 propos de l'articulation problématique de cette conception de I'algébre et des travaux de
Hamilton.

7 Sylvester, 1851, p. 219. Voir a ce sujet Sinaceur, 1991, p. 126.

*% Voir Brechenmacher, 2006d. Le type d’intersection de deux coniques étant caractérisé par le type de coniques
dégénérées se trouvant dans le faisceau, il dépend donc de la nature des racines (valeurs propres) de D(A)=det(AU+uV)=0.
La multiplicité de ces racines permet de distinguer entre contacts de premier, second et troisieme ordres. Mais il y a deux
types de points de contacts pour les second et troisieme ordres et, pour les différencier il est nécessaire d’étudier les pgcd
des mineurs du déterminant D(A). Darboux, 1874 puis Noether, 1898 verront dans ces travaux une premiére définition des
diviseurs élémentaires introduits par Weierstrass, 1868 (facteurs invariants D;(41)).

9 Mac Duffee, 1941, p. v.
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A partir de 1882, Sylvester méle la pratique spécifique développée par Cayley en 1858 a sa propre
pratigue de matrice-mére des mineurs. Il en résulte de nouvelles pratiques de factorisations des
polyndmes de matrices en « facteurs latents » M- A; dont une synthése est publiée en 1883 sous le
titre « On the equation to the secular inequalities in the planetary theory ». Ce mémoire présente
une « nouvelle méthode » pour « extraire la racine u° d’une substitution donnée » basée sur I'énoncé
d’un « théoreme général » dont le « rapprochement inattendu » qu’il permet entre les théories des
invariants ou des quaternions appuie une revendication d’universalité. Les matrices de I’ « algébre
universelle » généralisent les quaternions d’Hamilton —quantités d’ordre 4, a des quantités d’ordre 9
comme les nonions et, plus généralement, a des « m%ions », non pas basés sur des significations
géométriques en termes d’ « espaces inconcevables » mais sur une « fondation algébrique ». Le
terme « universel » employé par Sylvester indique que celui ne renonce pourtant pas aux relations
de I'algébre et du monde réel ; dans la tradition de I'école algébrique anglaise, ce terme fait en effet
référence a Newton :

Ce qui intéresse le plus dans les résultats nouvellement acquis que j'ai I'honneur de présenter a
I’Académie, c’est I'union ou bien I'anastomose dont ils offrent un exemple frappant et tout a fait
inattendu entre les deux grandes théories de I"Algébre moderne et de I’Algebre nouvelle, dont I'une
s’occupe des transformations linéaires, et I'autre de la quantité généralisée, de sorte qu’au méme titre
que Newton définit I’Algébre ordinaire comme étant I’Arithmétique universelle, on pourrait trés bien
caractériser cette Algebre-ci comme étant I'Algebre universelle, ou au moins une de ses branches les
plus importantes (60).
Sylvester désigne ses principaux résultats comme des «lois du mouvement dans le monde de
I'algebre universelle ». Une idée de mouvement est associée aux opérations sur les matrices en
référence au temps pur de Newton, « un mouvement est une opération dans le monde de I'espace
pur, une opération est un mouvement dans le monde de I'ordre pur » (°!). Sylvester développe
notamment le « paralléle » entre la seconde loi de Newton et la « régle pour combiner ou multiplier
les matrices » interprétée comme mouvement d’une ligne (ou colonne) d’'une matrice fixe M sous
I'action d’itérations de produits par une matrice m - M, mM, m3M, ...-, itérations considérées come
autant de modifications d’ « états » de la matrice initiale. Il en déduit ce qu’il désigne comme « The
law of consentaneity » établissant la décomposition du mouvement d’une matrice en un ensemble
de « mouvements paralleles » (*).

4. Problématiques d’extensions, pratiques culturelles et réseaux.

Au contraire des quantités simples de Cayley, les matrices méres des mineurs introduites par
Sylvester en 1851 vont circuler au sein d’un réseau qui saluera les débuts d’'une nouvelle théorie, la
théorie des invariants, et se scindera en plusieurs branches aprés 1860 (**). Mais la rapide et large
circulation du terme « mineur » est surtout due a un réseau beaucoup plus large dans lequel
Sylvester inscrit ces travaux et qui se présente comme une culture algébrique commune au XIX®

60 Sylvester, 1884b, p. 199

61 Sylvester, 1884, p. 33.

82 Mentionnons encore le cas de la « loi de réversibilité » selon laquelle les « racines latentes » d’un produit de matrices
sont indépendantes de I'ordre d’opération (bien que le produit ne soit pas commutatif), loi comparée a celle selon laquelle
I’énergie cinétique de I'action mutuelle de deux corps n’est pas affectée si I'on intervertit ces deux corps.

% Dans les années 1850, Hermite suit de pres les travaux de Cayley et Sylvester sur les invariants et adopte la notion de
mineur tres rapidement dans ses travaux de théorie des formes. Pour ce qui est du deuxieme réseau évoqué, de géométrie
algébrique, voir Clebsch, 1876 ainsi que, pour les auteurs de langue italienne, Cremona 1866 ; Betti 1859 et Brioschi 1857
et, pour une référence en langue anglaise Spottiswoode, 1877.
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siecle. En effet, lors de son introduction des matrices en 1851 comme lors de sa réappropriation de
ce terme a partir de 1882, Sylvester relie ses travaux au théme de |’ « équation a I'aide de laquelle on
détermine les inégalités séculaires des planétes » (**). Cette référence s’avére la maniére dont des
auteurs du XIX® siécle identifient une pratique algébrique consistant a transformer les « formes » des
systéemes linéaires par des décompositions des « formes » polynomiales d'une équation obtenue par
des calculs de déterminants (*°). Ce caractére algébrique ne reléve pas d’une identité théorique ou
disciplinaire comme en donneront, dans les années 1880, la théorie algébrique de formes puis, dans
les années 1930, la théorie des matrices (°®). A la permanence d'une pratique polynomiale dont
I'origine est attribuée aux travaux de Lagrange sur les systemes différentiels, il faut en effet opposer
la diversité des méthodes élaborées dans les cadres théoriques distincts — mécanique céleste,
géométrie analytique, arithmétique etc. - au travers desquels se déploie ce réseau. Si, parallelement
a cette variabilité des contextes, I'identité algébrique d’une pratique se manifeste dans ce réseau,
cette identité reléve de celle d’une histoire partagée. C'est en effet par des références a des travaux
plus anciens que les auteurs du corpus comme Laplace, Cauchy, Sylvester, Hermite ou Weierstrass
donnent a leurs travaux une identité dépassant les contextes dans lesquels ceux-ci s'inscrivent. A
I'’époque de Sylvester, la pratique algébrique qu’identifie la référence a I’ « équation a I'aide de
laguelle etc. » est associée aux problémes posés par I'occurrence de racines multiples dans la dite
équation, problemes qui mettent en question la capacité de I'algébre a donner lieu a des résolutions
« générales », c'est-a-dire valables pour tous les cas singuliers, et non uniquement pour le cas
générique des racines distinctes (*).

L'identité algébrique du corpus large auquel se référe Sylvester est a I'origine de la circulation de ses
travaux sur le continent comme le manifestent I'intérét ponctuel que leur porte Henri Poincaré en
1884 et surtout la série de travaux publiée par Weyr entre 1885 et 1890. La lecture que fait le
géometre de Prague des travaux sur les matrices méle de nombreux textes de ce réseau large. A la
nouvelle identité qui se construit entre matrices de Sylvester, de Cayley et quaternions de Hamilton
se mélent ainsi des travaux de Bernhardt Riemann de 1857 sur la caractérisation des systemes

5 Sylvester, 1852 & 1883.

% Brechenmacher, 2007. On interpréterait aujourd’hui cette pratique comme une méthode revenant a donner une
expression polynomiale générale des vecteurs propres d’une matrice comme quotients de mineurs extraits du déterminant
caractéristique |A-A/| et d’une factorisation de I'équation caractéristique par un terme linéaire : |A-Al|/(A-A;) (ou A; est une
racine caractéristique de A). Une telle expression polynomiale s’identifie a un facteur prés aux colonnes non nulles de la
matrice des cofacteurs de |A-A/].

Une telle formulation introduit cependant dans le discours historique des aspects propres a la théorie des matrices, comme
les termes « transformation » et « symétrique », qui sont absents de textes comme ceux de Lagrange et masquent le
caracteére spécifique d'une pratique originale. Lorsque Lagrange rameéne l'intégration d'un systéme de n équations a celle de
n équations indépendantes, le changement de forme du systéme n'est pas envisagé comme le résultat une transformation
mais s'avere indissociable d'une représentation mécanique implicite selon laquelle les petites oscillations d'un systeme de n
corps se comportent comme si elles étaient composées de n mouvements simples. Ce que nous désignerions aujourd'hui
comme le caractére symétrique des systémes linéaires mécaniques se manifeste comme une conséquence de la pratique
algébrique originale élaborée par Lagrange et consistant, en un jeu sur les primes et les indices des coefficients des
systémes linéaires que I'on interpréterait aujourd’hui dans le cadre d’une orthogonalité duale, a réduire I'intégration de ces
derniers a la décomposition algébrique d'une équation.

%8 Les références a I’ « équation a I'aide de laquelle etc. » se font plus rares aprés 1880 a la suite de la parution de la théorie
de Frobenius. Elles reprennent cependant dans les années trente au moment de I'effondrement du statut de référence
donné a la théorie des formes en algeébre. Voir Toscano, 1928 ; Browne, 1930 ; Lusin, 1931 ; It6, 1931

% Dans le cas générique toutes les matrices sont ainsi diagonalisables. Voir notamment la maniere dont Cauchy critique
I” « étendue » trop grande que I'on donne souvent aux formules de l'algebre qui, pourtant, peuvent conduite a des

0
expressions sans 5|gn|f|cat|on comme 5 dans certains cas smgullers ». Voir surtout la maniere donc Kronecker écrit une

histoire de la généralité en algebre lors de la querelle qui I'oppose a Jordan en 1874, Brechenmacher, 2008.
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d’équations différentielles linéaires a coefficients constants et qui proposaient une caractérisation
des « substitutions linéaires semblables » par la « décomposition » d'une substitution A en un
produit de trois substitutions de la forme :

A, 0, 0

0, 2 ]
@=-@" " @

0, 0 . 4

n

Comme le releve Weyr, en cas d’occurrence de racines A; multiples, on ne peut pas, en général,
caractériser la substitution A par une substitution semblable prenant une forme diagonale comme ci-
dessus (%). Weyr s’appuie sur les récents travaux de Sylvester afin de « rectifier » le résultat de
Riemann par une décomposition en « compartiments » de la forme matricielle reflétant la
décomposition de la forme polynomiale de I'équation caractéristique (*°). Entre 1885 et 1890, cette
pratiqgue de décomposition d’une matrice a sa forme canonique s’enrichit par un tissage complexe
gue manifeste une multiplicité de références a des travaux contemporains de Kronecker, Jordan,
Weierstrass ou Study. La publication de 1890 sur la théorie des formes manifeste la maturité d’une
pratigue donnant un caractére opératoire a la représentation imagée des matrices et permettant
une nouvelle approche du probléme central de la théorie de Frobenius, la caractérisation des classes
d’équivalence des formes bilinéaires. Dans le contexte du développement de la théorie des systemes
hypercomplexes, cette identification entre matrices et formes bilinéaires jouera un réle important
dans I'adoption, en Allemagne, de l'usage du terme matrice (°). Celui-ci se répand notamment dans
les recensions du Jahrbuch y compris a propos de travaux d’auteurs, comme Kronecker, qui
n’emploient pourtant pas ce terme. Dans le cadre du calcul symbolique des formes de Frobenius par
lequel, pour reprendre I'expression de Sylvester, « une matrice se fait dérober ses dimensions
spatiales et représentée comme une somme linéaire » (%), les matrices sont cependant notées par
des symboles alphabétiques. L'usage limité de la représentation matricielle manifeste la faible
postérité de la pratique de décomposition de Weyr qui se heurte en effet a une structuration
théorique donnant un caractére primordial aux calculs d’invariants et un role secondaire aux
méthodes de réductions a des formes canoniques (’?), structuration rendue classique par des auteurs
comme Frobenius ou Alfred Clebsch et popularisée par de nombreux traités publiés au tournant du

siécle comme ceux Louis Sauvage en France ou Maxime Bdocher aux Etats-Unis ().

%8 || est nécessaire de recourir a la forme canonique de Jordan ou a la forme canonique rationnelle des matrices.

* En termes contemporains, Weyr introduit la suite des dimensions des sous espaces caractéristiques d’'un endomorphisme
sur un espace vectoriel de dimension finie. Cette approche deviendra, dans les années 1930, la méthode la plus répandue
de démonstration du théoreme de Jordan de décomposition matricielle, voir Brechenmacher, 2006a. Contrairement aux
approches basées sur les déterminants, la méthode de Weyr est valable pour les problémes d’analyse fonctionnelle qui
nécessitent le recours a la dimension infinie et connaitra une nouvelle postérité aprés la seconde guerre, voir Dieudonné,
1946 et Novotny, 1953.

" Les nombreuses publications de langue anglaise sur les quaternions et algébres qui font suite aux travaux de Sylvester
sont aussi pour beaucoup dans la diffusion du terme matrice dont on observe un pic entre 1885 et 1895 et qui fait a cette
époque l'objet de publications dans diverses langues comme le hollandais (van Wettum, 1891) ou le japonais
(Kummamoto, 1888)

" sylvester, 1884, p. 220.

72 Cette tension se manifeste d’ailleurs entre les travaux de Boole et de Cayley dés les origines de la théorie des invariants
(1840-1850), voir Wolfson, 2008.

73 Les rares auteurs qui adoptent la décomposition matricielle de Weyr sont eux-mémes en périphéries comme l'illustre
I’'exemple de Molien, 1893. Lorsque le caractéere fondateur des travaux sur les représentations de groupes de ce dernier
sera reconnu a posteriori par Frobenius en 1905, les pratiques matricielles seront reformulées dans le cadre du calcul
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. Pratiques, réseaux, interconnexions.

Les jeux d’ échelles pratiqués dans la partie précédente montrent que l'universalité prétée a la
terminologie matrice dans les années 1930 manifeste, en parallele de I'usage tres répandu des
matrices dans la théorie des formes, des rencontres d’autres pratiques développées au sein de
réseaux plus restreints et qui s’averent indissociables d’aspects sociaux et culturels que nous
aimerions a présent questionner. Nous avons vu que les traités sur la « théorie des matrices »
proposent des écritures de I’histoire qui présentent des travaux distincts du passé comme participant
d’'une méme théorie sous jacente et se focalisent sur des quétes d’origines des notions et structures
de l'algebre linéaire. La prise en compte de la dimension sociale des travaux de Cayley substitue a ces
problématiques d’origines et de diffusion des questions d’identités permettant d’envisager des
circulations complexes qui ne se réduisent pas a des relations entre individus, aires géographiques ou
cadres nationaux. Les approches historiques rétrospectives sont elles mémes fondées sur un
caractere élémentaire conféré aux matrices au sein d’une organisation théorique qui se met en place
a partir de 1890 mais qui ne fait I'objet d’'une culture commune partagée sur un plan international
qu’a partir des années trente lorsque l'algebre linéaire se constitue comme une discipline.
L'universalité prétée a des notions élémentaires de cette discipline comme les matrices leur confere
un caractere naturel qui semble dénué d'histoire (’*).

Elémentaire, la représentation matricielle a souvent été utilisée au sein des discours historiques
comme une « notation » inoffensive. Il ne s'agit pourtant pas la d'un simple anachronisme de
notation. Par exemple, le recours a une formulation matricielle pour décrire les travaux d’Elie Cartan
sur les groupes continus et systemes hypercomplexes introduit dans le discours historique des
pratiques s’appuyant sur le caractére universel prété a des notions absentes du texte original et qui
masquent 'identité de pratiques spécifiques d’une part, de la multiplicité des réseaux dans lesquels
s’inscrit I'auteur d’autre part (). Si Cartan, en effet, est familier de travaux de réseaux dans lesquels
I'usage du terme matrice s’intensifie, cet acteur veille toujours a distinguer les différentes notions et
théories sur lesquelles il travaille et n"adopte I'usage unificateur des matrices qu’a l'occasion de sa
collaboration avec Study pour l'encyclopédie mathématique franco-allemande. L’anachronisme
terminologique implique des résonnances conceptuelles qui « convoquent aussi implicitement des
situations sociales inadéquates » et se double ainsi d’un « anachronisme sociologique » (’®). Les
conséquences en sont nombreuses. Les identités de réseaux jouant des roles essentiels dans
I'histoire de I'algébre, comme celui de I’ « équation a 'aide de laquelle on détermine les inégalités
séculaires des planetes » sont passées inapercues et, avec elles, des travaux, comme ceux de Weyr,
ont basculé dans l'obscurité. Des approches d’histoire sociale fournissent des résultats qu’une
dichotomie abusive pourrait amener a considérer comme propres aux approches conceptuelles en
tant qu’elles concernent l'identification du temps de la création mathématique individuelle ou
collective. Questionner les identités de pratiques qui ne reléevent pas simplement d’activités de

symbolique des formes et des invariants. Le mémoire de Weyr lui-méme fera |'objet d'une communication de Frobenius
dans laquelle la composition des compartiments de matrices est réduite a des invariants polynomiaux (Frobenius, 1911). La
référence que fait Frobenius a Weyr est essentiellement due a I'adoption de la pratique des matrices scalaires pour des
factorisations polynomiales dans la résolution de problemes relatifs a la détermination de I'ensemble des matrices
commutant a une matrice donnée, probléme traité par Weyr a la suite des travaux de Sylvester sur les nonions.

A propos de ce caractére naturel, voir notamment les commentaires de Chatelet lors de I'édition du tome 5 des CEuvres
de Poincaré paru en 1950 et proposant une traduction systématique du texte original dans le vocabulaire des matrices.

”® D’autres exemples des implicites liés a la notation matricielle et une discussion détaillés de leurs implications sur
I’historiographie de I'algebre linéaire sont proposés dans Brechenmacher, 200?.

78 Goldstein, 2004, p 39.

21



Une histoire de I'universalité des matrices mathématiques. F. Brechenmacher, prépublication, version du 16/11/2008.

recherche de nouveaux résultats ou de développements et diffusions permet en effet de
problématiser la question de I'innovation mathématique a partir de laquelle est opérée la sélection
rétrospective de quelques textes « fondateurs » et qui s’avere indissociable de la dimension sociale
des échanges scientifiques et de la valorisation collective des résultats (”’). Envisager les héritages,
permanences et évolutions de pratiques en termes de processus collectifs de fabrication et
d’assimilation des savoirs amene a problématiser la question de I'identité de I'algébre elle-méme sur
une période qui précede I'adoption d’identités théoriques ou structurelles.

1. Centres et périphéries.

Comme le manifestent les exemples de Smith, Sylvester ou Weyr, chaque auteur est susceptible de
présenter des travaux dont les identités complexes refletent les aspects culturels de réseaux
multiples. Il faut a présent nous interroger sur la position périphérique de ces trois auteurs par
rapport a la production mathématique de I'époque. Le fait que, contrairement a ses premiers travaux
sur les matrices publiés en langue francaise a Paris ou en langue tchéque a Prague, Weyr publie son
mémoire de synthése en langue allemande et dans le premier numéro d’une revue éditée a Vienne,
induit des questionnements quant aux rbles spécifiques que sont susceptibles de jouer des
périphéries dans la construction de cultures communes en mathématiques. Ces roles peuvent
d’ailleurs participer d’'une stratégie de construction de communautés mathématiques. Ainsi, Weyr,
aprées des études a Gottingen et une participation a la Société Mathématique de France dés 1873,
s'implique dans le développement du milieu académique praguois avec, notamment, la création
d’une société savante et sa revue de langue tchéque. De telles ambitions semblent nécessiter un
positionnement par rapport aux centres de la production mathématiques. Comme le manifeste sa
publication de langue allemande de 1890, la problématique de l'universalité de I'algebre, en tant que
fait social propre au milieu académique britannique, ne se transmet pas chez Weyr qui rattache
explicitement la « généralité » de sa décomposition matricielle a des idéaux qu’il préte a des auteurs
du centre de Berlin comme Weierstrass, Kronecker ou Frobenius.

Le développement d’une premiére école de recherche américaine a la fin du XIX® siécle donne un
exemple de construction d’une culture commune a partir de pratiques culturelles propres a des
réseaux distincts dans le cadre d’une dynamique entre centres et périphéries. Comme nous I'avons
vu, depuis les premiers auteurs de I'école algébrique anglaise, des idéaux d’universalité ont été
associés a I'algébre dans le cadre d’entreprises de constitutions de communautés mathématiques et
d’appropriations de savoirs développés dans les centres d’Europe continentale. A partir du
développement de la théorie des algébres dans les années 1880 et la reconnaissance par des auteurs
continentaux, manifeste dans I'écriture de I’ « histoire de Cayley comme fondateur », de I'apport
d’auteurs anglo-américain, le terme « algébre universelle » va progressivement renvoyer a I'étude
générale des structures algébriques en relation avec I'analyse du langage mathématique proposée
par la logique ("®). Dans le contexte de la constitution d’une communauté mathématique américaine,
les matrices acquiérent un statut universel qui ne s’identifie cependant pas a I’ « algebre

7 Goldstein 1995, p. 16.

8 Au sujet des relations entre histoire de I'algebre et développement de la théorie des modeles, originellement développée
pour étudier les rapports entre langage et structures algébriques mais qui, progressivement s’orientera sur la recherche des
rapports cachés entre différentes disciplines mathématiques, le plus souvent algébriques, voir Sinaceur, 1991 et Lascar,
1998.
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universelle » développée par Sylvester a Hopkins et Oxford ou aux échos suscités par ces publications
79)

aupres d’auteurs comme Alfred Whitehead (
Dans la derniére décennie du XIX® siécle, lorsque de premiéres entrées publiées sur le territoire
ameéricain apparaissent dans le Jahrbuch, ces publications manifestent I'élaboration de pratiques
spécifiques permettant I"appropriation de travaux propres a des réseaux variés envisagés comme
participant d’une unique méthode matricielle dont la constitution progressive s’appuie sur la
diversité de ces appropriations. Karen Parshall et David Rowe ont mis en évidence le role de I’ « école
de Chicago » dans la constitution d’une communauté mathématique américaine, les orientations
« algébrique », « abstraite » et «structurale » attribuées a cette école caractérisent une
méthodologie commune d’identification des objets mathématiques visant I'obtention de nouveaux
résultats comme généralisations de théorémes existants (*°). Ainsi, Dickson débute sa carriére par
une entreprise de généralisation systématique des travaux de Jordan sur les groupes impliquant
I'identification d’un objet, le corps fini, et son étude abstraite. Ces généralisations manifestent une
appropriation, dans un cadre matriciel, des pratiques de réductions canoniques des substitutions
linéaires du géomeétre parisien auxquelles se mélent des pratiques de calculs d’invariants de la
théorie des formes ou de procédés d’itérations développés par William Burnside. Un autre exemple
est celui de Veblen qui confére aux matrices un statut de notion centrale dans ses travaux de
topologie et se réfere notamment aux « matrices de Poincaré » en hommage aux travaux d’un auteur
n’employant pas ce terme (®!). Une importance particuliére est donnée 3 la classification des objets —

® Voir Gibbs 1886. Taber 1890. Chapman 1891. Mac Farlan 1891. Metzler 1892. Au sujet du theme de I’ « algebre
universelle » et de sa relation, chez Whitehead avec la fondation de la géométrie dans le cadre du projet de Grassmann
visant a libérer la pensée de toute intuition géométrique, voir Gandon, 2004.

Nous avons évoqué le réle que joue I'usage du terme matrice comme pratique académique fondatrice de la présence de

mathématiques au sein d’institutions britanniques puis américaines, comme I'université John Hopkins a la constitution de
laquelle participe Sylvester. Les matrices sont également treés présentes des la création par ce méme acteur du premier
journal américain de dimension internationale. Une ambition d’universalité s’affirme également dans les travaux de B.
Peirce a Harvard qui introduisent des concepts pour la détermination systématique de tables de multiplications d’« algébres
associatives linéaires » et épousent la philosophie de Hamilton selon laquelle des interprétations géométriques ou
mécaniques ne sont pas des prérequis imposés au développement d’algébres de dimensions arbitraires. En 1891, I’édition
du traité Linear Associative Algebra que réalise I'un de ses fils, Charles Sanders Peirce, manifeste plus généralement un
idéal d’universalité des mathématiques. Celles-ci sont envisagées comme vouées a s’étendre bien au-dela du domaine des
guantités, et jusqu’a la sphere morale car, en une généralisation de la philosophie de Boole, a toute « forme matérielle »
correspond une « forme de pensée ». Cette philosophie, selon laquelle la pensée humaine s’avere aussi large que 'univers
physique dans laquelle elle s’exerce, accorde un role essentiel aux « formes externes » de la pensée comme les
« symboles » de I'algébre envisagés comme un langage tandis que les méthodes d’emploi de ces symboles constituent un
«art» et leurs interprétations des « applications scientifiques ». Le traité de Peirce développe ainsi un alphabet, un
vocabulaire, une grammaire et vise la « classification naturelle » des espéces d’algeébres linéaires. Lors de I'édition de ce
traité au sein de 'American Journal of Mathematics, C. S. Peirce ajoute des notes et commentaires critiques exposant ses
propres recherches sur la « logique des relations » par l'intermédiaire de I'introduction de la notation matricielle pour
représenter des relations duales en logique. Des auteurs engagés dans le développement des mathématiques dans les
universités américaines, comme Taber 1889 de l'université de Clark, verront la I'acte fondateur de la reconnaissance du
caractere élémentaire des matrices au sein de la théorie des algebres associatives.

& Parshall, 2004 et Fenster, 1997 & 1998. Le premier résultat fondamental de Moore, 1892 donne un exemple de cette
méthodologie. Celui-ci définit une nouvelle classe de groupes finis simples par une généralisation des travaux de Felix Klein
consistant a passer de la considération de corps particuliers au « cas général » des corps finis a g" éléments et impliquant
I'identification d’un objet, le corps fini, et son étude abstraite. La classification de Moore est basée sur I'énoncé du
théoréme fondamental des corps finis. Le cardinal d’un corps fini est nécessairement de la forme q = p", p premier. Pour
tout g de cette forme, il existe un corps fini de cardinal g unique a isomorphisme prés.

& Voir Veblen 1923, p. iii. pour le statut central conféré aux « matrices de Poincaré » dans des travaux de topologie en
hommage aux travaux d’un auteur n’employant pas ce terme (actes d’un colloque organisé a Harvard en 1916 par
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comme les matrices « symétriques » ou « hermitiennes » - mais aussi a la recherche de théories
unificatrices sous jacentes a des « théories paralléles », impliquant un « déplacement du formalisme
par la généralisation et I'abstraction » (%%). Aprés la théorie des groupes, des formes, des algébres
viennent le tour de I'arithmétique, de la théorie des fonctions, des équations intégrales etc., tous
sujets dans lesquels 'unique terminologie « matrice » vient désigner des notions comme celles de
« forme bilinéaire », « forme quadratique », « substitution », « systeme », « tableau » etc., que les
publications du continent européen distinguent les unes des autres (*%).

2. Pratiques et réseaux.

Au début du XX® siécle, le développement de pratiques de décompositions de formes imagées se fait
essentiellement en périphéries d’'une théorie prédominante des formes et des invariants. Malgré les
similitudes visuelles que ces décompositions peuvent présenter, celles-ci renvoient a une diversité de
pratiques qui, le plus souvent ne sont pas identifiées de maniére réflexive a des méthodes s’insérant
dans des cadres théoriques spécifiques et, pour cette raison, sont indissociables des aspects culturels
des réseaux auxquels elles s’identifient. S’il n’est pas possible de proposer ici une description
exhaustive de ces réseaux, il faut remarquer que ceux-ci ne font pas tous usages du terme matrice
comme dans le cas des ramifications du corpus centré sur le personnage d’"Hermite, dont les entrées
sont le plus souvent publiées en France et manifestent une forte proportion de travaux relatifs a
I'arithmétique et la théorie des nombres. Ce réseau présente |'élaboration de pratiques de « calculs
des tableaux », outil et mode de représentation trés polysémique, employé au sein de sujets divers,
mais qui releve d’une identité culturelle et de I'inscription dans une histoire longue se référant a la
« notation des tableaux de Cauchy ». L'usage du terme « tableau » implique un faible écho du terme
matrice chez les auteurs de langue francaise avant les années 1930, au contraire du terme « mineur »
d’un emploi fréquent (3*). Pour les auteurs de ce réseau, parmi lesquels Jordan, Poincaré, Hermann
Minkowski, ou Albert Chatelet, le calcul des tableaux se rapporte a une démarche tres générale de
classification et de réduction d’'un probléme complexe - représenté par un tableau - a une suite de
probléemes simples représentée par une décomposition du tableau initial a sa « forme canonique ».
Les pratiques spécifiques donnant un caractére opératoire aux tableaux manifestent des aspects
culturels propres a ce réseau, comme une philosophie interne de la généralité associée a un idéal de
simplicité (%), mais aussi des savoirs tacites qui ne seront reconnus comme pouvant faire I'objet
d’une explicitation théorique que dans la premiére décennie du XX° siécle. Ces aspects culturels sont
tres différents de I'idée de mouvement associée a la représentation matricielle par des auteurs de
langue anglaise en référence aux lois de mouvements algébriques de Sylvester ou au rdle que jouent
les quaternions en physique. Nous avons vu également la dimension sociale que prend, pour le
réseau de Chicago, un statut universel conféré aux matrices. Dans d’autres réseaux, la constitution

I’American Mathematical Society). Les matrices sont particulierement présentes dans les actes des colloques américains
depuis leur fondation en 1896 qui coincide avec une dimension « nationale » donnée a I'A.M.S. en 1894. Ces colloques,
constitués de cours donnés par des spécialistes, ont pour objectif de répandre au niveau national les développements les
plus récents.

82 MacDuffee, 1940, p.v.

8 \loir notamment les publications, comme celle de Phillips et Moore, 1912, qui visent explicitement a étendre I'emploi des
matrices, ici en géométrie. Voir aussi Bennett, 1921.

81’ « étude bibliographique » de Stieltjes, 1890 sur la théorie des nombres fait un usage, exceptionnel dans ce réseau, du t.
m. que l'auteur préfére au terme « tableau » lorsqu’il expose les travaux de Smith (forme normale de Smith d’une matrice a
coefficients entiers). Il faut cependant remarquer que Stieltjes attribue le t. m. a Sylvester et ne fait aucune référence a
Cayley.

& Les idéaux de simplicité de Jordan reposent notamment sur des méthodes élaborées pour la théorie des groupes, la
signification du terme « simplicité » est bien peu simple en elle-méme. Voir a ce sujet Brechenmacher, 2008.
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de pratiques sur des formes imagées se caractérise par un idéal d’effectivité, comme dans un réseau
centré sur Kronecker et dont un mémoire publié par Hensel en 1904 est bien représentatif (%).
Ailleurs, ces pratiques s’appuient sur la représentation géométrique de décomposition d’un espace

et se revendiquent d’Hermann Grassmann (¥').

3. Unifications de pratiques et construction de cultures communes.

Des préoccupations propres a I'enseignement des mathématiques semblent jouer un rdle essentiel
dans la rencontre, au début du XX° siécle, de différentes pratiques culturelles. La constitution, & un
niveau global, de I'universalité de la représentation matricielle manifeste en effet une dynamique de
va-et-vient entre préoccupations de recherche et d’enseignement comme l'illustrent I'apparition, en
France, de premiers écrits réflexifs sur le calcul des tableaux et sur les significations respectives des
termes tableaux et matrices. Léon Autonne, professeur a la faculté des sciences de Lyon, publie, a
partir de 1901, une série de traités d’algébre et de géométrie algébrique. Cet acteur s’appuie sur des
préliminaires consacrés a des exposés détaillés de la « théorie des matrices » afin d’exposer ses
recherches les plus récentes dans des traités d’enseignement. En expliquant de maniére didactique
comment former les « matrices partielles » d’'un « tableau », les « définitions et notations », les
« résultats déja connus » qu’Autonne attribue a Weierstrass ou Frobenius et dont il considére
I'acquisition nécessaire aux étudiants, forment en réalité un apport original qui organise en une
synthése cohérente des notions et méthodes extraites de réseaux distincts comme celui du calcul des
tableaux, de la théorie des formes bilinéaires ou de ce qu’il désigne comme les travaux des
« géometres italiens » (*). Il s’agit en effet d’obtenir une « matrice aussi simple que possible » -
référence a Jordan - représentant des « formes types » (référence a Hermite) par des procédés de
réduction interprétés dans le cadre géométrique (Poincaré), en relation avec un calcul symbolique
(Frobenius) et des décompositions polynomiales d’invariants (Weierstrass). L'idéal de simplicité
propre au réseau du calcul des tableaux évolue; a I'ambition de généralité a laquelle il était
classiquement associé s’ajoutent a présent les valeurs pédagogiques d’une représentation
« simple », visuelle, «naturelle» permettant de «voir» les étapes d’'une méthode de
« décomposition ».

L'idée selon laquelle la maitrise de la représentation matricielle permettrait d'assimiler plus
« simplement » des « théorémes généraux » de différentes théories est a la base des organisations
didactiques de nombreux traités d'algebre publiés a partir de 1910. Ainsi, dans l'introduction de son
traité sur la théorie des groupes publié en 1916, Hans Blichfeldt encourage ses étudiants de Stanford
a bénéficier des « avantages » procurés par |I' « image mentale » de la « forme matricielle » pour
acquérir une « pratique tres avantageuse » permettant la « maitrise rapide » des parties les plus
difficiles portant sur la représentation des groupes (¥*). Au début du siécle en France, dans un
contexte d’accroissement de la population étudiante, du nombre de chaires et de laboratoires (*°), de
jeunes enseignants chercheurs comme Autonne, de Séguier ou Chatelet prétent aux matrices des
valeurs pédagogiques présentant explicitement des ambitions d’unification du savoir mathématique

% Hensel, 1904, p.135.

8 Pincherle, 1899. Volterra, 1889 & 1914. Heilinger et Toeplitz, 1906 & 1910.

88 )2 .. . . . . . . e .\
Nous ne pouvons qu’évoquer ici les nombreuses publications de langue Italienne qui emploient depuis le XIX™ siécle le

terme matrice en géométrie algébrique. A propos des « écoles algébriques » Italiennes, voir Brigaglia, 2001, Brigaglia et

Ciliberto, 2004 et Martini, 2004.

8 Blichfeldt, 1916, p. vii. Voir aussi Cullis, 1913.

% Telkes, 1991, p. 451.
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(°'). Face a une explosion quantitative des publications et des sujets de recherches, 'ambition de
reconstitution d’une unité des mathématiques est explicite, aussi bien dans les discours de nombreux
savants que dans les actions menées par les sociétés mathématiques nationales et internationales
(*®). Si de nouveaux concepts permettent de réorganiser le savoir mathématique en de vastes
édifices conceptuels dans le cadre de I'essor de I’ « algebre abstraite » (), du raisonnement
axiomatique (**), des structures (*°), le rdle joué par I’enseignement dans la réorganisation du champ
disciplinaire de I'algebre dans les années 1900 a 1930 mériterait un examen plus approfondi. Ainsi,
pour Chatelet, les matrices permettent de mettre en évidence un « rapprochement [...] fécond en
suggestions », de mettre « le plus possible en évidence les relations mutuelles des faits et ce qui m'a
paru leur véritable raison d'étre », « cette notation conduit a des procédés de calcul uniques [...] et,
en général, conduit au minimum de calculs » (*®). La notation des tableaux permet de faire le lien
entre des théories distinctes par des méthodes efficaces ('), simples et qui permettent
généralisations et unifications. Comme le manifeste la critique émise par Picard dans son rapport sur
la thése de Chatelet (*®), a cette époque, une telle ambition ne semble cependant pas suffire a ce que
I'on attend d’'un mathématicien « créateur » présentant des résultats « qui lui sont propres ».
L'originalité des procédés de Chatelet, que Picard désigne comme des « dessins montrant
I’enchainement des tableaux réduits dans divers exemples numériques », n’est que progressivement
reconnue comme un objet d’étude légitime au sein des mathématiques.

Certaines préoccupations pédagogiques interrogent cependant directement la recherche sur des
guestions nouvelles. Se pose notamment la question de la possibilité de décomposer des matrices a
des formes canoniques par des procédés effectifs, exigence auparavant propre a un réseau centré
sur les travaux de Kronecker et qui s’associe désormais a des préoccupations pédagogiques visant
I'obtention de procédés pouvant étre effectivement — et non seulement théoriquement — mis en
ceuvre par les étudiants. L'examen des références des entrées publiées entre 1915 et 1935 dans le
cadre de I'émergence de la « théorie des matrices canoniques » met en évidence la reconnaissance
commune d’une origine dans un mémoire publié par Lattes en 1914 et intitulé « Sur une forme
canonique nouvelle des substitutions linéaires ». La problématique de Lattés semble pourtant
presque triviale. L'objet du mémoire porte sur la théorie des systémes d’équations différentielles du
premier ordre a coefficients constants, passée dans I'enseignement depuis les années 1880. Cette
publication poursuit cependant une problématique pédagogique: Lattés propose en effet
d’ « abandonner » les calculs de déterminants et d’invariants polynomiaux, nécessitant des
extractions de racines d’équations algébriques non réalisables en pratique lorsque le degré est
supérieur a cing, au profit de procédures d’itérations permettant la détermination effective d’une
« forme canonique rationnelle » et, par conséquent, une procédure d’intégration des systémes

%1 Les valeurs unificatrices prétées a la représentation matricielle manifestent des rencontres entre le réseau de Chicago et
celui du « calcul des tableaux », dans le cadre d’une remise en cause de I'organisation de la théorie prédominante des
formes bilinéaires et des invariants au profit de pratiques de réductions canoniques. L'importance donnée par Dickson a la
notion de groupe linéaire en 1900 en hommage a Jordan est a l'origine d’une circulation rapide des travaux du
mathématicien de Chicago aupres de Séguier ou Chatelet. Voir Brechenmacher, 2006a

%2 Dhombres, 2004, p. 92.

% Mac Lane, 1975.

o Moore, 1995.

% Corry, 1996.

% Chatelet, 1911, p. 105.

7 A propos du théme de I'analogie, de la polysémie et des pratiques d’écriture, voir Durand-Richard, 2008.

% picard, 1911 dans Gispert, 1991, p. 409-410.
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différentiels par des « dérivations successives » (*°). L'ampleur des références au mémoire de Lattés
manifeste la dimension culturelle de la réconciliation entre pratiques de réductions canoniques et
procédés effectifs de calculs d’invariants, pratiques antagonistes depuis la querelle violente qui avait
opposée, en 1874 Jordan et Kronecker et qui avait engagé les statuts respectifs de I'algebre et de
I"arithmétique ().

Cette nouvelle articulation entre réductions canoniques et calculs d’invariants est fondatrice de la
« théorie des matrices canoniques » qui se développe a partir de 1914 et qui regroupe des travaux
élaborant des procédés rationnels de décomposition d'une matrice « en chaines » de « matrices

101) "ot des procédés non rationnels de réduction a une suite de formes

(102

compagnons » d'une part (

). Au sein de cette
(103

« canoniques classiques » appelées également « matrices de Jordan »

« mathématique internationale » au sens donné a ce terme par Jean Dhombres (), objet d’une

coopération sans frontiéres et theme fréquent de communication dans les congrés, de nouvelles
guestions se posent et de nouvelles exigences sont formulées. On distingue par exemple entre
preuve d’existence et preuve constructive, on cherche a reconnaitre par une méthode effective si
une chaine de réduction peut étre obtenue ou non par une suite finie d’étapes. Ces problématiques
rencontrent progressivement d’autres usages du t. m. que nous avons déja mentionné avec la

généralisation des résultats obtenus pour des matrices a coefficients entiers aux anneaux principaux

104
)

de l'algebre abstraite (), l'utilisation de la décomposition matricielle pour les théories des

105 106

représentations de groupes abéliens (), des modules de types finis (7), des algebres associatives

(*) ou de mécanique quantique. Ces rencontres se manifestent notamment dans les trés
nombreuses résolutions apportées au probléme de la détermination des matrices commutant a une

1%8) " La théorisation en terme de décomposition d’un espace sous I'action d’un

matrice donnée (
opérateur des méthodes sous jacentes aux travaux d'Autonne ou Lattés prend une importance
croissante dans les années vingt avec le développement de problématiques liées a la dimension
infinie (**). Ces problématiques accélérent la marginalisation d’invariants polynomiaux obtenus par
des calculs de déterminants et donnent une nouvelle postérité aux procédés itératifs de la méthode

19 paradoxalement, cette postérité portée par la théorie des

de décomposition élaborée par Weyr (
opérateurs annonce la fin d’'un age d’or pour la représentation matricielle. Le caractére unificateur
de la théorie des matrices canoniques des années trente ne doit pas étre percu comme la

manifestation d'un progrés irréversible et il n'est pas intemporel. Dans les années 1940-1950, la

% Ppar rapport aux méthodes rationnelles de réduction canonique déja élaborées par Landsberg et Burnside, Lattes défend
I'originalité de son approche par son caractere théorique qui donne a la forme rationnelle un statut de forme canonique a
part entiere, susceptible de refonder toute une culture commune. Le mémoire de Lattés est mis en concurrence avec un
traité d’Hilton paru la méme année. Hilton, 1914.

100 Brechenmacher, 2008.

Kowalewski, 1916 ; Loewy, 1917 ; Krull, 1921 , Dickson, 1926 ; Polya, 1928 ; Bennett, 1931 ; Rutherford, 1932 ; Ingraham,
1933 ; Mac Duffy, 1933 ; Gantmacher, 1935 ; Cavalluci, 1937.

102 Burgess, 1916 ; Voghera, 1928 ; Aitken, 1928 ; Wellstein, 1930 ; Bell, 1930 ; Smale, 1930 ; Turnbull, 1931 ; Menge, 1932 ;
Amante, 1933 ; Cherubino, 1936 ; Cramlet, 1938.

103 Dhombres, 2004, p. 106

Wedderburn, 1931 ; Mac Duffee, 1933 ; Ingraham et Wolf, 1937.

Chatelet, 1922, 1923 ; de Séguier, 1925.

Krull, 1926 ; Van der Waerden, 1931.

Dickson, 1926.

Krav€uk, 1924 ; Shoda, 1929 ;Bell, 1930 ; Rutherford, 1932 ; Williamson, 1934 ; Hopkins, 1934.

Stone, 1932. Banach, 1932. Thomas, 1931. Gomes, 1933. Cooke, 1933. Schmidt, 1935., Levi-Civita, 1928. Davis, 1936.

La thése de Krull, publiée en 1921, est le premier traité consacré a la décomposition rationnelle des matrices. Voir aussi
Ingraham, 1932, p. 814.

101

104
105
106
107
108
109
110
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tresse est démélée et certaines notions qui participaient d’'une méme théorie en 1930 seront a

nouveau percues comme distinctes ().

Conclusion.

Dans la période de I'entre-deux guerres, le terme « matrice » investit des titres de travaux publiés
dans toutes les langues et toutes les rubriques de classification. Si des méthodes d’analyse
guantitative mettent en évidence le rble joué par les théories quantiques comme moteur
d’internationalisation et de diversification des usages de cette terminologie, cette dynamique
d’universalité se nourrit de phénoménes multiples. En effet, si les méthodes de la mécanique des
matrices s’appuient sur des décompositions de formes imagées, la dimension globale qu’acquiérent
de telles méthodes est le résultat de rencontre entre des pratiques diverses élaborées localement et
dont les identités relévent de réseaux complexes mélant cadres nationaux, aires géographiques,
sujets spécifiques, institutions etc. A la différence de la description comme d’une sorte de marche
vers |'abstraction souvent proposée de la réorganisation du savoir mathématique que manifeste
I’« algebre moderne », nous avons vu que la méthode de décomposition matricielle réalise une
cristallisation de pratiques opératoires renvoyant a des contextes variés et qui, sur le temps long,
forgent le caractere opératoire d'une forme de représentation. Cette construction d'une culture
mathématique commune concerne autant les aspects techniques de ces pratiques que les identités
sociales des réseaux qui leurs sont associés, elle s'"accompagne de |'appropriation d’une histoire
longue par laquelle des travaux distincts dans le passé sont présentés comme participant d’'une
méme théorie sous jacente prétendant de ce fait a un statut « universel ». Déméler la tresse que
forme cette théorie unificatrice permet d’enrichir I’histoire de I’algebre linéaire en ne se focalisant
pas sur la problématique de I'émergence de structures comme les anneaux ou modules mais en
posant la question des communications de pratiques culturelles qui accompagnent les
restructurations du champ des mathématiques et de I'histoire des mathématiques. En effet, avant
gu'un cadre général comme celui de l'algébre linéaire permette d'envisager des structures sous
tendant les pratiques algébriques, les identités de telles pratiques ne portent le plus souvent pas de
significations théoriques mais manifestent des aspects culturels comme des idéaux, savoirs tacites et
philosophies internes propres a des réseaux. L'étude de la technicité méme de ces pratiques permet
ainsi d’interroger les modalités d’appropriation et de transmission de faits culturels.

L'adoption a un niveau local d’'une méme terminologie de matrice pour désigner des notions
auparavant distinctes est un premier moteur d’universalité. Ces adoptions s’averent la conséquence
de différents faits culturels propres a des contextes sociaux et institutionnels comme des idéaux
d’universalité mais aussi des valeurs pédagogiques ou des qualificatifs d’abstraction. Des rencontres
entre pratiques et réseaux impliqguent des évolutions du champs des significations, l'idéal de
simplicité, indissociable d’une philosophie de généralité, propre aux pratiques de réductions des
tableaux s’enrichissant de valeurs pédagogiques et s’articulant avec des objectifs d’unifications par
I’abstraction propres au centre de Goéttingen ou aux idéaux d’universalités prétées aux matrices par
I'’école de Chicago. Ces rencontres elles mémes manifestent des phénomeénes complexes
d’universalité. La reconnaissance commune des travaux fondateurs de Jordan sur les groupes s’avére

111 . s N o . . .. . . . i
On distingue notamment entre I'algebre linéaire en dimension finie et la théorie des opérateurs, entre ce qui tient d'une

approche arithmétique valable dans anneau principal (théorie arithmétique des invariants de similitudes) et ce qui tient
d'une approche algébrique dans un corps algébriquement clos (décomposition de Jordan d'un endomorphisme), entre la
géométrie vectorielle (décomposition en sous espaces caractéristiques) et la géométrie euclidienne (matrices
orthogonales).
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ainsi a l'origine d’une intersection des pratiques du réseau du calcul des tableaux et de celles de
I’école de Chicago avant la premiere guerre ; en 1932, les exposés d’'Emmy Noether et Helmut Hasse
au congrés de Zirich signalent la construction d’une « algebre moderne » se reconnaissant
rétrospectivement des racines aux Etats-Unis et en Allemagne et mettent en évidence une
intensification des relations entre auteurs allemands et américains dans I’entre deux guerres (**?).
Certains aspects culturels propres a certaines pratiques et certains réseaux, acquiérent une
dimension globale tandis que d’autres disparaissent et d’autres encore, a I'origine distincts les uns
des autres et, parfois méme en opposition, s’entremélent pour donner naissance a de nouvelles
modalités du savoir mathématique. Si la réorganisation du champ disciplinaire de |'algebre et
I'adoption de la représentation matricielle comme universelle manifestent la constitution d’'une
culture commune a un niveau international, cette unification n’implique pas une uniformisation des
usages du terme « matrice ». Au contraire, des différences d’usages proliferent a mesure que les
anciens édifices comme les théories des formes et des déterminants s’effondrent et permettent
I'introduction des matrices dans les différentes strates de I'activité mathématique. A partir des
années 1930 on trouve ainsi des publications relatives aux matrices pour des problématiques

relevant de préoccupations d’enseignement comme de la recherche la plus avancée (*2), |

es
premiéres suscitant des publications dans toutes les langues et notamment les moins représentées
comme le japonais ou le norvégien.

Si des savants comme Cartan, Poincaré ou Hilbert, qui se situent dans des centres de productions
mathématiques a la croisée de différents réseaux, interviennent peu dans le corpus fourni par notre
étude quantitative, des acteurs évoluant en périphéries jouent des roles importants dans I'adoption
d’une terminologie prétendant a l'universalité et appuyant des démarches d’appropriations de
connaissances mathématiques, de constructions de nouveaux centres, comme celui de Chicago, de
nouvelles communautés, comme, en France, celle des enseignants-chercheurs, mais aussi
d’institutions internationales. L'adoption d'une terminologie commune doit étre rattaché a l'idéal

d’internationalisme scientifique du début du XX® siécle qui porte I'ambition de la constitution d’un

124 parution, en 1927, d’une version révisée en langue allemande d’un traité de Dickson sur les algébres associatives et la
recension que fait Hasse de cette publication illustrent les influences complexes et réciproques qui amenent de nouvelles
lectures de travaux publiés aux Etats-Unis et que Noether, Brauer, Hasse ou Artin réinterprétent dans le cadre des théories
des entiers algébriques, des idéaux et anneaux, des représentations de groupes ou des corps de nombres p-adiques. Cette
circulation des textes est a I'origine d’unifications entre approches auparavant différentes. Ainsi Noether fusionne, en 1929,
les théories des représentations et des algébres puis développe des relations entre algebres non commutatives, algebres
commutatives et théorie des nombres.

Fenster et Schwermer, 2007 ont décrit la complexité de ces relations par I'étude de la correspondance de deux acteurs dans
le cadre de I'un des principaux résultats d’algébre linéaire de la période, le théoréme selon lequel toute algébre de degré
fini a division normale sur un corps de nombres algébriques est cyclique. Voir notamment la maniére dont |'exposé de
Hasse sur le théoreme principal de structure des algebres semi-simple sur des corps de nombres algébriques attribue des
éléments algébriques de sa démonstration a Noether et Brauer et des énoncés de cas particuliers a Dickson, Wedderburn et
Albert. Le développement des communications entre « écoles de recherches» a été mis en relation avec les
développements des recherches sur les structures sous tendant les objets algébriques dans Parshall, 2004. Voir aussi les
exemples des développements de Noether, Brauer, Hasse et Artin relatifs a la théorie de structure des algebres de
Wedderburn ou les travaux de Jacobson sur les radicaux des anneaux de dimension infinie.

13 Ainsi llovici publie-t-il sur les matrices en 1927 dans les Nouvelles annales a propos de questions élémentaires tandis

que, en 1926, Léon Brillouin publie un article intitulé « Les spectres de rotation, dans la nouvelle mécanique des quanta,
avec le calcul des matrices » ou les problématiques de réductions canoniques sont liées aux développements récents
d’Heisenberg, Born et Jordan. En France, avant le développement de la théorique quantique, a la suite des nombreuses
publications d’Autonne dans les Nouvelles annales, on utilise le terme matrices davantage dans des publications a visées
d’enseignement. Voir, par exemple Godeaux, 1914 ou Byck, 1925. Cette tendance s’inverse a partir de 1926.
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langage universel ainsi que d'une standardisation des notations et du vocabulaire mathématiques
(**). Les pratiques locales élaborées en périphéries pour des appropriations de travaux de divers
réseaux semblent jouer un réle particulier dans la constitution d’'une communauté mathématique
internationale, comme le manifeste I'appropriation rapide de I'usage universel des matrices impulsé
par des auteurs américains par des publications de langues japonaise (**°), russe ou des acteurs
publiant en langues francaise et allemande en périphérie des centres de Paris, Berlin ou Gottingen.
C'est notamment en périphérie d’'une théorie prédominante des formes et des invariants que se
développent des pratiques opératoires sur des représentations imagées. Dans la théorie des formes
bilinéaires, les formes canoniques sont obtenues, non par des pratiques de décompositions mais, a
posteriori, par la recomposition d’une forme dont on a au préalable calculé les invariants (**°). Au
contraire du caractére statique de cette recomposition, la décomposition matricielle est un calcul qui
met la représentation imagée en mouvement. Si nous avons vu des origines locales de ce caractére
dynamique dans I’ « algebre universelle » de Sylvester, I'histoire de ces phénomenes apparait
particulierement complexe. Ainsi, une idée de mouvement se manifeste dans les décompositions
successives de problémes complexes en étapes simples, comme autant de modifications d’états de la
forme matricielle, a la maniere des relations qu’entretiennent les images d’une bande dessinée, les
plans d’un film, a un récit complexe, ou les taches élémentaires d’'une chaine de montage a un
produit fini. On pourrait encore citer le cubisme et les pratiques de décomposition du mouvement
qui accompagnent le développement de la photographie pour évoquer une multitude de
phénomenes dont nous n’avons qu’effleuré les dimensions sociales et culturelles et qui forment le
contexte historique complexe dans lequel les matrices acquierent le caractére universel d'une
méthode de décomposition imagée.

14 Rasmussen, 1995.

5 e cas des publications de langue japonaises ou russes justifieraient des études spécifiques. Voir aussi les travaux de
langue anglaise publiés au Japon et leur usage des matrices dans la « théorie des déplacements », Morinaga, 1934 ; Nakano,
1934 ; Kawaguchi, 1934.

18 A propos de ce caractére statique, voir notamment I'exposé en frangais de la théorie de Frobenius par Sauvage, 1891
commenté dans Brechenmacher, 2006a.
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ANNEXE 1.
UNE ETUDE QUANTITATIVE SUR LA TERMINOLOGIE MATRICE.
1. A propos de I'universalité du terme « matrice » dans les mathématiques contemporaines.

Afin d’expliciter notre questionnement a destination de lecteurs éventuellement plus familiers de
I'universalité prétée a d’autres objets mathématiques tels que les « nombres », « cercles » ou
« équations », introduisons notre sujet par quelques remarques générales quant a I'emploi du terme
matrice (t. m.) au sein de mathématiques qui nous sont contemporaines. Un examen des
publications d’enseignement et de recherche met en évidence une diversité d’usages d’'un terme que
I'on emploie afin d’identifier non seulement des sujets d’études, des objets ou outils de
classifications et de « représentations », mais aussi un « calcul ». Les auteurs de manuels font
référence a une « notion », introduite par une définition, objet d’'une « théorie des matrices », elle-
méme insérée dans une discipline, l'algébre linéaire. Présentée comme |'une des briques
élémentaires de l'algebre linéaire, cette notion se trouve insérée a la base de curricula universitaires,
a un niveau international et dépassant le champ des mathématiques (physique, biologie, économie
etc.). L'articulation entre la notation par une lettre, envisagée comme un élément - un nombre -
d’une structure algébrique et la notation par un tableau, composé lui-méme de tels éléments (%),
manifeste une dualité des matrices. A la fois élément et élément-multiple, celles-ci permettent des
dialectiques entre « concret » et « abstrait », mathématiques « pures » et « appliquées ». Le theme
de I’ « application » rejoint ici celui de la « représentation », 'usage des matrices permettant de
mettre en évidence la capacité de I'algébre linéaire a s’« appliquer » dans une diversité de domaines
dont les objets, distincts, sont susceptibles d’'une méme « représentation matricielle » : applications
linéaires, formes quadratiques, groupes discrets et de Lie, graphes, systemes d’équations
différentielles etc. D’'un point de vue didactique, les matrices sont particulierement investies dans
I’acquisition de connaissances relatives aux structures. En tant qu’outil de « notation » par un tableau
ou par un symbole alphabétique, les matrices permettent non seulement d’illustrer la généralisation
des concepts de nombre et de polyn6me que permettent des structures algébriques comme les
« algébres associatives », mais aussi la généralisation de méthodes de calculs, le « calcul des
matrices » articulant opérations, relations d’équivalences arithmétiques et méthodes polynomiales
associées a des calculs d’invariants comme les déterminants.

Au sein des objets et méthodes des mathématiques «pures » et « appliquées », le t. m. prétend a une
certaine universalité qui ne semble pas indépendante du statut « élémentaire » conféré a ce terme.
Afin de préciser ce qualificatif d’'universalité, quittons a présent le cadre des considérations générales
pour adopter des méthodes quantitatives, rendues possibles par la constitution de la base de
données Zentralblatt Math (ZM) (%). La requéte « matrice » introduite dans le moteur de recherche
de la base permet des enquétes quant a 'emploi de ce terme dans une ou plusieurs des catégories

! cet usage ne se réduit pas a la donnée de tableaux de nombres réels mais porte plus généralement sur les éléments d’un
anneau commutatif unitaire et donc sur des objets divers comme des polyndmes ou... des matrices. Nous verrons plus loin
que cette mise en abime des matrices est cruciale pour la constitution des méthodes de décompositions matricielles.

? Zentralblatt MATH est édité par la Société Mathématique Européenne, le Fachinformationszentrum de Karlsruhe, et la
Heidelberger Akademie der Wissenschaften. La base de données, publiée en coopération avec Springer-Verlag
(http://www.zentralblatt-math.org/), recense plus de 2,6 millions d’entrées bibliographiques depuis 1868 et son ambition
est de couvrir la totalité du spectre des mathématiques pures et appliquées.
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de référencement (3). Sur un intervalle de cinq années, de 1996 a 2000, les occurrences du t.m.
interviennent dans 7% des entrées référencées. Une comparaison par rapport aux occurrences
d’autres termes mathématiques permet d’interroger un premier critere d’universalité, celui de la
fréquence d’utilisation. L'usage du t.m. apparait ainsi plus fréquent que celui des termes « cercle »
(0,01%), « anneau » (2,4%) ou vecteur (5,2%); moins fréquent que celui d’« espace » (16%), de
« fonction » (15,5 %), de nombre (12,8%), d’ « ensemble » (12,7%) et dans les mémes proportions
que « point » (8,2%), « groupe » (8%), « corps » (8%), « structure » (7,7%) ou « variable » (6,4%).

La classification par sujets mathématiques des entrées bibliographiques apporte un deuxieme type
d’informations (*). Si des occurrences du t. m. interviennent dans chacune des rubriques de la
classification, ce constat peut étre affiné par une étude statistique sur la population des entrées
bibliographiques (°). Deux fréquences sortent nettement du lot, la premiére est, sans surprise,
associée a la rubrique « algebre linéaire et multilinéaire ; théorie des matrices » (76,7 %), la seconde
est une rubrique d’analyse, « suites, séries, sommabilité » (20,2%). Parmi les quatorze rubriques
présentant une fréquence supérieure au troisieme quartile de la série statistique (8,5 %), on trouve
des sujets aussi divers que « combinatoires » (13,1 %), « anneaux associatifs et algebres » (13,2%),
« théorie quantique » (11,9%), « théorie des opérateurs » (9,8%), « statistiques » (8,7%). Dans les
trente et une valeurs présentes dans l'intervalle interquartile ([3,7% ; 8,5%]), la rubrique « optique,
théorie électromagnétique » (7%) cOtoie « théorie des groupes et généralisations » (8,2%), « analyse
harmonique abstraite » (6,5%), «informations et communications, circuits » (7,5%) ou encore
« géophysique » (3,8 %). Cette enquéte quantitative permet de préciser le qualificatif d’universalité
prété au t.m. dans les mathématiques qui nous sont contemporaines. D’une part, ce terme fait
I'objet de la seule théorie explicitement référencée dans la rubrique « algébre linéaire». D’autre part,
les entrées de cette rubrique ne représentent que 12,5% de I'ensemble des entrées obtenues, le t.m.
étant essentiellement employé au sein d’autres rubriques, toutes étant représentées et |'intervalle
interquartile présentant un éventail de sujets tres divers, de mathématiques dites pures comme de
mathématiques dites appliquées.

2. Périodisation et étude quantitative.

Le premier probléme qui se pose est celui des critéres retenus pour la sélection d’un corpus et d’une
périodisation. Si, a premiere vue, le moteur de la base ZM permet de lancer des recherches a partir
de 1868, la démarche s’avére délicate a mettre en ceuvre pour des enquétes historiques. En effet, les
entrées référencées sont, hormis les plus récentes, le résultat d’'un projet de numérisation. Parmi les
journaux numérisés, le Zentralblatt fiir Mathematik und ihre Grenzgebiete fondé en 1931 est a
I'origine du nom de la base de données qui, depuis 2003, a également incorporé le contenu du
Jahrbuch (iber die Fortschritte der Mathematik, journal publié de 1868 a 1942, et dont I'objectif était
de dresser un « annuaire des progres des mathématiques » en proposant un référencement des

3 Les requétes portent en réalité sur les racines de ces termes afin d’en obtenir les occurrences dans toutes les langues
référencées par ZM (par exemple, matr*). Nous reviendrons plus loin sur les limites de ce type d’analyse quantitative mais
précisons d’emblée que ce relevé ne porte pas sur la totalité des publications employant le t.m. mais sur les occurrences de
ce terme dans un titre, un résumé, une recension ou des citations. Pour cette période, I'occurrence ne peut intervenir dans
la classification car celle-ci est insérée sous forme codée.

4 http://math-doc.ujf-grenoble.fr/MSC2000/

*En prenant pour modalité la rubrique de classification et pour fréquence le rapport entre les entrées comportant le t.m. et
I'effectif total des entrées. Les fréquences minimales et maximales sont respectivement de 1% et 76,7%, la moyenne de
7 %, I'écart type de 9,6% et la médiane de 6,1%. Parmi les fréquences les plus basses, on trouve « histoire et biographie »
(1,2%) ou « topologie générale » (1%).
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publications (titre, lieu, auteur) accompagné de recensions et d’une inscription dans une
classification des sujets mathématiques dont la structure évolue sans cesse. L'entreprise de
numeérisation des entrées du Jahrbuch s’est accompagnée d’un programme d’enrichissement des
contenus originaux par un référencement dans la classification actuellement en vigueur, des mots
clés en langue anglaise et, dans certains cas, des commentaires critiques. Cet enrichissement a pour
conséquence d’introduire dans la base de données des éléments d’analyse conceptuelle
rétrospective que nous cherchons a éviter. Ainsi, une occurrence du t. m. peut survenir de maniére
anachronique dans une entrée bibliographique qui ne contient pas directement ce terme en raison
de sa présence dans la rubrique de classification ajoutée lors de la numérisation (°).

Une difficulté supplémentaire est liée a I'utilisation du code source informatique AMSTeX qui,
universalité oblige, utilise le code « matrix » pour I'affichage de toute représentation tabulaire. Ainsi,
le moteur de recherche fait apparaitre des occurrences du t. m. au sein de recensions ou de titres
dont ce terme est absent mais présentant une représentation susceptible d’étre a I'origine désignée
par différents termes comme « tableau », « déterminant », « substitution », « forme bilinéaire »,
« systéme » etc. Il est par conséquent nécessaire de faire le tri des données par un dépouillement
manuel des résultats obtenus par le moteur. Par exemple, sur la période 1871-1875 seules trois des
cent-une entrées bibliographiques référencées correspondent a un usage réel du t. m., toutes les
autres provenant de la reconnaissance rétrospective d’une identité matricielle. La distinction entre
ces deux types d’occurrences, originales et rétrospectives, donne un élément d’information quant a
la constitution du caractere universel de l'usage du t. m. A partir de 1941, on obtient en effet une
adéquation presque parfaite entre les deux types d’occurrences.

Entrées obtenues Occurrences

Périodes étudiées par le moteur.  originales. Proportion (%)
1936 -1940 1434 1275 88,9
1931-1935 1371 1073 78,3
1926 —1930 774 572 73,9
1921 -1925 322 138 42,9
1916- 1920 226 87 38,5
1911-1915 301 116 38,5
1906-1910 277 100 36,1
1901 - 1905 207 91 44
1896-1900 77 38 49,4
1891-1895 120 40 33,3
1886-1890 201 20 10
1881 - 1885 168 32 19
1876-1880 174 2,3
1871-1875 101 3 3

Le diagramme ci-dessous indique les résultats — aprés correction - d’une étude sur le temps long des
entrées référencées par les matrices en général (ERM) en distinguant les cas d’occurrences dans les
titres des entrées référencées (TRM) :

® Au sujet des problémes d’anachronisme posés par les méthodes quantitatives,, voir Goldstein, 1999, p. 193.
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m Nombre de références contenant le terme "matrice" dans leurs titres

Si la montée en puissance que met en évidence ce diagramme doit étre relativisée par la prise en
compte de la croissance du nombre absolu d’entrées référencées au cours du temps, I'explosion a
laquelle on assiste a partir de la deuxiéme moitié du XX° siécle informe sur la maniére dont un terme
d’introduction récente - relativement a des termes comme « cercle » ou « équation » - peut acquérir
une universalité sur un intervalle de temps court qui coincide avec un changement d’échelle dans la
production quantitative de publications mathématiques (’). Ce premier diagramme met également
en évidence deux périodes semblant jouer un réle particulier : la période de I'entre deux guerres
d’une part, la période 1975-2000 d’autre part. Ces premieres constatations sont affinées par le
diagramme ci-dessous qui présente la proportion des ERM par rapport au nombre total d’entrées :
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H "Matrices" dans les revues de ZM. "Matrices" dans les titres de ZM

7 Le nombre total d’entrées référencées durant les cing années séparant 1976 de 1980 est proche du double de celui de la
période de quarante-cing ans séparant 1868 de 1914.
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Ce second diagramme nous amene a distinguer sept périodes pour une étude sur le temps long : a
deux premieres périodes - avant 1880 et [1880 ; 1900] (entre 0,3% et 0,4%) — suivent deux périodes
de croissance - [1901; 1920] (de 0,6% a 0,9%); [1921; 1940] (de 1% a 3%) puis la période [1941 ;
1975] (entre 1,2% et 1,9%) et une nouvelle période de croissance, [1976 ; 2000] (entre 3% et 7,8%).
Afin d’approfondir notre analyse, nous portons a présent notre attention sur les publications
référencées par le type « livres » (manuels, traités, monographies) pour lequel la distinction entre
occurrences dans les recensions (indiquant souvent ['utilisation du t. m. dans le sommaire de
I’'ouvrage) et dans les titres semble particulierement pertinente.

g Proportions par rapport au nombre total de livres référencés (en %)
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Ce nouveau diagramme nous amene a confirmer le découpage de la périodisation et notamment la
distinction entre les périodes [1921 ; 1940] et [1941 ; 1975]. En effet, d’'une part la premiére de ces
périodes se distingue par une forte croissance de I'emploi du t. m. dans les sommaires de livres,
d’autre part cette proportion chute a partir de la guerre et reste a peu pres stable jusqu’au milieu des
années soixante dix. Cette seconde période se distingue cependant par une adéquation quasi-
parfaite entre I'occurrence du t. m. dans le sommaire des ouvrages et dans les titres de ces ouvrages

():

Proportions entre occurrences du terme "matrice" dans les
recensions de livres et titres de livres.
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Ainsi, dans la période de I'entre deux guerres le t. m. est de plus en plus fréquemment employé dans
les ouvrages et les publications sans pour autant étre le plus souvent identifié aux sujets annoncés

&l faut garder a I'esprit les nombres absolus de publications. Ainsi la période [1911-1915] porte sur 3 occurrences dans les
titres sur 6 livres référencés tandis que pour [1936 ; 1940] il s’agit de 14 occurrences sur 39.
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par les titres de ces entrées. Dans la période [1941; 1975] au contraire, si les ERM chutent en
proportion du nombre total d’entrées, ces publications font massivement usage du t. m. pour
identifier leurs sujets d’études. Dans la derniére période, de 1976 a 2000, alors que la proportion
comme le nombre absolu des ERM explosent, les ERT décroissent en proportion et I'usage du t. m.
s’avere désormais plus répandu que les sujets d’études auxquels ce terme est associé. La démarche
guantitative, utilisée ici de maniere opératoire pour un découpage de la périodisation, permet
également de formuler des hypotheses quant aux différents intervalles distingués. Pour les deux
premiéres périodes, ancrées dans le XIX® siécle, les données quantitatives aménent a reconnaitre un
accroissement de I'usage du t. m. sans pour autant nous renseigner encore sur les identités revétues
par ce terme ou sur ses modalités de circulation. La troisiéme période, du début du XX siécle a la fin
de la premiere guerre met en évidence une croissance du simple au triple du nombre et de la
proportion des ERM ainsi que I'apparition de « livres ». La période de I'entre deux guerre manifeste
un changement d’échelle et il semble légitime d’émettre I’hypothése que cette période joue un role
crucial dans I'histoire de I'usage du t. m. dont les deux périodes suivantes semblent présenter deux
autres étapes, a savoir la reconnaissance d’un sujet faisant I'objet de publications spécifiques (1941-
1975) puis un passage dans la culture commune des mathématiciens et son emploi au sein de tous
types de sujets mathématiques. Si la seule démarche quantitative ne saurait permettre de corroborer
toutes ces hypothéses et d’approfondir les questions qu’elles suscitent, cette démarche peut
cependant étre poursuivie plus avant en fixant une problématique plus précise ainsi qu’un corpus et
une période de référence a partir desquels mener I'étude.

3. Corpus et période de références.

Les informations apportées par les analyses qui précédent nous aménent a nous concentrer sur la
période de I'entre deux guerres. Nous nous attacherons plus particulierement aux « livres »,
nettement plus nombreux en proportion que dans les périodes précédente et suivante mais se
distinguant aussi par une faible occurrence d’ERT. Ce choix d’un corpus et d’une période de
références nous permettra d’effectuer des changements d’échelles entre I'étude locale du contenu
de quelques publications et une étude plus globale élargie a un corpus ou a une période plus vastes.
Ce choix nous permet également d’affiner notre méthodologie. La période qui nous préoccupe
permet en effet d’utiliser comme sources, non plus la base générale de ZM mais un journal de
comptes rendus, le Jahrbuch (°). Nous ménerons notre enquéte par I'étude de cette publication
périodique, et suivrons le biais de ne prendre en considération que les publications pour lesquelles le
t. m. apparait explicitement dans ce journal. Les conséquences de cette méthodologie étant, d’'une
part I'absence de certaines publications qui emploient explicitement le t. m. de notre relevé, d’autre
part, et a 'opposé, la présence de certaines publications qui n’emploient pas le t. m. mais pour
lesquelles ce terme a été employé par l'auteur de la recension soit directement, soit, plus
indirectement, dans la classification par sujets ajoutée a I'entrée bibliographique. Ces phénomenes
d’occurrences directes ou indirectes nous semblent particulierement intéressants a considérer. Nous
allons a présent approfondir notre étude quantitative en suivant les catégories structurant les
entrées du Jahrbuch.

® Le choix de I'étude du Jahrbuch justifie de débuter en 1920 la période apres guerre car I'édition de 1919 comporte la
recension des travaux russes publiés en temps de guerre.
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- Llaclassification par sujets mathématiques.

Dans la période de I'entre deux guerres la place attribuée au t. m. dans la classification du Jahrbuch
évolue a deux reprises. Ce terme apparait pour la premiére fois explicitement en 1924 dans le
deuxieme chapitre de la deuxieéme section, « Arithmétique et algébre », intitulé : « Combinatoire.
Déterminant et matrices. Littérature diverse » (CDM). A la fin de la période, en 1939, au sein de la
section « C Arithmétique et algebre », le premier chapitre est consacré a la combinatoire tandis que
le deuxieme prend le nom « Algebre linéaire. Théorie des invariants» et distingue trois sous parties
« a. Déterminants », « b. Matrices » et « c. Formes et invariants ». Cette autonomie conférée aux
matrices a la fin de notre période vient renforcer 'une des hypothéses formulées lors de I'analyse
guantitative sur les titres de publications. Avant 1924, le t. m. n’apparait pas dans la classification et
les ERM se concentrent pour plus d’un tiers dans le chapitre « Théorie des formes, déterminants.
Théorie des invariants ». Les autres principaux sujets représentés étant les « équations différentielles
et aux dérivés partielles » (16 %), la « théorie des groupes, théorie abstraite des corps et des
modules » (11%), la « géométrie analytique et synthétique » (9%), la « géométrie des nombres,
approximations diophantiennes» (8%) et I « analyse vectorielle » (3,4 %) (*°). A 'opposé de cette
concentration, en 1939, le chapitre le plus représenté « b. Matrices » ne rassemblera plus que 12%
des références, aucun autre chapitre ne dépassant les 7% et chaque section des mathématiques et
de leurs applications comportant des ERM. Il faut donc observer, sur cette période, en paralléle de la
reconnaissance, en deux étapes, des matrices comme sujet spécifique, une diversification d’usage
dans les rubriques de classification et, alors méme que les références au t.m. vont croissantes dans
les titres de publications, un affaiblissement en proportion de la rubrique consacrée aux « matrices ».

Intéressons nous a la maniére dont le t. m. apparait de plus en plus massivement dans de nouveaux
sujets sur la période 1924-1938. Tout d’abord la création de la rubrique CDM en 1924 s’accompagne
d’un doublement des entrées référencées. Cet accroissement soudain s’avére une conséquence de la
création de cette rubrique dont la plupart des entrées portent sur des sujets dont le seul rapport — a
cette époque - avec les matrices tient a I'occurrence du terme dans la rubrique de classification du
Jahrhbuch : combinatoires, jeux mathématiques, statistiques ou applications des statistiques en
psychologie, hérédité, biologie, économie, démographie ou problémes de scrutins (*!). Cette
rubrique tend également a absorber une partie importante des entrées auparavant référencées dans
le cadre de la « théorie des formes » et notamment des travaux sur les déterminants (*). De 1925 a
1938, le nombre d’ERM croit de maniere linéaire de 93 a 268 entrées. Une premiere évolution
intervient en 1926 avec la création d'une nouvelle rubrique dans la section « physique
mathématique », le « chapitre 2. Théorie quantique » qui regroupe alors 20% des entrées tandis que
la rubrique CDM voit sa proportion chuter de 70% a 44%. De 1927 a 1938 la proportion des entrées
de théorie quantique décroit progressivement de 20% a 5% tandis que la part des entrées du
chapitre CDM poursuit sa décroissance. D’une part, a la suite de I'apparition des théories quantiques

1) faut ajouter six autres chapitres représentés a moins de 3% comme les « groupes continus et invariants différentiels »
ou la théorie des « nombres hypercomplexes ». Des résultats semblables sont obtenus pour la période 1900-1919.

' On trouve par exemple dans cette rubrique une méthode pour « déterminer le nombre moyen des enfants légitimes par
mariage », Gini, 1933, au cOté « des équations différentielles de la théorie de croissance des organismes », Krostitzin, 1933,
des « interactions non continues entre les hotes et les parasites », Bailey, 1933, du « coefficient de I’élasticité de la
demande » en économie, Schulz, 1933, ou du traité du calcul des probabilités de Borel, 1933. A la fin de notre période, de
nombreux travaux portant sur ces sujets feront réellement usage des matrices, voir notamment les « lois fondamentales »
des « fluctuations dans la lutte pour la vie » de Volterra, 1937.

1216 chapitre « théorie des formes » passe de 35% de références en 1923 a 4% en 1925. Pour les déterminants, voir par
exemple Lecat, 1925 ; Byck, 1925 ; Muir, 1925 ; Bennett, 1925.
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(), les proportions de certaines catégories référencées depuis le début de la période comme les
théories « des groupes et I'algébre abstraite » (**), « des nombres », « des groupes continus et
invariants différentiels », des « nombres hypercomplexes » (*°), augmentent sensiblement. D’autre
part, un nombre croissant d’ERM apparaissent dans des sujets de plus en plus divers dont certains
s’accroissent de facon éphémere comme les « équations intégrales et I'analyse fonctionnelle » avec
I'investissement des travaux sur le spectre des « matrices infinies » en théorie quantique (*°), mais
pour la plupart ne quittent plus le référencement sur toute la période comme la « géodésie et
géophysique » (1927) (*), la topologie, I'hydrostatique, I'optique et I'astronomie (1928) , les
probabilités (de 0,7% en 1929 a 5% en 1938), la théorie de la relativité (1930) (*®), la logique (1931)
(19), la théorie des fonctions de variables réelles ou complexes, les « fonctions de matrices » (20),
I'étude des variations (1932), I’ « analyse pratique », la biologie (*!), la théorie de la mesure (1933)
(*®), les équations de Maxwell (**), la psychologie (1934) (**), la mécanique des systémes élastiques
(), la cristallographie (1935) (*), 'ingénierie (1937) (¥), la biologie, la chimie (*®), les « fondements

des mathématiques et la théorie des ensembles » (1937) ou encore la chronologie (1939) (*°).

3 voir Heisenberg, 1925 ; Born, 1926 ; Frank et Jordan, 1926 ; Oppenheimer, 1927 ; von Neumann, 1932 ; Heisenberg,
Schrodinger et Dirac 1934 ; Pauli, 1935.

% Voir notamment les « anneaux de matrices » dans I'étude des nombres algébriques et corps de fonctions menée par
Noether, 1926. Voir aussi Artin, 1927, 1950.

!> Voir von Neumann, 1927 & 1932, Albert, 1934 et Schwerdtfeger 1934 a propos des liens entre ces deux théories et la
mécanique quantique par I'intermédiaire du probleme de la détermination des matrices commutant a une matrice donnée.
Voir également Birkhoff, 1937 a propos de la représentation des algébres de Lie par des matrices.

% voir Bernkopf, 1967. Au sujet du spectre continu des matrices infinies, voir Wintner, 1926 ; Ingraham, 1926;
Oppenheimer, 1927. Progressivement l'usage du terme « matrice hermitienne infinie » va étre remplacé par celui
d’ « opérateur » sur un espace de Hilbert. Voir Stone, 1932, Banach, 1932, Delsarte, 1932 ou Davis, 1936. Le t. m. reste
cependant d’un emploi courant jusqu’aprés guerre. Voir, par exemple Ulm, 1937 ou la notion de « matrices continuisées »
chez Hebroni 1938.

7 Lohan, 1933.

'8 Murnaghan, 1931. Kwall, 1934.

¥ pour les « logiques nouvelles » et les « matrices infinies », voir Zawirski, 1932. Pour le calcul des matrices dans les
algebres de Boole, voir Neumann, 1933. A propos de la « tautologie » et de la « méthode matricielle », Lazerowitz, 1937 et
les nombreux travaux logiques qui se développent a Varsovie. Les matrices sont également présentes dans les
conséquences logiques tirées des « relations d’incertitude de Heisenberg », voir Février, 1937.

20 Fantappié, 1928 ; Martis, 1928 ; Poly, 1928 ; Lappo-Danilevski, 1929 & 1935, Takahashi, 1932, Pelosi, 1932, Nakano, 1934,
Schwerdtfeger, 1935.

2L voir Hogben 1933, au sujet de la « notation des matrices » pour les « populations mendeliennes ».

2 Copeland, 1933.

2 Voir Kwal, 1934. Les « opérateurs matriciels » en référence a la « théorie des électrons » de Dirac sont ici utilisés comme
généralisation de l'usage des quaternions pour ces questions dans les travaux de langue anglaise depuis la fin du XIXe
siecle. A propos de I’ « application des quaternions » dans la « physique moderne et de la « représentation matricielle des
guaternions », voir Kwal, 1935 et Petiau, 1937.

# Voir I’ « essai sur les principes des algorithmes primitifs » de Warrain, 1934.

23 \Voir les matrices oscillatoires de Gantmacher 1935.

%A propos de développements sur les groupes cristallographiques dans le cadre des matrices, voir Seitz, 1935.

7 pour un exposé des usages de matrices pour les ingénieurs, voir Pipes, 1937.

%8 Barbensi, 1937.

2 Voir les « nouvelles formules, trés simples, treés rapides » pour la « détermination de la date de Paques » du frere
Namase-Marie, 1939.
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- Titres, langues et lieux de publications.

Langues de publication 1920-24 Langues des ERM, 1920-1924

Langues de publication 1934-1938 Langues des ERM, 1934-1938
Russe Russe Autre
4% 1% 3%

Une comparaison des répartitions des langues dans lesquelles on publie dans les cing premieres et
cing dernieres années de notre période met en évidence une évolution notable. Au début de la
période, les langues allemande, italienne et anglaise sont surreprésentées dans les ERM a I'opposé
des publications de langue francaise dont la proportion s’avére de plus surévaluée par les recensions
du Jahrhbuch qui introduisent le t. m. pour commenter des travaux qui n’emploient originellement
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pas ce terme (*°). A 'opposé de ce déséquilibre manifeste, dans les années 1934-1938 les parts des
différentes langues dans les ERM rejoignent leurs proportions dans les publications globales. Le
recours a un changement d’échelle confirme cette dynamique. Sur la période 1900-1920 d’une part,
I'usage du t. m. est prédominant dans les publications de langues anglaise, allemande et italienne
dans des proportions semblables a celles de 1920 a 1924 ; sur la période 1940-1960, d’autre part, cet
usage s’équilibre dans les différentes langues occidentales. Une étude plus locale, sur l'intervalle
[1925; 1933] permet de mettre en évidence des modalités de cette évolution. Nous développerons
plus loin le cas des publications de langues allemande et italienne qui, au début de la période sont
concentrées, pour les premieres en « théorie des formes », « théorie des groupes » et « équations
différentielles » et, pour les secondes en « géométrie analytique et synthétique » puis, a partir de
1926, dans les rubriques, « géométrie algébrique » et « vecteurs» nouvellement créées (*). Ces
entrées suivent ensuite I'évolution générale décrite dans le paragraphe précédent.

Examinons plus avant le cas des publications de langue francaise. La proportion de ces entrées subit
une augmentation brusque a la création du chapitre CDM avec I'apparition d’entrées portant sur des
sujets divers comme la combinatoire, les jeux ou « I'arithmétique amusante » mais qui n’emploient
pas elles méme le t. m. (*). Entre 1926 et 1934 cette proportion décroit & mesure que décroit la part
du chapitre CDM. De 1934 a 1938, la proportion des entrées en langue francaise connait une
croissance continue de 14% a 23%. Cette évolution peut étre mise en regard d’une analyse des lieux
de publications.

Rapport entre langue de publication (francgaise)
et lieu de publication (France).

120
100
80
60
40
20
0

X 9 A0 AN D D A0 A AV D L) 9 S0 AN LD

Q/\é’b ‘\9’\/ 'é\z '@% \9’1/ \9’1/ '\9”3 '\9": \9”) '\9"3 \9”) \9”) \é’) '\9"3 '@”)
'\9’1'

Avant 1926, les auteurs publiant en France emploient rarement le t. m. a la différence d’auteurs
publiant en Belgique, Suisse, Russie, Italie, Pologne, Tchécoslovaquie ou Roumanie. La période 1927-
1931 manifeste un accroissement important de la part des entrées publiées en France par rapport a
la période précédente. A partir de 1926 apparaissent en France des publications consacrées a la
théorie quantique et a la mécanique des matrices et (*), & partir de 1927 'usage du t. m. s’accroit

30 Te| est notamment le cas, depuis le début du XX° siécle, des recensions portant sur les travaux de Cartan.

*1 Nous ne pouvons qu’évoquer ici les nombreuses publications de langue Italienne qui emploient depuis le XIX® siécle le t.
m. dans des entrées de géométrie algébrique, voir le traité de Segre, 1920. Voir aussi Cherubino, 1923, a propos des
« matrices de Riemann » sur les variétés en relation avec les fonctions théta et abéliennes. A propos des « écoles
algébriques » Italiennes, voir Brigaglia, 2001, Brigaglia et Ciliberto, 2004 et Martini, 2004.

2 Voir par exemple, Huber-Stoekar, 1937, sur I’ « échiquier du diable » ; Devisme, 1937, pour une « contribution a I'étude
du probleme de timbres poste » ; Schreier, 1932 sur les systemes d’élimination dans les tournois, Kraitchik, 1926 sur le
« probléme des reines » ou les actes des congrés internationaux de « récréations mathématiques ».

** Voir Brillouin, 1926 ; Bloch, 1930 ; Bauer, 1933 ; Broglie, 1934.
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dans des domaines de plus en plus variés ainsi que dans les titres de publications. A partir de 1930 les
auteurs de langue francaise contribuent a leur tour a la diversification de I'usage du t. m. comme le
manifeste le cas de la théorie des probabilités (**), domaine dans lequel ces auteurs introduisent un
nouvel usage des matrices qui se répand ensuite au sein d’autres langues de publications.

Suivons a présent le cas, en quelque sorte inverse, des ERM de langue anglaise dont la proportion
relative est tres élevée au début de notre période et décroit légerement a mesure que 'usage des
matrices se répand. Les entrées publiées aux Etats-Unis sont largement majoritaires sur toute la
période et leur évolution differe des autres publications de langue anglaise qui suivent globalement
la dynamique générale décrite précédemment. Dés le début de notre période, ces entrées se
distinguent en adoptant le t. m. dans leurs titres et dans une grande variété de rubriques comme la
topologie ou la théorie des fonctions réelles, présentes des le début de la période, les équations
intégrales (1925), équations algébriques (1926), courants électriques (1925), l'optique et
I’hydrodynamique (1928) et la logique (1931) (**). Les effets de I'apparition des théories quantiques
sont accentués chez les auteurs publiant aux Etats-Unis et s’averent directement corrélé a un
accroissement de l'usage du t. m. dans les titres de publications qui perdurera aprées le déclin relatif
des entrées de théories quantiques (*°). De 1929 & 1935, ces auteurs semblent a 'origine d’une
évolution radicale du contenu des publications du chapitre CDM dont la part des publications
consacrées aux jeux, aux déterminant ou, a la combinatoire décroit au profit de nouveaux sujets
d’études sur les « matrices » (*’). Parallelement, I'investissement que font ces auteurs du t. m. dans
les titres de la rubrique « algébre abstraite, groupes, anneaux, corps » reste quasiment exclusif
jusqu’en 1935 ouU cet usage s’accroit chez des auteurs publiant en Allemagne. Comme nous I'avons
vu, cette évolution parallele dans la reconnaissance d’un sujet spécifique portant sur les « matrices »
en relation avec I’ « algebre abstraite » sera entérinée par la nouvelle classification de 1939 dans
laquelle la sous section « matrices » sera insérée dans le nouveau chapitre « algebre linéaire » et
distinguée des « déterminants ».

3 Voir Mazliak, 2007. A propos des « matrices stochastiques » et des « chaines de Markoff », voir Hostinsky, 1931 ; Fréchet,
1931 ; Moisil, 1932. Ostenc, 1933 ; Doeblin, 1936 ; Fréchet et Borel, 1938.

%5 Voir I'usage du t. m. en logique chez Foster, 1931 en référence a Peirce, 1870 et Schroder, 1895.

% Voir Wiener, 1928 ; Ruark, 1930.

¥ De 1929 3 1931, 60% des ERT du chapitre CDM sont publiées aux Etats-Unis, et, de 1929 a 1935, entre 75% a 100% des
ERT du chapitre « théorie des groupes, algebre abstraite ». Si 'usage du t. m. dans les titres de publications du chapitre
CDM culmine a 18 % avant 1928 (essentiellement du fait d’auteurs publiant aux Etats-Unis ou en ltalie), cette proportion
passe a 24 % en 1930 et 47% en 1931 du seul fait des entrées publiées aux U.S.A. A partir de 1932, la proportion passe a
75% et I'usage du t. m. dans les titres des entrées de ce chapitre se répand progressivement dans des travaux publiés, dans
I'ordre d’apparition, en Italie, au Japon, en URSS, Hollande, Pologne, Belgique, Roumanie, Hongrie, puis en France. A partir
de 1937, la proportion des auteurs publiant aux Etats-Unis passe sous la barre des 30% du nombre total des ERT du
chapitre CDM.
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ANNEXE 2.
Pratiques opératoires et décomposition matricielle chez Turnbull et Aitken.

6. Matrices partitioned into Submatrices.

It is convenient to extend the use of the fundamental laws of combination for matrices to the case where a
matrix is regarded as constructed not so much from elements as from submatrices, or minor matrices, of
elements. For example, the matrix

can be written

A=|P Q]
R S

p= F 2}, Q- ﬂ R=[7,8],5=[9].
4 5 6

Here the diagonal submatrices P and S are square, and the partitioning is diagonally symmetrical. In the general
case there may evidently be n or fewer partitions row-wise or column-wise. Let B be a second square matrix of
the third order similarly partitioned :

where

R Q
Rl Sl

then by addition and multiplication we have

g {P+ P Q+Q1} - {PPl +QR, PQ,+QR,
R+R, S+§; RP,+SR, RQ, +SS,

resulting matrix is of the same order, and is partitioned in the same way, as the original matrix factors. For

example, in AB the first element, PP;+QR;, stands for a square submatrix of two rows and columns : and this is
possible, since, by definition, both products PP; and QR; consist of two rows and two columns. [...]. Thus

- 141+3[o]—5+0—5
B gl M6 T 14| 0| T 14

giving the proper rectangular shape for the upper right hand minor. [...]

},as may readily be verified. In each case the

B AB'
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C4 (a) _
C, (a) ) a

[...] Itis a help to form a staircase graphs of these chains as follows :

[...]
_a . _
a 1
a ..........................................................
C= a 1
a -
B 8|

[Turnbull et Aiken, 5-6]
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ANNEXE 3.

REPRESENTATION SIMPLIFIEE D’UN RESEAU DE REFERENCES
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ANNEXE 4.

Représentation graphique simplifiée du corpus formant la discussion sur I'équation a l'aide de
laquelle on détermine les inégalités séculaires des planeétes.

1878 1
Frobenius 1880
s 874 1870
1874 48740 e {1875 Jordan 1871-72
o . WA Jordan
8 1870
1868 = Yvon-Villarceau
Weierstrass 1858
Kronicslg.-é Weierstrass
Christoffel
Kronecker
[
1853-57
Hermite
1843
Borchardt
Jacobi 1829
® Cauchy - Laplace
1801 1773
L - 1783 N
auss e Lagrange agrange
1772 1765
1760 Leikices Lagrange Euler
Théorie clk.es‘ . Fonctions GéomAétrie Théorie Equations Mécanique | Dynamique des Rotation
formes bilinéaires homogénes analytique _| des groupes différentielles céleste systémes de corps - gy solide
Théorie des 5
formes quadratiques Theorie 1 Theunf de 1743
du déterminant la lumicre d'Alembert
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