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Abstract

The inf-sup condition [1,2] plays an important role in problems from fluid mechanics. The purpose of this Note
is to give, for any connected bounded open set w with a Lipschitz-continuous boundary, a lower bound for
the inf-sup condition’s constant that only depends on the norm of the harmonic trace lifting on w and on the
supg-z B(2)/cp () where ¢,(€2) > 1 is a constant defined by (3).

Résumé

La condition inf-sup [1,2] joue un réle important dans de nombreux problémes issus de la mécanique des fluides. Le
but de cette Note est de donner, pour tout ouvert borné connexe de frontiere lipschitzienne w une borne inférieure
pour la constante de la condition inf-sup qui ne dépend que de la norme du relevement harmonique sur w et du
Supg-z B(2)/cp(Q2) ot ¢p(2) > 1 est la constante définie par (3).

Abridged English version

Let w be a bounded open set of R?, d = 2,3, with a Lipschitz-continuous boundary. We denote by b, (-, )
the bilinear form
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W(up) € H' (W) x L2(w)  bo(u,p) = — / div w(@) p(a) da.

We will use the notation L§(w) = {q € L*(w), [, q(x)dz = 0}. We recall the inf-sup condition, which
was first introduced, independently by I. Babuska [1] and F. Brezzi [2] in an abstract framework (see also
3))-

Theorem 0.1 (Inf-sup condition) Let w C RY, d = 2,3, be a connected bounded open set with a
Lipschitz-continuous boundary. Then there exists a constant § = [(w) > 0 that only depends on the

domain w, such that
b, (v,
inf sup (v,9) =3,
9€LF(w) ve HY (w)? ] L2 (@) [V 1 ()2

where [.| g1 (e is the semi-norm of H'(w)?. The purpose of this Note is to give a lower bound for the
constant 3(w). More precisely, we establish the following result:
Theorem 0.2 (Lower bound) Letw be a connected bounded open set of R?, d = 2,3, with a Lipschitz-
continuous boundary. Then for all Q@ D @ connected bounded open set of R? with a Lipschitz-continuous
boundary, one has

B

O @ TR
where Ry, is the harmonic trace lifting on w and c,(2) > 1 is the constant defined by (3).
Proof (sketch)
Let first g, € L3(w). Then, to prove the previous lower bound of 3(w), it is enough to show (5). Next,
let vy € H(Q)? and v, = vgl|, € H'(w)? and consider qq € L%(Q) defined by (6). The proof of (5) is
made of three steps:
In the first step, we compute bg(vq, o) and we show Inequality (12).
In the second step, using (12), we prove the first lower bound (14), where ¢ = ||v||||R||, v is the trace
operator from H'(w)? to H'/?(dw)? and R is a linear and continuous trace lifting operator from H'/2(9w)?
from H'(w)<.
In the third step, we give a characterisation of the constant c: choosing ||| g1/2(gu)a = inf{||wl g1 (u)a,
~yw = yv on Ow}, we naturally have ¢ = || R||. Then the smallest ¢ is given by choosing the harmonic trace
lifting Ry,. W
Observe now that if a # 0 is a vector of R%, ) is a real number and ®) , is the mapping defined by (15),
then one can easily show that 3(€2y,4) = 5(€2). This property of the inf-sup constant §(w) together with
Theorem 0.2 allow to have the following result:
Corollary 0.3 Let w be a connected bounded open set of R, d = 2,3, with a Lipschitz-continuous
boundary. Then for all connected bounded open set Q of RY Lipschitz-continuous boundary, we have

BEY)
(L + | Rall)’
where Ry, and Ry, are respectively the harmonic trace lifting operators on w and ).

Note that if in the definition of the inf-sup constant 3(w) we choose the full norm of H'(w)? (see (16)),
then the lower bound is reduced to (17).

ep(w)(L+ [ Bal)B(R) = B(w) =
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1. Introduction

On considere un ouvert w borné de R%, d = 2, 3, de frontiere lipschitzienne. Nous noterons b, (-, -) la forme
bilinéaire qui & tout couple (u,p) € H'(Q)? x L?(2) associe le réel

b, p) = — / div (@) p() da. (1)

Nous rappelons la condition inf-sup qui a été établie indépendemment par I. Babuska [1] et par F. Brezzi [2]
dans un cadre abstrait (voir aussi [3]).

Théoréme 1.1 (Condition inf-sup) Soit w un ouvert borné connexe de R%, d = 2,3, de fronticre
lipschitzienne. Il existe une constante 8 = B(w) > 0 qui ne dépend que du domaine w, telle que

by, (v,
inf sup (v.9) =0. (2)
9€ELG(w) e HY (w)d lq]| 22 ()| V] i1 ()e

Ici LE(w) désigne D'espace {q € L?(w), [ q(x)dz =0} et |.|g1(,) la semi-norme de H*(w)?.
Supposons que  soit un ouvert borné connexe de R? de frontiere lipschitzienne. Pour v € H} (), on
introduit la constante ¢, (2) > 1 vérifiant

vl 1) < ()] (q)- (3)

Le but de cette Note est de donner une borne inférieure pour la constante 3(w), qui ne dépend que de la
norme du relevement harmonique sur w et du supg~z 8(2)/cp ().

2. Une borne inférieure pour la constante de la condition inf-sup

Nous allons maintenant ennoncer le résultat principal de cette Note.

Théoréme 2.1 (Borne inférieure) Soit w un ouvert borné connexe de R?, d = 2,3, de frontiere lip-
schitzienne. Alors, pour tout Q ouvert borné connexe de R? de frontiére lipschitzienne tel que Q2 D @, on

a
B(92
Bw) > — D
cp(Q)(1 + || Rall)
ot Ry, est Uopérateur de relévement harmonique sur w.

(4)

Nous allons & present prouver cette minoration de 3(w). Soit tout d’abord q,, € L3(w). D’apres la définition
de B(w), pour établir (4), il suffit de montrer que

be (v, qu) B(Y)
sup > .
veHi (W) |V )19 [22w) T (@) + [ Rnl])

(5)

Soient maintenant vg € HE(Q)? et v, sa restriction sur w : v, = vgl, (v, = vq presque partout dans
w). Par construction, on a v, € H'(w)?. Nous considérons par ailleurs la fonction g définie de la fagon
suivante :

ag, Sur w,
g0 = (6)
0  surQ\w,

ol « est une constante réelle que nous choisirons ultérieurement. Notons que, par construction, go ap-
partient & L3(€) et
lgellz2) = lalllgwl L2 (w)- (7)
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La preuve de (5) est composée de trois étapes.
2.1. Premiére étape : calcul de bo(va,qq).
Nous distinguons ici deux cas : selon que v, est nul ou non sur w.

2.1.1. Le cas vol, = v, #0
Soit R un opérateur de relevement linéaire continu de H'/?(0w)? dans H'(w)? de norme égale & cg.
On a alors

By ol 1 ()2 < erlvvollmi/2(awya < creyl|Vol |1 (w)a,
ol ¢, est la norme de l'opérateur de trace v de H'(w)? dans H/?(dw)?. On note ¢ = crc, et on pose
v = v, — Ryv,. Par construction v € H}(w)? et on a
[V a1 ()t < V0| 1wy + [RY Vo a1 wye < (1 + O)[|vo|[ a1 (w)e- (8)

De plus, comme v,, est la restriction de vq sur w, il est clair que ||v, || g1 (wye < [|val|g1 ()¢, et en utilisant
(3) et (8), on obtient donc

[0l oy < ()1 + vl i e (9)

Estimons maintenant bg (v, gq). D’apres (1), on peut écrire

bo(va,qo) = —/ div vg go dz = —/

div vq qq daz—/ div vq qq dz.
Q w

QNw

Gréce a la définition (6), on a

ba(va,qa) = —/div v, aq, dz,

ba(va, qq) = —a/ div (v+ Rywv,) qu dez.
Finalement, on obtient

ba(va, qqa) = aby(v,qu) — a/ div Ryv, q, dz.

w
Nous choisissons & présent o pour que la quantité bg(vg, gq) soit inférieure a la quantité ab,, (v, q,,). Pour
cela, il suffit de prendre

/div Ryv, q, dx

/div Ryv, q, dx

si/ div Ryv, q, de# 0 o= , et

si/divay'uw qw de =10, a=1.
w
Notons que dans les deux cas, la constante « vérifie || =1, et on a

bQ(’”QvQQ) <a bu('v,%) < |bu('v,%)|.
lval g1 () lvalmiye ~ |velm (o)

D’apres la relation (9), on obtient

ba(va, g0)
|”Q|H1(Q)d

b (v, qu)|

< ¢, ()1 +0) TEm—



Cette derniere inégalité étant vérifiée pout tout v € H(Q)¢, avec vg|, # 0, on en déduit que
ba(vq,
sup ba(ve, 4a) <cep()(1+¢) sup

b (v, qu)|

vaeHt () |velr () vacH(Q)d |Vl (W)
v0 |w#0 v |w #0

)

c’est-a-dire
b bu} s Yw
sup Q(’UQaQQ) S CP(Q)(l —|—C) sup ('U q ) )
vo€HL(Q)4 |’UQ|H1(Q)d vEH} (w)e |v|H1(w)d (10)
’UQ‘“,#O

Nous traitons maintenant le cas v, = 0.

2.1.2. Le cas : vgly, = v, =0
Le calcul de bp donne :

bo(va,qo) = —/ div vg go dz = —/
Q

w

div vq qq daz—/ div vq qq dz.
QN\w

D’apres la définition (6) et comme v, = 0, on a

ba(va, qq) = —/div v, aq, dr=0.

On obtient donc

b bw y 1w
0= sup Q(vﬂqu) < Cp(Q)(l + C) sup | ('U q )| )
vaemi ()¢ [Valm (o) veHI(w)d |V (W) (11)
UQlwzo
Les relations (10) et (11) donnent I'inégalité suivante :
b bUJ ) W
sup ba(va, ga) <ep(Q)(1+¢) sup M (12)
vaeHt ()t |velm () veHY(w)d | VIH (w)d
2.2. Deuziéme étape : minoration de f(w)
D’apres la définition de 3(Q2), on a
ba(va, g0
sup ba(va, 4a) > B(D)llgellz2()-
voeH ()¢ [Vl ()
Grace a 'inégalité (12), on obtient donc
be (v, qu) sy
sup > [laallrz()- (13)
veH (W) [Vl — (@)1 +¢) @
En utilisant (13) et (7), et comme |a| = 1, on en déduit la minoration de F(w) suivante :
by (v, qu Q
vEH} (w)d |v|H1(w)d||qw||L2(w) CP(Q)(]' +C)

ol ¢ = crey = ||7]||| R|| ne dépend que du domaine w. Il reste maintenant & caractériser la constante c.

)



2.3. Troisisiéme étape : caractérisation de la constante c.

Comme dans ce qui précede, 'opérateur de relevement est quelconque, afin de choisir le plus petit ¢
possible, on peut prendre ¢ = ||| }%n% [|R]|, ou
€

[y oll 172 (ouya | Rv]] g1 (0ya

Wl = sup —————— ||R[[= sup
veEH! (w)d ||v||H1(w)d vEH1/2(dw)d ||v||H1/2(6w)d

et H= {R : relevement linéaire continu de H/2(9w)? dans Hl(w)d} .

Si on prend ||| g1/2(gpya = Inf {||w]] g1 (), yw = yv sur 9Q}, alors ¢ = infres ||R||. De plus, on a
infrem ||R|| = ||Rnll, ot Ry est le relevement harmonique, donc le plus petit ¢ est ¢ = ||Rp]|. Ceci
termine la preuve de (5). W

Remarque 1 Soient a un vecteur quelconque non nul de R, X un réel et ®y,o Uapplication suivante :

(I))\,a Q- Q)\,a;

1
T — Dy o(x) = a+ Az (15)

On a alors

ﬂ(Q)\,a) = 6(9)
Autrement dit, la constante B(2) vérifiant la condition inf-sup est invariante par translation et par ho-
mothétie du domaine Q.
Grace a la propriété ci-dessus et au théroeme 2.1, on peut facilement obtenir un encadrement de la
constante [S(w).
Corollaire 2.2 Soit w un ouvert borné connexe de R?, d = 2,3, de frontié¢re lipschitzienne. Alors pour
tout Q ouvert borné connexe de R?* de frontiére lipschitzienne, on a

B
cp(Q)(1+ [ Rall)’

ot Ry, et Ry sont respectivement les opérateurs de relévement harmonique sur w et €.

ep(w)(1+ [ Bal)B(R) = B(w) =

Remarque 2 Soit w un ouvert borné connexe de R, d = 2,3 de frontiére lipschitzienne. Si la constante
B(w) vérifiant la condition inf-sup est definie en choisissant la norme compléte de H'(w)? :

B(w) = inf sup bu(v.9) (16)

qeL(w) veEH) (w)? ||q||Lg(w) ||v||H1(w)d 7

alors on peut montrer la minoration suivante :
supg~z B(9)

w) > ——=t— 17
lw) 2 1+ || R an
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