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2.4.4 Multispectres des signaux à temps discret . . . . . . . . 62
2.4.5 Multispectres et composantes spectrales . . . . . . . . . 64
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2.9.6 Variance de la bicorrélation . . . . . . . . . . . . . . . . 95



TABLE DES MATIÈRES 5
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6.3.3 Nombre de sources séparables . . . . . . . . . . . . . . . 219
6.3.4 Les moments hybrides non linéaires . . . . . . . . . . . . 220
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7 Séparation de sources 233
7.1 Modélisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233
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Introduction

Le traitement du signal est associé à l’émergence d’une nouvelle “matière
première”, élément essentiel de l’environnement de l’homme du 20iéme siècle :
l’information. Cette nouvelle discipline se situe au point de convergence des
mathématiques, qui lui fournissent un cadre conceptuel, de la physique, qui
décrit les vecteurs de transmission de l’information, de l’électronique et de
l’informatique, qui concourent aux développements des techniques matérielles
et logicielles.

Le traitement du signal a fondé sa problématique sur la théorie des pro-
babilités, sur l’analyse fonctionnelle et sur l’analyse numérique. Ces disciplines
sont le cadre naturel de la modélisation en traitement du signal.

La théorie des probabilités a été particulièrement mise à contribution
pour construire les modèles utilisés en traitement du signal. Cette branche
très riche des mathématiques a été très développée depuis son origine dans
la “théorie des jeux” pratiquée dès le 17ième siècle par les précurseurs que
furent Bernouilli, Fermat, Pascal et bien d’autres. . .Les concepts de base de
la théorie des probabilités sont les notions de variable aléatoire et de fonction
(signal) aléatoire. Ces grandeurs sont décrites complètement à travers des lois
(ou densités) de probabilité. On se limite bien souvent à une description donnée
par les moments.

La plupart des résultats méthodologiques et des techniques de traitement
du signal sont fondés sur une description simplifiée des signaux faisant appel
aux moments d’ordre 1 et 2. Les fonctions de corrélation et les densités spec-
trales de puissance (spectres) en sont les outils de base. Ces grandeurs jouent
un rôle essentiel dans la description de signaux dans tous les domaines d’ap-
plication et dans la définition d’opérateurs fondamentaux : filtre adapté, filtre
de Wiener, filtre de Kalman. . .Le statut particulier des signaux gaussiens, qui
sont très répandus et pour lesquels la description à l’ordre 2 est complète,
a largement contribué à la diffusion des techniques de traitement limitées à
l’ordre 2.

Le développement des moyens de traitement a permis dans un passé
récent de prendre en compte une description plus subtile des signaux en uti-
lisant des statistiques d’ordre supérieur à 2. Le cadre conceptuel est déjà très
riche. Les probabilistes ont depuis longtemps développé une approche générale
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des variables et des fonctions aléatoires. On peut trouver le fondement de ces
modélisations dans [13, 29, 36, 37, 38, 60, 187]. Le fort courant de recherche sur
ces nouvelles méthodologies qui se développe depuis une quinzaine d’années a
suscité une série de colloques internationaux consacrés aux statistiques d’ordre
supérieur [1, 2, 3, 4, 5], et de nombreuses revues scientifiques leur ont consacré
des numéros spéciaux [6, 7, 8, 9, 10, 11, 12]. Ces études débouchent sur de
nouveaux algorithmes de traitement dans de nombreux domaines d’applica-
tions. Citons l’astronomie où sont apparues les premières techniques d’ordre
supérieur, la prospection sismique et les communications qui ont été un puis-
sant moteur de développement des techniques de déconvolution aveugle, et
plus généralement la géophysique, le contrôle non-destructif, les vibrations, la
parole, le radar, le sonar. . .

Avant d’aborder l’étude des nouvelles descriptions de la réalité
expérimentale utilisant les statistiques d’ordre supérieur, il est bon de s’in-
terroger sur l’opportunité de ces développements.

La question est importante et la réponse ne peut être que conjecturale.
A l’affirmation indiscutable du caractère plus général de cette approche, on
voit objecter à juste titre la complexité accrue, et plus fondamentalement,
l’applicabilité douteuse. Le mieux peut être l’ennemi du bien. Nous proposerons
de relever ce défi en restant avertis des risques qu’il contient, mais qui sont
somme toute associés à toute innovation. . .

Parmi les raisons invoquées à l’appui de l’utilisation des SOS, outre leur
plus grand degré de généralité, nous pensons que l’argument le plus solide
est la possibilité qu’elles offrent de résoudre des problèmes non accessibles à
l’ordre 2 : nous citerons la séparation de sources, sans modèle a priori, la
déconvolution aveugle ou encore le filtrage non linéaire.

Laissons aux applications et à l’avenir le soin de trancher. Et consacrons
nous à l’étude des SOS qui nous introduiront dans un monde de nouvelles
techniques de traitement, et nous apporteront de grandes satisfactions intel-
lectuelles à la mesure de leurs mystères. . .
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Guide de lecture

Le but de cet ouvrage est de donner un panorama des innovations intro-
duites au niveau des concepts, des méthodes et des applications par l’utilisation
des statistiques d’ordre supérieur à deux. Nous avons eu le souci constant de
montrer comment ces nouvelles méthodes se situent dans la ligne des techniques
classiques d’ordre deux. Cette approche nouvelle ne constitue pas une remise
en cause des acquis essentiels du traitement du signal, mais un approfondisse-
ment de ses capacité de description et d’interprétation de notre environnement
dans toutes ses composantes.

Nous débutons par une introduction aux statistiques d’ordre supérieur
suivie par les 2 parties constituant le corps de l’ouvrage. Dans les parties 1 et
2 nous présentons successivement les statistiques d’ordre supérieur appliquées
aux signaux à une dimension, issus de la mesure réalisée sur un seul capteur, et
aux signaux à plusieurs dimensions, obtenus en utilisant un réseau de plusieurs
capteurs constituant une antenne.

Le chapitre 1 est une introduction aux statistiques d’ordre supérieur qui
traite essentiellement des principaux outils utilisés dans les techniques d’ordre
supérieur : les moments et les cumulants. Cette présentation sommaire a pour
objectif de donner au lecteur les éléments mathématiques indispensables à la
suite de l’exposé accompagnés des méthodes élémentaires d’estimation des mo-
ments et des cumulants d’ordres supérieurs. Les lecteurs qui veulent pénétrer
plus avant dans ce domaine de la théorie de probabilité pourront se reporter
aux nombreux ouvrages qui présentent cette matière très riche.

La première partie est consacrée aux signaux à une dimension. Elle
débute par la présentation des outils de base dans la description des propriétés
d’ordre supérieur : les multicorrélations et les multispectres, qui fait l’objet du
chapitre 2. Nous insistons sur les particularités introduites par les signaux à
valeurs complexes que l’on rencontre dans plusieurs domaines d’applications.
Nous donnons également les techniques d’estimation des multicorrélations et
des multispectres et nous caractérisons ces mesures en donnant leurs propriétés
d’ordre 1 et 2 : moyenne et variance. Dans le chapitre 3 nous développons
les méthodologies nouvelles introduites par les statistiques d’ordre supérieur
dans l’identification de systèmes linéaires, en insistant sur la possibilité, issue
de l’utilisation des SOS, de réaliser une identification aveugle. Cette nouvelle
technique déjà mise en oeuvre dans les systèmes de communication, en as-
tronomie et en prospection sismique peut être étendue à de nombreux autres
domaines : contrôle non destructif, applications biomédicales. . .Le chapitre 4
donne la description des propriétés d’ordres supérieurs des signaux cyclosta-
tionnaires et plus généralement non stationnaires. Ce domaine très riche s’ins-
crit dans la ligne des études sur les représentations temps-fréquence qui sont
un des fleurons de la théorie du signal ouvert sur de multiples applications.
Dans ce thème nous ouvrons des pistes de recherches qui devraient conduire
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à de nombreux développements. Le domaine très vaste et encore largement
méconnu de l’identification de systèmes non linéaires est traité au chapitre 5,
à travers l’exemple des filtres de Volterra. L’extension de la technique standard
de minimisation de critères quadratiques donne une élégante solution formelle
aux problèmes d’identification de filtres non linéaires. Nous montrons la fai-
sablilité de ces méthodes qui requerront encore de nombreux efforts avant de
déboucher sur des solutions pratiques bien mâıtrisées.

La deuxième partie traite des signaux à plusieurs dimensions reçus sur un
réseau de capteurs ou sur une antenne. Dans le chapitre 6 nous montrons, à par-
tir des techniques classiques de traitement d’antenne, les possibilités nouvelles
apportées par les statistiques d’ordre supérieur. Le chapitre 7 sur la séparation
de sources fait le point sur une nouvelle méthode d’analyse des signaux dont le
développement à été fortement impulsé par les statistiques d’ordre supérieur.
Cette partie est illustrée par des simulations en séparation de sources simulées
ou réelles (signaux de parole) et dans le vaste domaine de la réduction de bruit.
Ces nouvelle techniques sont à l’origine de nouvelles méthodologies ouvertes sur
de nombreux domaines d’applications : effet cocktail-party, téléphonie mains
libres, radar, sonar, contrôle, diagnostic. . .



Chapitre 1

Introduction aux Statistiques
d’Ordre Supérieur

Les Statistiques d’Ordre Supérieur à 2 (SOS), autrement dit les mo-
ments et cumulants d’ordre supérieur à 2, sont utilisées essentiellement en
complément aux statistiques d’ordre 2. Elles donnent une description plus
complète des données et de leurs propriétés. Les SOS permettent la résolution
de problèmes insolubles à l’ordre 2. Elles ont été également utilisées pour
améliorer les solutions (conditionnement, identifiabilité. . .) déjà apportées par
les techniques classiques. Les multicorrélations et les densités multispectrales
que l’on définira au chapitre 2 sont issues des SOS de variables aléatoires mul-
tidimensionnelles.

Ce chapitre a pour but de donner les définitions et les propriétés
nécessaires à l’introduction des SOS. Nous proposons également quelques
éléments de la théorie de l’estimation des statistiques d’ordre supérieur.

Nous ne présentons dans ce chapitre que le matériel nécessaire pour la
suite de l’ouvrage. Des traitements plus détaillés sont disponibles dans des
ouvrages plus spécialisés que nous citons tout au long du texte.

1.1 Variables aléatoires réelles scalaires

Soit x une variable aléatoire à valeurs réelles (le cas de variables à valeurs
complexes sera abordé dans la section 1.3). Fx(u), fonction de répartition de x,
est la probabilité d’apparition de la variable aléatoire dans le segment ]−∞, u].
Lorsque x admet une densité de probabilité px(u), alors dFx(u) = px(u) du. La
densité de probabilité px(u) est positive et a pour somme l’unité. Lorsque la
fonction de répartition Fx(u) est une fonction en escalier, elle n’admet pas de
densité au sens des fonctions, mais au sens des distributions.

Les moments généralisés de x sont définis pour toute application réelle g
par

E [g(x)] =
∫ +∞

−∞
g(u) px(u) du.

13
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On utilise souvent des fonctions polynômiales g(u), conduisant aux moments
“classiques” de différents ordres, tels que la moyenne ou le moment d’ordre 2.
En utilisant des fonctions exponentielles, on associe aux variables aléatoires
des fonctions caractéristiques.

La première fonction caractéristique de x est

Φx(v) = E [ evx ] , (1.1)

où  désigne la racine de −1. Lorsque la variable aléatoire x admet une densité
de probabilité px(u), la première fonction caractéristique Φx(v) est sa trans-
formée de Fourier

Φx(v) =
∫ +∞

−∞
evu px(u) du.

Dans ce cas, on retrouve la densité de probabilité à partir de la première
fonction caractéristique par transformation de Fourier inverse

px(u) =
1

2π

∫ +∞

−∞
e−vu Φx(v) dv.

La fonction caractéristique est continue en tout point et vaut 1 à l’origine.
Elle est donc non nulle dans un voisinage de l’origine, sur lequel on pourra
définir son logarithme neperien

Ψx(v) = log( Φx(v) ).

Cette fonction est appelée seconde fonction caractéristique.

1.1.1 Moments et cumulants

Notons µ
x (r)

les moments d’ordre r de x, lorsqu’ils existent,

µ
x (r)

= E [ xr ] ,

et µ′
x (r)

les moments centrés

µ′
x (r)

= E
[
( x− µ

x (1)
)r
]
.

Les fonctions caractéristiques décrivent complètement la variable aléatoire à
laquelle elles sont associées. En développant evx dans l’expression (1.1) au
voisinage de l’origine et en identifiant avec le développement de Taylor de la
première fonction caractéristique, on obtient les moments

µ
x (r)

= (−)r drΦx(v)

dvr

∣∣∣∣∣
v=0

= E[xr].
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Les dérivées de la seconde fonction caractéristique, prises à l’origine, définissent
les cumulants

κ
x (r)

= (−)r drΨx(v)

dvr

∣∣∣∣∣
v=0

= Cum[x, x, . . . , x],

qui sont les coefficients du développement en série de Taylor de la seconde
fonction caractéristique.

Remarque sur les notations Il est important de prendre garde aux no-
tations. La notation consistant à écrire Cum [x3] au lieu de κ

x (3)
ou de

Cum [x, x, x] est dangereuse. En effet, x3 est elle-même une variable aléatoire
dont on peut calculer le cumulant d’ordre 3. L’écriture est donc nécessairement
plus lourde que pour les moments.

Les cumulants d’ordre r peuvent être calculés à partir des moments
d’ordre inférieur ou égal à r [115]. Pour les ordres 1 à 4, ces relations sont

κ
x (1)

= µ
x (1)

,

κ
x (2)

= µ′
x (2)

= µ
x (2)
− µ

x (1)

2
,

κ
x (3)

= µ′
x (3)

= µ
x (3)
− 3 µ

x (1)
µ

x (2)
+ 2 µ

x (1)

3
,

κ
x (4)

= µ
x (4)
− 4 µ

x (3)
µ

x (1)
− 3 µ

x (2)

2
+ 12 µ

x (2)
µ

x (1)

2 − 6 µ
x (1)

4

Dans le cas de variables aléatoires centrées (µ
x (1)

= 0), les expressions des

cumulants se simplifient en

κ
x (1)

= 0,

κ
x (2)

= E
[
x2
]
,

κ
x (3)

= E
[
x3
]
,

κ
x (4)

= E
[
x4
]
− 3 E

[
x2
]2

.

Lorsque la variable x est gaussienne, sa seconde fonction caractéristique
est

Ψx(v) = µ
x (1)

v − 1

2
µ

x (2)
v2,

et ses cumulants d’ordre supérieur à 2 sont donc tous nuls. Cette pro-
priété caractérise la loi gaussienne [113]. Les variables gaussiennes sont donc
entièrement décrites par leurs propriétés au second ordre. Ceci explique pour-
quoi les chercheurs en traitement du signal se sont longtemps limités au second
ordre. En “invoquant” le théorème de la limite centrale, on peut penser que la
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plupart des signaux ont tendance à être gaussiens. Ce point de vue est limitatif,
nous aurons l’occasion d’y revenir.

La variance, cumulant d’ordre 2 de x, V ar [x] = κ
x (2)

, caractérise la

puissance de x. En centrant la variable aléatoire x et en la normalisant on
obtient la variable standardisée

x̃ =
x− µ

x (1)√
κ

x (2)

.

On en déduit les cumulants standardisés qui sont les cumulants de la variable
aléatoire standardisée. Le cumulant standardisé d’ordre 3, K

x (3)
= κ

x̃ (3)
, est

dénommé l’asymétrie1. L’asymétrie est nulle si la densité de probabilité de x
possède un axe de symétrie. Le cumulant standardisé d’ordre 4 est le facteur
d’aplatissement ou kurtosis2. La valeur du kurtosis caractérise le comportement
à l’infini des densités de probabilité unimodales. Les densités de probabilité
unimodales possédant un kurtosis négatif sont dites sous-gaussiennes car elles
tendent vers 0 à l’infini plus rapidement que la loi gaussienne. Les densités
de probabilité unimodales à kurtosis positif, dites sur-gaussiennes, tendent
moins vite vers 0 à l’infini que la loi gaussienne. Ces notions de sur- et sous-
gaussianité perdent leur sens pour les densités de probabilité multimodales
comme l’a montré [138].

Pour une variable aléatoire x centrée, l’asymétrie et le kurtosis s’écrivent

K
x (3)

=
E [x3]

E [x2]3/2
,

K
x (4)

=
E [x4]

E [x2]2
− 3.

1.1.2 Exemples de variables aléatoires

Examinons quelques exemples de variables aléatoires.

Variable uniforme La variable aléatoire uniformément répartie dans le seg-
ment [−a, a] a pour fonction caractéristique Φ(v) = sin av

av , pour moments
d’ordre pair µ

x (r)
= ar

r+1 , et pour kurtosis K
x (4)

= −6
5 .

Variable gaussienne Pour une variable gaussienne centrée, de loi px(u) =
1

σ
√

2π
exp(− u2

2σ2 ), la fonction caractéristique s’écrit φ(v) = exp(−σ2 v2/2). Les
moments d’ordre impair sont nuls et les moments d’ordre pair valent

µ
x (2r)

= σ2r (2r)!

r! 2r
.

1Skewness en anglais.
2κύρτωσις : action de courber, convexité.
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La seconde fonction caractéristique d’une variable gaussienne est un polynôme
d’ordre 2, ce qui implique la nullité de ses cumulants d’ordre supérieur ou égal
à 3.

Variables exponentielles Une variable aléatoire positive, distribuée selon
la loi exponentielle

px(u) =
1

σ
exp(−u

σ
) si u ≥ 0

px(u) = 0 si u < 0

a pour fonction caractéristique φx(v) = 1
1− σv . Les moments vérifient la relation

de récurrence µ
x (r)

= rσµ
x (r−1)

pour r ≥ 2. La moyenne est µ
x (1)

= σ. Les

premiers moments centrés sont : µ′
x (2)

= σ2, µ′
x (3)

= 2 σ3, µ′
x (4)

= 9 σ4.

Ses cumulants sont κ
x (r)

= (r − 1)! σr. L’asymétrie et le kurtosis valent donc

κ
x (3)

= 2 et K
x (4)

= 6.

Une variable aléatoire distribuée selon une loi de Laplace bilatère px(u) =
1

2 a exp(− |u|
a ), a pour fonction caractéristique φ(v) = 1

1+a2 v2 , et admet pour

coefficient d’aplatissement (kurtosis) K
x (4)

= 3.

Variable de Gauss généralisée Une variable aléatoire x est dite gaussienne
généralisée si sa densité de probabilité s’écrit

px(u) = B exp(−A |u|g),

où g est un nombre réel positif. Les coefficients A et B sont introduits afin de
normaliser la somme de px(·) à 1, et la variance à 1. Ces coefficients sont

A =
Γ(3/g)

Γ(1/g)
, B = g

Γ(3/g)1/2

Γ(1/g)3/2
.

où Γ(.) est la fonction gamma, Γ(x) =
∫ +∞
0 tx−1e−tdt.

Les moments d’ordre impair sont nuls et les moments d’ordre pair sont,
∀g ≥ 1,

µ
x (r)

=
Γ(1/g)r−1

Γ(3/g)r
Γ

(
2r + 1

g

)
.

On retrouve bien µ
x (2)

= 1. Si g = 2, on est dans le cas gaussien, et on

retrouve les résultats donnés plus haut en utilisant les relations Γ(1/2) =
√

π et
Γ(n+1) = n Γ(n). En faisant tendre g vers l’infini, on retrouve le cas uniforme
évoqué plus haut. Si g = 1 on obtient une variable de Laplace bilatère.
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Variable du Chi-deux Une variable aléatoire χ2 suit une loi du Chi-deux
à ν degrés de liberté si elle est la somme des carrés de ν variables gaussiennes
indépendantes ui, chacune de variance unité. Le paramètre de non-centralité
de χ2 est la somme des carrés des moyennes des ui.

Le cumulant d’ordre r d’une variable aléatoire x suivant une loi du Chi-
deux à ν degrés de liberté et de paramètre de non-centralité λ est

κ
x (r)

= 2r−1(r − 1)! (ν + rλ).

En particulier dans le cas central, κ
x (4)

= 48ν, et le kurtosis vaut 12/ν. Pour

ν = 2 et λ = 0, on retrouve les cumulants de la variable exponentielle.

Signal sinusoidal Supposons que l’on reçoive un signal sinusoidal pur de
puissance 1, et que l’on considère ces observations comme des réalisations suc-
cessives d’une variable aléatoire (ce qui est bien évidemment incorrect, mais
possible). Alors cette variable aurait pour densité de probabilité

px(u) =
1

π
√

2

1√
1 + u2/2

.

Nous aurons en outre µ
x (2)

= 1 (qui correspond à la puissance), µ
x (2r+1)

= 0,

et µ
x (4)

= 3
2 . Le kurtosis vaut donc −3

2 .

Variable de Poisson Une variable aléatoire de Poisson de paramètre λ est
un variable discrète prenant les valeurs k = 0, 1, . . . avec la probabilité

pk =
λke−λ

k!
.

Une variable de Poisson a la particularité d’avoir tous ses cumulants égaux.
En effet, la première fonction caractéristique est

E
[
ekv
]

=
∞∑

k=0

ekv λke−λ

k!

= e−λ exp{λev}.
Par suite, la seconde fonction caractéristique vaut −λ+λev. La définition des
cumulants montre alors qu’ils sont tous égaux à λ. Ce fait est bien connu aux
ordres 1 et 2 puisque la moyenne et la variance sont égales.

Variable binaire Considérons une variable aléatoire prenant deux valeurs
z1 et z2 avec les probabilités P1 et P2 respectivement. Si cette variable est
standardisée, alors

z1 =
1

a
, z2 = −a, P1 =

a2

1 + a2
, P2 =

1

1 + a2
,



1.2. VARIABLES ALÉATOIRES MULTIDIMENSIONNELLES 19

où a est un réel positif fixé. Le moment d’ordre r vaut

µ
x (r)

=
1

1 + a2

[
1

ar−2
+ (−1)rar

]
.

On vérifie notamment que µ
x (1)

= 0 et µ
x (2)

= 1, ∀a ∈ IR
+. Le kurtosis d’une

variable binaire est donc de la forme

K
x (4)

=
a

1 + a2
[
1

a3
+ a3]− 3.

1.2 Variables aléatoires multidimensionnelles

On supposera dorénavant que les variables aléatoires sont centrées, sauf
mention explicite.

On peut représenter les variables aléatoires à plusieurs dimensions par le
vecteur colonne

xT = (x1, x2 . . . , xN) .

De la même façon que dans le cas scalaire, on définit la fonction caractéristique
conjointe de N variables aléatoires xn par la relation

Φx(v)
def
= E
[
e
∑

n
vnxn

]
= E
[
ev

T x
]
.

où vT = (v1, v2, . . . , vN ). Si les composantes xn du vecteur aléatoire x ad-
mettent une densité conjointe px(u), alors la fonction caractéristique de x est
donnée par la transformée de Fourier de cette densité

Φx(v) =
∫
IR

N
ev

T u px(u)du.

Comme précédemment, la seconde fonction caractéristique est Ψx(v) =
log Φx(v). Les fonctions caractéristiques peuvent servir à générer les moments
et les cumulants.

Les cumulants d’ordre 2 sont des grandeurs à deux indices, qui peuvent
être rangées dans une matrice (la matrice de covariance)

κ
x (2) ij

= Cum [xi, xj ]

Lorsqu’on manipule des données à plusieurs dimensions, il peut devenir inutile
de préciser l’ordre du moment ou du cumulant considéré. Ainsi, la matrice
de covariance s’écrit simplement κ

x ij
= Cum [xi, xj ]. Nous disposons donc de

deux notations, par exemple κ
x (2)

= κ
x ij

, qui seront utilisées selon le contexte
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de travail. Ainsi, lorsque l’on manipule des vecteurs aléatoires, l’ordre de la
statistique utilisée correspond au nombre des indices. Par exemple,

κ
x ijk

= Cum [xi, xj , xk] = κ
x (3)

,

κ
x iii

= Cum [xi, xi, xi] = κ
xi (3)

sont des cumulants d’ordre 3, et

κ
x hijk

= Cum [xh, xi, xj , xk] = κ
x (4)

,

κ
x iiii

= Cum [xi, xi, xi, xi] = κ
xi (4)

.

sont d’ordre 4.
En développant l’exponentielle ev

T x en série autour de v = 0, les coef-
ficients des termes de degré r vivj . . . vk, sont r µ

x ij...k
/r! [115, 148], donnant

pour les moments

µ
x i1i2...ir

= (−)r ∂rΦx(v)

∂vi1∂vi2 . . . ∂vir

∣∣∣∣∣
v=0

= E [xi1 . . . xir ] . (1.2)

Pour obtenir les cumulants, on procède de même en remplaçant la
première fonction caractéristique par la seconde. Les cumulants sont donc
définis par

κ
x i1i2...ir

= (−)r ∂rΨx(v)

∂vi1∂vi2 . . . ∂vir

∣∣∣∣∣
v=0

= Cum [xi1 , . . . , xir ] . (1.3)

Comme dans le cas scalaire, il est possible d’établir des relations entre
les moments et les cumulants en développant la fonction logarithme en série
entière. On obtient pour les cumulants d’ordre 2

κ
x ij

= µ
x ij
− µ

x i
µ

x j
.

Pour écrire l’ensemble de ces relations de façon plus compacte, il est utile
d’introduire des conventions d’écriture. On conviendra d’écrire une somme de
k termes se déduisant les uns des autres par permutation d’indices par une
notation crochet [148].

Quelques bons exemples valent mieux qu’un long discours :

[3] δij δkl = δijδkl + δikδjl + δilδjk,

[3] aij bk cijk = aijbkcijk + aikbjcijk + ajkbicijk.

La présence du crochet entrâıne une sommation implicite. Les termes à r in-
dices sont ici des tenseurs d’ordre r complètement symétriques. Le nombre de
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monômes distincts que l’on peut obtenir par permutation est égal à l’entier
figurant entre crochets. On écrira

[3]xiδjk, [6]xixjδkl, [10]xixjxkδlm, [35]AijkBabcdCijkabcd.

Dans le cas non centré, les cumulants d’ordre 3 et 4 sont alors donnés en
fonction des moments par les expressions compactes

κ
x ijk

= µ
x ijk
− [3]µ

x i
µ

x jk
+ 2µ

x i
µ

x j
µ

x k
, (1.4)

κ
x ijkl

= µ
x ijkl

− [4]µ
x i

µ
x jkl
− [3]µ

x ij
µ

x kl

+ 2 [6]µ
x i

µ
x j

µ
x kl
− 6µ

x i
µ

x j
µ

x k
µ

x l
. (1.5)

Dans le cas centré, ces expressions se simplifient en

κ
x ij

= µ
x ij

,

κ
x ijk

= µ
x ijk

,

κ
x ijkl

= µ
x ijkl

− [3]µ
x ij

µ
x kl

.

Il est intéressant de comparer ces expressions avec celles du cas scalaire : pour
les retrouver, il suffit de remplacer n[m] par nm. Dans le cas centré, aux ordres
5 et 6

κ
x ijklm

= µ
x ijklm

− [10]µ
x ij

µ
x klm

,

κ
x ijklmn

= µ
x ijklmn

− [15]µ
x ij

µ
x klmn

− [10]µ
x ijk

µ
x lmn

+ 2[15]µ
x ij

µ
x kl

µ
x mn

.

A partir de la définition de la seconde fonction caractéristique, il est
possible d’écrire les relations générales liant moments et cumulants de manière
compacte [36, 188]. Les cumulants sont liés aux moments par la formule dite
de Leonov et Shiryayev (donnée ici à l’ordre r)

Cum [x1, ..., xr] =
∑

(−1)k−1(k − 1)! E

∏
i∈v1

xi

 · E
∏

j∈v2

xj

 · · ·E
 ∏

k∈vp

xk

 ,

où la sommation s’étend sur tous les ensembles {v1, v2, · · · , vp : 1 ≤ p ≤ r}
formant une partition de {1, 2, · · · , r}. Dans cette formule, k est le nombre
d’éléments composant la partition.

Illustrons le fonctionnement de cette formule aux premiers ordres. A
l’ordre 2, les partitions possibles sont (1, 2) et (1)(2). Donc Cum[x1, x2] =
(−1)00!E[x1x2] + (−1)2−1(2 − 1)!E[x1]E[x2] donnant la formule connue de
la covariance. A l’ordre 3, les partitions possibles sont (1, 2, 3), (1)(2, 3), et
(1)(2)(3). Remarquons qu’il y a trois partitions du type (1)(2, 3) : ce nombre de
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partitions correspond au nombre apparaissant dans la notation crochet définie
précédemment. Le cumulant d’ordre 3 s’écrit alors

Cum[x1, x2, x3] = (−1)00!E[x1x2x3] + (−1)2−1(2− 1)![3]E[x1]E[x2x3]

+ (−1)3−1(3− 1)!E[x1]E[x2]E[x3]

qui redonnent bien la formule (1.4).
A l’ordre 4, les partitions sont
– (1, 2, 3, 4) au nombre de 1, k − 1 = 0,
– (1)(2, 3, 4) au nombre de 4, k − 1 = 1,
– (1)(2)(3, 4) au nombre de 6, k − 1 = 2
– (1, 2)(3, 4) au nombre de 3, k − 1 = 1,
– (1)(2)(3)(4) au nombre de 1, k − 1 = 3.

On retrouve alors la relation (1.5) en appliquant la formule de Leonov et Shi-
ryayev. Cette formule peut être inversée pour donner les moments en fonction
des cumulants. La formule inverse est plus simple que la formule directe, puis-
qu’elle ne fait apparâıtre que des somme de partitions, soit

E [x1, ..., xr] =
∑

cum [xi, i ∈ v1] · Cum [xj , j ∈ v2] · · ·Cum [xk, k ∈ vp] ,

où Cum [xk, k ∈ vp] représente le cumulant des variables xk, k variant dans
l’ensemble vp d’une partition. Encore une fois, la somme s’étend sur toutes les
partitions possibles de {1, 2, · · · , r}. A l’ordre 4, on a alors immédiatement

µ
x ijkl

= κ
x ijkl

+ [4]κ
x i

κ
x jkl

+ [3]κ
x ij

κ
x kl

+ [6]κ
x i

κ
x j

κ
x kl

+ κ
x i

κ
x j

κ
x k

κ
x l

.

Les cumulants de variables multidimensionnelles apparâıtrons naturelle-
ment dans le chapitre 2 pour la définition des multicorrélations et des mul-
tispectres de signaux aléatoires. Les variables aléatoires multidimentionnelles
sont à la base des modélisations en traitement d’antenne (chapitre 6) et en
séparation de sources (chapitre 7).

1.3 Variables aléatoires à valeurs complexes

Des domaines aussi différents que les communications ou le traitement
d’antenne utilisent des variables aléatoires à valeurs complexes. L’étude de
ces variables s’est développée considérablement ces dernières années, et des
recherches sont toujours en cours dans ce domaine.

1.3.1 Définitions

Une variable aléatoire à valeurs complexes, comme l’a souligné Fortet
[77], peut être représentée par une variable aléatoire réelle de dimension 2.
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Ainsi, une variable aléatoire complexe z admet une densité si et seulement si
ses parties réelle et imaginaire admettent une densité conjointe.

La fonction caractéristique de la variable vectorielle complexe z, avec
z = x + y, x à valeurs dans IR

N , y à valeurs dans IR
N , est

Φz(u)
def
= E
[
e[x

T v+yT w]
]

= E
[
e&[z†u]

]
, (1.6)

avec u = v + w.
Une autre description des variables aléatoires complexes, prenant direc-

tement en compte leur caractère complexe, a été proposée par [15]. Dans cette
approche on associe au vecteur aléatoire complexe z son conjugué z∗. La den-
sité de probabilité est fonction de z et z∗. La fonction caractéristique est donnée
par

Φz,z∗(u,u∗) def= E
[
e

[z†u+u
†
z]

2

]
,

qui est identique à (1.6).
Cette approche montre que la description statistique d’une variable

aléatoire complexe fait intervenir des moments et des cumulants croisés entre
la variable et sa conjuguée. Les notations doivent alors prendre en compte la
présence de termes conjugués et de termes non conjugués. Les indices ou les
ordres correspondant aux termes conjugués apparâıtront en exposant, alors
que les indices ou ordres des termes non conjugués seront placés en indices.
Par exemple, considérons une variable z. Ses moments seront écrits

µ
z

(q)

(p)
= E [zpz∗q] ,

et ses cumulants

κ
z

(q)

(p)
= Cum

z, . . . , z︸ ︷︷ ︸
p fois

, z∗, . . . , z∗︸ ︷︷ ︸
q fois

 .

Soit maintenant le vecteur aléatoire complexe z de composantes zi. Ses mo-
ments sont

µ
z

j1...jq

i1...ip
= E
[
zi1 . . . zipz

∗
j1 . . . z∗jq

]
,

et ses cumulants

κ
z

j1...jq

i1...ip
= Cum

[
zi1 , . . . , zip, z

∗
j1, . . . , z

∗
jq

]
.

Ces statistiques peuvent être obtenue à partir des fonctions caractéristiques,
de la même manière que dans le cas réel.

1.3.2 Standardisation

Nous avons introduit dans la section 1.1.1 l’opération de standardisation
pour les variables aléatoires scalaires. Cette opération peut aussi être définie
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dans le cas multivariable, pour des vecteurs à valeurs réelles ou complexes.
Soit x un vecteur aléatoire de moyenne µ

x (1)
et de matrice de covariance C,

strictement definie positive (C = κ
x ij

pour des valeurs réelles et C = κ
x

j

i

pour des valeurs complexes) . La standardisation est la transformation affine
qui associe à x un vecteur aléatoire centré dont la matrice de covariance est
l’identité I. Le vecteur aléatoire standardisé est

x̃ = W (x− µ
x (1)

).

La matrice W est solution de la relation

WCW † = I.

La matrice W , qui diagonalise la covariance de x, n’est pas unique. Par conven-
tion on choisit

W = Λ−1/2U †,

Λ étant la matrice diagonale des valeurs propres de C et U la matrice unitaire
dont les colonnes sont les vecteurs propres normalisés de C.

Le vecteur x̃ est défini à une matrice multiplicative près de la forme ∆P ,
où ∆ est diagonale et constituée d’éléments de module 1, et P est une matrice
de permutation. On rangera souvent les valeurs propres dans l’ordre de leurs
valeurs décroissantes.

1.3.3 Circularité

Les variables aléatoires complexes sont la plupart du temps obtenues
par transformation de Fourier (TF ) de variables réelles, ce qui leur confère
une structure très particulière. Les variables aléatoires complexes obtenues de
cette façon ne sont donc pas de simples variables aléatoires à deux composantes
réelles, mais des contraintes lient ces deux composantes. C’est pourquoi il est
pertinent d’introduire les variables aléatoires dites circulaires.

Définition de la circularité Nous dirons qu’un vecteur aléatoire complexe
z, de dimension N , est circulaire (ou circulaire au sens fort), si et seulement
si, ∀θ, z et zeθ ont les mêmes propriétés statistiques.

Les propriétés suivantes sont des conditions nécessaires et suffisantes de
circularité :

– Si z est une variable aléatoire circulaire, sa fonction caractéristique
vérifie la relation

Φz(e
θu) = Φz(u), ∀θ.

De manière équivalente dans ce cas circulaire, la fonction ca-
ractéristique, fonction des variables complexes u et u∗, ne dépend que
du produit tensoriel uu†, c’est-à-dire uniquement de termes de la forme
uiu∗

j .
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– La densité de probabilité de z, si elle existe, vérifie la même propriété
d’invariance par multiplication par eθ. La densité de probabilité définie
à partir de z et z∗, n’est également fonction que du produit tensoriel
zz† soit de termes du type ziz∗j .
Dans le plan complexe, la multiplication par le facteur eθ correspond
à une rotation d’angle θ. Ainsi la circularité d’une variable complexe
est définie par l’invariance par rotation de sa densité de probabilité.

– Soit z un vecteur aléatoire complexe, dont les moments existent à tous
les ordres. z est circulaire si et seulement si tous ses moments de la
forme

µ
z

(q)

(p)
= E

 ∏
Σai=p

zai
i

∏
Σbj=q

z
∗bj

j


sont nuls dès que p (= q.
En effet, si z est circulaire, les moments de z et de z eα sont égaux,

puisque toutes deux ont même loi. En particulier, l’égalité µ
z

(q)

(p)
=

µ
z exp(α)

(q)

(p)
entrâıne que

µ
z

(q)

(p)
= µ

z

(q)

(p)
eα(p−q),

ce qui prouve la propriété.
Les propriétés précédentes montrent qu’une variable aléatoire scalaire

complexe circulaire vérifie E [z] = 0, E [z2] = 0, E [z2 z∗] = 0. . .Autrement dit,
pour une variable complexe circulaire, les moments ou cumulants comportant
un nombre différent de termes conjugués que de termes non conjugués sont
nuls. Dans la suite, nous aurons besoin de la définition restrictive suivante.

Circularité à l’ordre r On dira qu’un vecteur aléatoire complexe z est
circulaire à l’ordre r s’il vérifie

E

 ∏
Σai=p

zai
i

∏
Σbj=q

z
∗bj

j

 = 0

pour tout couple (p, q) d’entiers positifs tel que p + q ≤ r et p (= q.
Une définition alternative repose encore sur l’invariance par rotation de

la densité de probabilité. Nous avons vu que la variable z est circulaire au
sens strict si z et zeθ ont même densité de probabilité pour tout θ. Ainsi, la
densité de probabilité d’une variable circulaire au sens strict est invariante par
rotation.

Alors, une variable est circulaire à l’ordre r si sa densité de probabilité
est invariante par rotation d’angle 2π/(r + 1), ou de façon équivalente si z et
ze2π/(r+1) ont mêmes propriétés statistiques.
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Cas Gaussien Dans le cas gaussien, la circularité à l’ordre 2 entrâıne la cir-
cularité à tous les ordres, et est caractérisée par deux propriétés liant les parties
réelle et imaginaire des moments d’ordre 2. Posons z = x + y. Si z est circu-
laire, E

[
zzT
]

= 0 implique que E
[
xxT − yyT

]
= 0 et que E

[
xyT + yxT

]
= 0.

Autrement dit, x et y ont la même matrice de covariance, et leur covariance
croisée est antisymétrique. C’est ainsi qu’ont été définies les variables gaus-
siennes complexes circulaires [94, 202].

Cas des N-PSK Il est usuel en communication d’utiliser des variables
aléatoires discrètes complexes, prenant comme valeurs les racines N -ième de
l’unité de façon équiprobable. Les signaux en découlant sont appelés des N -
PSK (Phase Shift Keying). Soit z une telle variable. Elle prend ses valeurs dans
{exp(2πk/N), k = 0, . . . , N − 1}, équiprobablement avec la probabilité 1/N .
Cette variable est alors circulaire à l’ordre N − 1. En effet, z et z exp(2π/N)
ont même probabilité (notons que pour N pair, les moments d’ordre impair
sont nuls, et la circularité est donc d’ordre N − 2).

La propriété de circularité des N -PSK sera utilisée au chapitre 4 dans
une application de reconnaissance de modulation.

Différentes définitions de la circularité ont été passées en revue, et ana-
lysées plus en profondeur dans [171].

1.4 Propriétés des moments et des cumulants

Ce paragraphe concerne l’étude des moments et des cumulants. Nous
donnons les propriétés élémentaires de ces statistiques utiles pour la suite de
l’ouvrage. Il existe un grand nombre d’autres propriétés que les lecteurs pour-
ront trouver dans par exemple [148].

1.4.1 Multilinéarité

Les moments et les cumulants satisfont la propriété de multilinéarité.
Soient deux vecteurs aléatoires x et y liés par la relation linéaire y = Ax, où
A est une matrice quelconque. Alors les moments et cumulants de y sont des
fonctions linéaires de chacune des composantes Aij . Par exemple, on a

Cum [yi, yj, y
∗
k] =
∑
a,b,c

AiaAjbA
∗
kc Cum [xa, xb, xc] ,

Pour démontrer ces relations, il suffit de remarquer que ΦAx(u) = Φx(A
†
u) et

d’utiliser (1.3).
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C’est grâce à la multilinéarité que les moments et cumulants méritent la
dénomination de tenseurs3. Cette propriété se réduit dans le cas scalaire à une
simple relation d’homogéneité

κ
λx (r)

= λr κ
x (r)

.

En particulier, quelles que soient les variables aléatoires x, y, z1, . . . , zp, réelles
ou complexes, scalaires ou multidimensionnelles, indépendantes ou non, nous
avons

Cum [x + y, z1, . . . , zp] = Cum [x, z1, . . . , zp] + Cum [y, z1, . . . , zp] ,

Cum [λx, z1, . . . , zp] = λCum [x, z1, . . . , zp] .

1.4.2 Invariance par translation

Les cumulants sont invariants par translation déterministe : si y = x+ t,
où t est déterministe, alors les cumulants d’ordre supérieur ou égal à 2 de y
sont identiques à ceux de x. En effet, la translation provoque un déphasage
de la première fonction caractéristique, qui implique que les secondes fonctions
caractéristiques de y et x sont liées par Ψy(v) = )[t†v]+Ψx(v). Cette relation
montre que la translation n’affecte que le cumulant d’ordre 1, c’est-à-dire la
moyenne.

La propriété d’invariance par translation déterministe n’est évidemment
pas vérifiée par les moments.

1.4.3 Variables aléatoires indépendantes

L’indépendance statistique de variables aléatoires implique la factorisa-
tion des moments (via la factorisation des premières fonctions caractéristiques).

Soient x et y deux vecteurs aléatoires indépendants, à valeurs réelles
ou complexes, de dimensions respectives n et p, et soit zT = (xT yT )
(concaténation des vecteurs x et y). Alors, d’après la remarque précédente,
la première fonction caractéristique de z est le produit des premières fonctions
caractéristiques de x et y. La seconde fonction caractéristique de z s’écrit alors
Ψz(u,v) = Ψx(u) + Ψy(v). Les cumulants croisés entre x et y sont alors nuls.
En effet, d’une façon générale, on a

κ
z i1,...,in,j1,...,jp

= Cum
[
xi1 , . . . , xin , yj1, . . . , yjp

]
= (−)r ∂rΨz(u,v)

∂ui1 . . . ∂uin∂vj1 . . . ∂vjp

∣∣∣∣∣
v=0

.

3La multilinéarité implique, en effet, que dans un changement de base les cumulants se
transforment comme des tenseurs
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où r = n + p. Comme Ψz(u,v) = Ψx(u) + Ψy(v), le cumulant précédent est
nul dès que un des ik et un des jk sont non nuls simultanément. Autrement
dit, les cumulants croisés de x et y sont nuls.

Lorsque, l’on examine le cumulant d’un groupe de variables aléatoires, si
ce groupe peut être scindé en deux sous-groupes de variables indépendantes,
le cumulant est nul. En d’autres termes, si x et y sont indépendantes, alors
quelle que soit z

Cum [x, y, z] = 0.

Cette propriété est à la base des techniques de séparation de sources qui seront
présentées au chapitre 7.

Cette propriété fondamentale des cumulants implique la suivante, qui
constitue la propriété d’additivité. Le cumulant de la somme de vecteurs
aléatoires indépendants est la somme des cumulant : κ

x+y (r)
= κ

x (r)
+κ

y (r)
et

ce quel que soit l’ordre r. Cette propriété, bien connue à l’ordre 2 (variance),
est évidemment fausse pour les moments.

1.5 Statistiques d’ordre supérieur et densités
de probabilité

Dans ce paragraphe, nous examinons les lien entre statistiques d’ordre
supérieur et densités de probabilités. Commençons par le théorème de la limite
centrale.

1.5.1 Tendance vers la gaussianité

Le théorème de la limite centrale a une grande importance car il permet
d’approcher la loi de certains estimateurs par la loi gaussienne, et d’accéder à
l’ordre de grandeur de ses cumulants successifs.

Considérons N variables aléatoires scalaires indépendantes, x(n), 1 ≤
n ≤ N , chacune de cumulant d’ordre r borné, noté κ(r)(n). Posons

κ̄(r) =
1

N

N∑
n=1

κ(r)(n) et y =
1√
N

N∑
n=1

(x(n)− κ̄(1)).

La variable aléatoire y est la somme normalisée de N variables aléatoires
indépendantes. Lorsque N → ∞ la variable aléatoire y tend en loi4 vers une
variable aléatoire gaussienne.

4Cela signifie que la densité de probabilité de y converge uniformément vers une loi de
Gauss lorsque N tend vers l’infini
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Les cumulants de y, notés λ(r), sont donnés par

λ(1) = 0,

λ(2) = κ̄(2),

λ(r) =
1

N r/2−1
κ̄(r), ∀r ≥ 2.

Ces relations nous indiquent comment les cumulants d’ordre r > 2 de y tendent
vers 0 lorsque N tend vers l’infini. Celles-ci résultent de la propriété d’additivité
des cumulants de sommes de variables aléatoires indépendantes (voir page 28).
Les cumulants de la variable y s’écrivent

κ
y (r)

= N−r/2
N∑

n=1

κ
x(n) (r)

,

ce qui prouve que λ(r) = N1−r/2κ̄(r) par définition de κ̄(r).

1.5.2 Développement d’une ddp autour d’une loi gaus-
sienne

Lorsqu’une variable aléatoire est non gaussienne, il est intéressant de
décrire les écarts au caractère gaussien. Cette idée intuitive trouve une jus-
tification mathématique dans le développement de la densité au voisinage de
la loi gaussienne. Il existe plusieurs types de développement, notamment ceux
de Gram-Charlier et de Edgeworth. Ces deux développements ne diffèrent que
par la façon d’ordonner les termes. En faisant référence au théorème de la
limite centrale, le développement de Edgeworth rassemble les termes qui cor-
respondent à la même puissance (négative) de N . Pour cette raison nous avons
retenu ce développement. Notons que pour des lois symétriques, et jusqu’à
l’ordre 4, les deux développements sont identiques.

Développement en série d’une densité Voyons tout d’abord quelques
généralités sur les développements en série de densités de probabilité. Soit une
variable aléatoire scalaire x de seconde fonction caractéristique Ψx(v), supposée
être voisine d’une fonction Ψo(v). Par définition, Ψx(v) génère les cumulants
de x dans son développement en série entière

Ψx(u) = κ1v +
1

2!
κ2(v)2 +

1

3!
κ3(v)3 + · · · ,

où κr désigne le cumulant d’ordre r κ
x (r)

. Appelons λr le cumulant d’ordre r

dans le développement en série de Ψo(v), et ηr = κr − λr. Alors la différence
des fonctions caractéristiques s’écrit

Ψx(v)−Ψo(v) =
∞∑

r=1

1

r!
ηr(v)r.
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En introduisant les coefficients βk définis par

exp[
∞∑

r=1

1

r!
ηr(v)r] =

∞∑
j=0

1

k!
βk(v)k,

il est possible de développer px(u) autour de po(u)

px(u) = po(u)
∞∑

k=0

1

k!
βkhk(u), (1.7)

où les fonctions hk(u) sont définies par

hk(u) =
(−1)k

po(u)

dkpo

duk
(u).

Le développement (1.7) ne revêt une forme simple que pour certaines densités
po(u) particulières, notamment celles pour lesquelles les fonctions hk(u) sont
des polynômes.

Développement en série d’Edgeworth Le développement en série d’Ed-
geworth permet d’approcher une densité lorsque po(u) est gaussienne. Pour
simplifier les expressions, et sans restreindre la généralité, on se place dans le
cas gaussien standardisé. Dans ce cas, les fonctions hk(u) sont les polynômes
de Hermite définis par la relation de récurrence

h0(u) = 1,

h1(u) = u,

hk+1(u) = u hk(u)− d

du
hk(u).

Par exemple, h2(u) = u2 − 1 et h3(u) = u3 − 3u...
Comme nous l’avons indiqué en introduction le développement d’Ed-

geworth rassemble les termes, en faisant référence au théorème de la limite
centrale, selon les puissance de N . Les coefficients des premiers termes du
développement sont

Ordre
N−1/2 κ3

N−1 κ4 κ2
3

N−3/2 κ5 κ3κ4 κ3
3

N−2 κ6 κ3κ5 κ2
3κ4 κ2

4 κ4
3

N−5/2 κ7 κ3κ6 κ2
3κ5 κ2

4κ3 κ5
3 κ4κ5 κ3

3κ4

Ainsi le développement en série de Edgeworth de la densité px(u) autour de
po(u) s’écrit à l’ordre 1/N

px(u)/po(u) = 1
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+
1

3!
κ3h3(u)

+
1

4!
κ4h4(u) +

10

6!
κ2

3h6(u).

Le développement en série de Edgeworth se généralise au cas multi-
dimensionnel [148].

1.5.3 Critères de gaussianité et d’indépendance

La déconvolution aveugle, présentée au chapitre 3 fait appel à des mesures
de la distance d’une densité de probabilité à la loi gaussienne. La séparation
de sources (chapitre 7), quant à elle, est fondée sur la notion d’indépendance
statistique. L’entropie, la divergence de Kullback et l’information mutuelle
permettent d’introduire des critères de gaussianité et d’indépendance.

Entropie et gaussianité L’observation d’un vecteur aléatoire x de densité
de probabilité px(u) apporte une quantité d’information quantifiée par l’entro-
pie

S(px) = −
∫

px(u) log px(u)du.

Considérons l’ensemble des vecteurs aléatoires dont la moyenne et la
matrice de covariance sont fixées. Dans cet ensemble, le vecteur aléatoire ayant
une entropie maximum et apportant donc une information maximum, est le
vecteur aléatoire gaussien xg.

On démontre cette propriété par la méthode des multiplica-
teurs de Lagrange. Appliquée à ce problème de maximisa-
tion sous contraintes, elle conduit à chercher l’extremum de∫

px(u)[log px(u) + Q(u)]du, Q(u) étant un polynôme en u de
degré 2. En différenciant par rapport à px on obtient

∫
δpx(u)[1 +

log px(u) + Q(u)]du = 0. log px(u) est donc un polynôme en u de
degré 2 ce qui démontre la propriété anoncée.

Pour chiffrer le déficit d’entropie, par rapport au vecteur aléatoire
gaussien, d’un vecteur aléatoire x appartenant à l’ensemble on introduit la
néguentropie

J(px) = S(pxg)− S(px). (1.8)

Cette grandeur peut être utilisée comme une mesure de distance à la gaussia-
nité. Cette notion de distance a été développée par [65], nous y reviendrons au
chapitre 3.

La divergence de Kullback La néguentropie peut se réécrire sous une
forme qui fait apparâıtre une autre mesure utilisée classiquement en statistique
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pour caractériser la distance entre deux densités de probablité : la divergence5

de Kullback.
La divergence de Kullback mesure la distance entre deux densités de

probabilité, pv(u) et pw(u), par

k(pv, pw) =
∫

pv(u) log
pv(u)

pw(u)
du.

La divergence de Kullback est négative si pv (= pw, elle est nulle si pv = pw.

Cette propriété se démontre à partir de la relation log w ≤ w − 1,
l’égalité ayant lieu pour w = 1

k(pv, pw) =
∫

pv(u) log
pw(u)

pv(u)
du ≤

∫
pv(u)

(
pw(u)

pv(u)
− 1

)
du = 0.

Dans la relation (1.8), on a

S(pxg) = −
∫

pxg(u) log pxg(u)du = −
∫

px(u) log pxg(u)du,

par suite de l’égalité des moments d’ordre 1 et 2 des vecteurs aléatoires x et
xg. La néguentropie de x est donc

J(px) =
∫

px(u) log
px(u)

pxg(u)
du = k(px, pxg),

et est donc égale à la divergence de Kullback entre la densité de x et la densité
du vecteur aléatoire gaussien ayant les mêmes moments d’ordre 1 et 2.

On peut également appliquer la divergence de Kullback à la mesure de
l’indépendance statistique.

Critères d’indépendance Soit un vecteur aléatoire x de densité de proba-
bilité px(u). Si ce vecteur est formé de variables indépendantes sa densité de
probabilité est le produit des densités de probabilité marginales de chacune de
ses composantes

∏
i pxi

(ui). La divergence de Kullback entre px(u) et
∏

i pxi
(ui)

donne une mesure de l’indépendance statistique des composantes de x que l’on
appelle l’information mutuelle

I(px) = k(px,
∏
i

pxi
(ui)) =

∫
px(u) log

px(u)∏
i pxi

(ui)
du.

Associons au vecteur aléatoire x le vecteur aléatoire gaussien xg ayant les
mêmes moments d’ordre 1 et 2, on peut alors écrire

J(px)−
∑

i

J(pxi
) =

∫
px(u) log

px(u)

pxg(u)
du−∑

i

∫
pxi

(ui) log
pxi

(ui)

pxgi
(ui)

dui

=
∫

px(u)

[
log

px(u)

pxg(u)
− log

∏
i pxi

(ui)∏
i pxgi

(ui)

]
du

5Le terme de divergence est utilisé car cette mesure n’est pas une distance au sens
mathématique du terme.
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car
∫

px(u) log
∏

i pxi
(ui)du =

∑
i

∫
pxi

(ui) log pxi
(ui)dui. En manipulant l’ex-

pression entre crochet de la dernière expression, on obtient

J(px)−
∑

i

J(pxi
) = I(px)− I(pxg),

donnant finalement

I(px) = I(pxg) + J(px)−
∑

i

J(pxi
).

En appellant C la matrice de covariance du vecteur aléatoire xg un calcul
direct donne

I(pxg) =
1

2
log

∏
i Cii

Det[C]
,

Det[C] étant le déterminant de la matrice C.
Le terme J(px) − ∑i J(pxi

), formé de néguentropies, chiffre l’écart à la
gaussianité. Ce terme ne dépend donc que des statistiques d’ordre supérieur à
2.

Ces résultats nous indiquent que l’information mutuelle du vecteur
aléatoire x est la somme de termes associés aux statistiques d’ordre 2 et de
termes qui font apparâıtre les propriétés statistiques d’ordre supérieur à 2.
Cette interprétation sera très utile en séparation de sources (chapitre 7).

1.6 Estimation des moments et cumulants

L’utilisation des statistiques d’ordre supérieur passe par leur estimation.
Ce paragraphe présente quelques éléments sur l’estimation, essentiellement
dans le cas scalaire. Commençons par une remarque.

Remarque sur le centrage Les développements théoriques sont
généralement très simplifiés si les grandeurs aléatoires en jeu sont centrées.
Or, pratiquement, ceci n’est pas toujours le cas. Les traitements commencent
alors en général par une étape de centrage des données à traiter. Lorsque le
nombre de données est grand, on peut supposer que le centrage est effectuée
de manière parfaite.

Nous supposerons dans la suite que les variables aléatoires sont centrées.

1.6.1 Estimation des moments

Soit x une variable aléatoire scalaire centrée, et xn, 1 ≤ n ≤ N , N
réalisations de x. L’estimateur le plus simple des moments d’ordre r de x
est alors6

µ̂(r) =
1

N

N∑
n=1

xn

6Dans la suite, l’indice x relatif au nom de la variable est supprimé.
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Cet estimateur est évidemment non biaisé puisque E[µ̂(r)] = µ(r). De plus, si
les xn sont des réalisations indépendantes de x, alors la variance de l’estimateur
est donné par V ar[µ̂(r)] = V ar[xr]/N . Une conclusion à tirer de ce résultat est
que la variance de l’estimation d’une grandeur d’ordre r est en O2r/N , où O2r

est un terme d’ordre 2r.
Pour finir, notons que l’estimateur des moments est un estimateur consis-

tant puisque
lim

N→+∞
V ar[µ̂(r)] = 0

Ayant à disposition des estimateurs des moments, nous pouvons construire des
estimateurs de cumulants, en utilisant la formule de Leonov et Shiryayev.

1.6.2 Estimation des cumulants

Une présentation détaillée de la théorie de l’estimation des cumulants
peut être trouvée dans [115, 118, 148]. Nous nous contentons de développer
quelques idées en nous appuyant sur l’estimation du cumulant d’ordre 4.

La première idée pour estimer un cumulant est de tirer partie de la for-
mule de Leonov et Shiryayev, qui relie les cumulants aux moments. Un esti-
mateur de cumulant est obtenu en remplaçant dans cette formule les moments
par leurs estimateurs.

Le cumulant d’ordre 4 s’écrit en fonction des moments selon

κ(4) = µ(4) − 3µ2
(2).

Un estimateur de cumulant d’ordre 4 est alors

κ̂(4) = µ̂(4) − 3µ̂(2)
2.

L’étude de cet estimateur commence par l’évaluation de son biais.

Etude du biais Réécrivons l’estimateur sous la forme

κ̂(4) = f(N)
N∑

i=1

x4
i + g(N)

N∑
i,j=1

x2
i x

2
j , (1.9)

où f(N) = 1/N et g(N) = −3/N2. La moyenne de κ̂(4) est alors

E
[
κ̂(4)

]
= (Nf(N) + Ng(N))µ(4) + N(N − 1)g(N)µ2

(2) (1.10)

soit encore
E
[
κ̂(4)

]
= κ(4) − 3(κ(4) + 2µ2

(2))/N

L’estimateur est donc biaisé. Toutefois, le biais tend vers 0 lorsque le nombre
d’échantillons tend vers l’infini. Dans les situations pratiques où le nombre
de données est grand, κ̂(4) est un estimateur approximativement non biaisé.
Toutefois, si l’échantillon est de taille courte, le biais peut devenir gênant.
Pour ces situations, il existe des estimateurs non biaisés des cumulants : les
k-statistiques.
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k-statistique L’écriture de κ̂(4) sous la forme (1.9) montre que les fonctions
f(N) et g(N) sont libres : on peut les choisir de sorte à annuler le biais.

En reprenant l’équation (1.10), on s’aperçoit que le biais est nul si

Nf(N) + Ng(N) = 1 et N(N − 1)g(N) = −3,

conditions satisfaites par 
f(N) =

N + 2

N(N − 1)

g(N) =
−3

N(N − 1)

L’estimateur ainsi défini, appelé k-statistique, est noté k̂(4) et s’écrit explicite-
ment

k̂(4) =
N + 2

N(N − 1)

N∑
i=1

x4
i −

3

N(N − 1)

N∑
i,j=1

x2
i x

2
j .

Les k-statistiques sont donc les estimateurs non biaisé des cumulants. Elles se
définissent d’une façon très générale, pour des variables scalaires ou multidi-
mensionnelles. P. Mc Cullagh en fait un exposé très détaillé dans [148].

Examinons maintenant la variance d’estimation d’un cumulant d’ordre
4.

Variance d’estimation Les calculs de variance sont en général fastidieux.
Des formules exactes existent (voir [115, 118, 148]), mais les résulats approchés
suffisent pour caractériser l’estimation. On montre notamment qu’à l’ordre
1/N , la variance de la k-statistique est

V ar
[
k̂(4)

]
=

1

N

(
κ(8) + 16κ(6)κ(2) + 48κ(5)κ(3) + 34κ2

(4)

+ 72κ(4)κ
2
(2) + 144κ2

(3)κ(2) + 24κ4
(2)

)
,

ce résultat étant identique pour κ̂(4), estimateur approximativement non biaisé
du cumulant.

Les estimateurs des cumulants sont donc consistants puisque la variance
d’estimation tend vers 0 lorsque le nombre de données tend vers l’infini.

Ayant caractérisé les deux premiers ordres statistiques des estimateurs,
il est intéressant d’examiner les ordres supérieurs, afin de mieux caractériser
la distribution des erreurs commises.

Tendance vers la gaussianité Les cumulants d’ordre supérieur à 2 des
estimateurs peuvent être calculés, mais les calculs deviennent extrêmement
pénibles (nous renvoyons encore à [115, 118, 148] pour plus de précisions).
Toutefois, quelques arguments simples peuvent être avancés.
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Tout d’abord, le cumulant d’ordre q de l’estimateur du cumulant d’ordre
r des termes dominants en 1/N q−1. Ceci montre que, asymptotiquement, les
cumulants d’ordre supérieur ou égal à 3 s’annulent : l’estimateur tend à de-
venir une variable aléatoire gaussienne (notons que l’écart type de cette va-
riable décrôıt en

√
N). Ce résultat est intéressant, et est souvent à la base de

méthodes d’inférence statistique.
Toutefois, un examen un peu plus approfondi révèle que le cumulant

d’ordre q de l’estimateur du cumulant d’ordre r se comporte comme Orq/N q−1,
où Orq est un terme statistique d’ordre rq. En général, ce terme peut être très
grand, de sorte que la convergence vers la loi gaussienne peut devenir très
lente. L’utilisation de résultats asymptotiques pour des échantillons de taille
courte peut donc conduire à des erreurs importantes lorsque l’on manipule des
statistiques d’ordre supérieur.

1.6.3 Estimation de l’asymétrie et du kurtosis

En ce qui concerne les cumulants standardisés, il n’existe pas d’estima-
teur non biaisé qui soit indépendant de la distribution de la variable aléatoire
étudiée x. L’asymétrie et le kurtosis, qui sont les grandeurs standardisées qui
retiendront essentiellement notre intérêt, seront estimées par les grandeurs
biaisées suivantes

K̂
x (3)

= k̂(3) / k̂(2)
3/2

,

K̂
x (4)

= k̂(4) / k̂(2)
2
.

Plus généralement, on conviendra de noter

K̂
x (r)

= k̂(r) / k̂(2)
r/2

. (1.11)

En raison de leur complexité, les propriétés statistiques des estimateurs stan-

dardisés K̂
x (r)

définis en (1.11) ont été étudiées seulement de façon approchée

pour de grandes valeurs de N [118, 148]. On notera en particulier qu’ils sont
biaisés au premier ordre, et qu’ils sont corrélés (leur biais dépend d’ailleurs des
cumulants d’ordre plus élevé) [115].

Toutefois, il existe des résultats exacts dans le cas gaussien. On montre
en effet [115, 140, 148]

E
[
K̂

x (3)

]
= 0,

E
[
K̂

x (4)

]
= 0,

V ar
[
K̂

x (3)

]
=

6N(N − 1)

(N − 2)(N + 1)(N + 3)
≈ 6

N
,

V ar
[
K̂

x (4)

]
=

24N(N − 1)2

(N − 3)(N − 2)(N + 3)(N + 5)
≈ 24

N
.
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Nous arrêtons ici ce petit aperçu sur la théorie de l’estimation des cu-
mulants. Encore une fois, nous invitons les lecteurs courageux à consulter
[115, 118, 148].

1.6.4 Estimation récursive

Il est possible d’estimer les cumulants sans passer explicitement par l’in-
termédiaire des moments. Donnons-en un exemple qui parlera de lui-même.
Pour le cumulant d’ordre 4 d’une variable aléatoire centrée, nous pouvons en
effet adopter le schéma d’estimation

κ̂(4) =
1

N

N∑
n=1

[
x(n)4 − 3x(n)2 κ̂(2)

]
,

κ̂(2) =
1

M

M∑
m=1

x(m)2.

Ce type d’estimateur a été proposé récemment par P.O. Amblard et J.M.
Brossier [14], et présente un intérêt dans une implantation récursive (en ligne).
Une version récursive est κ̂(2)t

= (1− γt) κ̂(2)t−1
+ γtx(t)2

κ̂(4)t
= (1− αt) κ̂(4)t−1

+ αt

(
x(t)4 − 3x(t)2κ̂(2)t−1

)
.

Cet algorithme est asymptotiquement non biaisé dans le cas d’un processus
i.i.d.. Ceci provient du fait que x(t)4 − 3x(t)2κ̂(2)t−1

est un estimateur sans
biais du cumulant d’ordre 4, dans le cas i.i.d. De plus, il est très robuste vis-
à-vis de γt. En effet, il est montré dans [14] que dans un contexte adaptif
pour lequel on choisit γt = γ et αt = α pour s’adapter aux non-stationnarités,
prendre γ = 1 ne pertube pas trop la variance asymptotique de l’estimation.
Ce choix permet d’estimer le cumulant directement en fonction des données
par une seule récursion qui s’écrit

κ̂(4)t
= (1− α) κ̂(4)t−1

+ α
(
x(t)4 − 3x(t)2x(t− 1)2

)
.

1.7 Conclusion

Nous avons axé cette présentation rapide des statistiques d’ordre
supérieur sur les propriétés utilisées dans la suite de l’ouvrage. Ce sujet très
vaste est abordé dans plusieurs ouvrages. Les lecteurs soucieux d’approfondir
leurs connaissances pourront se reporter à [29, 36, 115, 148, 170], notamment
pour les problèmes d’estimation dans le cas multivariable.

Nous avons néanmoins insisté sur certains aspects (comme les variables
complexes), qui nous semblent avoir bénéficié de peu d’égard dans ces ouvrages.
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Première partie

Signaux monodimensionnels
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Chapitre 2

Multicorrélations et
multispectres

Les propriétés d’ordre supérieur des signaux aléatoires peuvent être
décrites, comme le sont les propriétés d’ordre 2, dans le domaine du temps ou
dans le domaine des fréquences. L’étude dans le domaine du temps conduit aux
multicorrélations, l’étude dans le domaine des fréquences aux multispectres.

Les différentes situations expérimentales produisent divers types de si-
gnaux [147]. Les signaux aléatoires sont décrits par leurs propriétés statis-
tiques : c’est à partir des grandeurs moyennes associées à ces signaux, mo-
ments et cumulants (chapitre 1), que l’on introduira de manière naturelle
les multicorrélations et les multispectres. On rencontre également des signaux
déterministes : nous montrerons, à partir des propriétés d’ergodisme, comment
on peut étendre les définitions des multicorrélations et des multispectres à ces
signaux.

Le développement des moyens numériques de traitement conduit à uti-
liser de plus en plus des signaux à temps discret obtenus par échantillonnage
des signaux à temps continu. Nous considérerons ces deux types de signaux : à
temps discret et à temps continu. Cela nous permettra de décrire les signaux
naturels, issus du capteur, qui sont à temps continu et les signaux utilisés
en pratique par les systèmes modernes de traitement qui sont dans la quasi-
totalité des cas à temps discret.

2.1 Multicorrélations

Les multicorrélations sont définies à partir des cumulants (chapitre 1)
d’ordre supérieur à 2 comme la corrélation est définie à partir du cumulant
d’ordre 2 [36, 87, 121, 150, 162, 161]. Nous allons traiter d’abord le cas des
signaux à temps continu. Nous présenterons ensuite le cas des signaux à temps
discret.

41
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2.1.1 Définitions

Soit un signal aléatoire x(t) à valeurs réelles, la multicorrélation d’ordre
p de x(t) est le cumulant d’ordre p des valeurs (variables aléatoires) du signal
x(t) aux instants t0, t1, . . . , tp−1

C
x (p)

(t) = Cum[x(t0), x(t1), . . . , x(tp−1)], (2.1)

où t = (t0, t1, . . . , tp−1). Dans le cas général la multicorrélation d’ordre p est
fonction d’un temps absolu t0 et des p− 1 temps ti. Lorsque le signal x(t) est
stationnaire au sens strict, ses statistiques sont invariantes par changement de
l’origine des temps. Un des temps peut être pris comme origine (nous choisis-
sons t = t0 ici). La multicorrélation n’est alors fonction que des p−1 écarts de
temps τi = t− ti. La multicorrélation d’ordre p est alors

C
x (p)

(τ ) = Cum[x(t), x(t + τ1), . . . , x(t + τp−1)].

où τ = (τ1, . . . , τp−1). On retrouve la corrélation classique (cumulant d’ordre
2)

C
x (2)

(τ1) = Cum[x(t), x(t + τ1)],

la bicorrélation (cumulant d’ordre 3)

C
x (3)

(τ1, τ2) = Cum[x(t), x(t + τ1), x(t + τ2)],

la tricorrélation (cumulant d’ordre 4)

C
x (4)

(τ1, τ2, τ3) = Cum[x(t), x(t + τ1), x(t + τ2), x(t + τ3)] (2.2)

et ainsi de suite . . .
Les multicorrélations, définies à partir des cumulants, peuvent s’exprimer

en fonction des moments en utilisant les relations entre les cumulants et les
moments données au chapitre 1. Lorsque les signaux sont centrés, ce qui est
souvent le cas, la corrélation et la bicorrélation s’expriment directement en
fonction des moments

C
x (2)

(τ1) = E[x(t)x(t + τ1)],

C
x (3)

(τ1, τ2) = E[x(t)x(t + τ1)x(t + τ2)].

La tricorrélation s’exprime en fonction du moment du quatrième ordre et de
la corrélation

C
x (4)

(τ1, τ2, τ3) = E[x(t)x(t + τ1)x(t + τ2)x(t + τ3)]

− C
x (2)

(τ1)Cx (2)
(τ2 − τ3)

− C
x (2)

(τ2)Cx (2)
(τ3 − τ1)

− C
x (2)

(τ3)Cx (2)
(τ1 − τ2).
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τ2t - τ2t - τ1+

τ1t + t + τ2t

τ1t - τ2+t - τ1t

t

Fig. 2.1 – Les différentes combinaisons de 3 instants donnant la même bi-
corrélation

Il est naturel de se demander, comme l’ont fait certains auteurs, si
la définition des multicorrélations en fonction des moments ne serait pas
préférable à la définition en fonction des cumulants. Nous reviendrons sur ce
point en 2.1.3 et nous donnerons des arguments en faveur de la définition en
fonction des cumulants. Le terme multicorrélation désignera la multicorrélation
définie à partir du cumulant. Dans certaines situations il pourra être utile de
considérer les multicorrélations définies en fonction des moments : nous les
introduirons en les dénommant multicorrélations des moments.

2.1.2 Symétries

Plaçons-nous dans le cas des signaux stationnaires. Dans cette situation,
les différents instants auxquels on prélève le signal pour calculer le cumulant
donnant la multicorrélation jouent un rôle symétrique. On peut donc choi-
sir arbitrairement l’instant de référence1. De même, l’ordre dans lequel on fait
apparâıtre les différents retards comme arguments de la muticorrélation est ar-
bitraire. Il existe donc un ensemble de valeurs identiques de la multicorrélation.
Ceci entrâıne, pour la multicorrélation, des symétries dans l’espace des retards.

On peut évaluer simplement le nombre de valeurs égales de la multi-
corrélation en fonction de l’ordre. Considérons une multicorrélation d’ordre p,
mettant en jeu p instants. Il y a p choix possibles de l’instant de référence et,
pour chaque choix de l’instant de référence, il y a (p− 1)! ordres possibles des
p − 1 autres instants. On voit ainsi qu’une multicorrélation d’ordre p aura,
dans l’espace des retards, p! valeurs égales. Pour la corrélation (p = 2), il y a
deux valeurs égales, ce qui se traduit par la symétrie bien connue

C
x (2)

(τ1) = C
x (2)

(−τ1).

1Nous verrons au chapitre 4 que la situation est différente dans le cas de signaux non
stationnaires.
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τ1

τ2

I

Fig. 2.2 – Zone de calcul de la bicorrélation. La bicorrélation dans tout le plan
se déduit de la bicorrélation dans la zone I par différentes symétries.

Il serait fastidieux de détailler les symétries des multicorrélations dans le cas
général. Pour illustrer notre propos, traitons le cas de la bicorrélation pour
laquelle il y a 3! = 6 valeurs égales. En prenant l’origine en t on obtient

C
x (3)

(τ1, τ2) = C
x (3)

(τ2, τ1).

En prenant l’origine en t + τ1 on obtient

C
x (3)

(τ1, τ2) = C
x (3)

(−τ1, τ2 − τ1),

C
x (3)

(τ1, τ2) = C
x (3)

(τ2 − τ1,−τ1).

En prenant l’origine en t + τ2 on obtient

C
x (3)

(τ1, τ2) = C
x (3)

(−τ2, τ1 − τ2),

C
x (3)

(τ1, τ2) = C
x (3)

(τ1 − τ2,−τ2).

La figure (2.1) montre comment on obtient ces différentes bicorrélations à partir
des valeurs du signal aux mêmes instants en modifiant la date de l’instant
de référence (indiquée par un cercle sur la figure (2.1)) et l’ordre des autres
instants.

Dans le plan τ1, τ2 les relations suivantes se traduisent par différentes
symétries. Il suffit alors de calculer la bicorrélation dans le secteur I (figure
(2.2)). Cette remarque sera très utile dans l’estimation des multicorrélations.

2.1.3 Signaux à mémoire limitée

Pour préciser la structure des multicorrélations introduisons les signaux
à mémoire limitée. Cette situation donnera un premier élément de réponse à
la question du choix entre les moments et les cumulants dans la définition des
multicorrélations.
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Un signal x(t) sera dit à mémoire limitée s’il existe une valeur du temps
τM telle que si deux instants t1 et t2 sont séparés par un retard supérieur à τM

|t1 − t2| ≥ τM ,

alors x(t1) et x(t2), valeurs de ce signal aux instants t1 et t2, sont deux variables
aléatoires indépendantes.

La multicorrélation d’un signal à mémoire limitée est nulle lorsque deux,
au moins, des instants de référence sont séparés par un retard supérieur à
τM . Ce résultat est issu d’une propriété des cumulants (chapitre 1) : lorsque
deux, au moins, des variables aléatoires intervenant dans un cumulant sont
indépendantes le cumulant est nul. Cette propriété est assez naturelle : il
parâıt logique que les multicorrélations d’un signal à mémoire limitée aient
un support limité dans l’espace des retards. Cette propriété est fausse pour les
multicorrélations des moments, et ce résultat constitue un premier argument
en faveur de la définition des multicorrélations à partir des cumulants et non
des moments.

A titre d’exemple appliquons cette propriété à la corrélation et à la bi-
corrélation. La corrélation C

x (2)
(τ1) d’un signal à mémoire limitée est nulle

si
|τ1| ≥ τM ,

et le support de la corrélation est contenu dans le segment [−τM , +τM ].
La bicorrélation C

x (3)
(τ1, τ2) d’un signal à mémoire limitée est nulle dès

que l’une des inégalités suivantes est vérifiée :

|τ1| ≥ τM

|τ2| ≥ τM

|τ1 − τ2| ≥ τM .

Le support de la bicorrélation d’un signal à mémoire limitée est contenu dans
l’hexagone représenté sur la figure (2.3).

2.1.4 Signaux à valeurs complexes

Il est intéressant de considérer le cas des signaux à valeurs complexes que
l’on rencontre assez fréquemment en traitement du signal, par exemple dans
le signal analytique, après une transformation de Fourier ou en traitement
d’antenne. . .

Comme pour les signaux à valeurs réelles, la multicorrélation d’ordre p+q
est un cumulant d’ordre p + q mettant en jeu les valeurs du signal x(t) à p + q
instants. Lorsque le signal x(t) est à valeurs complexes, on peut définir p + q
multicorrélations différentes selon le nombre de termes complexes conjugués
[16, 109, 157]

C
x

(q)

(p)
(t) = Cum[x(t0), x(t1), . . . , x(tp−1), x

∗(tp), . . . , x∗(tp+q−1)].
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τ2

τ1

τM

τM

τM-

τM-

Fig. 2.3 – L’hexagone de la bicorrélation de signaux à mémoire limitée

La stationnarité rend cette multicorrélation invariante par changement de l’ori-
gine des temps et ne dépend que des p+q−1 écarts de temps. Nous définissons
alors les multicorrélations d’ordre p + q, du signal stationnaire x(t) par

C
x

(q)

(p)
(τ ) = Cum[x(t), x(t + τ1), . . . , x(t + τp−1),

x∗(t− τp), . . . , x∗(t− τp+q−1)].

où τ = (τ1, . . . , τp+q−1). Dans la notation proposée, p est le nombre de termes
complexes non conjugués, q le nombre de termes complexes conjugués, et enfin,
les termes conjugués sont placés après les termes non conjugués.

Cette notation, qui peut parâıtre a priori complexe, a plusieurs avan-
tages. Son intérêt essentiel est de mettre en évidence l’existence de p + q mul-
ticorrélations a priori différentes pour les signaux à valeurs complexes2. Nous
montrerons sur des exemples l’existence de ces p + q multicorrélations.

Cette notation englobe le cas des signaux à valeurs réelles pour lesquels
les p+ q multicorrélations sont égales. C’est sans doute la raison qui a conduit
à ne pas introduire de distinction entre les p + q multicorrélations possibles.
Enfin notons, et nous y reviendrons, qu’il existe des classes de signaux pour
lesquelles certaines multicorrélations sont nulles.

Indiquons enfin qu’il faut ajouter le retard dans les termes non conjugués
et le retrancher dans les termes conjugués pour conserver la relation de trans-
formation de Fourier (théorème de Wiener-Kintchine [199]) entre les multi-
corrélations et les multispectres [16].

Les multicorrélations donnent une description des signaux dans le do-
maine des retards. Comme dans l’étude à l’ordre 2 on peut se placer dans le
domaine des fréquences : on obtient alors les multispectres.

2Il existe en fait des relations de conjugaisons entre certaines de ces multicorrélation.
Pour cette raison, nous choisissons de ne jamais conjuguer le termes x(t) correspondant à
l’instant de référence.
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2.2 Multispectres

Les multispectres sont définis dans le cas de signaux aléatoires sta-
tionnaires. Nous verrons au chapitre 4 comment on peut traiter le cas non
stationnaire par extension des représentations temps-fréquence. Les multis-
pectres sont obtenus par transformation de Fourier multidimensionnelle des
multicorrélations. Nous allons, comme pour les multicorrélations, envisager le
cas des signaux à temps continu et des signaux à temps discret. Le passage
du temps continu au temps discret nous conduira à revenir sur le théorème
d’échantillonnage. Nous présenterons le cas des signaux à valeurs réelles avant
d’étendre les définitions aux signaux à valeurs complexes. Pour donner le sens
physique des multispectres, nous ferons appel à la représentation fréquentielle
des signaux aléatoires stationnaires ou représentation de Cramér [29, 60]. Rap-
pelons rapidement, sans entrer dans une analyse théorique complète, les fon-
dements de cette représentation.

2.2.1 La représentation de Cramér

Les signaux déterministes x(t) utiles pour le praticien ont, en général,
une transformée de Fourier X(ν) qui peut être une fonction ou une distribu-
tion. X(ν) est dénommée la représentation fréquentielle du signal x(t). On sait
que la représentation temporelle x(t) ou la représentation fréquentielle X(ν)
contiennent toutes les informations sur le signal. Enfin le module et la phase
du nombre complexe X(ν) sont le module et la phase de la composante du
signal x(t) à la fréquence ν. Cette décomposition du signal sur la base des
fréquences pures est très utile, particulièrement dans tous les problèmes de
filtrage linéaire. La transformation de Fourier inverse

x(t) =
∫ +∞

−∞
X(ν)e2πνtdν,

permet d’interpréter le signal x(t) comme une somme d’exponentielles
éternelles (fréquences pures) d’amplitude complexe X(ν).

La définition de la représentation fréquentielle des signaux aléatoires est
plus délicate. En effet la transformation de Fourier, donnant la représentation
fréquentielle des signaux aléatoires par

X(ν) =
∫ +∞

−∞
x(t)e−2πνtdt,

n’est pas convergente, en moyenne quadratique, lorsque x(t) est un signal
aléatoire stationnaire.

On trouvera dans Cramér [60] et Blanc-Lapierre [29] la présentation
des résultats suivants qui étendent aux signaux aléatoires la notion de
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représentation fréquentielle. Tout signal aléatoire stationnaire x(t), apparte-
nant à la classe f (2) (voir le paragraphe 2.9.2 et [29]), peut s’écrire selon l’ex-
pression intégrale

x(t) =
∫

e2πνtdX(ν).

La difficulté vient de la nature mathématique de dX(ν) qui est une mesure
(au sens mathématique) aléatoire. dX(ν) est appelé incrément spectral à la
fréquence ν. Les propriétés de dX(ν) sont données en général à l’ordre 2 (nous
allons généraliser plus loin). On a

E[dX(ν)] = 0,

et
E[dX(ν0)dX∗(ν1)] = S

x (2)
(ν0)δ(ν1 − ν0)dν0dν1, (2.3)

où S
x (2)

(ν0) est la densité spectrale de puissance du signal3 x(t). Cette relation
nous montre que

– deux composantes de fréquence différente sont décorrélées,
– la puissance du signal x(t) est

Px =
∫ +∞

−∞
S

x (2)
(ν0)dν0 =

∫ +∞

−∞
E[|dX(ν0)|2];

E[|dX(ν0)|2] est donc la puissance du signal x(t) dans la bande dν.
On peut donner une image intuitive plus simple de dX(ν) [29]. Considérons
une batterie de filtres très sélectifs disjoints, recouvrant l’axe des fréquences.
Appliquons le signal aléatoire x(t) à l’entrée de ces filtres. Soit Fν [x(t)] la sortie
du filtre centré sur la fréquence ν. Lorsque la bande passante des filtres tend
vers 0 la sortie du filtre centré sur la fréquence ν tend vers Fν(ν)e2πνtdX(ν),
Fν(ν) étant le gain complexe du filtre Fν . L’équation (2.3), associée aux rela-
tions de filtrage, nous indique que

– les sorties de deux filtres disjoints sont décorrélées,
– la puissance de la sortie du filtre Fν0 est

E[|Fν0(x(t)|2] , S
x (2)

(ν0)
∫

|Fν0(ν)|2dν,

soit, en normalisant le gain complexe du filtre,

E[|Fν0(x(t)|2] , S
x (2)

(ν0)∆ν.

La puissance de la sortie d’un filtre est donc le spectre du signal multiplié par
la bande passante du filtre.

3En général on suppose que le signal étudié possède une densité spectrale, on pourrait
généraliser en admettant que S

x (2)
(ν0) peut être une distribution. . .
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2.2.2 Définition des multispectres

Le multispectre d’ordre p existe si la multicorrélation d’ordre p admet
une transformée de Fourier à p dimensions au sens des fonctions ou au sens
des distributions.

Le multispectre d’ordre p est4 [36, 176] :

S
x (p)

(ν) =
∫

C
x (p)

(τ ) exp{−2πνT
τ}dτ . (2.4)

où ν = (ν1, ν2, . . . , νp−1) et τ = (τ1, τ2, . . . , τp−1). On peut revenir à la multi-
corrélation à partir du multispectre par transformation de Fourier inverse

C
x (p)

(τ ) =
∫

S
x (p)

(ν) exp{2πνT
τ}dν. (2.5)

2.2.3 Multispectres et représentation de Cramér

Le signal stationnaire x(t) ayant une représentation de Cramér dX(ν)

x(t) =
∫

e2πνtdX(ν),

la multicorrélation d’ordre p de ce signal est

C
x (p)

(τ ) = Cum[x(t), x(t + τ1), . . . , x(t + τp−1)]

=
∫

Cum [dX(ν0), dX(ν1), . . . , dX(νp−1)]

× e2π(
∑p−1

i=0
νit+
∑p−1

i=1
νiτi).

(2.6)

Le signal étant stationnaire, sa multicorrélation ne doit pas dépendre de t.
Cette condition de stationnarité impose

ν0 +
p−1∑
i=1

νi = 0. (2.7)

Cette relation définit un hyperplan dénommé multiplicité stationnaire [169].
En identifiant les intégrants dans les relations (2.6) et (2.5) on obtient

Cum [dX(ν0), dX(ν1), . . . , dX(νp−1)] = S
x (p)

(ν)δ

p−1∑
i=0

νi

 dν0 . . . dνp−1, (2.8)

qui généralise la relation (2.3) pour les statistiques d’ordre supérieur à 2.

4Les intégrales sont prises de −∞ à +∞, sauf mention explicite. De plus les intégrales
multiples sont représentées sous forme d’un seul signe somme –s’il n’y a pas ambigüıté– et
les éléments différentiels notés sous forme vectorielle.
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2.2.4 Moments ou cumulants ?

Dans la relation (2.8) le multispectre est issu du cumulant des compo-
santes spectrales dX(ν). Voyons qu’elle serait la définition des multispectres à
partir des moments.

Avant de donner une formulation générale limitons-nous aux ordres
inférieurs ou égaux à 3. Lorsque le signal étudié est centré, les moments et
les cumulants d’ordre 2 et 3 sont identiques. La définition du spectre et du bis-
pectre, pour des signaux centrés, peut être faite en remplaçant les cumulants
apparaissant dans (2.8) par des moments : c’est pour cette raison que la dis-
tinction entre moments et cumulants n’est pas introduite dans la présentation
du spectre ou du bispectre.

Le cas du trispectre est différent. Soit un signal x(t) centré, la tri-
corrélation des moments est

C ′
x (4)

(τ1, τ2, τ3) = E [x(t)x(t + τ1)x(t + τ2)x(t + τ3)] ,

et elle s’écrit en fonction de la tricorrélation et de la corrélation5 selon

C ′
x (4)

(τ1, τ2, τ3) = C
x (4)

(τ1, τ2, τ3) + C
x (2)

(τ1)Cx (2)
(τ2 − τ3)

+ C
x (2)

(τ2)Cx (2)
(τ3 − τ1)

+ C
x (2)

(τ3)Cx (2)
(τ1 − τ2).

(2.9)

En appliquant une transformation de Fourier 3D à la tricorrélation des mo-
ments on obtient le trispectre des moments

S ′
x (4)

(ν1, ν2, ν3) = S
x (4)

(ν1, ν2, ν3) + S
x (2)

(ν1)Sx (2)
(ν2) δ(ν2 + ν3)

+ S
x (2)

(ν2)Sx (2)
(ν1) δ(ν1 + ν3)

+ S
x (2)

(ν3)Sx (2)
(ν1) δ(ν1 + ν2).

(2.10)
La relation (2.10) entre le trispectre des moments et le trispectre indique que
le trispectre de moments introduit des singularités sur les plans

ν1 + ν2 = 0
ν1 + ν3 = 0
ν2 + ν3 = 0.

Notons qu’à l’extérieur de ces plans il y a égalité entre les deux trispectres.
Pour un signal gaussien, le trispectre est nul. Le trispectre des moments d’un
signal gaussien est donc nul en dehors des plans définis ci-dessus. Pour un
multispectre d’ordre quelconque le sous-espace contenant le multispectre des
moments d’un signal gaussien est dénommé multiplicité gaussienne [169].

5Par corrélation, sans autre précision, nous entendons corrélation des cumulants.



2.2. MULTISPECTRES 51

Dans le cas du trispectre, si nous n’avions pas considéré un signal centré
la présence de la moyenne aurait introduit des singularités sur les axes et à
l’origine des fréquences.

De manière générale on peut montrer que le multispectre d’ordre p, défini
à partir des moments, est égal au multispectre défini à partir des cumulants
presque partout dans l’espace à p dimensions des fréquences. Cela signifie que
les ensembles de points sur lesquels les deux multispectres sont différents sont
de dimension inférieure à p.

Ces remarques seront utiles quand nous présenterons les méthodes d’esti-
mation des multispectres. Nous verrons alors que la présence de singularités est
très gênante : on sait bien qu’avant d’estimer la densité spectrale il faut retirer
la valeur moyenne. Ce résultat constitue un nouvel argument en faveur de la
définition des multicorrélations et des multispectres à partir des cumulants.

2.2.5 Multispectres symétriques

La multicorrélation C
x (p)

(τ ) met en jeu p valeurs du signal en temps. Il

serait logique de disposer d’un objet fréquentiel faisant apparâıtre p valeurs de
la fréquence. Cet objet est appelé multispectre symétrique, et est la transformée
de Fourier de la multicorrélation “générale” (2.1). Il est noté Σ

x (p)
(ν0, ν) avec

ν = (ν1, ..., νp−1). Il est alors relié aux incréments spectraux par la relation [36]

Σ
x (p)

(ν0, ν)dν0dν = Cum[dX(ν0), dX(ν1), . . . , dX(νp−1)]. (2.11)

La relation (2.7) nous montre que, par suite de la stationnarité dans
l’espace fréquentiel à p dimensions (ν0, ν1, ...νp−1), le multispectre symétrique
est nul en dehors de la multiplicité stationnaire [169] définie par

p−1∑
i=0

νi = 0.

Le “confinement” du multispectre à la multiplicité stationnaire vient de la
propriété de stationnarité du signal. Ainsi il est bien connu que le spectre
(dsp) de signaux stationnaires est défini sur la ligne ν0 + ν1 = 0 du plan ν0, ν1.

On reliera la forme symétrique et la forme non symétrique du multis-
pectre par

Σ
x (p)

(ν0, ν) = S
x (p)

(ν)δ(ν0 +
p−1∑
i=1

νi), (2.12)

où ν = (ν1, ν2, ..., νp−1).

2.2.6 Circularité des composantes spectrales

Les relations (2.11) et (2.12) montrent que le cumulant d’ordre p des
composantes spectrales est nul en dehors de la multiplicité stationnaire. Cette
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propriété découle de la stationnarité des signaux. Pour toute fréquence ν non
nulle, la condition

∑p−1
i=0 νi = 0 n’est pas satisfaite si le cumulant est calculé

avec un nombre différent de composantes conjuguées et non conjuguées. En
conséquence, pour toutes les fréquences non nulles, les composantes spectrales
d’un processus stationnaire sont complexes circulaires.

2.2.7 Symétries

Comme les multicorrélations, dont ils sont la transformée de Fourier mul-
tidimensionnelle, les multispectres ont des propriétés de symétrie. On trouvera
donc pour le multispectre d’ordre p, p! points, dans l’espace des fréquences, où
les valeurs du multispectre sont égales. On sait que le spectre est pair :

S
x (2)

(ν) = S
x (2)

(−ν).

Il suffit donc de calculer le spectre pour les fréquences positives.
Pour le bispectre on a les relations

S
x (3)

(ν1, ν2) = S
x (3)

(ν2, ν1),

S
x (3)

(ν1, ν2) = S
x (3)

(ν1,−ν1 − ν2),

S
x (3)

(ν1, ν2) = S
x (3)

(−ν1 − ν2, ν1),

S
x (3)

(ν1, ν2) = S
x (3)

(ν2,−ν1 − ν2),

S
x (3)

(ν1, ν2) = S
x (3)

(−ν1 − ν2, ν2).

Il suffit alors de connâıtre le bispectre sur le domaine {ν1 ≥ 0} ∩ {ν2 ≥ 0} ∩
{ν2 ≤ ν1} pour le connâıtre partout.

2.2.8 Interprétation des multispectres

L’interprétation “physique” des spectres est classique : ils décrivent la
répartition de la puissance du signal en fonction de la fréquence. Les multis-
pectres quant à eux donnent une description des relations statistiques exis-
tant entre les composantes du signal étudié à différentes fréquences. Ces re-
lations sont, en particulier, l’indicateur de transformations non linéaires dans
la construction des signaux (ceci est développé au chapitre 5). Ainsi si nous
modulons (multiplions) un signal à la fréquence ν1 par un signal à la fréquence
ν2 il apparâıt une composante à la fréquence ν1 + ν2. On a vu plus haut que si
le signal est stationnaire les composantes du signal sont décorrélées. L’étude,
classique, à l’ordre 2, ne peut donc pas mettre en évidence les relations exis-
tant entre les fréquences ν1, ν2 et ν1 + ν2. Par contre le bispectre de ces trois
signaux aura une valeur non nulle pour la bi-fréquence ν1, ν2. Il permettra ainsi
de mettre en évidence la relation entre les trois fréquences ν1, ν2 et ν1 + ν2.
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2.2.9 Signaux à valeurs complexes

Comme pour les multicorrélations il existe, dans ce cas, p + q multis-
pectres différents d’ordre p + q qui sont les transformées de Fourier multidi-
mensionnelles des p+ q multicorrélations6 [16]. On a donc, pour un signal x(t)
stationnaire, à valeurs complexes

S
x

(q)

(p)
(ν) =

∫
C

x

(q)

(p)
(τ ) exp{−2πνT

τ}dτ ,

où ν = (ν1, . . . , νp+q−1) et τ = (τ1, . . . , τp+q−1). La relation (2.8) devient

Cum [dX(ν0), dX(ν1), . . . , dX(νp−1), dX∗(νp), . . . , dX∗(νp+q−1)] =

S
x

(q)

(p)
(ν)δ(ν0 +

p−1∑
i=1

νi −
p+q−1∑

j=p

νj)dν0dν1 . . . dνp+q−1.

La stationnarité impose alors

ν0 +
p−1∑
i=1

νi −
p+q−1∑

j=p

νj = 0,

et on obtient donc en notations symétriques

Σ
x

(q)

(p)
(ν0, ν) = S

x

(q)

(p)
(ν)δ(ν0 +

p−1∑
i=1

νi −
p+q−1∑

j=p

νj)

où le multispectre symétrique est défini par

Σ
x

(q)

(p)
(ν0, ν) =

∫
C

x

(q)

(p)
(t)e2π(

∑p−1

k=0
νiti−
∑p+q−1

k=p
νiti)dt,

t étant (t0, . . . , tp+q−1).
Il y a, dans ce cas, p + q multiplicités stationnaires. La multiplicité sta-

tionnaire M q
p est définie par

p−1∑
i=0

νi −
p+q−1∑

j=p

νj = 0.

A titre d’illustration considérons le cas des signaux analytiques et des signaux
circulaires.

6Rappelons que les termes conjugués sont placés après les termes non complexes
conjugués, et que le premier terme de la multicorrélation, x(t), n’est par convention jamais
conjugué.
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Signaux analytiques A un signal à valeurs réelles x(t) on associe un signal
à valeurs complexes z(t) par les relations

Z(ν) = 2X(ν) pour ν ≥ 0,

Z(ν) = 0 pour ν < 0.

On sait que l’on peut obtenir le signal analytique en utilisant un filtre de
quadrature ou une transformation de Hilbert [166] .

De tels signaux sont utilisés, en particulier, en télécommunication et dans
l’analyse temps-fréquence.

Les signaux analytiques ne contenant que des fréquences positives ont une
représentation de Cramér nulle pour les fréquences négatives. Les incréments
spectraux dX(νi), 1 ≤ i ≤ p+q−1 intervenant dans le multispectre symétrique
sont donc non nuls dans le domaine DA vérifiant

νi > 0 1 ≤ i ≤ p + q − 1.

La multiplicité stationnaire du multispectre sans composante complexe
conjuguée, Mp

p , du signal analytique est définie par

2p−1∑
i=0

νi = 0.

La multiplicité stationnaire Mp
p et le domaine DA ont une intersection

nulle : ceci montre que la multicorrélation C
z

(p)

(p)
(τ ) et le multispectre S

z

(p)

(p)
(ν)

sont nuls pour des signaux analytiques stationnaires.
Ceci étend un résultat connu à l’ordre 2. On sait que la corrélation

C
z (2)

(τ) = E[z(t)z(t − τ)],

et le spectre associé sont nuls pour un signal analytique.

Signaux circulaires Les signaux circulaires sont des signaux à valeurs com-
plexes dont les valeurs prises à un certain nombre d’instants, quelconques pour
des signaux circulaires au sens strict, ou jusqu’à p pour des signaux circulaires
d’ordre p, sont des variables aléatoires circulaires [171] (chapitre 1).

Il résulte des propriétés des variables aléatoires circulaires que pour ces

signaux toutes les multicorrélations C
x

(q)

(p)
(τ ) et tous les multispectres S

x

(q)

(p)
(ν)

qui ne vérifient pas la condition q = p sont nuls.
Après avoir défini les multicorrélations et les multispectres, voyons com-

ment ils se transforment par filtrage linéaire.
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2.3 Filtrage linéaire

Les statistiques d’ordre supérieur ont une grande importance pour l’étude
des systèmes linéaires (chapitre 3). Nous examinons dans ce paragraphe les
transformations subies par les multicorrélations et les multispectres lors d’un
filtrage linéaire. Commençons dans le domaine fréquentiel.

2.3.1 Relations de filtrage en fréquence.

Plutôt que de donner in-extenso les formules de filtrage, ce qui conduit à
des expressions arides et assez peu lisibles, nous allons détailler le mécanisme
de construction de la relation reliant le multispectre de la sortie au multispectre
de l’entrée.

Soit le signal y(t) issu du filtrage du signal x(t) par le filtre de gain
complexe A(ν). La relation entre la représentation de Cramér [36] de l’entrée
et de la sortie s’écrit

dY (ν) = A(ν)dX(ν). (2.13)

Connaissant le multispectre de l’entrée S
x

(q)

(p)
(ν), nous cherchons le multis-

pectre de la sortie S
y

(q)

(p)
(ν). Toutes les formules de filtrage se déduisent des

remarques suivantes.
Dans un multispectre, il apparâıt trois types de situations pour les si-

gnaux :
– le signal considéré occupe la première place, c’est le signal que nous

avons convenu de ne pas remplacer par son complexe conjugué.
– le signal considéré n’occupe pas la première place et n’est pas complexe

conjugué.
– le signal considéré n’occupe pas la première place et est complexe

conjugué.
Appelons νi (i = 0, . . . , p − 1) les fréquences associées aux signaux non com-
plexes conjugués et νj (j = p, . . . , p+q−1) les fréquences associées aux signaux
complexes conjugués. En utilisant la relation entrée-sortie des représentations
de Cramér donnée par (2.13) et le multispectre exprimé comme un cumulant
des représentations de Cramér (voir le paragraphe 2.2.9) on voit que le mul-
tispectre de la sortie est le multispectre de l’entrée multiplié par :

– A(−∑i νi +
∑

j νj) : c’est l’effet du filtrage sur le premier terme, la
composante fréquentielle de ce terme est −∑i νi +

∑
j νj par suite du

confinement sur la multiplicité stationnaire,
– A(νi) pour chacun des termes non complexes conjugués ; c’est l’effet

de filtrage de chacun de ces termes,
– A∗(νj) pour chacun des termes complexes conjugués ; c’est l’effet de

filtrage de ces termes.



56 CHAPITRE 2. MULTICORRÉLATIONS ET MULTISPECTRES

L’application de ces règles permet de résoudre tous les problèmes de filtrage.
Examinons quelques exemples simples.

Le spectre S
y (2)

(ν) du signal filtré est issu du spectre du signal d’entrée

multiplié par A(ν) par suite du filtrage du terme non complexe conjugué et
par A(−ν) par suite du filtrage du premier terme, on obtient donc :

S
y (2)

(ν) = A(ν)A(−ν)S
x (2)

(ν) ;

pour des signaux à valeurs réelles on a A(−ν) = A∗(ν), donnant la formule
connue

S
y (2)

(ν) = A(ν)A∗(ν)S
x (2)

(ν) = |A(ν)|2 S
x (2)

(ν). (2.14)

Pour le bispectre S
y (3)

(ν1, ν2) il faut multiplier par A(ν1), A(ν2) et A(−ν1−ν2)

donnant
S

y (3)
(ν1, ν2) = A(ν1)A(ν2)A(−ν1 − ν2)Sx (3)

(ν1, ν2), (2.15)

soit, pour des signaux à valeurs réelles

S
y (3)

(ν1, ν2) = A(ν1)A(ν2)A
∗(ν1 + ν2)Sx (3)

(ν1, ν2). (2.16)

La comparaison de (2.14) et (2.16) est intéressante car elle introduit une
des propriétés pratiques importantes du bispectre. Dans (2.14) la phase du
filtre disparâıt : on sait qu’il est impossible de retrouver la phase d’un filtre à
partir du spectre de la sortie. Dans (2.16) en appelant Φ(ν) la phase du filtre
et Ψx(ν1, ν2) et Ψy(ν1, ν2) la phase du bispectre de x et de y on a la relation :

Ψy(ν1, ν2) = Φ(ν1) + Φ(ν2)− Φ(ν1 + ν2) + Ψx(ν1, ν2),

montrant que le bispectre contient des informations sur la phase du filtre. Cette
propriété sera utilisée au chapitre 3 pour l’identification aveugle d’un filtre.

2.3.2 Relations de filtrage en temps

En temps la relation sortie-entrée est une convolution qui s’écrit, pour
les différentes composantes,

y(t) =
∫ +∞

−∞
a(u)x(t− u)du.

On en déduit, par suite de leur propriété de multilinéarité, la formule de
filtrage des cumulants [161]. Le cumulant d’ordre 2 de signaux scalaires réels
filtrés par un filtre de réponse impulsionnelle a(t) est

Cum [y(t0), y(t0 + τ)] =
∫ ∫

a(u0)a(u1)

× Cum [x(t0 − u0)x(t0 + τ − u1)] du0du1,
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donnant pour la corrélation de ces signaux

C
y (2)

(τ) =
∫ ∫

a(u0)a(u1)Cx (2)
(τ + u0 − u1)du0du1.

En procédant de même, la bicorrélation de la sortie s’écrit

C
y (3)

(τ1, τ2) =
∫ ∫ ∫

a(u0)a(u1)a(u2)

× C
x (3)

(τ1 + u0 − u1, τ2 + u0 − u2)du0du1du2.

Un cumulant d’ordre 2 de signaux à valeurs complexes filtrés par un filtre
de réponse impulsionnelle a(k) est

Cum [y(t0), y∗(t0 − τ)] =
∫ ∫

a(u0)a
∗(u1)

× Cum [x(t0 − u0), x∗(t0 − τ − u1)] du0du1.

donnant pour la corrélation correspondante

C
y

(1)

(1)
(τ) =

∫ ∫
a(u0)a

∗(u1)Cx

(1)

(1)
(−τ + u0 − u1)du0du1.

Pour une bicorrélation, la relation entrée-sortie est

C
y

(1)

(2)
(τ1, τ2) =

∫ ∫ ∫
a(u0)a(u1)a

∗(u2)

× C
x

(1)

(2)
(τ1 + u0 − u1,−τ2 + u0 − u2)du0du1du2.

On peut facilement généraliser ces résultats par extrapolation : nous lais-
serons ce plaisir au lecteur . . .

2.4 Echantillonnage et signaux à temps discret

Ce paragraphe examine l’extension aux signaux à temps discret de la
notion de multicorrélation et de multispectre.

2.4.1 L’échantillonnage

Les capteurs nous donnent des signaux x(t) dépendant continûment du
temps. On utilise de plus en plus des systèmes de traitement numériques
(ordinateurs, microprocesseurs) qui traitent des suites de nombres7. Pour
rendre un signal à temps continu accessible à un système numérique nous
devons prélever un certain nombre de ses valeurs (échantillons). Cette
opération d’échantillonnage peut être pratiquée de diverses manières [147].

7Nous ne considérerons pas ici la quantification de ces nombres qui résulte du nombre
fini de décimales.
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Généralement on réalise un échantillonnage régulier qui consiste à prélever des
échantillons régulièrement répartis dans le temps. L’écart de temps TE qui
sépare deux échantillons successifs est la période d’échantillonnage. La période
d’échantillonnage est fixée par une horloge dont la précision est forcément li-
mitée. Les éventuelles erreurs d’horloge constituent le phénomène de gigue qui
vient perturber l’échantillonnage. Nous admettrons que ces erreurs sont assez
faibles pour pouvoir être négligées. Nous réaliserons ainsi un échantillonnage
régulier parfait.

Le théorème d’échantillonnage [147] nous indique que l’on peut reconsti-
tuer un signal à temps continu à partir du signal à temps discret, signal obtenu
par échantillonnage, si le signal à temps continu a une largeur de bande limitée
par B (X(ν) = 0 si |ν| ≤ B) et si la période d’échantillonage vérifie la condi-
tion de Shannon

TE ≤ 1

2B
.

Dans ces conditions on peut reconstituer la corrélation à temps continu
à partir de la corrélation à temps discret. Par transformation en fréquences
réduites de la corrélation à temps discret on obtient exactement la densité
spectrale du signal à temps continu.

Ces résultats importants montrent que, à l’ordre 2, on ne perd pas
d’informations sur le signal étudié si il vérifie les conditions du théorème
d’échantillonnage.

Nous nous intéressons ici à des caractéristiques d’ordre supérieur à 2 :
multicorrélations et multispectre. Comment ces caractéristiques sont-elles af-
fectées par l’échantillonnage ?

L’étude des signaux à largeur de bande limitée nous permettra de poser
le problème. Nous montrerons que les conditions d’échantillonnage sont plus
strictes lorsque l’on s’intéresse à des multicorrélations ou à des multispectres
d’ordre supérieur à 2 [129, 130]. Nous terminerons par l’étude du filtrage des
signaux à temps discret par des filtres numériques (échantillonnés, digitaux).

2.4.2 Signaux à bande limitée et échantillonnage

Soit un signal x(t) dont les multicorrélations, à tous les ordres, sont
des impulsions de Dirac à l’origine. Les multispectres de ce signal sont des
constantes. On appellera ce signal un signal blanc à tous les ordres ou signal
blanc au sens fort. Notons au passage – on en trouvera une présentation plus
détaillée dans [34] et nous en reparlerons au chapitre 3 – que la notion de
blancheur se complique quand on s’intéresse à des caractéristiques d’ordre
supérieur à 2. On peut définir des signaux blancs jusqu’à un certain ordre.
Le signal blanc parfait est blanc à tous les ordres. Les signaux gaussiens sont
particuliers ; pour ces signaux dont tous les cumulants d’ordre supérieur à 2
sont nuls la blancheur à l’ordre 2 entrâıne la blancheur parfaite.
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Fig. 2.4 – Support du bispectre des signaux à bande limitée

Filtrons le signal blanc x(t) par un filtre passe-bas idéal dont le gain
complexe F (ν) est une fonction porte de largeur8 2B :

F (ν) = Π2B(ν),

nous construisons ainsi un signal xB(t) à bande limitée à B. Les multispectres
de ce signal sont donnés par les relations de filtrage en fréquence (voir 2.3.1).
Considérons, pour simplifier la discussion, le bispectre

S
xB (3)

(ν1, ν2) = S
x (3)

F (ν1)F (ν2)F
∗(ν1 + ν2),

S
x (3)

étant le bispectre de x(t).

Le bispectre de xB(t) est égal à S
x (3)

dans l’hexagone représenté sur la

figure (2.4) et il est égal à 0 ailleurs. Considérons le pseudo-signal à temps
continu xE(t) obtenu à partir des échantillons de xB(t)

xE(t) =
∑
n

xB(nTE)δ(t− nTE).

Comme à l’ordre 2, le bispectre de xE(t) est périodisé dans le plan ν1, ν2.
On pourrait être tenté de croire que l’on peut retrouver sans erreur le bispectre
du signal à temps continu dès que la période d’échantillonnage vérifie la condi-
tion de Shannon9. Il n’en est pas ainsi et cela est montré dans [129, 130]. La
raison est que, contrairement au cas de l’ordre 2, les multispectres d’ordre
supérieur font intervenir simultanément plusieurs fréquences. Le bispectre
S

x (3)
(ν1, ν2), par exemple, fait appel aux fréquences ν1, ν2 et ν1+ν2. Ce sont les

représentations de Cramér qui sont en fait périodisées et pour que le bispectre
soit non nul il suffit que les trois fréquences ν1, ν2 et ν1 + ν2 soient situées
dans un des segments de l’axe des fréquences sur lesquels la représentation de
Cramér est non nulle. En examinant la figure (2.5) on s’aperçoit que ceci peut

8Ce filtre est irréalisable mais on peut l’approcher aussi près que l’on veut.
9Dans ce cas, les différents motifs obtenus par périodisation ne se chevauchent pas
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Fig. 2.5 – Représentation de Cramér des signaux à bande limitée
échantillonnés

se réaliser si ν1 ≤ B, ν2 ≤ B et νE − B ≤ ν1 + ν2 ≤ νE + B où νE = 1/TE est
la fréquence d’échantillonnage. Le cas le plus défavorable est celui pour lequel
ν1 = B, ν2 = B. Pour que, dans ce cas, ν1 + ν2 ne soit pas dans le segment
[νE − B, νE + B] il faut que B vérifie

2B ≤ νE − B,

soit

B ≤ 1

3
νE. (2.17)

Pour retrouver, après échantillonnage le motif du bispectre du signal à temps
continu dans le carré

|ν1| ≤ νE

2
et |ν2| ≤ νE

2
,

la largeur de bande du signal à temps continu doit vérifier la condition (2.17)
qui est plus forte que la condition de Shannon.

Ce résultat obtenu sur le bispectre peut être généralisé aux multispectres.
Le multispectre d’ordre p fait apparâıtre la représentation de Cramér aux
fréquences νi (0 ≤ i ≤ p − 1) et à la fréquence

∑p−1
i=0 νi. En reprenant les

arguments développés plus haut on voit que le multispectre échantillonné sera
égal au multispectre du signal à temps continu dans l’hypercube

|νi| ≤ νE

2
0 ≤ i ≤ p− 1,

si la largeur de bande vérifie la condition :

B ≤ 1

p
νE .

Nous pouvons donc énoncer le théorème d’échantillonnage, pour les mul-
tispectres, sous la forme suivante.
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Fig. 2.6 – Les différentes zones du bispectre

Pour que le multispectre d’ordre p du signal échantillonné soit égal au
multispectre du signal à temps continu x(t) dans l’hypercube |νi| ≤ νE

2 (1 ≤
i ≤ p− 1), il faut :

– que le signal x(t) ait une largeur de bande limitée par B,
– que la période d’échantillonnage TE vérifie la condition

TE ≤ 1

pB
.

Cette présentation du théorème d’échantillonnage soulève diverses ques-
tions sur lesquelles nous allons revenir en étudiant le support du multispectre.

2.4.3 Sur la géométrie du support des multispectres

Revenons, pour simplifier, au bispectre du signal échantillonné xE(t)
présenté ci-dessus. Considérons (figure (2.6)) dans le plan ν1, ν2 le carré défini
par

|ν1| ≤ νE

2
et |ν2| ≤ νE

2
;

par suite des relations de symétrie (paragraphe 2.2.7) il suffit de connâıtre le
bispectre dans les triangles T1 et T2. Par ailleurs, en étudiant le support du
bispectre de signaux à bande limitée (voir 2.4.2) nous avons vu que, pour des
signaux stationnaires, le bispectre doit être confiné dans le triangle T1. Dans la
section précédente, nous avons cependant montré que l’on peut voir apparâıtre
des valeurs non nulles dans le triangle T2 si, tout en respectant la condition de
Shannon, on ne vérifie pas la condition plus forte (2.17). Les termes parasites,
issus du non-respect de la condition (2.17), ne peuvent pas apparâıtre dans
le triangle T1. Ceci nous indique que pour un signal stationnaire on peut se
contenter de la condition de Shannon et obtenir le bispectre sans erreurs en
mettant à 0 les points contenus dans le triangle T2.

Cette remarque permet de lever une apparente contradiction dans les
résultats donnés en 2.4.2. En effet on sait que lorsque l’on respecte la condi-
tion de Shannon on peut reconstruire le signal sans erreur. L’échantillonnage
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selon Shannon ne fait donc pas perdre d’informations sur le signal. Il peut
donc sembler anormal d’être conduit à appliquer une condition plus forte pour
l’échantillonnage. Cela n’est pas absolument nécessaire puisque les artefacts
engendrés dans le calcul des multispectres peuvent être “effacés”.

La situation est cependant différente dans le cas des signaux non sta-
tionnaires. Hinich [104] a montré que pour ces signaux il apparâıt des valeurs
non nulles du bispectre dans le triangle T2. Il a proposé sur cette base un test
de stationnarité. Si le signal traité peut être non stationnaire, il faudra être
prudent dans les opérations d’échantillonnage. . .

2.4.4 Multispectres des signaux à temps discret

Le signal stationnaire à temps continu x(t) vérifiant une des condi-
tions énoncées ci-dessus est échantillonné pour donner le signal à temps dis-
cret (numérique, digital) x(n). Pour simplifier les notations on sous-entend la
période d’échantillonnage, et l’instant nTE est noté n. La multicorrélation de
x(n) est définie par10

C
x (p)

(k) = Cum[x(n), x(n + k1), . . . , x(n + kp−1)].

où k = (k1, . . . , kp−1).
Pour passer en fréquence on sait qu’il existe, pour les signaux à temps

discrets, deux types de transformations : la transformation en Z et la trans-
formation en fréquences réduites [147].

La transformée en Z [126] de la fonction à temps discret f(n) est la
fonction de la variable complexe11 z

F (z) =
+∞∑

n=−∞
f(n)z−n.

Cette transformée est définie dans une couronne du plan complexe. Il existe
une transformée inverse permettant de retrouver f(n) à partir de F (z).

La transformation en Z est surtout utile pour la description des systèmes
linéaires. Pour la représentation des signaux, on souhaite retrouver une gran-
deur ayant le sens physique d’une fréquence. Ceci est réalisé par la transfor-
mation en fréquences réduites [147] qui n’est, somme toute, que la restriction
de la transformée en Z au cercle C1 de rayon 1 dans le plan complexe des Z.

En se plaçant sur le cercle C1 dans le plan complexe des Z (figure (2.7))
on peut poser

z = e2πλ.
10Nous nous limitons ici aux signaux à valeurs réelles. On peut également considérer des

signaux à valeurs complexes.
11Nous considérons ici la transformée en Z bilatérale dont l’usage est nécessaire pour

représenter des signaux stationnaires.
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Fig. 2.7 – Plan complexe des Z et fréquence réduite

On obtient alors la transformée en fréquences réduites de f(n), que nous no-
terons improprement F (λ) pour simplifier les notations, définie par

F (λ) =
+∞∑

n=−∞
f(n)e−2πnλ.

La transformation inverse est donnée par

f(n) =
∫ 1/2

−1/2
F (λ)e2πnλdλ. (2.18)

La similitude de cette relation avec l’expression de la transformée de Fourier
inverse permet de retrouver dans λ la notion de fréquence. En écrivant

2πnλ = 2π(nTE)

(
λ

TE

)
,

on voit apparâıtre le temps nTE et la fréquence λ/TE . L’intégrale apparaissant
dans (2.18) est limitée, en fréquences réduites λ, au segment [−1/2, +1/2], soit
en fréquences à [−1/2TE , +1/2TE], c’est-à-dire à la bande de Shannon. Les
multispectres pourront donc être définis en Z ou en fréquences réduites.

Le multispectre en Z est la transformée en Z multidimensionnelle de la
multicorrélation

S
x (p)

(z1, . . . , zp−1) =
∑
k1

. . .
∑
kp−1

C
x (p)

(k1, . . . , kp−1)z
−k1
1 . . . z

−kp−1
p−1 . (2.19)

Le multispectre en fréquences réduites est la transformée multidimen-
tionnelle en fréquences réduites de la multicorrélation

S
x (p)

(λ1, . . . , λp−1) =
∑
k1

. . .
∑
kp−1

C
x (p)

(k1, . . . , kp−1)e
−2πk1λ1 . . . e−2πkp−1λp−1 .

(2.20)

Pratiquement, nous y reviendrons plus loin, les multispectres sont cal-
culés en utilisant la transformation de Fourier discrète, TFD [59].
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2.4.5 Multispectres et composantes spectrales

Comme nous l’avons montré en 2.2.3 pour les signaux à temps continu
on peut définir la représentation de Cramér des signaux à temps discret

x(n) =
∫ 1/2

−1/2
e2πλndX(λ).

On en déduit le multispectre symétrique en fréquences réduites

Σ
x (p)

(λ0, λ)dλ0dλ = Cum[dX(λ0), dX(λ1), . . . , dX(λp−1)]. (2.21)

où λ = (λ1, λ2, . . . , λp−1). Dans le cas de signaux stationnaires, ce multispectre
symétrique est relié au multispectre par

Σ
x (p)

(λ0, λ) = S
x (p)

(λ) δ(λ0 +
p−1∑
i=1

λi). (2.22)

Dans cette relation la somme
∑p−1

i=0 λi est prise modulo 1. Dans ce cas, la
multiplicité stationnaire est formée d’un famille périodique d’hyperplans. Cette
relation nous indique que, comme les composantes spectrales des signaux à
temps continu, les composantes spectrales d’un signal à temps discret ont des
propriétés de circularité. La question est ici un peu plus complexe par suite de
la périodicité de la multiplicité stationnaire. Les composantes spectrales, à la
fréquence réduite λ, sont circulaires au sens strict si ∀p, pλ (= 0 modulo 1.

2.4.6 Filtrage linéaire à temps discret

Les relations entre l’entrée et la sortie d’un système linéaire, données en
2.3.1 pour les signaux à temps continu, s’étendent sans difficulté au cas du
filtrage linéaire des signaux à temps discret. Nous allons les présenter dans le
domaine des fréquences (fréquence réduite ou en Z) et dans le domaine du
temps.

2.4.7 Relations de filtrage en fréquence

Relations de filtrage en fréquences réduites Les formules de filtrage
se déduisent des formules données au paragraphe 2.3.1 en remplaçant les
fréquences νi par les fréquences réduites λi. Dans le cas d’un filtre à une entrée,
x(t), et une sortie, y(t), de gain complexe A(λ), on a en fréquences réduites

dY (λ) = A(λ)dX(λ).

On obtient pour le spectre

S
y (2)

(λ) = A(λ)A(−λ)S
x (2)

(λ). (2.23)
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Or, pour les signaux à valeurs réelles le gain complexe du filtre vérifie A(−λ) =
A∗(λ), donnant la formule connue

S
y (2)

(λ) = A(λ)A∗(λ)S
x (2)

(λ) = |A(λ)|2 S
x (2)

(λ).

Pour le bispectre et pour des signaux à valeurs réelles la relation de filtrage est

S
y (3)

(λ1, λ2) = A(λ1)A(λ2)A
∗(λ1 + λ2)Sx (3)

(λ1, λ2),

On voit, comme au paragraphe 2.3.1, que le bispectre contient des informations
sur la phase du filtre.

Relations de filtrage en Z On peut déduire les formules de filtrage en Z
des formules de filtrage en fréquences réduites en utilisant les deux remarques
suivantes :

– le passage des variables fréquentielles aux variables z est une transfor-
mation homomorphique :

z = e2πλ.

Cette transformation applique le groupe additif dans le groupe multi-
plicatif.

– le fait de remplacer un signal par son complexe conjugué inverse le sens
du temps : cette transformation applique l’intérieur du cercle unité sur
l’extérieur de ce cercle en réalisant une inversion géométrique. En Z
cette transformation revient à remplacer z par 1/z∗.

Un signal non complexe conjugué, différent du premier, filtré par le
filtre de gain complexe A(z) est donc multiplié par A(z). Un signal complexe
conjugué, filtré par A(z), est multiplié par A∗(1/z∗). Enfin le premier signal,
filtré par A(z) est multiplié par A(

∏
zj/
∏

zi), les zi étant les variables z des si-
gnaux non complexes conjugués et les zj les variables z des signaux complexes
conjugués. Cette dernière règle est issue du remplacement des additions et des
soustractions par des produits ou des divisions.

En appliquant ces règles, pour les spectres de y(n), issu du filtrage de
x(n) par le filtre de fonction de transfert A(z), on obtient

S
y

(1)

(1)
(z) = A(z)A∗(

1

z∗
)S

x

(1)

(1)
(z)

et

S
y (2)

(z) = A(
1

z
)A(z)S

x (2)
(z).

Pour les bispectres, les relations entrée-sortie sont donc

S
y (3)

(z1, z2) = A(
1

z1z2
)A(z1)A(z2)Sx (3)

(z1, z2)

S
y

(1)

(2)
(z1, z2) = A(

z2

z1
)A(z1)A

∗(
1

z∗2
)S

x

(1)

(2)
(z1, z2)

S
y

(2)

(1)
(z1, z2) = A(z1z2)A

∗(
1

z∗1
)A∗(

1

z∗2
)S

x

(2)

(1)
(z1, z2)
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2.4.8 Relations de filtrage en temps

Les relations de filtrage en temps sont identiques à celles que nous avons
données pour les signaux à temps continu en remplaçant les convolutions à
temps continu par des convolutions à temps discret.

Pour la corrélation de signaux réels filtrés par un filtre de réponse impul-
sionnelle a(k)

C
y (2)

(k) =
∑
l0

∑
l1

a(l0)a(l1)Cx (2)
(k + l0 − l1),

et pour la bicorrélation

C
y (3)

(k1, k2) =
∑
l0

∑
l1

∑
l2

a(l0)a(l1)a(l2)Cx (3)
(k1 + l0 − l1, k2 + l0 − l2).

Nous avons défini les multicorrélations et les multispectres pour les si-
gnaux aléatoires stationnaires à temps continu et à temps discret. Voyons com-
ment on peut étendre ces notions au cas des signaux déterministes.

2.5 Ergodisme, signaux déterministes

Les définitions des multicorrélations et des multispectres pour les signaux
aléatoires sont fondées sur les moyennes d’ensemble (moments et cumulants).
Ces caractéristiques sont définies à partir des propriétés probabilistes du signal.
La notion de moyenne d’ensemble n’a pas de sens pour les signaux certains.
Nous pourrons cependant unifier la présentation des propriétés des signaux
aléatoires et déterministes en introduisant la notion d’ergodisme.

2.5.1 Ergodisme

Généralités La mesure pratique (estimation) des moyennes d’ensemble est
réalisée, en général, en utilisant des moyennes empiriques. Dans l’étude d’un
système déterminé, les moyennes empiriques sont obtenues en utilisant un
grand nombre de systèmes identiques et en calculant la moyenne sur cet en-
semble de systèmes (d’où la dénomination de moyenne d’ensemble). Cette ap-
proche est réalisée par les statisticiens pour réaliser, par exemple, des sondages.
La loi fait même une obligation aux instituts de sondage de publier la “taille de
l’échantillon”, nombre d’individus (systèmes) sondés pour estimer la moyenne
empirique. La taille de l’échantillon est une mesure de la précision (fiabilité)
du sondage.

Les expérimentateurs ne disposent pas toujours d’un nombre suffisant
de systèmes identiques leur permettant d’estimer avec précision une moyenne
d’ensemble. Par contre il leur est souvent possible d’observer le système pen-
dant un temps suffisamment long. On a alors pensé à remplacer les moyennes
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d’ensemble par des moyennes dans le temps : moyennes temporelles [32]. L’er-
godisme régit les relations qui existent entre les moyennes d’ensemble et les
moyennes temporelles. Pour un système stationnaire et ergodique les moyennes
d’ensemble sont égales aux moyennes temporelles correspondantes [29]. On a
donc là un moyen de mesure des moyennes à partir de l’observation d’un seul
système pendant un temps suffisamment long (infini à la limite) [147].

La notion d’ergodisme remonte à Boltzmann qui l’a utilisée dans la
théorie cinétique des gaz. Un gaz est formé d’un grand nombre de particules
identiques. Pour calculer, sur ce gaz, une moyenne d’ensemble il faudrait, à un
instant donné, mesurer les caractéristiques (vitesse par exemple) de chacune
des particules et calculer la moyenne sur l’ensemble des particules. Le théorème
ergodique [32] nous indique dans quelles conditions on peut remplacer cette
moyenne d’ensemble par la moyenne de la même grandeur calculée en suivant
la trajectoire d’une particule pendant un temps suffisamment long.

Des résultats ont été donnés dans [64] sur les moyennes d’ensemble et
les moyennes temporelles de signaux. Ces résultats fondent l’ergodisme d’une
classe importante de signaux. Ils nous permettront d’étendre les notions de
multicorrélation et de multispectre. Notons également, nous y reviendrons au
paragraphe 2.6, que ces résultats donnent des moyens pratiques de mesure
(estimation) des multicorrélations et des multispectres.

Moyennes d’ensemble et moyennes temporelles Dans [64] on considère
L signaux x1(t), . . . , xL(t) obtenus par un filtrage de Volterra (chapitre 5)
d’ordre éventuellement infini d’une suite b(t − p) de variables aléatoires
indépendantes (bruit blanc parfait). La composante l de ce signal s’écrit

xl(t) = µl(t) +
∞∑
i=1

fi,l[b(t)],

où
fi,l[b(t)] =

∫
hi,l(u1, . . . , ui)b(t− u1) . . . b(t− ui)du1 . . . dui,

est un filtre de Volterra homogène (chapitre 5) d’ordre i. La moyenne du signal
d’entrée est supposée bornée en module

|µl(t)| <∞,

les moments du bruit blanc d’entrée sont également supposés bornés en module

E[b(t)q] <∞,

et les noyaux de Volterra hi,l(u1, . . . , ui) sont sommables en module∫
. . .
∫

|hi,l(u1, . . . , ui)|du1 . . . dui <∞.
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Ce modèle est très général et recouvre un grand nombre de situations pra-
tiques. Il généralise au cas des ordres supérieurs le modèle utilisé très souvent
consistant à décrire un signal aléatoire comme la sortie d’un filtre linéaire et
stationnaire excité par un bruit blanc. Dans ce modèle on sépare les propriétés
probabilistes du signal qui sont fixées par le bruit blanc (il suffit, pour l’analyse
à l’ordre 2, d’un bruit blanc à l’ordre 2), de la “forme spectrale” du signal qui
est fixée par le filtre.

Dans l’étude des statistiques d’ordre supérieur, les filtres de Volterra
fixent les propriétés du signal aux divers ordres. Les conditions imposées au
bruit d’entrée et aux filtres de Volterra assurent que tous les moments et les
cumulants des signaux aléatoires ainsi construits sont bornés et que les mul-
ticorrélations vérifient des conditions d’intégrabilité. Cette intégrabilité des
multicorrélations est une condition d’ergodisme [29, 36].

Dans la situation décrite ci-dessus on a le résultat suivant pour les signaux
aléatoires stationnaires :

lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
x1(t + τ1) . . . xL(t + τL)dt = E [x1(t + τ1) . . . xL(t + τL)] . (2.24)

Cette relation montre l’identité, asymptotique, entre les moyennes temporelles
et les moyennes d’ensemble. Elle va nous permettre de redéfinir les multi-
corrélations et les multispectres à partir des moyennes temporelles. Cette nou-
velle définition donnera un sens aux multicorrélations et aux multispectres des
signaux déterministes. Avant de pouvoir donner ces définitions nous devons
définir les cumulants dans cette nouvelle approche.

Les cumulants La relation (2.24) définit les moments à partir des moyennes
temporelles. Pour obtenir les cumulants des précautions doivent être prises.
Posons le problème dans le cas simple de la corrélation

C
x (2)

(τ) = E[x(t)x(t + τ)]−E[x(t)]E[x(t + τ)] = C ′
x (2)

(τ)−m2
x,

C ′
x (2)

(τ) étant la corrélation des moments. Pour estimer C
x (2)

(τ) par des

moyennes temporelles, nous estimons la fonction de corrélation des moments
par une moyenne temporelle en intégrant sur une durée T . En intégrant sur
une durée T finie, nous obtenons une estimation qui tend vers la valeur exacte
lorsque T tend vers l’infini. Nous représentons les valeurs approchées en coiffant
le symbole de la valeur exacte d’un chapeau

Ĉ ′
x (2)

(τ) =
1

T

∫
T

x(t)x(t + τ)dt

et

m̂x =
1

T

∫
T

x(t)dt,
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τ T u

tt-T/2

-T/2

-T

T/2

T/2

T/2

-T/2

-T/2

T/2

Δ

D

Fig. 2.8 – Les domaines d’intégration

cette procédure conduit, comme nous allons le voir à un problème.
Si la fonction de corrélation des moments et la moyenne sont calculées

sur la même tranche de signal on aura∫
Ĉ

x (2)
(τ)dτ =

1

T

∫
∆
[x(t)− m̂x][x(t + τ)− m̂x]dtdτ,

où ∆ est le domaine du plan t, τ précisé sur la figure (2.8) ; en posant t+ τ = u
et en utilisant les variables d’intégration t et u, il vient∫

Ĉ
x (2)

(τ)dτ =
1

T

∫
D
[x(t)− m̂x][x(u)− m̂x]dtdu = 0,

D étant le domaine du plan t, u précisé sur la figure (2.8),
La fonction de corrélation estimée vérifie donc la relation∫

Ĉ
x (2)

(τ)dτ = 0. (2.25)

Ce résultat s’interprète en considérant la densité spectrale. On sait que la
densité spectrale des moments d’un signal aléatoire non centré s’écrit

S ′
x (2)

(ν) = S
x (2)

(ν) + m2
xδ(ν),

S
x (2)

(ν) étant la densité spectrale du signal centré. A la fréquence 0, la densité

spectrale du signal non centré (densité spectrale des moments) possède une
singularité venant de la moyenne, et en général une composante non singulière
S

x (2)
(0).

Notre objectif, en retranchant la moyenne, est de calculer S
x (2)

(ν) et donc

d’éliminer la singularité m2
xδ(ν) en conservant la composante à la fréquence 0,

S
x (2)

(0). La relation (2.25) nous montre que la procédure décrite plus haut

conduit à
S

x (2)
(0) = 0
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et donc, élimine à la fois la singularité et la composante à la fréquence 0.
Ce problème se rencontre dans le calcul des multicorrélations en général. Si
l’on calcule les cumulants sans précaution on biaise la multicorrélation. On
peut montrer que, comme pour la corrélation, les erreurs ainsi introduites
perturbent le multispectre associé sur des sous-ensembles de mesure nulle. Plus
précisément, les perturbations se manifestent sur les multiplicités gaussiennes :
ensembles de points sur lesquels le multispectre des moments est singulier
(voir 2.2.4). Des solutions peuvent être apportées à ce problème : nous les
présenterons dans la section 2.6 où seront abordées les techniques d’estimation
des multicorrélations et des multispectres.

Dans le cas de la corrélation et de la bicorrélation, les moments et les
cumulants sont identiques si le signal est centré. Il suffit donc de disposer d’une
“bonne” méthode d’estimation de la moyenne.

2.5.2 Définition étendue des multicorrélations et des
multispectres

Pour les signaux aléatoires stationnaires et ergodiques, on peut définir
les cumulants à partir de moyennes temporelles. Ceci nous permet de propo-
ser une nouvelle définition des multicorrélations à partir des moyennes tem-
porelles12. En appliquant la même définition aux signaux déterministes nous
définirons les multicorrélations des signaux déterministes. Cette définition des
multicorrélations s’applique sans problème aux signaux déterministes à puis-
sance moyenne finie. Nous donnerons également la définition applicable aux
signaux à énergie finie (signaux transitoires).

Signaux aléatoires et signaux périodiques Pour ces signaux nous
définissons la multicorrélation d’ordre p par le cumulant d’ordre p calculé par
une moyenne temporelle. En notant C̃um le cumulant calculé par des moyennes
temporelles nous obtenons pour la multicorrélation

C
x (p)

(τ ) = C̃um[x(t), x(t + τ1), . . . , x(t + τp−1)].

La définition est donnée ici pour les signaux à valeurs réelles à temps continu.
Elle s’étend très simplement aux signaux à valeurs complexes et aux signaux
à temps discret.

Comme précédemment les multicorrélations sont les transformées de Fou-
rier, ou les transformées en fréquences réduites, ou les transformées en Z, des
multicorrélations.

12C’est l’approche fonctionnelle introduite par Wiener [199] ou Brillinger [36] en parallèle
de l’approche probabiliste, plus classique, utilisée auparavant.
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Signaux transitoires Nous dirons qu’un signal est transitoire à l’ordre p si
les intégrales ∫ +∞

−∞
|x(t)|sdt,

pour 1 ≤ s ≤ p sont bornées. Pour ces signaux nous devons modifier la
définition de la moyenne temporelle pour le calcul des moments. En effet la
valeur donnée par (2.24) est nulle : l’intégrale est bornée et T tend vers l’infini.
Pour ces signaux nous définirons les moyennes temporelles par

∫ +∞

−∞
x1(t + τ1) . . . xL(t + τL)dt. (2.26)

A partir de là on peut, comme précédemment, définir les multicorrélations et,
par voie de conséquence les multispectres. Concluons en considérant le cas des
signaux composites.

Signaux composites Nous avons considéré trois types de signaux :
aléatoires stationnaires (et ergodiques), déterministes périodiques et
déterministes transitoires. Nous appellerons signal composite un signal formé
de la somme de signaux de natures différentes. Ces signaux interviennent très
souvent pour décrire la somme d’un signal utile et d’un bruit.

Comment calcule-t-on les multicorrélations et les multispectres dans cette
situation ?

Pour la somme d’un signal aléatoire et d’un signal périodique cela ne
pose pas de problème : la définition par des moyennes temporelles est la même
pour les deux types de signaux. Il suffit donc, dans ce cas-là, de les calculer
par les moyennes temporelles.

Pour la somme d’un signal aléatoire (ou périodique) et d’un signal transi-
toire on procédera ainsi. Un signal transitoire, c’est pour cela que nous avons re-
tenu cette dénomination, est non nul, ou approximativement non nul13, sur une
durée finie T . On définira dans ce cas les moyennes temporelles selon la relation
(2.26) en calculant les intégrales sur la durée T . On remplace donc, dans les

moyennes temporelles l’opérateur limT→∞ 1
T

∫ T/2
−T/2 par l’opérateur 1

T

∫ T/2
−T/2. En

effet, si l’on conservait la définition des moyennes temporelles par l’opérateur
limT→∞ 1

T

∫ T/2
−T/2, les termes associés au signal transitoire seraient annulés par

la division par T →∞.

Notons, en terminant, que cette façon de voir les choses n’a rien de très
nouveau. C’est exactement ainsi que l’on procède à l’ordre 2 [147].

13Nous faisons référence ici aux signaux à durée approximativement limitée tels qu’ils ont
été définis par [189].
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2.6 Estimation des multicorrélations et des
multispectres

L’estimation des multicorrélations et des multispectres est réalisée en
utilisant des moyennes. Les estimateurs ainsi obtenus sont applicables aux
différents types de signaux. Pour les signaux aléatoires ces estimateurs sont
fondés sur les propriétés d’ergodisme sur lesquelles nous reviendrons.

Les propriétés des estimateurs dépendront du type de signal traité.
Pour les signaux déterministes l’estimateur pourra présenter une erreur
systématique (biais) mais ses valeurs ne seront pas dispersées (variance). Pour
les signaux aléatoires la valeur moyenne de l’estimateur nous donnera le biais
(éventuellement nul : estimateur non biaisé). La variance de l’estimateur nous
donnera la dispersion des mesures. Nous verrons que, comme dans le cas de la
mesure des spectres, l’estimation des multispectres fait apparâıtre un “anta-
gonisme” entre le biais et la variance.

Les méthodes actuelles d’estimation utilisent des traitements numériques.
Nous présenterons les estimateurs des multicorrélations et des multispectres
pour des signaux à temps discret.

Revenons sur les propriétés d’ergodisme qui fondent la validité des esti-
mateurs pour les signaux aléatoires stationnaires et ergodiques.

2.6.1 L’ergodisme revisité

Nous avons défini au paragraphe 2.5.1 une large classe de signaux
aléatoires stationnaires et ergodiques. Ce sont les signaux obtenus par filtrage
de Volterra d’un bruit blanc parfait. Nous avons également indiqué que, pour
ces signaux, les cumulants sont bornés et les multicorrélations sont intégrables.
Nous allons voir que ceci fonde la consistance des estimateurs obtenus par une
moyenne temporelle. Un estimateur est consistant si sa valeur tend presque
sûrement vers la vraie valeur lorsque la durée utilisée pour calculer l’estima-
teur tend vers l’infini.

Rappelons le résultat donné en [64]. Pour des signaux aléatoires à temps
discret de la classe définie en 2.5.1,

lim
N→∞

1

2N + 1

N∑
−N

x1(n + k1) . . . xL(n + kL) = E [x1(n + k1) . . . xL(n + kL)] ,

(2.27)
montre la convergence asymptotique des moyennes temporelles vers les
moyennes d’ensemble.

Ce résultat donne la clef des méthodes d’estimation dans lesquelles on
estime les moyennes d’ensemble par des moyennes temporelles. Notons que
des résultats analogues sont déjà utilisés dans les estimateurs de grandeurs
du second ordre. Pratiquement on ne peut pas réaliser le passage à la limite
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(N →∞). Les propriétés statistiques de l’estimateur obtenu pour N fini sont
données par le résultat suivant [64].

La variable aléatoire

1

2N + 1

N∑
−N

x1(n + k1) . . . xL(n + kL)− E [x1(n + k1) . . . xL(k + kL)]

tend vers une variable aléatoire gaussienne centrée dont la variance varie en
1/(2N) lorsque (N →∞).

Ces résultats théoriques fondent la validité des méthodes présentées ci-
dessous. Ils nous permettront d’affirmer que les estimateurs donnés plus loin
sont consistants. Dorénavant nous supposons que les signaux utilisés vérifient
les conditions énoncées en 2.5.1.

2.6.2 Moments ou cumulants ?

Nous avons déjà présenté au paragraphe 2.2.4 les arguments plaidant en
faveur des cumulants. L’intérêt de l’usage des cumulants apparâıt également
lorsque l’on veut mesurer les multicorrélations et les multispectres.

Pour les multicorrélations nous avons vu (voir 2.2.4) que si l’on calcule
la multicorrélation des moments, il apparâıt des “branches” s’étendant jusqu’à
l’infini et situées sur les sous-ensembles, multiplicités gaussiennes, que nous
avons précisés en 2.2.4. L’existence de ces branches infinies pose un problème
pratique. En effet, les signaux observés sont de durée finie et, pour des questions
de stabilité statistique de l’estimateur (variance), on doit limiter le support de
la multicorrélation estimée. Cela conduit à des perturbations importantes des
branches s’étendant à l’infini.

Pour les multispectres, si l’on calcule le multispectre des moments il
apparâıt –comme nous l’avons montré en 2.2.4– des singularités dans certains
sous-ensembles de l’espace des fréquences. Ces sous-ensembles étant de mesure
nulle nous pourrions espérer que leur effet soit peu sensible. Ce n’est pas le cas
car, comme dans l’analyse spectrale à l’ordre 2, la durée limitée du signal traité
entrâıne un effet de lissage qui “étale” les singularités. Il s’ensuit l’existence
d’un biais important lorsque l’on calcule les multispectres des moments. En
conclusion il nous semble raisonnable de préconiser l’utilisation des cumulants
dans l’estimation des multicorrélations et des multispectres.

La question qui se pose alors est celle de la “bonne estimation” des cumu-
lants. Nous avons montré en 2.5.1 les déboires qui peuvent accompagner l’esti-
mation de la moyenne. Nous ne connaissons pas de règle générale. Nous allons
donner quelques indications pour les multicorrélations et les multispectres jus-
qu’à l’ordre 4. Commençons par les ordres 2 et 3. Pour ces ordres les cumulants
sont les moments du signal centré. Il suffit donc d’estimer la moyenne et de la
retrancher (ce problème est bien connu en analyse spectrale classique). Mais
il ne faut pas, nous l’avons montré en 2.5.1, calculer la moyenne sur la même
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tranche de signal que celle qui est utilisée pour estimer la multicorrélation ou
le multispectre. Lorsqu’on est amené à découper le signal en segments, pour
diminuer la variance, une solution consiste à retrancher la moyenne estimée
sur l’ensemble du signal. Une autre procédure s’appuie sur l’hypothèse sui-
vante, généralement vérifiée. On admet que le signal traité est à mémoire finie.
D’une part ceci est conforme à l’intuition14. D’autre part ceci est une condition
nécessaire pour assurer un comportement satisfaisant des estimateurs. En effet
nous avons dit que nous devrons, pour des raisons pratiques, limiter le support
des multicorrélations estimées. Dans ce cas, la moyenne de l’estimation de la
corrélation des moments est

C ′
x (2)

(k) = C
x (2)

(k) + m2
x;

ayant postulé que C
x (2)

(k) est nul pour |k| ≥ kM on obtiendra la moyenne m

pour des retards supérieurs à kM .
Lorsque l’on veut estimer la tricorrélation il faut non seulement retran-

cher la moyenne mais également retrancher les termes issus de la corrélation
qui apparaissent dans la multicorrélation des moments (voir 2.2.4). On peut
alors, comme pour la moyenne, utiliser une estimation de la corrélation (avec
précaution) et estimer les termes supplémentaires en se plaçant à l’extérieur du
support présumé de la tricorrélation. On a également proposé [90] d’utiliser le
trispectre des moments. Comme on connâıt la localisation des singularités du
trispectre des moments on remplace, en faisant une hypothèse de continuité,
les valeurs obtenues au voisinage des zones de singularité par le prolongement
des valeurs du trispectre obtenues en dehors des zones de singularité. On peut
déterminer l’extension des zones qui doivent être neutralisées en fonction du
lissage qui a été appliqué.

Nous avons voulu soulever ce point qui nous parâıt important dans l’esti-
mation des multicorrélations et des multispectres. Nous n’avons que très par-
tiellement répondu à la question. Nous pensons qu’il y a là une des tâches
importantes qui attendent les chercheurs du domaine.

2.6.3 Estimation des multicorrélations

Définition de l’estimateur Nous allons présenter les expressions pour le
cas de la bicorrélation. Nous nous limitons aux signaux à valeurs réelles. La
généralisation aux signaux à valeurs complexes ne pose pas de problème. Pour
un signal x(n), à valeurs réelles, centré15 connu à travers une réalisation de

14Cette analyse ne s’applique pas aux signaux “à longue dépendance” qui posent des
problèmes particuliers.

15Cette hypothèse permet de remplacer le cumulant par le moment. Les problèmes posés
par le centrage ont été vus plus haut.
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durée N , on estime la bicorrélation par

Ĉ
x (3)

(k1, k2) = K(N)
∑

n∈D(N,k1,k2)

x(n)x(n + k1)x(n + k2).

K(N) est un facteur de normalisation qui tient compte de la durée du signal
ou du nombre de points. On choisira souvent :

K(N) =
1

N
,

N étant le nombre de point du signal observé. Le domaine des valeurs par-
courues par n, D(N, k1, k2), dépend du nombre de points du signal, N et des
valeurs des retards, k1 et k2, pour lesquels on calcule la bicorrélation.

Propriétés de l’estimateur Comme nous l’avons indiqué en 2.6.1 et sous
les conditions requises, l’estimateur est consistant asymptotiquement.

L’estimateur est asymptotiquement non biaisé si

N.K(N)→ 1 quand N →∞.

Pour obtenir un estimateur non biaisé il faut prendre

K(N) =
1

N −Max[k1, k2]
.

Asymptotiquement, la variance de l’estimateur de la bicorrélation à
temps discret peut s’écrire16

Var
[
Ĉ

x (3)
(k1, k2)

]
=

1

N

∑
k

[
C

x (2)
(k)
]3

+
1

N

∑
k

C
x (6)

(k + k1, k + k2, k, k1, k2),

(2.28)
où C

x (2)
(k) est la corrélation et C

x (6)
(l1, l2, l3, l4, l5) est la multicorrélation

d’ordre 6. Les conditions énoncées en 2.6.1 assurent la convergence des sommes
dans (2.28) lorsque N tend vers l’infini. L’estimateur est donc asymptotique-
ment efficace. Notons enfin que, par suite des propriétés de symétrie de la
bicorrélation, on limite le calcul au domaine fondamental.

2.6.4 Estimation des multispectres

Pour estimer les multispectres on utilise le multipériodogramme [36, 37,
177].

16Ces résultats sont explicités au paragraphe 2.9.6.
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Le multipériodogramme Soit une réalisation de longueur N du signal
échantillonné x(N), dont la représentation fréquentielle est donnée par la
TFD17

X(m) = θ
N−1∑
n=0

x(n)e−
2π
N

nm

Le multipériodogramme d’ordre p est défini par

Px(p)(m1, . . . , mp−1) = βX(m0)X(m1) . . .X(mp−1.)

avec

m0 = −
p−1∑
i=1

mi.

Le multipériodogramme P C
x(p) construit sur les cumulants est présenté au pa-

ragraphe 2.9.3, où il est montré que

P C
x(p)(m1, . . . , mp−1) = βCum [X(m0), X(m1), . . . , X(mp−1)]

= S
x (p)

(m1, . . . , mp−1),

où S
x (p)

(m1, . . . , mp−1) est le multispectre en fréquences discrètes, défini par

S
x (p)

(m1, . . . , mp−1) = TFD[C
x (p)

(k1, . . . , kp−1)]

= θp−1∑
k1

. . .
∑

kp−1
C

x (p)
(k1, . . . , kp−1)e

− 2π
N

∑p−1

i=1
kimi ,

Les paramètres θ et β permettent de donner aux grandeurs définies
numériquement (multicorrélations, multispectre) leur sens physique, ils sont
introduits en 2.9.1. Pour cela on doit interpréter θ comme la période
d’échantillonnage et β comme le pas en fréquence18.

Le bipériodogramme19 est donné par

Px(3)(m1, m2) = βX(−m1 −m2)X(m1)X(m2), (2.29)

et sa variance est

Var[Px(3)(m1, m2)] = E[|Px(3)(m1, m2)|2]− |E[Px(3)(m1, m2)]|2,

dont le terme dominant est (voir [105] et 2.9.3)

Var[Px(3)(m1, m2)] =
1

β
S

x (2)
(m1)Sx (2)

(m2)Sx (2)
(−m1 −m2), (2.30)

17Les paramètres θ et β sont précisés dans 2.9.1.
18On peut ainsi vérifier l’homogéné̈ıté des multipériodogrammes et des multispectres.
19Les composantes spectrales étant centrées, on peut utiliser directement le

bipériodogramme
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S
x (2)

(m) étant le spectre. On a montré également ([105] et 2.9.3) que le terme

dominant de la covariance de deux éléments distincts du bipériodogramme est

Cov[Px(3)(m1, m2), Px(3)(l1, l2)] = βS
x (6)

(m1, m2,−m1 −m2, l1, l2), (2.31)

S
x (6)

étant le multispectre d’ordre 6. Ces résultats permettent de calculer la

variance de la bicorrélation que nous avons donnée à la section précédente
(2.6.3). Ils nous montrent également que le bipériodogramme n’est pas un
estimateur asymptotiquement efficace du bispectre.

Pour obtenir un estimateur asymptotiquement efficace du bispectre nous
devons, comme dans l’estimation du spectre, mettre en œuvre une opération
de moyenne permettant de faire tendre la variance vers 0 quand le nombre
N de points du signal tend vers l’infini. Cette opération de moyenne peut
être réalisée de différentes façons. En moyennant en fréquence on obtient le
bipériodogramme lissé ou, de manière équivalente, le bicorrélogramme [28]. En
moyennant en temps on a le bipériodogramme moyenné [20].

Méthode du bipériodogramme lissé ou du bicorrélogramme Ces
deux méthodes d’estimation du bispectre réalisent une moyenne du
bipériodogramme

– par lissage dans l’espace des fréquences : c’est la méthode du
bipériodogramme lissé,

– de manière équivalente, dans la méthode du bicorrélogramme, on utilise
la TFD de la bicorrélation estimée apodisée.

L’estimateur par la méthode du bipériodogramme lissé est̂S
x (3)

(m1, m2) = C
∑
l1

∑
l2

A(m1 − l1, m2 − l2)Px(3)(l1, l2), (2.32)

C étant une constante de calibration. Le support de la fonction de lissage A(., .)
fixe l’étendue de la zone du plan des fréquences sur laquelle la moyenne est
faite.

On obtient l’estimateur par la méthode du bicorrélogramme en prenant
la TFD de l’estimation de la fonction de bicorrélation apodiséêS

x (3)
(m1, m2) = C.TFD[b(k1, k2)Ĉx (3)

(k1, k2)]. (2.33)

La moyenne du bipériodogramme lissé est

E[ ̂S
x (3)

(m1, m2)] = C
∑
l1

∑
l2

A(m1 − l1, m2 − l2)Sx (3)
(l1, l2).

Si l’estimateur de la bicorrélation n’est pas biaisé, la moyenne du bi-
corrélogramme est

E[ ̂S
x (3)

(m1, m2)] = C.TFD[b(k1, k2)Cx (3)
(k1, k2)]

= Cβ2∑
l1

∑
l2 B(m1 − l1, m2 − l2)Sx (3)

(l1, l2),
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avec B(m1, m2) = TFD[b(k1, k2)]. Les estimateurs du bispectre par la méthode
du bicorrélogramme et du bipériodogramme lissé sont biaisés. Ces deux esti-
mateurs ont des propriétés analogue si

A(m1, m2) = β2TFD[b(k1, k2)] = β2B(m1, m2)

Si le bispectre varie peu sur le support de la fonction de lissage ou, ce qui
revient au même, si la bicorrélation a un support petit vis-à-vis du support de
la fonction d’apodisation, les deux estimateurs sont approximativement non
biaisés si on fixe la constante de calibration à

C =
1

b(0, 0)
=

1∑
l1

∑
l2 A(l1, l2)

=
1

β2
∑

l1

∑
l2 B(l1, l2)

.

La variance des estimateurs dépend de l’aire de la fonction de lissage
dans le plan des fréquences. En définissant l’aire de la fonction de lissage,
normalisée par β2, par

AF =
[
∑

l1

∑
l2 A(l1, l2)]

2∑
l1

∑
l2 A2(l1, l2)

,

et en utilisant la variance et la covariance du bipériodogramme données en
(2.30) et (2.31), on obtient pour le terme dominant de la variance des estima-
teurs [105]

Var[ ̂S
x (3)

(m1, m2)] =
1

βAF
S

x (2)
(m1)Sx (2)

(m2)Sx (2)
(−m1 −m2). (2.34)

Si la fonction de lissage est symétrique en m1 et m2, en introduisant la largeur
NF de la fonction de lissage par

AF = N2
F ,

la variance des estimateurs s’écrit

Var[ ̂S
x (3)

(m1, m2)] =
1

βN2
F

S
x (2)

(m1)Sx (2)
(m2)Sx (2)

(−m1 −m2). (2.35)

On peut réécrire les relations donnant la variance en introduisant une variance
relative, sans dimension

βVar[ ̂S
x (3)

(m1, m2)]

S
x (2)

(m1)Sx (2)
(m2)Sx (2)

(−m1 −m2)
=

1

AF
.

Un choix naturel pour θ et β permettant de retrouver, lorsque le nombre
de points N tend vers l’infini, la tranformation en fréquences réduites est [36]

θ = 1 β =
1

N
,
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la variance relative est alors

Var[ ̂S
x (3)

(m1, m2)]

S
x (2)

(m1)Sx (2)
(m2)Sx (2)

(−m1 −m2)
=

N

AF
.

Les estimateurs du bipériodogramme ou du bicorrélogramme lissé sont alors
asymptotiquement efficaces si lorsque N →∞, on a

N

AF
→ 0,

ou encore
N

N2
F

→ 0.

Ces résultats sur la variance mettent en évidence “l’antagonisme” biais-
variance. Le biais est issu de la moyenne faite sur le support de la fonction de
lissage. Pour le minimiser on doit donner à la fonction de lissage un support
le plus étroit possible. Pour diminuer la variance, comme le montrent (2.34)
et (2.35), il faut, au contraire, augmenter l’aire du support de la fonction de
corrélation.

Notons que les estimateurs présentés ici sont asymptotiquement gaussiens
[158]. Dans ces conditions la connaissance du biais et de la variance donne une
description complète des propriétés de ces estimateurs.

Comme pour l’analyse spectrale, un des éléments importants dans l’esti-
mation des multispectres est constitué par la fonction d’apodisation a(k1, k2),
qui doit vérifier les propriétés suivantes [178]

– a(k1, k2) est à support limité,
– éventuellement a(0,0) = 1 pour les problèmes de calibration,
– a(k1, k2) a les mêmes symétries que la bicorrélation,
– A(m1, m2) = TFD [a(k1, k2)] ≥ 0 ∀m1 et m2

Une famille de fonctions possibles, proposée dans [162], est

a(k1, k2) = d(k1)d(k2)d(k1 − k2),

où

d(k1) = d(−k1),

d(k1) = 0 pour k1 > L,

d(0) = 1,

D(m) = TFD [d(k1)] ≥ 0 ∀m.

On trouve dans la littérature diverses fonction d’apodisation [178]. La fonction
d’apodisation dite “optimale” (minimisation du maximum du biais) est définie
par

d0(k1) =
1

p

∣∣∣∣∣sin
(

pk1

l

)∣∣∣∣∣+
(

1− |m|
L

)
cos

(
pk1

l

)
,
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avec |k1| ≤ L, et d0(k1) = 0 pour |k1| > L. La fonction d’apodisation de Parzen
est donnée par

dp(k1) = 1− 6
( |k1|

L

)2
+ 6
( |k1|

L

)3
pour |k1| ≤ L

2

dp(k1) = 3
(
1− |k1|

L

)3
pour L

2 < |k1| ≤ L

dp(k1) = 0 pour |k1| > L.

Enfin, la fonction d’apodisation uniforme en fréquence est distribuée uni-
formément dans le domaine hexagonal du bispectre.

L’étude des fonctions d’apodisation applicables à la multicorrélation pour
l’estimation du multispectre est encore à l’état naissant. On peut espérer que
l’imagination des chercheurs permettra, comme pour l’analyse spectrale, de
développer un catalogue de fonctions d’apodisation plus fourni et mieux ren-
seigné que celui que nous pouvons proposer actuellement.

Méthode du bipériodogramme moyenné Dans la méthode du
bipériodogramme moyenné, on réalise la moyenne en temps. Considérons une
réalisation de longueur M du signal analysé x(n). On découpe le signal ob-
servé en L segments de longueur N . Ces segments sont en général disjoints et
contigus. On peut utiliser, comme pour l’analyse spectrale [146], des segments
se recouvrant partiellement. On choisira souvent la longueur des segments,
ou le décalage entre les segments, de manière à ce que les signaux apparte-
nant à deux segments différents soient indépendants. On calcule ensuite, sur
chaque segment, la TFD du signal apodisé. On en déduit le bipériodogramme
de chaque segment, et l’on moyenne les bipériodogrammes obtenus sur chacun
des segments. L’estimateur du bispectre par la méthode du bipériodogramme
moyenné est donc

̂S
x (3)

(m1, m2) =
Cβ

L

L−1∑
l=0

Xl(m1)Xl(m2)Xl(−m1 −m2), (2.36)

avec

Xl(m) = TFD[h(n)x(n− lP )] = θ
N−1∑
n=0

h(n)x(n− lP )e−
2π
N

nm. (2.37)

Dans ces relations, C est une constante de calibration, h(n) est la fonction
d’apodisation des segments, nulle à l’extérieur de [O, N [, et P est le décalage
entre les segments 0 < P ≤ N .

La moyenne du bipériodogramme moyenné est, par suite de la station-
narité

E
[ ̂S

x (3)
(m1, m2)

]
= CβE [X0(m1)X0(m2)X0(−m1 −m2)] .
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En remplaçant les termes X(m) par leur expression en fonction des termes
x(n) et en introduisant la bicorrélation de la fonction d’apodisation h(n)

C
h (3)

(k1, k2) =
1

N

∑
n

h(n)h(n + k1)h(n + k2),

on obtient

E
[ ̂S

x (3)
(m1, m2)

]
= C.TFD[C

h (3)
(k1, k2)Cx (3)

(k1, k2)],

où C
x (3)

(k1, k2) est la bicorrélation de x(n). Cette expression s’écrit aussi

E
[ ̂S

x (3)
(m1, m2)

]
= Cβ2

∑
l1

∑
l2

S
h (3)

(l1, l2)Sx (3)
(m1 − l1, m2 − l2),

S
h (3)

(m1, m2) étant le bispectre de h(n) et S
x (3)

(m1, m2) le bispectre de x(n).

L’estimateur du bispectre par la méthode du bipériodogramme moyenné
est biaisé. La bicorrélation de h(n) réalise une apodisation dans le domaine des
retards, le bispectre de h(n) effectue un lissage dans le domaine des fréquences.
Le comportement de la moyenne du bipériodogramme moyenné est analogue
à celui de la moyenne du bipériodogramme lissé.

L’estimateur est approximativement non biaisé si le support de la bi-
corrélation de h(n) est grand, vis-à-vis du support de la bicorrélation de x(n)
ou, ce qui revient au même, si le support du bispectre de h(n) est petit par
rapport au support du bispectre de x(n). Dans ces conditions on obtient un es-
timateur approximativement non biaisé en fixant la constante de normalisation
C par

C =
1

C
h (3)

(0, 0)
=

1∑
l1

∑
l2 S

h (3)
(l1, l2)

.

En supposant que les signaux appartenant à des segments différents sont
indépendants et en utilisant la variance du bipériodogramme donnée par (2.30),
la variance relative du bipériodogramme moyenné est

βVar
[ ̂S

x (3)
(m1, m2)

]
S

x (2)
(m1)Sx (2)

(m2)Sx (2)
(−m1 −m2)

=

[
C

h (2)
(0)
]3

L
[
C

h (3)
(0, 0)
]2 ,

øù C
h (2)

(k) = 1
N

∑
n h(n)h(n+k) est la corrélation de la fonction d’apodisation

h(n), et C
h (3)

(k1, k2) = 1
N

∑
n h(n)h(n + k1)h(n + k2) est la bicorrélation de

h(n).
Pour β = 1

N et pour une apodisation constante, h(n) = 1, la variance
relative de l’estimateur de la bicorrélation est

Var
[
S

x (3)
(m1, m2)

]
S

x (2)
(m1)Sx (2)

(m2)Sx (2)
(−m1 −m2)

=
N

L
,
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N étant le nombre de points sur chaque segment et L le nombre de segments
utilisés pour réaliser la moyenne.

Lorsque l’on utilise des segments contigus et disjoints, si le nombre total
de points du signal traité est M = LN , et la variance relative est donc M/L2.
L’estimateur est alors asymptotiquement efficace si, lorsque M →∞ on a

M

L2
→ 0.

Ces estimateurs, comme les estimateurs obtenus par la méthode du bi-
corrélogramme, sont asymptotiquement gaussiens [158].

Comparaison des deux estimateurs du bispectre La comparaison des
deux estimateurs du bispectre (bipériodogramme lissé ou bipériodogramme
moyenné) peut se faire en comparant les problèmes pratiques posés par leur
mise en œuvre et leurs propriétés : moyenne et variance.

Considérons un signal formé de M échantillons dont nous voulons estimer
le bispectre. La mise en œuvre du bipériodogramme lissé nécessite le calcul du
bipériodogramme sur les M points. Cette opération est coûteuse en mémoire
et en temps de calcul puisqu’elle fait appel à une TFD calculée sur un grand
nombre de points. La mise en œuvre du bipériodogramme moyenné est moins
exigeante puisque l’on se limite au calcul de la TFD sur des segments de
longueur nettement plus courte.

Les propriétés statistiques des deux estimateurs par la méthode
du bipériodogramme lissé, ou bicorrélogramme, et par la méthode du
bipériodogramme moyenné sont équivalentes. Pour rendre le biais des deux
méthodes équivalent il faut que l’aire, en bifréquence, des fonctions d’apodisa-
tion soit équivalente, soit

NF = L.

Dans ces conditions les variances des deux estimateurs sont équivalentes.

2.7 Illustration

Illustrons les techniques d’estimation de la bicorrélation et du bispectre
en les appliquant à des signaux certains et à des signaux aléatoires. Nous
donnons sur les figures suivantes la bicorrélation et le module du bispectre en
perspective et la bicorrélation, le module du bispectre et la phase du bispectre
vus de dessus, les amplitudes sont codées en niveaux de gris.

Pour les signaux déterministes nous avons appliqué la technique du
bipériodogramme. Dans cette situation il n’est pas nécessaire de moyenner.

Les figures (2.9) et (2.10) présentent la bicorrélation et le bispectre
d’un sinus cardinal qui est un signal à bande passante limitée. Sur la figure
(2.9) le signal est dans la bande [0 − 0, 25] en fréquences réduites. Ce signal
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vérifie la condition “forte” du théorème d’échantillonnage appliqué au bispectre
(voir 2.4.2). On n’a donc pas d’artefact. La forme hexagonale du bispectre
matérialise le domaine couvert par le bispectre de signaux à bande limitée.
Sur la figure (2.10) le signal est dans la bande [0− 0, 4] en fréquences réduites.
On voit dans cette situation les artefacts dus à l’échantillonnage.

La figure (2.11) montre la bicorrélation et le bispectre de la réponse
impulsionnelle d’un filtre autorégressif d’ordre 2 (AR-2). Les pôles de ce filtre,
qui fixent les résonances, ont un module égal à 0, 85 et une phase de ±60◦. La
fréquence réduite de résonance de ce filtre est 0, 165. On voit sur le module du
bispectre les maxima associés aux résonances du filtre.

Les deux figures suivantes (2.12) et (2.13) présentent la bicorrélation et
le bispectre de la réponse impulsionnelle d’un filtre à moyenne mobile d’ordre
1 (MA-1). Le zéro du premier filtre est l’inverse par rapport au cercle unité
du zéros du second filtre. Les phases de ces zéros sont ±120◦ et les modules,
respectivement 0, 85 et 1, 176. On voit que les modules des deux bispectres
sont identiques alors que leurs phases présentent une inversion. Ce phénomène
est important car il permet d’identifier le filtre MA à partir de sa seule sortie
(chapitre 3).

Nous présentons ensuite le traitement de signaux aléatoires. Nous avons
utilisé la méthode du corrélogramme. Les signaux traités contiennent 2048
échantillons. La fonction d’apodisation de la bicorrélation est la bicorrélation
d’une porte. Sur les figures (2.14) et (2.15) nous donnons la bicorrélation et
le bispectre estimés d’un signal aléatoire obtenu en filtrant un bruit blanc
par le filtre AR-2 introduit précédemment (pôles 0, 85, phase ±60◦). Le bruit
blanc d’entrée utilisé est construit en prenant le module centré d’un bruit
blanc gaussien. Sur la figure (2.14) l’apodisation est forte (porte de longueur
8 échantillons). On retrouve certains maxima associés aux résonances mais
on constate un fort lissage accompagné d’une réduction des fluctuations sta-
tistiques. Pour obtenir la figure (2.15) on a utilisé une porte de longueur 32
échantillons. Le tracé est plus précis mais, en particulier sur la phase, on voit
apparâıtre des fluctuations statistiques.

Nous présentons enfin, figures (2.16) et (2.17), la bicorrélation et le bis-
pectre du même bruit blanc filtré par les filtres MA à phase minimale et à
phase non minimale utilisés précédemment. Ici comme le bispectre est lisse
nous avons utilisé l’apodisation forte (porte de 8 échantillons). On note que
l’inversion de phase du bispectre, significative de la phase du filtre, est bien
visible.

Comme cela est généralement fait, nous nous sommes limités à l’estima-
tion du bispectre. Il est important de garder présent à l’esprit le fait que dans
de nombreuses situations, la densité de probabilité du signal sera paire. Dans
ce cas les cumulants d’ordre 3 sont nuls, la bicorrélation et le bispectre sont
alors nuls. Dans ces conditions les premières caractéristiques d’ordre supérieur
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 Bicorrélation  Module du bispectre  Phase du bispectre

 Bicorrélation  Module du bispectre

Fig. 2.9 – Signal à bande limitée

à 2 sont la tricorrélation et le trispectre. Il sera alors nécessaire d’estimer la
tricorrélation et le trispectre.

Les techniques que nous avons présentées pour la bicorrélation sont appli-
cables à la tricorrélation. Il apparâıt cependant deux difficultés d’ordre pratique
et théorique. La difficulté pratique vient de la représentation d’une fonction à
trois variables. On se contente souvent de présenter des coupes à deux dimen-
sions ou des lignes à une dimension de la tricorrélation. Nous reviendrons sur
ce point au chapitre 3. La difficulté principale est entrainée par le calcul des
cumulants : les cumulants d’ordre 4 sont généralement obtenus en retranchant
aux moments d’ordre 4 les produits de moments d’ordres inférieurs. Comme
nous l’avons montré, il faut être vigilant si on utilise des moyennes temporelles.

Pour estimer le trispectre il existe, comme à l’ordre 3, deux techniques
principales : le tripériodogramme et le tricorrélogramme. Le tricorrélogramme
est obtenu par une transformation de Fourier (pratiquement une TFD) de
la tricorrélation apodisée pour diminuer la variance de l’estimateur. Il reste
du travail à faire sur les fonctions d’apodisation tridimensionnelles. . .Dans la
technique du tripériodogramme on retrouve le problème de l’extraction des
cumulants d’ordre 2. Là aussi il est encore trop tôt pour présenter un bilan.
Enfin, dans tous les cas on retrouve les problèmes de représentation. On peut
faire appel à des coupes ou à des lignes.
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 Bicorrélation  Module du bispectre  Phase du bispectre

 Bicorrélation  Module du bispectre

Fig. 2.10 – Signal à bande limitée

 Bicorrélation  Module du bispectre  Phase du bispectre

 Bicorrélation  Module du bispectre

Fig. 2.11 – Signal autorégressif d’ordre 2
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 Bicorrélation  Module du bispectre  Phase du bispectre

 Bicorrélation  Module du bispectre

Fig. 2.12 – Signal MA à phase minimale

 Bicorrélation  Module du bispectre  Phase du bispectre

 Bicorrélation  Module du bispectre

Fig. 2.13 – Signal MA à phase maximale
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 Bicorrélation  Module du bispectre  Phase du bispectre

 Bicorrélation  Module du bispectre

Fig. 2.14 – Signal aléatoire autorégressif, apodisation de durée courte

 Bicorrélation  Module du bispectre  Phase du bispectre

 Bicorrélation  Module du bispectre

Fig. 2.15 – Signal aléatoire autorégressif, apodisation de durée longue
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 Bicorrélation  Module du bispectre  Phase du bispectre

 Bicorrélation  Module du bispectre

Fig. 2.16 – Signal aléatoire MA à phase minimale

 Bicorrélation  Module du bispectre  Phase du bispectre

 Bicorrélation  Module du bispectre

Fig. 2.17 – Signal aléatoire MA à phase maximale
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2.8 Conclusion

Les multicorrélations et les multispectres apparaissent comme une
généralisation très naturelle de la corrélation et du spectre. L’analogie entre
les propriétés des caractéristiques d’ordre 2 et celles d’ordre supérieur à 2 est
très grande dans la définition des grandeurs fondamentales, dans les propriétés
de filtrage et dans les méthodes d’estimation.

Un point sensible, que fait apparâıtre l’étude des grandeurs d’ordre
supérieur, est le choix ouvert entre les moments et les cumulants. Nous avons
apporté en 2.2.4 et 2.6.2 des éléments qui tranchent en faveur des cumulants.

Les multicorrélations et les multispectres, fonctions de plusieurs va-
riables, apparaissent comme des grandeurs difficiles à calculer et à représenter.
Cette complexité explique le fait que les études actuelles se sont cantonnées à la
bicorrélation et au bispectre qui ne dépendent “que” de deux variables. . .Nous
pensons que sur ce point les grandeurs vraiment intéressantes seront souvent
d’ordre supérieur à 3. Dans ces conditions, comme nous le verrons dans les
chapitres ultérieurs, on concentrera l’information en utilisant des projections
ou des lignes de multicorrélation et de multispectre.

Les multicorrélations et les multispectres apportent de nouvelles infor-
mations sur les signaux non gaussiens. Ils donnent ainsi de nouveaux outils
d’analyse et de traitement. Nous verrons dans les chapitres suivants que ces
descriptions ouvrent la voie à de nouvelles méthodologies et permettent de
réaliser des traitements dans des situations où les descriptions classiques à
l’ordre 2 ne sont pas suffisamment précises.

2.9 Compléments

2.9.1 Note sur la TFD

Les TFD utilisée dans les statistiques d’ordre supérieur sont en général à
plusieurs dimensions. Elles constituent une généralisation évidente de la TFD
à une dimension. Nous avons introduit dans la TFD et dans la TFD−1 des
facteurs de calibration qui, à notre avis, facilitent les calculs. Présentons rapi-
dement cette normalisation de la TFD.

La TFD fait passer de la suite x(n) de longueur N (0 ≤ n ≤ N − 1)
des échantillons temporels à la suite de longueur N (0 ≤ m ≤ N − 1) des
échantillons fréquentiels X(m) par

X(m) = θ
N−1∑
n=0

x(n)e−
2πnm

N ,

la TFD inverse est donnée par

x(n) = β
N−1∑
m=0

X(m)e
2πnm

N ,
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avec
Nθβ = 1.

L’introduction des facteurs θ et β permet d’englober dans une même notation
les différents choix qui peuvent être faits. En général on choisit

θ = 1 donnant β =
1

N
,

ou

θ =
1

N
donnant β = 1.

Cette notation permet également de redonner à la TFD et à la TFD−1

la même dimension que celle de la TF ou de la TF−1. Pour cela, si TE est la
période d’échantillonnage, il faut choisir,

θ = TE donnant β =
1

NTE
,

avec ce choix θ joue le rôle de dt apparaissant dans la TF . β est l’inverse de la
durée du signal c’est donc l’écart de fréquence entre deux canaux fréquentiels :
β joue donc le rôle de dν apparaissant dans la TF−1. Cette analogie avec le
cas des signaux à temps continu donne un moyen mnémotechnique utile pour
retrouver les relations entre le domaine temps et le domaine fréquence.

Considérons la relation entre la convolution en temps et le produit en
fréquence. La convolution en temps fait apparâıtre l’élément différentiel dt. En
TFD, avec nos conventions, cette relation s’écrira

z = θx ∗ y entraine Z(m) = X(m)Y (m),

de même pour la relation duale :

z(n) = x(n).y(n) entraine Z = βX ∗ Y.

Quant à la relation de Parseval∫ +∞

−∞
x(t)y∗(t)dt =

∫ +∞

−∞
X(ν)Y ∗(ν)dν,

elle devient en TFD

θ
N−1∑

0

x(n)y∗(n) = β
N−1∑

0

X(m)Y ∗(m).

Pour le cas qui nous intéresse ici nous devons utiliser des TFD à p di-
mensions. La généralisation de ce qui précède est très simple. La TFD p di-
mensionnelle du signal à p dimensions x(n1, . . . , np) est

X(m1, . . . , mp) =

[ p∏
i=1

θi

]
N−1∑
n1=0

. . .
N−1∑
np=0

x(n1, . . . , np)e
− 2π

N

∑
nimi ,
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et la TFD inverse

x(n1, . . . , np) =

[ p∏
i=1

βi

]
N1∑

m1=0

. . .
N−1∑
mp=0

X(m1, . . . , mp)e
2π
N

∑
nimi ,

avec
Nθiβi = 1.

Les relations entre le produit et la convolution se généralisent de même.
x et y étant des signaux à p dimensions et ∗ représentant une convolution à p
dimensions on aura

z =

[ p∏
i=1

θi

]
x∗y entrâıne Z(m1, . . . , mp) = X(m1, . . . , mp)Y (m1, . . . , mp),

et

z(n1, . . . , np) = x(n1, . . . , np).y(n1, . . . , np) entrâıne Z =

[ p∏
i=1

βi

]
X ∗ Y.

Le théorème de Parseval s’écrit[ p∏
i=1

θi

]
N−1∑
n1=0

. . .
N−1∑
np=0

x(n1, . . . , np)y
∗(n1, . . . , np)

=

[ p∏
i=1

βi

]
N−1∑
m1=0

. . .
N−1∑
mp=0

X(m1, . . . , mp)Y
∗(m1, . . . , mp)

Lorsque les différentes composantes des signaux sont homogènes on prendra la
même valeur, quel que soit i, pour les constantes de calibration θi et βi. On
aura alors

p∏
i=1

θi = θp et
p∏

i=1

βi = βp.

2.9.2 Sur les classes de signaux

Cette partie est essentiellement issue de [29]. Les processus x(t) auxquels
nous nous intéressons sont ceux pouvant être mis sous la forme

x(t) =
∫

exp(2πνt)dX(ν)

où l’intégrale est une intégrale stochastique de Stieljes-Riemann. Cette
représentation est aussi dite de Cramér. Blanc-Lapierre et Fortet montrent
le résultat suivant :

x(t) admet la décomposition harmonique x(t) =
∫

exp(2πνt)dX(ν) en
moyenne quadratique si et seulement si

E[x(t1)x
∗(t2)] =

∫ ∫
exp(2π(t1ν1 − t2ν2)d

2γ(ν1, ν2),



92 CHAPITRE 2. MULTICORRÉLATIONS ET MULTISPECTRES

où d2γ(ν1, ν2) = E[dX(ν1)dX(ν2)] vérifie∫ ∫
|d2γ(ν1, ν2)| < C < +∞

Le processus x(t) est alors dit harmonisable. Mais pour traiter de statistiques
d’ordre supérieur, l’harmonisabilité ne suffit plus. Les classes des signaux f (k)

et Φ(k) sont alors introduites dans [29].
On dit que X(ν) ∈ Φ(k) si ∀l < k, ∀ε1, . . . , εl∫

. . .
∫
|E[dXε1(ν1) . . . dXεl(νl)]| < C < +∞

(où les εl correspondent à un complexe conjugué s’ils valent -1 et à un complexe
non conjugué s’ils valent +1). x(t) ∈ f (k) si sa transformée de Fourier est dans
Φ(k). Le principal résultat est alors le suivant (page 427 de [29])

Si x(t) ∈ f (k) , si k = l(l − 1), alors ∀j ≤ l

xε1(t1) . . . xεj (tj) =
∫

. . .
∫

exp[2π(
∑

i

εitiνi)]dXε1(ν1) . . . dXεj(νj)

existe en moyenne quadratique. En conséquence de ce type de convergence,
E[xε1(t1) . . . xεj (tj)] existe et vérifie

E[xε1(t1) . . . xεj(tj)] =
∫

. . .
∫

exp[2π(
∑

i

εitiνi)].E[dXε1(ν1) . . . dXεj(νj)]

Remarquons que la classe f (2) correspond à l’ensemble des signaux harmoni-
sables. Précisons enfin que la classe f (∞) est la classe des signaux appartenant
à f (k) pour tout k.

2.9.3 Le multipériodogramme construit sur les cumu-
lants

Le multipériodogramme est défini en 2.6.4 par

Px(p)(m1, . . . , mp−1) = βX(m0)X(m1) . . .X(mp−1) avec m0 = −
p−1∑
i=1

mi.

Comme
– X(m0) = θ

∑N−1
0 x(n)e2π

nm0
N ,

– X(mi) = θ
∑N−1

0 x(n+ki)e2π
(n+ki)mi

N pour i (= 0, la sommation est
faite de 0 à N − 1 car les échantillons sont indicés modulo N ,

le multipériodogramme construit à partir des cumulants est

P C
x(p)(m1, . . . , mp−1) = βCum[X(m0), X(m1), . . . , X(mp−1)]

βθp∑
n e2π

n
∑p−1

0
mi

N
∑

k1
. . .
∑

kp−1
C

x (p)
(k1, . . . , kp−1)e2π

∑p−1

1
kimi

N ,
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soit encore

P C
x(p)(m1, . . . , mp−1) = βθNd(

p−1∑
0

mi)TFD[C
x (p)

(k1, . . . , kp−1)],

où {
d(
∑p−1

0 mi) = 1 si
∑p−1

0 mi = 0
d(
∑p−1

0 mi) = 0 si
∑p−1

0 mi (= 0.

Finalement, on obtient

P C
x(p)(m1, . . . , mp−1) = S

x (p)
(m1, . . . , mp−1).

2.9.4 Comportement asymptotique

Le multispectre d’ordre p est la TFD à p − 1 dimensions de la multi-
corrélation

S
x (p)

(m1, . . . , mp−1) = θp−1
N−1∑
k1=0

. . .
N−1∑

kp−1=0

C
x (p)

(k1, . . . , kp−1)e
2π

∑p−1

0
kimi

N .

Nous voulons étudier le comportement du multispectre lorsque N tend vers
l’infini. Pour cette étude le choix naturel pour θ est 1/N . En supposant la mul-
ticorrélation sommable20, la TFD à p−1 dimensions de la multicorrélation
tend vers une limite finie lorsque N tend vers l’infini.

Le comportement du multispectre d’ordre p, lorsque N tend vers l’infini,
est donné par θp−1 = 1

Np−1 . Il s’ensuit que le mutipériodogramme d’ordre p est
également homogène à 1

Np−1 lorsque N tend vers l’infini. Ces résultats nous
permettront dans le paragraphe suivant de calculer la variance de l’estimateur
du bispectre.

Notons pour terminer que la condition de sommabilité des multi-
corrélations est remplie pour les signaux appartenant à la classe que nous avons
introduite en 2.5.1. Cette condition de sommabilité des multicorrélations est
une condition d’ergodisme. On s’intéresse actuellement à des signaux dits “à
longue dépendance” dont les multicorrélations ne sont pas sommables : pour
ces signaux, l’estimation des multicorrélations pose des problèmes particuliers
et difficiles que nous n’aborderons pas ici.

2.9.5 Variance du bipériodogramme

Le bipériodogramme a été défini (2.29) par

Px(3)(m1, m2) = βX(−m1 −m2)X(m1)X(m2).

20Le fait d’avoir défini les multicorrélations comme des cumulants est ici fondamental
car, si les multicorrélations ainsi définies peuvent être sommables, les multicorrélations des
moments ne sont généralement pas sommables par suite de la présence de branches s’étendant
à l’infini.



94 CHAPITRE 2. MULTICORRÉLATIONS ET MULTISPECTRES

La variance du bipériodogramme, calculée dans [105], est

Var
[
Px(3)(m1, m2)

]
=

β2E [X(−m1 −m2)X(m1)X(m2)X(m1 + m2)X(−m1)X(−m2)]

−
∣∣∣E [Px(3)(m1, m2)

]∣∣∣2 .

Cette variance est un moment d’ordre 6 que l’on peut schématiser par

Var
[
Px(3)(m1, m2)

]
= β2E[1.2.3.4.5.6].

Appellons i6 l’ensemble (1, 2, 3, 4, 5, 6) et ip, (p < 6), les sous-ensembles
contenant p éléments de i6. E[1.2.3.4.5.6] est la somme des cumulants obtenus
en considérant toutes les partitions possibles de i6 (voir le chapitre 1).

– 1 partition : Cum[i6] contenant 1 terme,
– 2 partitions

– Cum[i5]Cum[i1] contenant 6 termes,
– Cum[i4]Cum[i2] contenant 15 termes,
– Cum[i3]Cum[i3] contenant 10 termes,

– 3 partitions
– Cum[i4]Cum[i1]Cum[i1] contenant 15 termes,
– Cum[i3]Cum[i2]Cum[i1] contenant 60 termes,
– Cum[i2]Cum[i2]Cum[i2] contenant 15 termes,

– 4 partitions
– Cum[i3]Cum[i1]Cum[i1]Cum[i1] contenant 20 termes,
– Cum[i2]Cum[i2]Cum[i1]Cum[i1] contenant 45 termes,

– 5 partitions Cum[i2]Cum[i1]Cum[i1]Cum[i1]Cum[i1] contenant 15
termes,

– 6 partitions Cum[i1]Cum[i1]Cum[i1]Cum[i1]Cum[i1]Cum[i1]] contenant
1 terme.

Hinich [105] montre que, dans cet ensemble de termes il existe un terme
dominant. Donnons le principe de cette sélection. Tout d’abord, comme les si-
gnaux sont supposés centrés, tous les termes faisant apparâıtre la moyenne sont
nuls. Il ne reste alors que les termes associés à une, deux ou trois partitions. Les
termes associés à une partition sont homogènes à un multispectre d’ordre 6 :
leur comportement asymptotique est donc en 1/N5. Les termes associés à deux

partitions contiennent le terme
∣∣∣[Px(3)(m1, m2)

]∣∣∣2 qui se simplifie dans l’expres-
sion de la variance et des termes produits d’un bispectre par un quadrispectre
dont le comportement asymptotique est en 1/N4. Enfin, les termes non-nuls
associés à trois partitions sont homogènes au cube d’un spectre. Leur com-
portement asymptotique est en 1/N3. Asymptotiquement, les termes associés
à trois partitions seront donc dominants. Parmi les 15 termes concernés, en
tenant compte du fait que deux fréquences différentes sont décorrélées puisque
le signal est stationnaire, il ne reste finalement qu’un seul terme, donnant, au
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premier ordre, pour la variance du bipériodogramme :

Var
[
Px(3)(m1, m2)

]
=

β2E [X(m1)X(−m1)] E [X(m2)X(−m2)]E [X(m1 + m2)X(−m1 −m2)] .

Comme

S
x (2)

(m) = βE [X(m)X(−m)] ,

on obtient finalement

Var
[
Px(3)(m1, m2)

]
=

1

β
S

x (2)
(m1)Sx (2)

(m2)Sx (2)
(−m1 −m2). (2.38)

On montre de même [105] que la covariance de deux termes différents du
bipériodogramme est :

Cov
[
Px(3)(m1, m2), Px(3)(l1, l2)

]
= βS

x (6)
(m1, m2,−m1 −m2, l1, l2). (2.39)

2.9.6 Variance de la bicorrélation

La bicorrélation estimée est la TFD−1 du bipériodogramme

Ĉ
x (3)

(k1, k2) = β2
∑
m1

∑
m2

Px(3)(m1, m2)e
2π
N

(m1k1+m2k2).

La variance de la bicorrélation estimée est donc

Var
[
Ĉ

x (3)
(k1, k2)

]
= β4∑

m1

∑
m2

∑
l1

∑
l2 Cov

[
Px(3)(m1, m2)Px(3)(−l1,−l2)

]
× e

2π
N

(m1k1−l1k1+m2k2−l2k2).

En utilisant (2.38) et (2.39) on obtient

Var
[
Ĉ

x (3)
(k1, k2)

]
= I + II,

avec

I = β3
∑
m1

∑
m2

S
x (2)

(m1)Sx (2)
(m2)Sx (2)

(−m1 −m2),

et

II = β3
∑
m1

∑
m2

∑
l1

∑
l2

S
x (6)

(m1, m2,−m1−m2,−l1,−l2)e
2π
N

(m1k1−l1k1+m2k2−l2k2).
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Calcul de I Avec

S
x (2)

(m1) = θ
∑
k1

C
x (2)

(k1)e
− 2π

N
k1m1 ,

et
S

x (2)
(−m1 −m2) = θ

∑
k2

C
x (2)

(k2)e
2π
N

(k2m1+k2m2),

on obtient

I = θ2β3
∑
m1

∑
m2

∑
k1

∑
k2

C
x (2)

(k1)Cx (2)
(k2)Sx (2)

(m2)e
2π
N

(m1(k2−k1)+m2k2).

Comme ∑
m1

e
2π
N

m1(k2−k1) = Nd(k2 − k1),

avec
d(k2 − k1) = 1 si k2 = k1 = 0 sinon

et

β2θ2 =
1

N2
,

il vient

I =
β

N

∑
k1

∑
m2

[
C

x (2)
(k1)
]2

S
(
m2)e

2π
N

m2k1,

donnant finalement

I =
1

N

∑
k1

[
C

x (2)
(k1

]3
).

Calcul de II On peut écrire le terme II sous la forme

II = (βθ)5
∑
i1

∑
i2

∑
i3

∑
i4

∑
i5

C
x (6)

(i1, i2, i3, i4, i5)ABCD,

avec
– A =

∑
m1

e
2π
N

m1(−i1+i3+k1) = Nd(−i1 + i3 + k1),

– B =
∑

m2
e

2π
N

m1(−i2+i3+k2) = Nd(−i2 + i3 + k2),

– C =
∑

l1 e
2π
N

l1(i4−k1) = Nd(i4 − k1),

– D =
∑

l2 e
2π
N

l1(i5−k2) = Nd(i5 − k2).
En posant

i3 = i,

on obtient finalement

II =
1

N

∑
i

C
x (6)

(i + k1, i + k2, i, k1, k2).

Donnant pour la variance de la bicorrélation estimée

Var
[
Ĉ2(k1, k2)

]
=

1

N

∑
i

[
C

x (2)
(i)
]3

+ C
x (6)

(i + k1, i + k2, i, k1, k2). (2.40)



Chapitre 3

Signaux et systèmes

Il existe des relations étroites entre les signaux et les systèmes : les signaux
permettent d’identifier les systèmes et un système peut caractériser un signal.
Ces relations sont largement exploitées dans l’approche des signaux à l’ordre
2. On connâıt à cet ordre de nombreuses méthodes d’identification [101, 142].
Parallèlement la modélisation d’un signal par un système (AR, MA, ARMA)
est à la base de nombreuses méthodes de caractérisation des signaux à l’ordre
2 : en analyse spectrale, dans l’égalisation. . .

La caractérisation à l’ordre 2 est cependant partielle et elle ne permet
pas de résoudre les problèmes d’identification d’un système linéaire dont on ne
connâıt que la sortie (identification aveugle) [65, 150]. Nous allons voir que les
relations entre les signaux et les systèmes peuvent être approfondies et élargies
lorsque l’on pousse la caractérisation des signaux à un ordre supérieur à 2. On
peut alors, en particulier, résoudre le problème de l’identification aveugle.

3.1 Les systèmes échantillonnés

Ce paragraphe donne les rappels nécessaires à ce chapitre en ce qui
concerne les filtres à temps discret.

3.1.1 Présentation générale

Présentons les systèmes linéaires et stationnaires qui sont à la base des
représentations “systémiques” des signaux [142, 164]. En temps, la relation
entrée x-sortie y, pour un système linéaire et stationnaire, est une convolution
y = h ∗ x, soit

y(n) =
∑
p

h(n− p) x(p) =
∑
p

h(p) x(n− p).

La fonction h(n) qui caractérise le système linéaire et stationnaire est la
réponse impulsionnelle. En fréquences réduites, ou en transformée en Z,
la relation entrée-sortie est le produit simple [147] Y (λ) = H(λ)X(λ), ou

97
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Y (z) = H(z)X(z). H(λ) est la fonction de transfert, ou le gain complexe, en
fréquences réduites, et H(z) est la fonction de transfert en Z.

On peut également décrire un système linéaire et stationnaire par une
équation aux différences [147, 164]

y(n) +
P∑

k=1

a(k) y(n− k) =
Q∑

l=0

b(l) x(n− l).

Nous avons choisi les bornes de sommation de manière à ce que le système soit
causal : nous construisons la sortie à l’instant n à partir de l’entrée à l’instant
n, des entrées passées et des sorties passées. Cette contrainte n’est pas absolue.
En pratique les sommes portent sur un nombre fini de termes. En théorie, on
peut considérer des systèmes linéaires et stationnaires pour lesquels on a une
sommation infinie. La fonction de transfert en Z est

H(z) =

∑Q
0 b(l)z−l

1 +
∑P

1 a(k)z−k
.

En factorisant le numérateur et le dénominateur de la fonction de transfert on
peut l’écrire

H(z) = b(0)zP−Q

∏Q
i=1(z − z0i)∏P
j=1(z − zpj)

.

On fait ainsi apparâıtre les P pôles zpj et les Q zéros z0i du système
linéaire et stationnaire. Les pôles et les zéros constituent une description très
parlante des propriétés du système linéaire et stationnaire donnant la fonction
de transfert à un facteur près b(0) et à un retard Q− P près [147].

On distingue :
– les systèmes linéaires et stationnaires autorégressifs (AR) pour lesquels

b(0) = 1 et b(l) = 0 pour l non nul. La relation entrée sortie est pour
ces systèmes

y(n) = −
P∑

k=1

a(k)y(n− k) + x(n),

montrant que la sortie à l’instant n est construite à partir des P sorties
précédentes et de la seule entrée à l’instant n. Ces systèmes ont P pôles
et un zéro d’ordre P à l’origine.

– les systèmes linéaires et stationnaires à moyenne mobile ou à moyenne
ajustée (MA) pour lesquels a(k) = 0 pour tout k. La relation entrée-
sortie est

y(n) =
Q∑

l=0

b(l)x(n− l),

et la sortie à l’instant n est une moyenne des entrées concommittantes
et passées. Ces systèmes ont Q zéros et un pôle d’ordre Q à l’origine.
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– enfin le cas général est celui des systèmes linéaires et stationnaires
autorégressifs à moyenne ajustée (ARMA).

On classe également les systèmes linéaires et stationnaires selon la structure
de leur réponse impulsionnelle. Les filtres MA ont une réponse impulsionnelle
de longueur finie : filtres à réponse impulsionnelle finie (RIF). Les filtres AR et
ARMA ont une réponse impulsionnelle de longueur infinie : filtres à réponse
impulsionnelle infinie (RII) .

3.1.2 Stabilité et causalité

Pour être “physiquement réalisable” un système linéaire et stationnaire
doit être stable et causal [99, 164].

La stabilité BIBO (bounded input-bounded output) exige qu’à toute
entrée bornée le système associe une sortie bornée. Autrement dit, un système
est stable, si pour toute entrée x(n) vérifiant

|x(n)| < +∞,

la sortie y(n) vérifie
|y(n)| < +∞.

La causalité stipule que l’effet (la sortie) ne doit pas précéder la cause (l’entrée).
La condition de causalité peut se formuler par l’implication suivante :

x(n) = 0 pour n < n0 ⇒ y(n) = 0 pour n < n0.

La stabilité et la causalité peuvent s’exprimer dans les différentes
représentations des systèmes linéaires et stationnaires.

Une condition nécessaire et suffisante de stabilité est que la réponse im-
pulsionnelle soit sommable en module, c’est-à-dire

+∞∑
−∞

|h(n)| < +∞,

et la condition de causalité est simplement

h(n) = 0 pour n < 0.

En fréquences réduites le critère de Paley-Wiener [166] nous indique qu’il
existe au moins un système linéaire et stationnaire, stable et causal, dont le
module de la fonction de transfert est |H(λ)| si et seulement si∫ 1/2

−1/2
log |H(λ)|dλ < +∞. (3.1)

Enfin, en Z, un système sera stable et causal si et seulement si :

1. le nombre de pôles est supérieur ou égal au nombre de zéros,

2. tous les pôles sont à l’intérieur du cercle de rayon 1, dans le plan complexe
des Z.
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Système linéaire et stationnaire, stable et causal Pour un système
stable et causal la réponse impulsionnelle vérifie :

h(n) = 0 pour n < 0.

C’est la condition duale de la condition imposée au signal analytique. La partie
réelle et la partie imaginaire du gain complexe en fréquences réduites sont donc
reliées par une transformation de Hilbert en fréquences réduites (THFr). Ceci
est exprimé par les relations de Kramers-Kronig

1 [H(λ)] = THFr−1 [) (H(λ))]
) [H(λ)] = THFr [1 (H(λ))] .

La THFr et la THFr−1 sont les transformées de Hilbert directe et inverse en
fréquences réduites.

Système linéaire et stationnaire stable, causal et causalement inver-
sible (ou à phase minimale) Un système linéaire et stationnaire sera dit
stable, causal et causalement inversible si :

1. le système linéaire et stationnaire est stable et causal ;

2. son inverse (permettant de retrouver l’entrée à partir de la sortie) est
stable et causal.

Soit un système linéaire et stationnaire de fonction de transfert en Z,
H(z), la fonction de transfert du système inverse est

Hi(z) =
1

H(z)
.

Les pôles de H(z) sont les zéros de Hi(z) et les zéros de H(z) sont les pôles
de Hi(z). Il s’ensuit qu’un système linéaire et stationnaire sera stable, causal
et causalement inversible si et seulement si :

1. le nombre de pôles est égal au nombre de zéros,

2. les pôles et les zéros sont dans le disque de rayon 1.

Pour un système linéaire et stationnaire, stable, causal et causalement inver-
sible les pôles du logarithme de la fonction de transfert, qui sont les pôles et les
zéros de la fonction de transfert, sont dans le cercle de rayon 1. La transformée
en Z inverse de ce logarithme, que l’on appelle le cepstre, est donc une fonction
causale (nulle pour les temps négatifs), soit

TZ−1 [log H(z)] = C(n) = 0 pour n < 0.

La partie réelle et la partie imaginaire de ce logarithme sont donc reliées par
une transformation de Hilbert. En fréquences réduites on a

log [H(λ)] = log |H(λ)| + φH(λ),
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d’où l’on déduit les relations de Bode-Bayard

φH(λ) = THFr−1 [log |H(λ)|]
log |H(λ)| = THFr [φH(λ)] .

(3.2)

qui relient le module et la phase de la fonction de transfert d’un système linéaire
et stationnaire, stable, causal et causalement inversible. La relation (3.2) nous
montre que si l’on connâıt le module de la fonction de transfert d’un système
linéaire et stationnaire stable, causal et causalement inversible alors sa phase
est déterminée par (3.2). En rapprochant ce résultat du critère de Paley Wiener
(3.1) on voit que si le module d’un système linéaire et stationnaire stable, causal
et causalement inversible vérifie ce critère, qui porte uniquement sur le module
de la fonction de transfert, on peut calculer sa phase.

Les systèmes linéaires et stationnaires, stables, causaux et causale-
ment inversibles sont dénommés également filtres à phase minimale. Cette
dénomination vient de l’étude de la famille de filtres ayant une valeur fixée
pour le module de la fonction de transfert en fréquences réduites (gabarit).
On sait que cette condition définit une famille de filtres. Dans cette famille le
filtre stable, causal et causalement inversible est celui pour lequel la rotation de
phase totale, lorsque la fréquence réduite varie de −1/2 à +1/2, est minimale.
Ce filtre est intéressant car, dans la famille de filtres considérée, il est celui qui
répond le plus rapidement. En effet, en appelant h(n) la réponse impulsionnelle
d’un filtre de la famille, et hmin(n) celle du fitre à phase minimale, pour tout
n0 > 0 on a

n0∑
0

|h(n)|2 ≤
n0∑
0

|hmin(n)|2.

Lorsque l’on réalise l’identification d’un filtre ARMA les pôles doivent
être dans le cercle de rayon 1 pour que le filtre soit stable1. Les zéros peuvent
occuper indifféremment deux positions inverses par rapport au cercle de rayon
1 sans modifier le module du gain complexe du système linéaire et station-
naire. Cette indétermination sur la position des zéros engendre la famille de
filtres ayant le même gabarit, elle ne peut pas être levée par les techniques
d’identification à l’ordre 2 pour des signaux et des filtres stationnaires.

Conclusion Le but essentiel de cette brève introduction sur les systèmes
linéaires et stationnaires était de préciser les différents modèles (AR, MA et
ARMA) et de situer les problèmes importants de causalité, de stabilité et
de phase minimale (ou d’inversibilité causale). En général quand on identifie
un système linéaire et stationnaire on est amené à supposer qu’il est stable
et causal, bien que ces hypothèses puissent être remises en cause. Par contre

1Dans certaines situations on pourra considérer des filtres ayant des pôles à l’extérieur
du cercle unité en inversant le sens du temps : filtres anticausaux.
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rien ne permet de supposer qu’il est à phase minimale. Nous verrons que ce
problème de phase est au centre des techniques d’identification aveugle.

Pour approfondir vos connaissances sur les systèmes linéaires et station-
naires, il existe de nombreux ouvrages très complets [101, 132, 142, 164].

3.2 Modélisation et filtrage

Avant d’aborder les techniques d’identification aveugle, il est bon de don-
ner quelques considérations générales qui nous permettront de situer les divers
problèmes de modélisation et d’identification. Nous préciserons et compare-
rons également les notions importantes de filtre blanchisseur et filtre inverse.
Ces différentes notions seront illustrées par un exemple faisant ressortir les
différences entre le blanchiment et l’inversion d’un signal. Cet exemple nous
permettra également de présenter la position spéciale occupée par les signaux
gaussiens.

3.2.1 Modélisation systémique

Un signal aléatoire stationnaire x(n) peut être modélisé par la sortie x(n)
d’un filtre non linéaire de Volterra d’ordre éventuellement infini [64]. Le terme
d’ordre i est

xi(n) =
+∞∑

k1=−∞
. . .

+∞∑
ki=−∞

hi(k1, . . . , ki) b(n− k1) . . . b(n− ki).

donnant la sortie du filtre de Volterra

x(n) =
∞∑
i=1

xi(n) (3.3)

Les fonctions hi(k1, . . . , ki) sont les noyaux de Volterra et le signal d’entrée
b(n) est une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi2 . Le
système, filtre, en général non linéaire, permettant d’engendrer le signal x(n)
à partir d’une suite de variables aléatoires indépendantes est appelé système
générateur. Ce modèle fait apparâıtre les relations entre les signaux et les
systèmes, linéaires ou non linéaires.

Dans certaines situations, en particulier dans les canaux de transmission,
on peut imposer au système d’être linéaire, on obtient alors le modèle simplifié
suivant dit modèle linéaire :

x(n) =
+∞∑

k1=−∞
h1(k1) b(n− k1), (3.4)

2Les problèmes d’existence sont discutés au chapitre 5.
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h1(k1) est la réponse impulsionnelle du système linéaire.
Les signaux dont le système générateur est linéaire sont appelés des si-

gnaux linéaires.

3.2.2 Filtre blanchisseur. les différents bruits blancs.

Soit un signal x(n), on appelle filtre blanchisseur le filtre linéaire qui,
ayant à son entrée x(n), donnera en sortie un signal (bruit) blanc à l’ordre
2. La notion très classique de signal blanc, on dit plutôt bruit blanc et nous
suivrons la tradition bien qu’elle affecte ce signal d’une connotation péjorative
qu’il ne mérite pas, doit être repensée quand on s’intéresse aux propriétés
d’ordre supérieur.

En fait il n’existe pas un bruit blanc mais plusieurs bruits blancs doivent
être introduits [34]. Selon le degré de finesse de l’analyse on aura, si l’on peut
dire, plusieurs degrés de blancheur.

En analyse spectrale un bruit blanc est un signal dont le spectre est
constant. La corrélation de deux échantillons différents du bruit blanc à l’ordre
2 est donc nulle : un bruit blanc à l’ordre 2 est donc formé par une suite de
variables aléatoires décorrélées.

A un ordre supérieur, on est concerné par des cumulants d’ordre supérieur
à 2. Un bruit blanc à l’ordre q est formé d’une suite de variables aléatoires dont
les cumulants d’ordre inférieur ou égal à q sont nuls dès que l’on s’intéresse à
un cumulant mettant en jeu plus d’un seul échantillon.

Enfin un bruit blanc sera dénommé bruit blanc parfait si les échantillons
de ce signal sont des variables aléatoires indépendantes.

Il existe des relations d’ordre partiel entre ces diverses blancheurs [34]. La
blancheur parfaite entrâıne la blancheur à tous les ordres. A l’inverse la blan-
cheur à l’ordre 2 n’entrâıne en général ni la blancheur à un ordre supérieur :
des variables aléatoires peuvent être décorrélées et avoir des cumulants croisés
d’ordre supérieur à 2 non nuls, ni la blancheur parfaite : la décorrélation n’en-
trâıne pas l’indépendance. Toutes les blancheurs sont équivalentes dans le cas
d’un bruit gaussien : on sait que dans le cas gaussien la décorrélation en-
trâıne l’indépendance. Nous avons vu également au chapitre 2 que les ordres
supérieurs de signaux gaussiens n’apportent pas d’information : les cumulants
d’ordre supérieur à 2 sont nuls. La notion de filtre blanchisseur n’est donc pas
unique.

Classiquement quand on parle de filtre blanchisseur on sous-entend un
filtre blanchisseur à l’ordre 2 : dont la sortie est un bruit blanc d’ordre 2.
Pour les signaux aléatoires décrits par (3.3), il existe toujours un filtre linéaire
blanchisseur à l’ordre 2. La connaissance de ce filtre est suffisante quand on
fait de l’analyse spectrale. Enfin ce filtre blanchisseur est un filtre blanchisseur
parfait si le signal blanchi est gaussien.
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A un ordre supérieur à 2 et pour les signaux non gaussiens la situation
est plus complexe. . .

3.2.3 Filtre inverse

Le filtre inverse d’un signal x(n) modélisé par (3.3) est le système per-
mettant de retrouver le signal d’entrée b(n) à partir de la sortie x(n). Pour des
signaux linéaires (engendrés selon la relation (3.4)) le filtre inverse est linéaire.
Dans le cas général le filtre inverse n’est pas linéaire : ce filtre inverse est donc
différent du filtre blanchisseur à l’ordre 2 qui est linéaire.

Quelle est, pour les signaux linéaires, la relation entre le filtre blanchisseur
et le filtre inverse ?

3.2.4 Relation entre le filtre blanchisseur et le filtre
inverse pour des signaux linéaires. Identification
aveugle

Soit un signal x(n) aléatoire stationnaire linéaire et de puissance finie.
Connaissant le signal x(n) et ses caractéristiques à l’ordre 2 : corrélation ou
spectre on veut trouver le filtre blanchisseur et le filtre inverse de x(n). Le
signal étudié vérifie le modèle (3.4), son spectre est donc

S
x (2)

(λ) = |H(λ)|2Pb,

où H(λ) est le gain complexe du filtre engendrant x(n), et Pb est la puissance
du bruit générateur b(n).

La connaissance de S
x (2)

(λ) nous permet d’accéder au module 1/|H(λ)|
du gain complexe du filtre blanchisseur mais ne nous donne pas d’information
sur la phase de ce filtre. On pourra construire le filtre blanchisseur de x(n)
en utilisant les diverses méthodes développées dans les approches à l’ordre 2
[142].

– en temps par la corrélation et les équations de Yule-Walker en donnant
au filtre blanchisseur une structure MA,

– en temps par l’algorithme de Levinson et les coefficients de corrélation
partielle en donnant au filtre blanchisseur une structure en treillis,

– en fréquence en prenant une détermination particulière pour la phase
du filtre blanchisseur : phase nulle, phase minimale. . .

Pour obtenir le filtre inverse nous devons connâıtre la phase qui ne nous est
pas donnée par les caractéristiques d’ordre 2 du signal de sortie. Nous al-
lons voir que l’on peut réaliser cette identification aveugle en utilisant les ca-
ractéristiques d’ordre supérieur du signal analysé.
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sortieentrée
Inverse 2

Inverse 3

Inverse 1

Zéros filtre inverse

Spectre du signal filtré

ARMA 4

Poles filtre direct

Fig. 3.1 – Le filtre direct et les filtres blanchisseurs.

3.2.5 Illustration

Les analogies et les différences entre les notions de filtre inverse et de
filtre blanchisseur, ainsi que le cas singulier présenté par les signaux gaussiens
sont illustrés par la simulation suivante inspirée par [65].

Un signal x(n) est engendré par filtrage d’un signal blanc parfait b(n) par
un filtre ARMA(4, 4) présentant 4 pôles (stables) et 4 zéros (2 dans le disque
de rayon 1 et 2 extérieurs). On construit ensuite trois versions du filtre inverse,
qui sont tous des filtres blanchisseurs, en réalisant un filtre ARMA(4, 4) dont
les zéros sont les pôles du filtre direct et dont les pôles sont les zéros du filtre
direct ou sont les inverses par rapport au cercle unité des zéros du filtre direct.
Les positions des pôles et zéros des filtres direct et inverse ainsi que la densité
spectrale de puissance du signal x(n) sont illustrés sur la figure (3.1).

Les trois filtres dénommés inverse 1, 2 et 3 sont des filtres blanchisseurs
mais un seul d’entre-eux est le filtre inverse. Deux types de signaux blancs
d’entrée ont été utilisés.

Le premier est un signal gaussien. Les propriétés de ce signal gaussien
sont contenues complètement dans ses caractéristiques d’ordre 2 : on peut
prévoir que les sorties des filtres 1, 2 et 3 ne pourront pas être distinguées.
Ce fait est illustré, non démontré !, sur les panneaux de gauche de la figure
(3.1) qui montre le signal d’entrée, le signal filtré, et les sorties des trois filtres.
L’observation des seules sorties ne permet pas de distinguer les trois filtres.
On trouve, évidemment, le filtre inverse quand on compare point à point les
sorties et l’entrée. . .

Le second signal est un signal blanc, non gaussien. Nous avons choisi une
séquence d’impulsions qui rappellent les coefficients de réflexion des interfaces



106 CHAPITRE 3. SIGNAUX ET SYSTÈMES

 Filtre blanchisseur 2, Kurtosis −0.16

 Filtre blanchisseur 1, Kurtosis −0.31

 Filtre inverse, Kurtosis −0.54

 Sortie, Kurtosis 0.13

 Entrée, Kurtosis −0.54

 Filtre blanchisseur 2, Kurtosis 5.29

 Filtre blanchisseur 1, Kurtosis 8.39

 Filtre inverse, Kurtosis 10.44

 Sortie, Kurtosis 0.78

 Entrée, Kurtosis 10.44

Fig. 3.2 – Entrées gaussiennes et non gaussiennes, sortie du filtre direct. Sor-
ties du filtre inverse et des filtres blanchisseurs.
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entre couches géologiques dans une expérimentation de prospection sismique
[174].

On voit sur les panneaux de droite de la figure (3.1) que les signaux
de sortie sont différents ; on peut donc penser qu’il est possible de trouver
le filtre inverse en observant seulement la sortie : c’est ce que l’on appelle la
déconvolution aveugle dont nous reparlerons en détails plus loin. Donnons, en
anticipant, une idée d’une solution.

Puisque le problème n’a pas de solution à l’ordre 2 nous devons utiliser
des caractéristiques d’ordre supérieur des signaux de sortie. Nous avons choisi
le kurtosis qui est le cumulant d’ordre 4 normé (chapitre 1)

K
x (4)

=
E [x4]

E2 [x2]
− 3.

Les kurtosis des différents signaux de sortie sont donnés sur les figures. Dans
le cas gaussien ils sont théoriquement nuls : leur valeur proche de 0 est issue
des erreurs d’estimation du kurtosis. Dans le cas non gaussien, ils sont signifi-
cativement différents. Le filtre inverse engendre un signal dont le kurtosis est
maximum : ce critère permet donc de choisir entre les diverses solutions.

3.2.6 Conclusion

En prenant du recul vis à vis des approches habituelles de la modélisation
des signaux à l’ordre 2 nous pouvons mieux discerner les relations existant entre
les différents types de filtres appliqués aux signaux : filtre blanchisseur, filtre
inverse linéaire ou non linéaire. . .

En bref, le filtre linéaire blanchisseur à l’ordre 2 est donné par les pro-
priétés à l’ordre 2 du signal : spectre ou corrélation. Le filtre inverse dont le
but est de retrouver le bruit blanc parfait générateur est linéaire dans le cas
de signaux linéaires, non linéaire (si il existe) dans les autres cas. Dans le cas
linéaire le filtre inverse n’est pas donné par les propriétés du signal à l’ordre 2.
Nous allons voir comment les caractéristiques d’ordre supérieur à 2 permettent
de trouver le filtre inverse en réalisant une identification aveugle.

Le cas des signaux gaussiens est singulier. Cette situation est très
défavorable : lorsque les signaux sont gaussiens et stationnaires, il est im-
possible de réaliser une déconvolution aveugle. . .

3.3 Identification aveugle (extralucide ?)

La situation considérée est décrite figure (3.3). Le signal d’entrée, e(n),
est un bruit blanc parfait, suite de variables aléatoires indépendantes de même
loi, le signal observé, o(n), est une filtrée linéaire et stationnaire du signal
d’entrée. On ne connâıt que ce signal de sortie et l’on veut retrouver le signal
d’entrée.
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On pourra seulement retrouver un signal proportionnel au signal d’entrée
à un retard inconnu près (nr). Dans le cas de signaux à valeurs complexes
la constante de proportionnalité est complexe : le signal sera donc également
reconstitué à une phase (φ) globale près :

s(n) = Aeφe(n− nr),

les paramètres A, nr et φ ne sont pas identifiables.
Cette situation se rencontre dans plusieurs domaines d’application pour

des signaux à une ou plusieurs dimensions [101, 132, 135]. Dans les systèmes
de communication, le filtre inverse, dénommé égaliseur, permet de reconstituer
le message émis. Dans de nombreux problèmes de mesure le signal observé est
convolué par la fonction de transfert du système de mesure ; l’identification
de ce filtre permet de réaliser une déconvolution. Citons dans ce domaine la
prospection sismique [35, 174], le sondage radar ou sonar, l’échographie, le
contrôle non destructif. . .

Pour retrouver e(n) nous devons construire le filtre inverse. Le point
fondamental que nous avons introduit en 3.2.5 est l’impossibilité de réaliser
cette identification à partir de la sortie seule par des techniques faisant appel
aux moments d’ordre 2. Nous allons voir comment ce problème peut être résolu
en utilisant, de manière directe ou indirecte, les statistiques d’ordre supérieur.
Ces nouvelles techniques se sont développées dans les vingt dernières années
en étendant les algorithmes connus à l’ordre 2. Nous allons les présenter en
distinguant les systèmes d’identification en boucle qui consistent à construire
un système linéaire et stationnaire adaptatif convergeant vers le filtre inverse
et les systèmes en ligne qui donnent une estimation directe du filtre inverse.
Comme toute classification cette distinction n’est pas absolue et l’on trouvera
des systèmes relevant des deux approches.

Le tableau (3.3) synthétise le contenu des trois paragraphes qui suivent.

3.4 Identification aveugle “en boucle”

Les systèmes d’identification “en boucle” ont été développés dans le cadre
des études sur les égaliseurs. Les références de base sont [25, 39, 65, 92, 179,
185]. Nous nous appuyons également sur des articles de synthèse [23, 150].

3.4.1 L’algorithme du gradient stochastique

La structure générale de ces systèmes est donnée sur la figure (3.3). Le si-
gnal observé o(n) est issu du filtrage d’un bruit blanc parfait (suite de variables
aléatoires indépendantes) e(n) par le filtre direct de réponse impulsionnelle
d(k).

o(n) =
∑
p

d(p)e(n− p).
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IDENTIFICATION AVEUGLE

Non paramétrique
bouclé, §3.4 Critères non quadratiques, p. 112

kurtosis p. 114
Godard p. 116
Sato p. 116

en fréquence, §3.5 Méthode récursive linéaire p. 120
Moindres carrés, p. 121
Méthode de projection, p. 122
Retard de groupe, p. 122

Paramétrique
filtre MA, §3.6.2 Formule C(q, k), p. 128

Méthodes algébriques, p. 129
Optimisation, p. 132
Multicepstre, p. 133

filtre AR, §3.6.3 Yule-Walker ordre supérieur, p. 134
filtre ARMA, §3.6.4 p. 135

Tab. 3.1 – Synthèse des méthodes d’identification aveugles présentées dans ce
chapitre

On cherche un filtre inverse transversal décrit par sa réponse impulsionnelle
de longueur finie i(k) pour −p1 ≤ k ≤ p2, donnant en sortie s(n) via

s(n) =
∑
p

i(k)o(n− k)) = iTo(n),

avec iT = (i(−p1) . . . i(p2)) et oT (n) = (o(n + p1) . . . o(n − p2)). Dans le cas
général, le filtre cherché peut contenir une partie causale 0 ≤ k ≤ p2 et une
partie non-causale −p1 ≤ k < 0.

Le bruit blanc d’entrée e(n) et la sortie s(n) sont reliés par le filtre global
(figure (3.3)) de réponse impulsionnelle t(k) par

s(n) =
∑
p

t(p)e(n− p). (3.5)

Pour obtenir le filtre inverse on minimise un critère V (s) dépendant de la sor-
tie3. Les signaux traités étant aléatoires, le critère est généralement un moment

3En physique on rencontre le même problème de minimisation de l’énergie des systèmes
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Système total

o(n) s(n)d(k)
SLS FI

i(k)e(n)
i.i.d

Fig. 3.3 – Le filtre inverse

du type
V (s) = E[v(s)].

La convergence vers le filtre inverse est obtenue par une méthode du
gradient [101, 132, 135, 198]. En pratique on ne peut pas calculer l’espérance
mathématique donnant V (s). On la remplace par sa valeur instantanée v(s).
On obtient alors une méthode d’adaptation dite du gradient stochastique [132,
172].

Pendant la période d’adaptation du filtre sa réponse impulsionnelle est
variable, nous la noterons i(n). En théorie, i(n) doit tendre vers une limite. A
la convergence le filtre devient donc stationnaire en moyenne. En réalité, par
suite des erreurs d’estimation, le filtre ne se stabilise jamais complètement. . .

L’adaptation du filtre est obtenue par

i(n + 1) = i(n)− µ∇v [s(n)] ,

où ∇V (s) est le gradient de V par rapport aux coefficients du filtre, et µ est
une constante dont la valeur fixe la vitesse de convergence et l’amplitude des
fluctuations résiduelles de la réponse impulsionnelle estimée.

Quand on utilise un critère quadratique (ordre 2) µ doit être inférieur à
une valeur déterminée pour assurer la convergence [198]. On peut faire diminuer
la valeur de µ lorsque l’on approche de la convergence [135].

Cette technique est très étudiée dans les méthodes utilisant des critères
quadratiques. Elle s’appelle alors la méthode des moindres carrés moyens et une
très vaste littérature a été consacrée à ce sujet [101]. Les principales variantes
portent sur la structure du filtre estimé : transversal comme ici, en treillis
[97, 137]. . .On peut également définir le filtre en temps, en fréquence [163], on
peut optimiser la vitesse de convergence : moindres carrés. . .

En résumé l’algorithme du gradient stochastique s’écrit{
s(n) = iT (n)o(n),
i(n + 1) = i(n)− µ∇v[s(n)].

décrits par un potentiel.
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Parfois i(n) = 0 est une solution des algorithmes de minimisation. Pour
éviter de converger vers cette solution triviale on impose des contraintes à
la réponse impulsionnelle. Les contraintes imposées sont généralement soit4

i0 = 1 soit ||i||2 = iT i = 1. On obtient alors un algorithme de minimisation
sous contrainte.

On peut voir l’algorithme du gradient stochastique de la façon imagée
suivante. Le filtre est un randonneur qui se déplace dans un terrain boisé (ce
qui ne lui permet pas de voir à distance) dont la topographie est fixée par
le critère. Le randonneur ne possède pas de carte mais dispose d’un niveau à
bulles lui permettant de mesurer la pente du sol exactement sous ses pieds. Le
randonneur veut atteindre le point le plus haut (ou le plus bas mais, pour les
randonneurs nous opterions plutôt pour le point le plus haut. . .) du territoire.
Il va donc chercher à monter constamment en mesurant, grâce à son niveau à
bulles, la déclivité du sol. Le sol, comme les signaux, est aléatoire (mottes de
terre, touffes d’herbe, fourmilières. . .) la déclivité locale mesurée est donc le
gradient stochastique :

∇v[s(n)].

Le randonneur peut “optimiser” sa route : moindres carrés. Le randonneur
doit également adapter l’amplitude de ses pas par µ. Lorsque le randonneur
est près du but on imagine que si ses pas sont d’amplitude constante il va
osciller autour du sommet, voire redescendre. Pour se rapprocher du sommet
il doit donc faire des pas de plus en plus petits (diminution de µ). Le cas des
algorithmes sous contraintes est ici celui du randonneur qui veut atteindre le
sommet en suivant un chemin. On lui suggère alors deux solutions. Soit se
contenter de mesurer la pente le long du chemin : c’est le plus simple pour
un randonneur. Soit mesurer la pente sans tenir compte du chemin, faire un
pas dans la direction trouvée et regagner le point du chemin le plus proche
de sa nouvelle position : c’est le plus simple pour les systèmes adaptatifs.
Quand le randonneur peut enfin se reposer sur le sommet tant désiré il a le
temps de se poser la grave question suivante : ai-je atteint le véritable sommet ?
Seule la métaphysique du critère, c’est-à-dire les propriétés générales du critère
(concavité par exemple), lui permettra de s’assurer de ce résultat. Si il dispose
d’un altimètre, on lui suggère une solution (fatigante) qui consiste à repartir
d’un autre point et à recommencer de multiples fois son ascension. Il verra
bien à la fin si il rencontre, ou non, un sommet plus élevé : c’est la méthode du
recuit simulé dont le nom semble bien adapté à cette histoire de randonneur. . .

Les méthodes du gradient stochastique ont été développées avec des
critères quadratiques qui ont l’avantage d’être concaves. Dans le contexte
considéré ici (identification aveugle) ces méthodes permettent de trouver un
filtre blanchisseur mais elles ne donnent pas forcément le filtre inverse. Pour

4i0 est la réponse impulsionelle au temps 0, et donc la première composante du vecteur
filtre dans le cas causal.
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obtenir le filtre inverse il faut utiliser un critère plus complexe ce qui fait ap-
parâıtre dans le traitement des moments ou des cumulants d’ordre supérieur
à 2. Après avoir présenté une vue d’ensemble, nous donnerons une solution
simple et élégante de ce problème due à [185], nous discuterons les propriétés
des algorithmes que l’on appelle les algorithmes de Bussgang [39] et nous les
illustrerons sur des exemples.

3.4.2 Sur les critères

Les méthodes classiques, à l’ordre 2, utilisent la puissance de la sortie
comme critère à minimiser

V (s) = E[|s|2].
Le filtre ainsi identifié est stable, causal et causalement inversible ; il ne peut
être le filtre inverse que si celui-ci est stable, causal et causalement inversible.
En général le filtre inverse est stable et causal mais il n’est pas toujours causa-
lement inversible (à phase minimale) comme nous l’avons montré dans l’illus-
tration du paragraphe 3.2.5. Pour identifier le filtre inverse, nous ne pouvons
pas nous contenter d’un critère quadratique.

Une propriété fondamentale pour l’identification du filtre inverse a été
mise en évidence dans [25]. La sortie s(n) du filtre inverse est obtenue par
filtrage linéaire de l’entrée e(n) formée d’une suite de variables aléatoires
indépendantes de même loi. Lorsque l’entrée e(n) n’est pas gaussienne le seul
filtre pour lequel la loi de probabilité (à un instant) de la sortie s(n) du filtre
inverse est identique à celle de l’entrée est le filtre dont tous les coefficients
sont nuls sauf un. Ceci donne la solution du problème de la recherche du filtre
inverse : il suffit de rendre la loi de la sortie du filtre inverse identique à celle de
l’entrée. Les auteurs de [25] étudient alors les critères permettant de conver-
ger vers le filtre inverse. Pour obtenir le filtre inverse, nous devons prendre
en compte la forme de la loi de probabilité du signal d’entrée. Nous verrons
au paragraphe 3.4.3 que la condition d’identité des lois peut être simplifiée en
imposant seulement l’identité de la valeur quadratique moyenne et du kurtosis.

Le cas des signaux gaussiens est singulier. Comme le caractère gaussien
se conserve par transformation linéaire, il n’est pas possible de réaliser l’iden-
tification aveugle du filtre inverse lorsque les signaux sont gaussiens.

Une analyse de ce problème d’inversion, permettant de caractériser le
comportement des signaux sous l’effet d’un filtrage, est également donnée dans
[65]. D. Donoho considère un ensemble de signaux aléatoires fermé vis à vis des
transformations linéaires : toute combinaison linéaire (filtrage) de signaux de
l’ensemble appartient à l’ensemble. Il montre que dans cet ensemble il existe
une relation d’ordre partiel, notée ≥•. Selon cette relation d’ordre si x(n) est
un signal blanc parfait, si z(n) est un signal gaussien et si y(n) =

∑
i aix(n− i)

est une filtrée de x(n), alors
– x(n) ≥• y(n) ≥• z(n),



3.4. IDENTIFICATION AVEUGLE “EN BOUCLE” 113

– cet ordre est strict : si y(n) =
∑

i aix(n− i) est équivalent à x(n), tous
les ai sont nuls sauf un.

Ces deux résultats donnent la règle permettant de déterminer le filtre inverse :
il faut trouver dans la famille des filtrées le signal qui est le plus éloigné d’un
signal gaussien. Ces résultats établissent l’unicité du filtre inverse à un retard
et à un facteur de proportionnalité près.

Une règle permettant de choisir les critères acceptables se dégage natu-
rellement. Les critères V (·) acceptables doivent respecter la relation d’ordre
introduite par D. Donoho :

x ≥• y ⇐⇒ V (x) ≥ V (y).

Les critères acceptables présentés par D.Donoho sont
– les cumulants standardisés (chapitre 1), en particulier le kurtosis [35]

que l’on retrouvera en 3.4.3 et que nous avons utilisé dans l’illustration
du paragraphe 3.2.5,

– l’information de Fisher

I(x) = −
∫ d2 log[px(u)]

du2
px(u)du,

– l’entropie de Shannon,

S(x) = −
∫

log[px(u)]px(u)du,

qui avait été introduite auparavant par [201] dans la méthode du maxi-
mum d’entropie.

Cadzow [41], en généralisant les résultats de Shalvi et Weinstein [185],
montre que la recherche des extrema des cumulants standardisés constitue un
critère.

Rappelons l’équation (3.5) qui établit le lien entre la sortie s(n) du filtre
inverse, en fonction du bruit blanc parfait d’entrée e(n) :

s(n) =
∑
p

t(p)e(n− p),

e(n) étant une suite de variables aléatoires indépendantes. Les cumulants
d’ordre k de s(n) sont

κ
s (k)

= κ
e (k)

∑
p

tk(p), (3.6)

κ
e (k)

étant le cumulant d’ordre k de e(n). Pour les cumulants standardisés

(chapitre 1) cette relation devient

K
s (k)

= K
e (k)

∑
p tk(p)[∑

p t2(p)
]k/2

.
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En normalisant la réponse impulsionnelle du filtre total par
∑

p t2(p) = 1, on
obtient

K
s (k)

= K
e (k)

∑
p

tk(p).

On sait alors que sous la contrainte
∑

p t2(p) = 1, la somme
∑

p tk(p) vérifie la
condition ∣∣∣∣∣∑

p

tk(p)

∣∣∣∣∣ ≤ 1,

l’égalité ayant lieu si et seulement si tous les t(p) sont nuls sauf un, qui est
alors égal à ±1.

Ce résultat illustre la relation d’ordre introduite par Donoho [65]. Les cu-
mulants d’ordre supérieur à 2 de toute filtrée linéaire du bruit blanc d’entrée
e(n) sont plus proches de 0 que les cumulants de ce bruit blanc d’entrée : une
filtrée linéaire d’un bruit blanc est donc plus proche d’un signal gaussien que le
bruit blanc initial. Cette propriété nous montre aussi que les cumulants stan-
dardisés respectent la relation d’ordre introduite par Donoho, ils constituent
donc un critère acceptable. Enfin ce résultat corrobore l’approche de Benve-
niste [25]. En effet pour que les signaux d’entrée e(n) et de sortie s(n) aient
la même loi, il faut qu’ils aient les mêmes cumulants standardisés et donc que
tous les t(p) soient nuls sauf 1.

3.4.3 Identification aveugle par le kurtosis

En se limitant au kurtosis, cumulant d’ordre 4 standardisé, Shalvi et
Weinstein ont développé une méthodologie très simple de déconvolution aveu-
gle que nous allons présenter 5.

Les bases de l’algorithme La situation est la suivante (figure (3.3)) :

o(n) =
∑

l

d(n− l)e(l),

où e(n) est une suite de variables aléatoires indépendantes (bruit blanc parfait)
de même loi.

s(n) =
∑

l

i(n− l)o(l)

est la sortie du filtre inverse. En combinant les deux relations précédentes on
obtient

s(n) =
∑

l

t(n− l)e(l),

où t(n) est la réponse impulsionnelle du filtre faisant passer de l’entrée e(n) à
la sortie s(n).

5Nous présentons l’algorithme de Shalvi et Weinstein pour des signaux à valeurs réelles,
on peut l’étendre facilement aux signaux à valeurs complexes.
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On veut que le vecteur t(n), en pratique de longueur finie, ait tous ses
coefficients nuls sauf un : on aura alors réalisé l’inversion à un retard près et à
un facteur multiplicatif près.

La relation (3.6) appliquée à la puissance (cumulant d’ordre 2) et au
kurtosis, K

s (4)
et K

e (4)
, de s(n) et de e(n) donne

κ
s (2)

= κ
e (2)

∑
l

t2(l), (3.7)

K
s (4)

= K
e (4)

∑
l

t4(l). (3.8)

Sous la contrainte
∑

l t
2(l) = 1 on obtient |K

s (4)
| ≤ |K

e (4)
|, l’égalité ayant lieu

si et seulement si tous les t(l) sont nuls sauf 1. On en déduit la procédure
permettant de trouver le filtre inverse :

maximiser |K
s (4)

|, en fonction des coefficients du filtre inverse, sous la
contrainte :

E
[
|s(n)|2

]
= E
[
|e(n)|2

]
.

L’algorithme proposé donne le filtre inverse cherché.
Revenons sur la contrainte E [|s(n)|2] = E [|e(n)|2] . On sait trouver un

signal donnant la puissance de e(n) : c’est le signal blanchi. On sait par les
études à l’ordre 2 que le filtre blanchisseur peut être obtenu en minimisant
E [|s(n)|2]. La procédure proposée consiste donc à obtenir un filtre qui minimise
E [|s(n)|2] et qui maximise |K

s (4)
|. Ces deux opérations peuvent être faites

successivement ou simultanément. On en déduit deux techniques de mise en
œuvre.

Mise en œuvre de l’algorithme Deux solutions sont proposées dans [185].
Un algorithme avec contrainte qui nécessite le blanchiment préalable des si-
gnaux observés, et un algorithme sans contrainte.

– Dans le premier cas on doit d’abord blanchir les données o(n) pour
obtenir un signal blanchi ob(n). On adapte ensuite les coefficients du
filtre inverse en deux étapes :

1. poursuite du maximum selon le gradient

i(n + 1) = i(n)− µ∇V (s),

2. vérification de la contrainte par

i(n+1)←− i(n + 1)

||i(n + 1)|| avec : ||i(n+1)|| =
√

iT (n + 1)i(n + 1).
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Le critère retenu est V (s) = |K
s (4)

|. Tous calculs faits on obtient la

récursion

i(n + 1) = i(n) + µsign(K
e (4)

)E
[
|s(n)|2s(n)o∗

b(n)
]
,

avec oT
b (n) = (ob(n), ob(n− 1), . . . , ob(n− p + 1)) –rappellons que

ob(n) est le signal blanchi–.
– Le second algorithme part directement des signaux observés. La fonc-

tion objectif est dans ce cas du type suivant

F (t) =
∑

l

|t(l)|4 + f

(∑
l

|t(l)|2
)

,

telle que la fonction h(x) = x2+f(x) croisse pour x < 1, décroisse pour
x > 1 et ait un maximum unique pour x = 1. On montre alors que
F (t) est maximum pour un vecteur t ayant une seule valeur non nulle6.
On obtient la fonction objectif en remplaçant

∑
l |t(l)|2 et

∑
l |t(l)|4 par

leurs expressions en fonction des cumulants de e(n) et s(n) donnés
par les équations (3.7) et (3.8). Les auteurs montrent que l’on peut
retrouver ainsi des algorithmes connus comme l’algorithme de Godard.

3.4.4 Les algorithmes de Godard et Sato

Godard [92] propose de minimiser un critère, appelé dispersion, qui s’écrit

Dp = E
[
(|s(n)|p −Rp)

2
]

avec Rp =
E [|e(n)|2p]

E [|e(n)|p] .

Pour p = 1 l’algorithme de gradient stochastique s’écrit

i(n + 1) = i(n)− µo∗(n)s(n)

[
1− R1

|s(n)|
]
,

et pour p = 2 on obtient

i(n + 1) = i(n)− µo∗(n)s(n)
[
|s(n)|2 − R2

]
. (3.9)

Dans l’algorithme de Sato [179] :

i(n + 1) = i(n)− µo(n) [s(n)− gsign{s(n)}] ,
avec

g =
E [|e(n)|2]
E [|e(n)|] = R1.

Notons que la connaissance des statistiques du signal e(n) est nécessaire pour le
fonctionnement de ces algorithmes alors que la méthode fondée sur le kurtosis
ne requiert que la connaissance du signe du kurtosis de e(n).

6La solution est unique pour un filtre inverse de longueur infinie, pour un filtre de longueur
finie il peut apparâıtre des minima parasites.
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3.4.5 Illustration

Pour illustrer les propriétés de l’identification aveugle par des sytèmes en
boucle nous présentons les résultats obtenus avec un algorithme de Godard en
les comparant à un algorithme d’ordre 2.

Les signaux traités sont des séquences binaires pseudo-aléatoires (BPSK).
Nous avons choisi cet exemple car il utilise des signaux très fréquents dans
les systèmes de communication et parce que l’algorithme de Godard est bien
adapté à ces signaux.

La séquence émise e(n) est présentée sur la figure (3.4-A). Le canal de
transmission est un filtre passe-bas à phase non minimale. Le signal reçu après
filtrage o(n) est présenté figure (3.4-B). Nous mettons ensuite en œuvre les
deux algorithmes.

L’algorithme “d’ordre 2” minimise la puissance du signal reçu. Ecrivons
le filtre MA, de longueur p, identifié par cet algorithme selon

s(n) = i1(n)To1(n),

avec o1(n) = (o(n), . . . , o(n− p + 1) et i1(n) = (i1(n), . . . , i1(n− p + 1)). Cette
écriture fait apparâıtre directement la contrainte i0 = 1 qui évite la convergence
du filtre MA vers 0. La relation de récurrence donnant les coefficients du filtre
est

i1(n + 1) = i1(n)− µs(n)o1(n).

L’algorithme de Godard est implanté en utilisant la relation (3.9). Les résultats
sont présentés sur la figure (3.4). Nous donnons en (C) le signal reconstruit par
l’algorithme de Godard, en (D) le signal recontruit par l’algorithme à l’ordre
2. Nous donnons également un zoom de ces différents signaux, zoom effectué
sur la fin des signaux, après convergence. Enfin nous présentons les zéros du
filtre inverse identifié par l’algorithme de Godard et les zéros du filtre inverse
identifié par l’algorithme d’ordre 2.

On voit que l’algorithme de Godard, après une période de convergence,
retrouve le signal émis7. L’algorithme à l’ordre 2 blanchit le signal observé mais
ne l’inverse pas comme le montre la figure D. L’observation des zéros montre
que l’algorithme de Godard trouve un zéro à l’extérieur du cercle unité. Par
contre l’algorihme d’ordre 2 place, comme prévu, tous les zéros dans le cercle
unité.

On peut s’inquiéter du fait que les zéros obtenus par l’algorithme d’ordre
2 ne sont pas identiques, ou inverses par rapport au cercle unité, de ceux du
filtre de Godard. Dans ce cas d’espèce les deux zéros sont “presque” inverses
par rapport au cercle unité. L’algorithme d’ordre 2 “voit” donc un zéro “dou-
ble” qu’il interprète, par suite des erreurs d’estimation, comme deux zéros
complexes conjugués (on passe continuement d’un zéro double à deux zéros
complexes conjugués).

7Dans cet exemple le signal retrouvé est multiplié par −1 pour faciliter l’observation.
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 Godard  Ordre 2
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Fig. 3.4 – Comparaison de la déconvolution par l’algorithme de Godard et par
un algorithme d’ordre 2. A : signal émis, B : signal reçu, C : signal estimé par
l’algorithme de Godard, D : signal estimé à l’ordre 2. Les cadres du bas de la fi-
gures représentent la configuration des zéros estimés, à gauche par l’algorithme
de Godard, à droite par l’algorithme d’ordre 2.
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3.5 Identification aveugle en fréquence

Les méthodes de déconvolution aveugle en fréquence ont été développées
à l’origine par les astronomes pour réduire le brouillage atmosphérique
des images fournies par des téléscopes de grandes dimensions [133]. Elles
sont également dues aux théoriciens du traitement du signal [131] et aux
géophysiciens de la prospection sismique [145].

3.5.1 Principe

Le filtre F à identifier est excité par un bruit e(n) blanc à un ordre
supérieur à 2. On veut réaliser l’identification du filtre en ne connaissant que
sa sortie o(n). A l’ordre 2, le spectre de la sortie est

S
o (2)

(λ) = |H(λ)|2S
e (2)

(λ)

où H(λ) est la fonction de transfert du filtre en fréquences réduites et S
e (2)

(λ)

est la densité spectrale de puissance du bruit blanc d’entrée. Cette relation nous
montre qu’à l’ordre 2 on ne peut retrouver, à un facteur d’amplitude près, que
le module du filtre F . Pour identifier le filtre il faut disposer d’informations
sur sa phase : informations dites a priori. On est ainsi conduit à faire des
hypothèses sur la phase, par exemple que la phase est nulle, minimale, . . .

Pour un signal d’entrée blanc à l’ordre 3, le bispectre du signal de sortie
s’écrit

S
o (3)

(λ1, λ2) = H(λ1)H(λ2)H(−λ1 − λ2)Se (3)
(λ1, λ2)

S
e (3)

(λ1, λ2) étant le bispectre de l’entrée, constant puisque ce signal d’entrée

est blanc d’ordre 3. La phase Φ(λ) du filtre F vérifie la relation

Ψ(λ1, λ2) = Φ(λ1) + Φ(λ2) + Φ(−λ1 − λ2), (3.10)

Ψ(λ1, λ2) étant la phase de S
o (3)

(λ1, λ2). Lorsque les signaux sont à valeurs

réelles, la phase du bispectre est impaire et l’on obtient

Ψ(λ1, λ2) = Φ(λ1) + Φ(λ2)− Φ(λ1 + λ2). (3.11)

Ces relations sont à la base des techniques mises au point pour retrouver la
phase du filtre F en utilisant le bispectre.

Ces techniques nécessitent que le bispectre de x(n) soit non nul : on re-
trouve là le fait que l’on ne peut identifier ainsi un filtre excité par un bruit
blanc gaussien. Si le signal d’entrée n’est pas gaussien il se peut que son bis-
pectre soit nul par suite de la symétrie de sa densité de probabilité. On peut
alors faire appel à des multispectres d’ordre supérieur : trispectre. . .
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m1

m2

0 N/2-1

N/4

Fig. 3.5 – Les valeurs du bispectre utilisées pour l’inversion.

3.5.2 Mise en œuvre

Pour retrouver la phase du filtre à partir de la phase du bispectre, il
faut inverser les relations (3.10) ou (3.11). Nous allons présenter les différentes
techniques qui ont été développées.

Auparavant arrêtons nous sur la question du déroulement de la phase.
Dans les relations (3.10) et (3.11) on additionne trois phases qui sont comprises
entre −π et +π. Le résultat est donc compris entre −3π et +3π. La mesure
de la phase du bispectre donne la phase à 2π près. Certaines méthodes de
reconstruction nécessitent que l’on “déroule” la phase du bispectre entre−3π et
+3π. Des techniques de déroulement de la phase du bispectre ont été proposées
par [143] et par [173].

Pratiquement l’estimation du bispectre fait appel à la TFD et l’on ob-
tient la phase du bispectre en fréquences discrètes. Les valeurs du bispectre
occupent une grille régulière dans le plan des bifréquences (figure (3.5)). On a
vu au chapitre 2 que par suite des symétries du bispectre, il suffit de le calculer
dans le triangle représenté sur la figure 3.5.

Méthode récursive linéaire La méthode de Lohman, Weigelt et Wirnitzer
[133] fait appel aux valeurs de la phase du bispectre sur la droite m2 = 1. Sur
cette droite, la relation (3.11) donne

Φ(m + 1) = Φ(m) + Φ(1)−Ψ(m, 1).

Cette relation de récurrence permet de calculer toutes les valeurs de Φ(m) à
partir de Φ(1). La valeur de Φ(0) est nulle par suite de l’imparité de la phase
du filtre. La valeur de Φ(1) correspond à une variation linéaire de la phase en
fonction de la fréquence qui se traduit par un retard en temps. La phase Φ(1)
est indéterminée car on obtient le filtre à un retard près.

Cette technique ne nécessite pas de déroulement de la phase. De plus,
cette méthode n’utilise qu’une partie des valeurs mesurées de la phase du
bispectre, ceci expliquant sa sensibilité au bruit.
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Pour obtenir des mesures plus robustes on a développé des techniques
utilisant l’ensemble des valeurs de la phase du bispectre : ce sont la méthode
des moindres carrés [145], la méthode de projection [129, 130] et la méthode
du retard de groupe [156].

Méthode des moindres carrés Dans cette méthode [145], on dispose les
données (phase du bispectre) et les inconnues (phase du filtre) dans deux vec-
teurs. Le vecteur des inconnues est donné simplement par la suite des valeurs
de la phase du filtre en fonction de la fréquence. Si le signal a N points en
fréquence8, on construit le vecteur

Φ = (Φ(1) . . . Φ(
N

2
− 1)).

Le vecteur des données est obtenu en balayant la suite des valeurs de la phase
du bispectre contenues dans le triangle principal selon la trajectoire indiquée
sur la figure (3.5). On obtient alors

Ψ =
(

Ψ(1, 1) . . .Ψ(1, N/2− 1)Ψ(2, 2) . . .Ψ(
N

4
,
N

4
)
)

.

Les relations entre les données et les inconnues sont obtenues en réécrivant
(3.11) en fréquences dicrètes, soit

Ψ(k, l) = Φ(k) + Φ(l)− Φ(k + l).

La relation entre Ψ et Φ, qui s’en déduit est

Ψ = A.Φ,

la matrice A étant formée de 0, 1 et 2.
Le vecteur des inconnues a N/2 − 1 composantes et le vecteur des

données (N/4)2 composantes. On résoud ce système linéaire surdéterminé par
les moindres carrés. Le vecteur solution s’écrit alors

Φ =
(
AT A
)−1

ATΨ.

Cette solution nécessite le déroulement de la phase du bispectre. Le
résultat est nettement plus robuste vis à vis des incertitudes dans l’estima-
tion de la phase du bispectre.

8En général N est une puissance de deux par suite de l’utilisation de la FFT .
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Méthode de la projection Elle est issue de la propriété de projection. Elle
a, en particulier l’intérêt de s’appliquer aux multispectres d’ordre quelconque9.
Elle présente également une bonne robustesse vis à vis des incertitudes d’esti-
mation.

La propriété de projection a été établie par [130, 165]. Pour un multis-
pectre d’ordre p considérons la phase du bispectre Ψp(m, l), m représentant
une multifréquence, et l étant le vecteur à p− 1 composantes des p− 1 autres
multifréquences. La relation de filtrage s’écrit

Ψp(m, l) = Φ(m) +
∑

i

Φ(li)− Φ(m + l1 + . . . + lp).

En sommant cette relation sur toutes les composantes de l on obtient, par suite
des périodicités de Φ,

Φ(m) =
1

Np−1

∑
l

Ψp(m, l). (3.12)

Cette relation permet de calculer la phase du filtre à partir de la phase du
multispectre.

Cette méthode de calcul donne l’estimation de la phase en moyenne qua-
dratique [125, 129]. Cette propriété s’obtient en considérant le sous-ensemble
des fonctions dicrètes à plusieurs variables Ψp(m, l) engendré par les fonctions
de la forme Φ(m)+

∑
i Φ(li)−Φ(m+ l1 . . .+ lP ). Ce sous-ensemble est convexe

et la relation (3.12) est une projection sur ce sous-ensemble. On sait d’après
le théorème de projection, que cette projection minimise l’erreur quadratique
moyenne.

On a montré que la méthode de la projection est équivalente, du point de
vue de la robustesse aux erreurs d’estimation, à la méthode des moindres carrés
présentée plus haut. Ces deux méthodes utilisent toutes les mesures issues du
multispectre. L’intérêt de la méthode de projection est son application aux
multispectres d’ordre supérieur. En effet on rencontrera souvent des signaux
dont le bispectre est nul, par suite de la parité de la densité de probabilité du
bruit blanc d’entrée. Dans cette situation on pourra estimer la phase du filtre
à partir du trispectre.

Enfin, comme la méthode des moindres carrés, la méthode de la projec-
tion nécessite le déroulement de la phase.

Méthode du retard de groupe Dans cette méthode, proposée par [156],
on reconstruit la phase du signal à partir du retard de groupe, dérivée de la
phase du signal par rapport à la fréquence.

En appelant Φ(ν) la phase du signal et Ψ(ν1, ν2) la phase du bispectre,
on a

Ψ(ν1, ν) = Φ(ν1) + Φ(ν)−Ψ(ν1 + ν);

9On pourrait aussi étendre à des ordres supérieurs à 3 la méthode des moindres carrés.
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en dérivant par rapport à ν1 on obtient

∂Ψ(ν1, ν)

∂ν1
=

∂Φ(ν1)

∂ν1
− ∂Φ(ν1 + ν)

∂ν1
,

donnant pour ν1 = 0
τg,21(0, ν) = τg(0)− τg(ν).

Dans cette relation,

τg(ν) = − 1

2π

dΦ(ν)

dν

est le retard de groupe du signal, et

τg,21(ν1, ν2) = − 1

2π

∂Ψ(ν1, ν2)

∂ν1

est issu de la phase du bispectre.
On calcule τg,21(ν1, ν2) à partir de la phase du bispectre eΨ(ν1,ν2). Posons

F1(ν1, ν2) = eΨ(ν1,ν2), et soient f1(τ1, τ2) la transformée de Fourier inverse
de F1(ν1, ν2) et F2(ν1, ν2) la transformée de Fourier de τ1f1(τ1, τ2). Un calcul
simple donne

− 1

2π

∂Ψ

∂ν1
=

j

2π
F ∗

1

∂F1

∂ν1
,

c’est-à-dire
τg,21(ν1, ν2) = F2(ν1, ν2)F

∗
1 (ν1, ν2),

conduisant au retard de groupe τg(ν), à une constante non significative près.
De θ(τ) = TF−1 [τg(ν)], et de τg(ν) = − 1

2π
dΦ
dν on déduit

Φ(ν) = TF

[
j
θ(τ)

τ

]
.

La procédure de calcul des dérivées, en passant dans le domaine dual,
peut sembler lourde. On a montré qu’elle est optimale dans le calcul de
dérivées de signaux à bande limitée. Pratiquement les traitements sont faits
en fréquences discrètes en utilisant la TFD.

Cette méthode de construction de la phase du signal a l’avantage d’uti-
liser toutes les valeurs de la phase du bispectre et de ne pas nécessiter de
déroulement de sa phase.

3.5.3 Domaines d’application

Ces techniques d’identification aveugle ont été mises en œuvre dans des
situations réelles, particulièrement en prospection sismique [131, 145] et en
astronomie [175].
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En propection sismique, un signal bref émis dans le sous-sol est réfléchi
par les interfaces entre les différentes couches du sous-sol. La mesure des re-
tards associés à chacune des réflexions permet de déterminer la profondeur
des différentes couches. Cette mesure donne des informations utiles pour l’in-
terprétation géologique de la structure du sous-sol. Elle est très utilisée, en
particulier dans la recherche pétrolière. Le signal émis n’est généralement pas
suffisamment bref. On cherche donc à l’inverser pour affiner la localisation
temporelle des échos. Des méthodes d’ordre 2 ont été développées. Elles ne
donnent pas de résultats satisfaisants lorsque l’on ne connâıt pas la phase du
signal émis. Les techniques d’identification aveugle présentées plus haut per-
mettent de déterminer la phase du signal et de réaliser l’inversion du signal
émis.

En astronomie, les images données par un télescope sont pertubées par
les fluctuations aléatoires de l’atmosphère. Si on n’élimine pas ces pertuba-
tions le pouvoir de résolution des grands télescopes, au delà de 1 mètre, est
limité. On a montré que l’on peut s’affranchir de cette limitation en utilisant
le bispectre. La technique employée consiste à moyenner des images avec un
temps de pose court (1 ms). Cette durée de pose courte “gèle” les perturba-
tions dues à l’atmosphère. On obtient ainsi une suite de réalisations de l’image
“aléatoirisée” par les fluctuations de l’atmosphère. A l’ordre 2 on calcule la
fonction de corrélation de l’image qui permet de reconstituer son module [120].
A cet ordre la phase de l’objet est perdue. Comme nous l’avons montré plus
haut la phase peut être reconstituée en calculant le bispectre par une moyenne
(moyenne d’ensemble) sur les images en pose courte. Diverses solutions à ce
problème de reconstitution de la phase ont été obtenues en utilisant les tech-
niques présentées ci-dessus [134]. Les objets à reconstituer sont des fonctions
dépendant de 2 variables d’espace. Le bispectre est calculé dans le domaine des
fréquences spatiales obtenues par transformation de Fourier sur les variables
d’espace.

3.6 Identification aveugle paramétrique

Dans ces techniques, on modélise le filtre F par un des modèles clas-
siques : AR, MA, ARMA et l’on identifie les coefficients de ce filtre. Au pre-
mier abord on peut penser que seule la partie MA, qui peut être à phase
non minimale en restant stable, pose un problème nécessitant l’intervention
des moments d’ordre supérieur. Il apparâıt cependant intéressant d’utiliser ces
techniques pour les filtres AR pour deux raisons :

– le signal peut être entaché d’un bruit gaussien inconnu qui perturbe
l’estimation par les moments d’ordre 2 mais n’influence pas les estima-
teurs d’ordre supérieur10,

10Il faut être cependant conscient du fait que la présence d’un bruit gaussien disperse les
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– on peut parfois rencontrer des filtres AR ayant des pôles extérieurs
au cercle unité. Ces filtres sont instables si ils sont causaux. Ils sont
stables si ils sont anticausaux. On obtient simplement ces filtres en
“remontant” le temps.

Nous proposons de dénommer les filtres combinant deux filtres AR−2 causaux
et anticausaux des filtres BIAR − 2. Les filtres BIAR − 2 ont deux pôles à
l’intérieur du cercle de rayon 1 et deux pôles à l’extérieur du cercle de rayon 1.
Ils ne peuvent pas être identifiés par des statistiques d’ordre 2. Les statistiques
d’ordre supérieur permettent d’identifier ces filtres BIAR.

De nombreuses techniques d’identification paramétrique ont été
développées à l’ordre 2 [101, 142]. En introduisant les statistiques d’ordre
supérieur on augmente considérablement la collection de méthodes possibles.
Nous allons présenter un panorama de ces méthodes qui ne peut prétendre
être exhaustif par suite du nombre important de possibilités et du fait que
ce domaine reste un secteur actif de recherche qui n’a sans doute pas encore
livré tous ses secrets. Nous essayerons de nous concentrer sur les principes
présidant à l’élaboration des principales méthodes. Nous distinguerons le cas
des filtres AR, des filtres MA et des filtres ARMA. Auparavant nous donnons
des définitions et des relations utiles pour la suite.

3.6.1 Introduction

Lignes de multicorrélation - Spectres associés Quand on utilise
les multicorrélations on obtient des fonctions dépendant de plusieurs va-
riables : deux pour la bicorrélation C

x (3)
(n, m), trois pour la tricorrélation

C
x (4)

(n, m, l), . . .En général l’ensemble de ces valeurs donnera trop d’informa-

tions. On se limitera à certaines parties de l’espace des retards, ne dépendant
que d’un seul paramètre : on appelle ces parties de la multicorrélation des
lignes de multicorrélation. Giannakis et Mendel ont montré l’intérêt particu-
lier des diagonales [89, 150]. Pour la multicorrélation d’ordre r du signal x(n),
la diagonale est

C
d

x (r)
(k) = C

x (r)
(k, . . . , k).

On peut associer aux diagonales des multicorrélations des spectres en Z ou en
fréquences réduites qui ne dépendent que d’une variable fréquentielle. Nous les
appellerons spectres diagonaux. Le spectre diagonal en Z d’ordre r de x(n) est

S
d

x (r)
(z) =

∑
k

C
d

x (r)
(k)z−k.

En transformée en fréquences réduites, les spectres diagonaux sont ob-
tenus en sommant les valeurs du multispectre sur un hyperplan dans l’espace

estimateurs des statistiques d’ordre supérieur à 2.
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des multifréquences. La relation

C
d

x (r)
(k) =

∫
. . .
∫

S
x (r)

(λ)e
2π

r−1∑
i=1

λik
dλ,

peut se réécrire, après le changement de variables λ =
∑r−1

i=1 λi

C
d

x (r)
(k) =

∫ [∫
. . .
∫

S
x (r)

(λ−
r−1∑
i=2

λi, λ2, . . . , λr−1)dλ2 . . . dλr−1

]
e2πλkdλ,

qui conduit à

S
d

x (r)
(λ) =

∫
. . .
∫

S
x (r)

(λ−
r−1∑
i=2

λi, λ2, . . . , λr−1)dλ2 . . . dλr−1.

Cette relation nous montre que le spectre diagonal d’ordre r est obtenu en
sommant le multispectre d’ordre r sur l’hyperplan

∑
λi = λ. Cet hyperplan

contient les fréquences qui interagissent dans une transformation non linéaire
d’ordre r. On peut interpréter le spectre diagonal d’ordre r comme un résumé
des propriétés d’ordre r du signal. . .

On utilise également des lignes de multicorrélation obtenues en fixant
toutes les valeurs des retards sauf une. La ligne de C

x (r)
(k1, k2, . . . , kr−1) ob-

tenue en fixant 
k2 = l2
...

...
kr−1 = lr−1

,

sera notée
C

l

x (r)
(k) = C

x (r)
(k, l2, . . . , lr−1),

et on lui associera un spectre de ligne d’ordre r défini par

S
l

x (r)
(z) = TZ[C

l

x (r)
(k)].

Le vecteur l contient les positions de la ligne de multicorrélation. On pourrait
définir r corrélations de lignes à l’aide d’un seul vecteur l, en coupant suivant
différentes variables. Mais étant données les symétries des multicorrélations de
signaux à valeurs réelles, ces r corrélations de ligne sont égales. Nous convenons
donc de toujours couper selon la première variable de la multicorrélation.

Des relations utiles Soit h(k) la réponse impulsionnelle d’un filtre que
nous cherchons à identifier, l’entrée x(n) est un bruit blanc, au moins jusqu’à
un certain ordre, la sortie est y(n) et s’écrit

y(n) =
∑

i

h(n− i)x(i).
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La diagonale de la multicorrélation d’ordre r de y(n) est

C
d

y (r)
(k) = Cum[y(n), y(n + k), . . . , y(n + k)︸ ︷︷ ︸

r−1 fois

] = C
x (r)

∑
n

h(n)hr−1(n + k),

C
x (r)

étant la valeur de la multicorrélation d’ordre r de x(n) à l’origine, qui

est la seule valeur non nulle de cette multicorrélation, en supposant x(n) blanc
d’ordre supérieur ou égal à r. Le spectre diagonal d’ordre r de y(n) est alors

S
d

y (r)
(z) = C

x (r)

∑
k

∑
n

h(n)hr−1(n + k)z−k.

Soit H(z) la transformée en Z de la réponse impulsionnelle h(n) du filtre.
Introduisons

Hd
r−1(z) = TZ

[
hr−1(p)

]
.

Le spectre diagonal d’ordre r de y(n) devient

S
d

y (r)
(z) = C

x (r)
H∗(

1

z∗
)Hd

r−1(z). (3.13)

En particulier, le spectre de y(n) est :

S
y (2)

(z) = C
x (2)

H∗(
1

z∗
)H(z),

En isolant dans ces deux dernières relations le terme H∗(1/z∗), on déduit la
relation, utile pour l’identification des filtres MA

Hd
r−1(z)S

y (2)
(z) =

C
x (2)

C
x (r)

H(z)S
d

y (r)
(z). (3.14)

Les spectres de lignes vérifient une relation analogue

H l
r−1(z

−1)S
y (2)

(z) =
C

x (2)

C
x (r)

H∗(
1

z∗
)S

l

y (r)
(z), (3.15)

avec H l
r−1(z) = TZ[h(n)h(n + l2) . . . h(n + lr−1)].

Lorsque le filtre étudié est un filtre AR causal, appelons A(z) la trans-
formée en Z de la suite de ses coefficients a(k)

A(z) =
p∑

k=0

a(k)z−k.

La fonction de transfert en Z H(z) et le spectre sont reliées à A(z) par

H(z) =
1

A(z)
,
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et

S
y (2)

(z) =
C

x (2)

A(z)A∗( 1
z∗ )

,

d’où l’on déduit en reportant dans la relation (3.15) que

A(z)S
l

y (r)
(z) = C

x (r)
H l

r−1(z
−1).

Par transformée en Z inverse, cette relation devient

p∑
n=0

a(n)C
l

y (r)
(k − n) = C

x (r)
h(−k)h(−k + l2) . . . h(−k + lr−1).

Pour un filtre causal la réponse impulsionnelle est nulle pour k > 0. On
en déduit

p∑
n=0

a(n)C
l

y (r)
(k − n) = 0 pour k > 0. (3.16)

Ces relations généralisent les relations de Yule-Walker aux ordres supérieurs.

3.6.2 Identification d’un filtre MA

Seuls les filtres MA ayant tous leurs zéros dans le cercle de rayon 1 (filtres
à phase minimale) sont identifiables à l’ordre 2. Dans le cas général, on doit
faire appel à des statistiques d’ordre supérieur. La relation entre l’entrée x(n)
et la sortie y(n) d’un filtre MA d’ordre q est

y(n) =
q∑

i=0

b(i)x(n− i). (3.17)

On normalise le filtre par b(0) = 1.
La première technique prouvant l’identifiabilité des filtres MA par les

statistiques d’ordre supérieur est l’algorithme C(q, k). On a également proposé
des méthodes algébriques, des méthodes cepstrales, et des méthodes d’optimi-
sation.

La formule C(q, k) Giannakis [87] a donné des formules explicites mon-
trant la faisabilité de l’identification aveugle d’un filtre MA. Prenons le cas de
l’identification par la bicorrélation C

y (3)
(n, m). On a

C
y (3)

(n, m) = C
x (3)

q∑
i=0

b(i)b(i + n)b(i + m),

avec b(k) = 0 si k < 0 ou k > q. En faisant n = q, soit i = 0 pour le seul
terme restant, et en tenant compte de la normalisation de b(0), on obtient

C
y (3)

(q, k) = C
x (3)

b(q)b(k) pour k ≤ q,
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avec en particulier C
y (3)

(q, 0) = C
x (3)

b(q). On déduit alors la formule dite de

C(q, k)

b(k) =
C

y (3)
(q, k)

C
y (3)

(q, 0)
,

donnant une expression explicite des coefficients du filtre MA à partir de la
bicorrélation.

Ce résultat est intéressant sur le plan théorique car il établit l’identifia-
bilité “aveugle” d’un filtre MA.

On peut étendre cette relation à des ordres supérieurs à 3. En particulier,
on obtient à l’ordre 4

b(k) =
C

y (4)
(q, q, k)

C
y (4)

(q, q, 0)
,

C
y (4)

(i, j, k) étant la tricorrélation.

En pratique ces expressions donnant les coefficients du filtre MA sont
peu stables par suite des erreurs statistiques intervenant dans l’estimation
des multicorrélations. Pour améliorer la stabilité statistique P. Comon [56]
propose d’utiliser un ensemble de valeurs de la multicorrélation. Il détermine
les coefficients du filtre MA en résolvant le système surdéterminé :

b(k)C
y (4)

(l, m, q)− b(l)C
y (4)

(k, m, q) = 0 pour 0 ≤ k ≤ l ≤ q et 0 ≤ m < q.

On a mis également au point des algorithmes faisant appel à des méthodes
d’algèbre linéaire qui présentent une meilleure stabilité statistique.

Les méthodes algébriques Elles sont présentées dans [89, 150, 194, 206].
La relation (3.14)

Hd
r−1(z)S

y (2)
(z) =

C
x (2)

C
x (r)

H(z)S
d

y (r)
(z),

appliquée à la bicorrélation, donne

Hd
2 (z)S

y (2)
(z) =

C
x (2)

C
x (3)

H(z)S
d

y (3)
(z), (3.18)

avec Hd
2 (z) = H(z) ∗ H(z) = TZ [h2(n)]. La réponse impulsionnelle h(n) est

donnée par les coefficients du filtre, soit

h(n) = b(n) pour n ≤ q
h(n) = 0 pour n > q.

Comme

S
d

y (3)
(z) = TZ

[
C

d

y (3)
(k)
]

= TZ
[
C

y (3)
(k, k)
]
,
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par transformée en Z inverse de (3.18) on obtient, avec b(0) = 1

C
y (2)

(k) +
q∑

n=1

b2(n)C
y (2)

(k − n) =
C

x (2)

C
x (3)

[
C

d

y (3)
(k) +

q∑
n=1

b(n)C
d

y (3)
(k − n)

]
.

(3.19)
En concaténant ces relations pour k = −q, . . . , 0, . . . , 2q on peut construire le
système linéaire

C · b = r.

Dans cette relation,

– C est une matrice construite avec les valeurs de C
y (2)

(n) et C
d

y (3)
(n) =

C
y (3)

(n, n),

– bT = (αb(1), . . . , αb(q), b2(1), ..., b2(q)) avec α = C
x (2)

/C
x (3)

,

– rT = (αC
d

y (3)
(−q)− C

y (2)
(−q), . . . , αC

d

y (3)
(2q)− C

y (2)
(2q)).

On déduit le vecteur b par inversion selon la méthode des moindres carrés.
Cette méthode est loin d’être optimale. Elle est même assez surprenante puis-
qu’elle calcule indépendamment les b(k) et les b2(k).

Zheng et ses co-auteurs [206] proposent des méthodes algébriques, plus
orthodoxes, fondées sur un jeu de relations linéaires. Le filtre direct est

y(n) =
q∑

i=0

b(i)x(n− i). (3.20)

Le filtre inverse cherché est un filtre MA représenté par :

x(n) =
r2∑

i=r1

c(i)y(n− i), (3.21)

avec r1 < 0 et r2 > 0. On normalise c(i) en posant c(0) = 1. La partie à phase
minimale est représentée par la partie causale du filtre (i > 0) et la partie à
phase maximale par la partie anti-causale (i < 0). Les modules des coefficients
aux retards non nuls sont inférieurs à 1.

Les méthodes algébriques sont fondées sur les relations suivantes entre
les coefficients du filtre inverse et les éléments du bispectre ou du trispectre du
signal observé :

1

C
x (2)

r2∑
j=r1

c(j)C
y (2)

(i + j) = b(i) si 0 ≤ i ≤ q

= 0 sinon

(3.22)

et 
1

C
x (3)

r2∑
j=r1

c(j)C
d

y (3)
(i + j) = b2(i) si 0 ≤ i ≤ q

= 0 sinon

. (3.23)
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Ces relations s’obtiennent en calculant de deux façons, à partir des relations
(3.20) et (3.21) les cumulants Cum[x(k), y(k+i)] et Cum[x(k), y2(k+i)]. Deux
schémas sont alors proposés :

– le premier utilise seulement les équations issues des relations (3.22) et
(3.23) dont les seconds membres sont nuls. Parmi les 2(r2 − r1 + q)
équations non triviales possibles, on retient les 2(r2− r1− q) relations
issues de (3.22) et (3.23) avec

i = −q − r2, . . . ,−1, q + 1, . . . , q − r1.

En tenant compte de la normalisation de c(0) on obtient un système
linéaire surdéterminé

A · c = b,

la matrice A et les vecteurs c et b sont construits à partir des relations
(3.22) et (3.23).

– le second schéma utilise l’ensemble des équations (3.22) et (3.23) en
éliminant les termes quadratiques de l’équation (3.23) grâce à la rela-
tion (3.19) qui s’écrit

C
x (3)

q∑
i=0

C
y (2)

(n− i)b2(i) = C
x (2)

q∑
i=0

C
d

y (3)
(n− i)b(i). (3.24)

En reportant (3.22) et (3.23) dans (3.24) on obtient11

r2∑
j=r1,j *=0

f(k, j)c(j) = g(k), k ∈ [−q, 2q],

avec

f(k, j) =
q∑

i=0

[C
y (2)

(k − i)C
d

y (3)
(i + j)− C

d

y (3)
(k − i)C

y (2)
(i + j)]

et

g(k) =
q∑

i=0

[C
y (2)

(i)C
d

y (3)
(k − i)− C

d

y (3)
(i)C

y (2)
(k − i)].

En retenant les relations
r2∑

j=r1,j *=0

c(j)C
y (2)

(k + j) = −C
x (2)

(k) k ∈ [−r2,−1] ∪ [q − r1, q + 1]

et
r2∑

j=r1,j *=0

f(k, j)c(j) = g(k), k ∈ [0, q],

on obtient un système linéaire surdéterminé qui donne les coefficients
du filtre inverse.

11Rappelons que c(0) = 1.
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Lorsque le signal étudié a une bicorrélation nulle on ne peut pas appliquer
ces méthodes d’identification. On peut alors utiliser la tricorrélation. Les tech-
niques décrites ci-dessus s’étendent facilement au quatrième ordre à partir de
la relation :

1

C
x (4)

r2∑
j=r1

c(j)C
d

y (4)
(i + j) = b3(i) si 0 ≤ i ≤ q

= 0 sinon

(3.25)

et de la relation (3.19) à l’ordre 4.

Les méthodes d’optimisation Le principe de ces méthodes est le suivant.
Lorsque l’on cherche un filtre on peut obtenir une solution par les méthodes
d’ordre 2 qui n’a pas dans tous les cas la bonne loi de phase. L’indétermination
vient du fait que les zéros, du filtre MA identifié, peuvent occuper deux posi-
tions inverses par rapport au cercle de rayon 1. Les méthodes à l’ordre 2 sont
insensibles au remplacement d’un zéro par son inverse par rapport au cercle
de rayon 1. Ayant obtenu, par une méthode d’ordre 2, M zéros à l’intérieur
du cercle unité on choisit, parmi les 2M solutions possibles, le filtre qui maxi-
mise une fonction objectif définie à partir des statistiques d’ordre supérieur.
Cette méthode de recherche exhaustive peut être lourde si le nombre des zéros
est important. Les différentes solutions proposées dépendent du choix de la
fonction objectif.

Lii et Rosenblatt [131] minimisent la norme quadratique de l’écart entre
les trispectres des sorties des différents filtres et le trispectre estimé du signal
observé ∑

l

∑
m

∑
n

[
C

y (4)
(l, m, n|b̂(i))− Ĉ

y (4)
(l, m, n)

]2
.

Le critère utilisé par Lii et Rosenblatt, qui fait appel à l’ensemble des valeurs
du trispectre est fortement redondant. On a vu au paragraphe 3.2.5 qu’il suffit
de maximiser le kurtosis pour sélectionner le filtre optimal. Chi et Kung [52]
ont proposé de maximiser le module du trispectre à l’origine. Dans la même
ligne, en s’appuyant sur les résultats de Shalvi et Weinstein [185], M.Boumahdi
a proposé de maximiser le kurtosis de la sortie [35].

Ces méthodes d’optimisation ont le grand intérêt d’utiliser au maximum
les possibilités des statistiques d’ordre 2. On peut penser qu’elles conduisent
ainsi à une meilleure stabilité statistique. La présence d’un bruit gaussien im-
portant donne par contre un solide argument pour utiliser exclusivement les
statistiques d’ordre supérieur à 2.

Kammeyer et Jelonnek [108, 114] proposent de lever l’ambiguité sur la
position des zéros en utilisant simultanément le spectre en Z, issue d’une tech-
nique d’ordre 2, et une transformée en Z de la diagonale de la tricorrélation.
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Appelons H(z) la fonction de transfert en Z cherchée. Le spectre est

S
y (2)

(z) = C
x (2)

H(z)H∗(
1

z∗
), (3.26)

Soit C
d

y (4)
(k) = C

y (4)
(k, k, k) la diagonale de la tricorrélation et S

d

y (4)
(z) =

TZ
[
(C

d

y (4)
(k)
]

le spectre diagonal. La relation (3.13) s’écrit ici

S
d

y (4)
(z) = C

x (4)
H∗(

1

z∗
)Hd

3 (z), (3.27)

avec Hd
3 (z) = TZ [h3(n)]. Les zéros non communs à (3.26) et (3.27) donnent

les zéros de H(z). . .

Les méthodes cepstrales. Les multicepstres généralisent le cepstre défini
à l’ordre 2 [164, 165]. Pour simplifier les notations nous allons présenter le cas
de l’ordre 3 mais il est facile de généraliser ces résultats. Soit S

y (3)
(z1, z2) le

bispectre en Z de y(n)

S
y (3)

(z1, z2) = TZ
[
C

y (3)
(k1, k2)

]
=

+∞∑
k1=−∞

+∞∑
k2=−∞

C
y (3)

(k1, k2)z
−k1
1 z−k2

2 .

Le bicepstre D
y (3)

(l1, l2) de y(n) est la transformée en Z inverse du logarithme

du bispectre
D

y (3)
(l1, l2) = TZ−1

[
log
(
S

y (3)
(z1, z2

)]
.

Soit h(k) la réponse impulsionnelle du filtre que nous cherchons à identifier.
Le logarithme du bispectre du signal de sortie est

log
(
S

y (3)
(z1, z2)

)
= log

[
C

x (3)

]
+ log [H(z1)] + log [H(z2)] + log

[
H(z−1

1 z−1
2

]
,

donnant, par transformée en Z inverse, le bicepstre de y(n)

D
y (3)

(l1, l2) = log[C
x (3)

]δ(l1)δ(l2) + Dh(l1)δ(l2)

+ Dh(l2)δ(l1) + Dh(−l2)δ(l1 − l2),

où Dh(l) est le cepstre de la réponse impulsionnelle cherchée. On voit que
le bicepstre est localisé sur les axes et sur la bissectrice, et qu’il donne une
mesure du bicepstre Dh(l) = TZ−1[log H(z)] de la réponse impulsionnelle. On
déduit de là le module et la phase de la fonction de transfert H(z) ce qui
permet d’identifier le filtre. Dans la détermination de la phase de la fonction
de transfert on doit veiller à rétablir la continuité de cette phase qui est connue
à 2π près (déroulement de la phase).
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3.6.3 Identification d’un filtre AR

Pour un filtre AR stable et causal, tous les pôles sont situés à l’intérieur
du cercle de rayon 1, le filtre est à phase minimale et son identification peut
être faite par les formules de Yule-Walker [142]. Cette procédure peut être
étendue aux ordres supérieurs. La relation entre la sortie y(n) et l’entrée x(n)
du filtre AR est

p∑
k=0

a(k)y(n− k) = x(n) a(0) = 1.

La relation (3.16) appliquée à la corrélation donne les équations de Yule-
Walker

p∑
k=0

a(n)C
y (2)

(k − n) = 0 pour k > 0.

On obtient des relations analogues avec les lignes de multicorrélation.
Pour les lignes de la bicorrélation, définies en 3.6.1

p∑
k=0

a(n)C
l

y (3)
(k − n) = 0 pour k > 0 ∀l2.

En concaténant p + M équations pour différentes valeurs de k on obtient une
relation matricielle, exactement comme dans les méthodes à l’ordre 2

C · a = 0,

où a est le vecteur des coefficients du filtre AR, et C la matrice p + M ∗ p +
M formée des lignes de la multicorrélation pour les différentes valeurs de k.
Cette procédure se généralise facilement à un ordre quelconque. Une question
importante, résolue dans [194], est de savoir combien il faut prendre d’équations
pour que la matrice C soit de rang supérieur ou égal à p et si il est préférable
de choisir certaines lignes particulières (en fixant l2).

Pour un filtre AR causal on peut généraliser les méthodes développées
au second ordre. Dans ce cas l’intérêt des procédures d’ordre supérieur est
qu’elles permettent théoriquement d’éliminer un bruit gaussien blanc ou non
blanc. Ceci résulte de la propriété d’additivité des cumulants et de la nullité des
cumulants d’ordre supérieur pour un signal gaussien. Il faut quand même sou-
ligner que les valeurs des lignes de la multicorrélation utilisées pour construire
la matrice sont estimées. Les lignes estimées seront affectées par le bruit gaus-
sien et également par des erreurs d’estimation des cumulants du signal. La
précision des estimateurs de a, que l’on appelle souvent stabilité statistique,
dépend de ces erreurs d’estimation. Il existe encore peu de résultats théoriques
sur ce sujet. Des simulations ont cependant montré que, dans le cas bruité,
en particulier, l’estimateur utilisant les corrélations d’ordre supérieur à 2 peut
être plus précis que l’estimateur classique d’ordre 2.
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Les pôles des filtres AR peuvent être extérieurs au cercle unité. Ces filtres
conservent la propriété de stabilité si ils sont anti-causaux : filtres BIAR. Le
problème du choix des pôles se pose donc également pour les filtres AR. Une
méthode d’optimisation a été proposée par M. Boumahdi [35]. La méthode de
Yule-Walker à l’ordre 2 place tous les pôles à l’intérieur du cercle de rayon 1 (En
effet la fonction de corrélation est insensible au remplacement d’un pôle par
son inverse par rapport au cercle de rayon 1). On choisit ensuite la localisation
des pôles par optimisation.

3.6.4 Identification d’un filtre ARMA

Deux types de filtres ARMA doivent être considérés :
– les filtres ARMA sans filtre de phase,
– les filtres ARMA avec filtre de phase.

Nous appelons filtre de phase un filtre déphaseur pur. Le gain complexe en
Z d’un filtre de phase a un pôle et un zéro inverses par rapport au cercle de
rayon 1. Les méthodes d’ordre 2 sont totalement insensibles à la présence de ces
termes dans le gain complexe d’un filtre ARMA. Deux familles de techniques
d’identification des filtres ARMA ont été développées [71] :

– l’identification directe dans laquelle on considère le filtre ARMA
comme un filtre AR en série avec un filtre MA et l’on identifie succes-
sivement la partie AR et la partie MA : méthode AR−MA

– la représentation du filtre ARMA par un filtre à phase minimale en
série avec un filtre de phase ; on identifie successivement le filtre à phase
minimale et le filtre de phase : méthode MP − FP .

Enfin nous distinguerons deux situations :
– dans le premier cas nous supposerons la partie AR causale. Tous les

pôles sont alors à l’intérieur du cercle de rayon 1, la partie MA pouvant
être, ou non, à phase minimale.

– dans le second cas la partie AR pourra être non causale : il pourra
donc y avoir des pôles extérieurs au cercle de rayon 1.

Lorsque le filtre ARMA est stable et causal les pôles du filtre AR sont à
l’intérieur du cercle de rayon 1.

Dans la méthode AR−MA on identifie la partie AR par les équations de
Yule-Walker modifiées12. S’il n’y a pas de filtre de phase, dans le filtre ARMA
identifié, on peut utiliser les équations de Yule-Walker d’ordre 2. S’il y a des
filtres de phase, dans le filtre ARMA identifié, on doit utiliser les équations
de Yule-Walker modifiées d’ordre supérieur à 2. Le signal est ensuite filtré par
le filtre MA, inverse du filtre AR identifié. Le signal obtenu a un modèle MA
auquel on applique une des techniques d’identification des filtres MA décrites
plus haut. Le filtre MA ainsi identifié peut-être, ou non, à phase minimale.

12Dans cette méthode on utilise les équations de Yule-Walker à partir d’un retard supérieur
à l’ordre de la partie MA.
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Dans la méthode MP − FP le filtre ARMA spectralement équivalent,
à phase minimale, est identifié par une des méthodes classiques à l’ordre 2.
On doit ensuite identifier le filtre de phase dont les pôles sont à l’intérieur du
cercle unité et dont les zéros sont inverses des pôles par rapport au cercle de
rayon 1. Giannakis et Mendel [89] identifient la partie AR du filtre de phase
par les équations de Yule-Walker modifiées d’ordre supérieur à 2. Les zéros
se déduisent des pôles par inversion par rapport au cercle de rayon 1. On a
également proposé des méthodes d’optimisation. Ayant obtenu le filtre à phase
minimale spectralement équivalent on applique au signal les différents filtres
possibles obtenus en remplaçant les zéros par leur inverse par rapport au cercle
de rayon 1. On maximise ensuite une fonction objectif : valeur absolue de la
bicorrélation à l’origine [52], valeur absolue du kurtosis [35].

La partie AR peut être anti-causale (pôles extérieurs au cercle de rayon
1). Cette situation n’a pas été très étudiée. La méthode MP-FP peut-être
appliquée. On identifie tout d’abord le filtre stable, causal et à phase minimale
spectralement équivalent par une des méthodes connues à l’ordre 2. On cherche
ensuite la localisation, à l’intérieur ou à l’extérieur du cercle de rayon 1, de
chaque zéro et de chaque pôle, en maximisant une fonction objectif.

3.6.5 Conclusion

En étendant l’arsenal des méthodes développées à l’ordre 2, de nouveaux
algorithmes d’identification ont été développés. Le progrès essentiel concerne
les filtres qui ne sont pas à phase minimale ou qui sont anti-causaux. Dans ce
cas il n’y a pas de solution à l’ordre 2 et les ordres supérieurs sont absolument
nécessaires pour identifier le filtre sans faire d’hypothèse sur sa phase. L’art de
l’identification des systèmes linéaires et stationnaire par les moments d’ordre
supérieur est encore dans l’enfance et de nombreuses questions se posent en-
core, comme par exemple le choix des lignes de multicorrélation, l’identifiabilité
des filtres AR, la stabilité statistique des estimations. . .

La recherche active et productive sur les méthodes d’ordre 2 a duré envi-
ron 20 ans : nous avons donc encore du travail à faire sur les ordres supérieurs.

Avant de conclure ce chapitre revenons sur les méthodes d’estimation
des multispectres qui se déduisent des techniques d’identification présentées
ci-dessus.

3.7 Modélisation et estimation

A l’ordre 2 de nombreuses méthodes d’estimation du spectre ont été
construites à partir de la modélisation systémique des signaux. Nous allons
étendre ici ces techniques aux multispectres. Nous verrons que, comme à l’ordre
2, il existe des techniques particulières pour les signaux harmoniques.
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3.7.1 Modélisation systémique

Les techniques d’identification développées ci-dessus représentent un si-
gnal par la sortie d’un filtre linéaire, AR, MA ou ARMA excité par un signal
d’entrée “simple” : bruit blanc jusqu’à l’ordre considéré. Comme dans le cas
de l’analyse spectrale, à l’ordre 2, cette modélisation permet d’estimer les mul-
tispectres en utilisant la relation de filtrage donnant le multispectre de sortie
en fonction du multispectre de l’entrée et de la fonction de transfert du filtre.
En prenant l’exemple du bispectre nous partons de :

S
y (3)

(λ1, λ2) = S
x (3)

H(λ1)H(λ2)H
∗(λ1 + λ2),

S
x (3)

est le bispectre, constant, de l’entrée blanche x(n).

La fonction de transfert est, dans le cas ARMA(p, q) :

H(λ) =

∑q
0 b(l)e−2πlλ

1 +
∑p

1 a(k)e−2πkλ
.

Cette méthode d’estimation conduit à des estimateurs dont on peut penser
qu’ils permettront, comme cela est le cas dans l’analyse spectrale, de don-
ner des estimateurs plus stables et plus résolvants. Le développement et la
caractérisation de ces techniques est un des axes de recherche ouverts aux
statistiques d’ordre supérieur.

3.7.2 Signaux harmoniques

On sait qu’à l’ordre 2, les méthodes de modélisation sont mal adaptées
aux signaux formés de sommes de fréquences pures : signaux harmoniques.
Dans cette situation des méthodes spécifiques ont été développées [142] :
méthode de PISARENKO, MUSIC. . .Nous allons voir que ces techniques
peuvent être étendues aux ordres supérieurs. Ces techniques sont également
développées en traitement d’antenne : nous en reparlerons au chapitre 6.

Les signaux harmoniques sont définis par J. Mendel [150] comme les
signaux pouvant s’écrire selon le modèle

y(n) =
p∑

i=1

a(i)s(n;λi).

Les a(i) sont des variables aléatoires et les s(n;λi) des signaux certains. Ces
signaux dépendent d’un nombre fini p, de variables aléatoires, contrairement
aux signaux engendrés par filtrage d’un bruit blanc. Les signaux considérés
jusqu’à maintenant étaient des signaux aléatoires (non totalement prédicibles)
alors que les signaux harmoniques sont des signaux déterministes (totalement
prédicibles).
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Les sommes de fréquences pures, en représentation complexe, sont de ce
type

y(n) =
p∑

i=1

α(i)e2πλin+φi,

où α(i) est en général une variable certaine. Les variables aléatoires φi sont
indépendantes. Lorsque la densité des φi est constante sur [0, 2π] les variables
aléatoires complexes α(i)eφi sont circulaires. La propriété de circularité en-
trâıne que tous les cumulants ne comportant pas un nombre égal de termes
non complexes conjugués et de termes complexes conjugués sont nuls. Dans le
cas présent on peut vérifier cette propriété directement. Les cumulants d’ordre
3, et donc aussi la bicorrélation, sont nuls. La tricorrélation non nulle de ces
signaux est

C
y

(2)

(2)
(m1, m2, m3) = Cum [y(n), y(n + m1), y

∗(n−m2), y
∗(n−m3)] .

soit

C
y

(2)

(2)
(m1, m2, m3) = −

p∑
i=1

α4(i)e2πλi(m1+m2+m3).

Pour des signaux à valeurs réelles, la représentation des signaux est

y(n) =
p∑

i=1

α(i) cos(2πλin + φi),

et l’on obtient

C
y (4)

(m1, m2, m3) = −1

8

p∑
i=1

α4(i) {cos [2πλi(m1 −m2 −m3)]

+ cos [2πλi(m2 −m1 −m3)]
+ cos [2πλi(m3 −m1 −m2)]} .

Dans le cas complexe, les informations sur les fréquences présentes sont
contenues dans la ligne du trispectre définie par m = m1 = m2 = −m3. On
obtient alors

C
y

(2)

(2)
(m, m,−m) = −

p∑
i=1

α4(i)e2πλim.

Dans le cas réel, la diagonale du trispectre s’écrit

C
y (4)

(m, m, m) = −3

8

p∑
i=1

α4(i) cos(2πλim).

Les méthodes de super-résolution appliquées à l’ordre 2 sont fondées sur
la corrélation des signaux sommes de fréquences pures qui s’écrivent, dans le
cas de signaux à valeurs complexes

C
y

(1)

(1)
(m) =

p∑
i=1

α2(i)e2πλim,
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et dans le cas de signaux à valeurs réelles

C
y (2)

(m) =
1

2

p∑
i=1

α2(i) cos(2πλim).

L’analogie entre la forme de la corrélation et de la diagonale (ou de la
ligne dans le cas complexe) de la tricorrélation montre que toutes les méthodes
développées à l’ordre 2 s’appliquent à l’ordre 4. Le fait d’utiliser la tricorrélation
permet d’éliminer un bruit additif gaussien (au moins en théorie).

3.8 Conclusion

L’utilisation des statistiques d’ordre supérieur permet de conduire une
analyse plus fine des signaux. Les techniques développées à l’ordre 2 peuvent,
comme nous l’avons vu, se transposer dans une grande mesure à des ordres
supérieurs. Le grand succès des techniques utilisant des stsatistiques d’ordre
supérieur est dû au fait qu’elles permettent de résoudre le problème de l’iden-
tification aveugle. On peut également penser qu’elles permettront de réaliser
une extraction plus efficace des signaux pollués par un bruit gaussien. Enfin de
nombreuses questions restent ouvertes. Le choix des lignes de multicorrélation
les mieux adaptées et la stabilité statistique des estimateurs nous paraissent
les domaines essentiels sur lesquels doit porter l’effort de recherche. . .
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Chapitre 4

Signaux non stationnaires

La stationnarité est une propriété forte qui permet de définir précisément
les fonctions d’analyse adéquates dans les domaines temporel et fréquentiel :
les multicorrélations et les multispectres (voir le chapitre 2).

Lorsque l’hypothèse de stationnarité n’est pas vérifiée, on entre dans la
classe très générale des signaux non stationnaires. La non-stationnarité est
une “non-propriété” : elle n’est définie que par son contraire. Cette remarque
implique d’énormes difficultés pour la définition de méthodes d’analyse.

Il faut toutefois tempérer le propos, puisqu’il est possible de définir des
classes de non-stationnarité, pour lesquelles des outils d’analyse précis peuvent
être définis. Une classe très importante de signaux non stationnaires fait l’objet
de la première moitié de ce chapitre : les signaux cyclostationnaires. Ces si-
gnaux apparaissent dans de nombreuses applications du traitement du signal :
communication, radar, signaux physiologiques, etc . . .Nous verrons que le cadre
d’analyse approprié est celui des fonctions périodiques ou presque-périodiques.
Les rappels sur les fonctions presque-périodiques nous permettront d’exami-
ner l’influence de l’hypothèse de cyclostationnarité sur les Statistiques d’Ordre
Supérieur. L’application présentée dans ce chapitre concernera également les
signaux cyclostationnaires dans le contexte des communications.

La deuxième partie de ce chapitre se concentre sur les signaux non
stationnaires au sens général. Nous montrons que les représentations temps-
fréquence d’ordre supérieur (ou représentations temps-multifréquence) peuvent
être des outils utiles pour l’analyse des signaux non-stationnaires. Ces
représentations seront explicitées pour les signaux déterministes, l’extension
aux signaux aléatoires ne venant qu’après.

Si des classes particulières de signaux non-stationnaires peuvent être
définies, leur étude présente toutefois certaines difficultés. La plus fondamen-
tale est la multiplicité des représentations de l’information que contient le
signal. Cette multiplicité vient de la notion de temps de référence. En station-
naire, le temps de référence n’a pas d’importance puisque les statistiques du
signal sont invariantes par translation dans le temps. Cette invariance n’exis-
tant pas pour les signaux non stationnaires, la représentation de l’information
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dépend étroitement de la date à laquelle est effectuée l’analyse. Ce problème
est évidemment présent dans les représentations temps-fréquence bilinéaires.
Par exemple, la représentation de Wigner-Ville, qui examine les liens exis-
tant dans le signal entre les instants t − τ/2 et t + τ/2, est différente de la
représentation de Rihaczek, qui étudie les corrélations du signal entre les ins-
tants t et t − τ . L’information contenue dans ces deux représentations est la
même, mais révélée de façon différente. Ce problème pose alors celui de trouver
l’outil adéquat pour l’analyse d’un signal.

Le problème de l’instant de référence (t dans l’exemple précédent) sera
présent constamment dans ce chapitre, bien qu’un peu oublié lors du traitement
des signaux cyclostationnaires.

Un autre problème difficile dans le cas non stationnaire est l’estimation
des grandeurs que nous définirons. Le fait d’observer une seule réalisation d’un
signal interdit a priori l’obtention d’estimateurs efficaces. Nous verrons que la
cyclostationnarité contredit cette affirmation. Par contre, les estimateurs des
représentations temps-multifréquence sont non consistants et ne seront pas (ou
si peu) discutés ici.

Mentionnons enfin que les thèmes présentés sont très récents et suscep-
tibles de subir d’importantes évolutions. Ce chapitre ne montre que quelques
résultats et le lecteur peut approfondir les sujets à l’aide de la littérature
récente en traitement du signal.

4.1 SOS pour les signaux cyclostationnaires

Avant de présenter les statistiques d’ordre supérieur des signaux cyclo-
stationnaires à valeurs complexes, commençons par quelques rappels sur la
cyclostationnarité à l’ordre 2.

4.1.1 Cyclostationnarité d’ordre 2

Pour illustrer la cyclostationnarité d’ordre 2 [147], nous nous limitons
à un signal x(t) de moyenne nulle, à valeurs réelles. x(t) est supposé cyclo-
stationnaire à l’ordre 2 : sa fonction de corrélation est périodique en temps,
c’est-à-dire

C
x (2)

(t, τ) = E[x(t)x(t + τ)] = C
x (2)

(t + T, τ),

où T est la période de cyclostationnarité de x(t).
Un exemple simple est donné par un signal codé en binaire à la cadence

T , soit x(t) =
∑

k akδ(t− kT ), les ak formant une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d), prenant les valeurs ±1 avec
la probabilité 1/2. Ce signal est de moyenne nulle, et sa corrélation s’écrit

C
x (2)

(t, τ) =
∑
k

δ(t− kT )δ(τ).



4.1. SOS POUR LES SIGNAUX CYCLOSTATIONNAIRES 143

Cette fonction est périodique en t de période T .
Comme C

x (2)
(t, τ) est périodique suivant t, elle admet une représentation

en série de Fourier. De plus, pour conserver la notion d’analyse spectrale du
cas stationnaire, une tranformée de Fourier suivant τ peut être effectuée. Ainsi,
par double transformée de Fourier, on définit la corrélation spectrale

S
x (2)

(α, ν) =
∫ ∫

C
x (2)

(t, τ)e−2π(αt+ντ)dtdτ.

Cette corrélation spectrale peut également s’écrire

S
x (2)

(α, ν) =
∑
k

s
x (2)

(k, ν)δ(α− k

T
),

où les s
x (2)

(k, ν) sont les transformées de Fourier selon τ des coefficients

c
x (2)

(k, τ) de la décomposition en série de Fourier (suivant t) de C
x (2)

(t, τ).

La dénomination corrélation spectrale vient du fait que cette fonction
examine les interactions statistiques entre les composantes harmoniques aux
fréquences ν et ν − k/T .

Le paragraphe suivant présente les outils pour l’étude de la cyclosta-
tionnarité (fonctions presque-périodiques) et une définition plus précise de la
cyclostationnarité.

4.1.2 Définitions

Les signaux cyclostationnaires comportent des périodicités cachées. Le
cadre mathématique approprié est donc celui des fonctions périodiques et des
séries de Fourier. Toutefois, ce cadre peut être limitatif puisqu’il exclut la
classe très importante des signaux dits presque-périodiques. Dans ce para-
graphe, nous discuterons donc la définition des signaux cyclostationnaires dans
le cadre des fonctions presque-périodiques. Notons que les fonctions périodiques
forment évidemment une sous-classe des fonctions presque-périodiques.

Les développements donnés dans la suite se fondent sur une
représentation aléatoire des signaux. W. Gardner et C. Spooner [84, 85] ont
construit une théorie dans un cadre déterministe, en ne travaillant que sur une
réalisation d’un signal aléatoire. Cette approche ne sera pas considérée ici.

Fonctions presque-périodiques L’objet de ce paragraphe est d’effec-
tuer quelques rappels sur la théorie des fonctions presque-périodiques ou p-
périodiques. Une introduction plus complète peut être trouvée dans le livre de
J. Bass [21].

La définition des fonctions p-périodiques généralise celle des fonctions
périodiques. Pour une fonction périodique de période de base T , les nombres
multiples de T constituent également des périodes. Ainsi, dans tout intervalle
de longueur T , on peut trouver une période de la fonction. Cette remarque
conduit alors à la définition suivante :
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Fig. 4.1 – Graphe de la fonction p-périodique f(t) = exp(2πν0t)+exp(2πν1t),
où les fréquences sont dans un rapport irrationnel.

Définition : Une fonction à valeurs complexes f(t) est dite presque
périodique si pour tout réel ε > 0, il existe un nombre l(ε) tel que tout in-
tervalle de longueur l(ε) contienne un nombre τ vérifiant

|f(t + τ)− f(t)| < ε ∀t.

Les nombres τ s’appellent des presque-périodes de la fonction f et le
nombre l(ε) longueur d’inclusion. Cette définition montre qu’une fonction
périodique est p-périodique.

Les fonctions p-périodiques jouissent de nombreuses propriétés : l’en-
semble des fonctions p-périodiques est un espace vectoriel, la fonction
conjuguée, le module de la fonction, les décalées de la fonction sont p-
périodiques, et le produit de deux fonctions p-périodiques est p-périodique.

Un exemple illustratif simple est donnée par la somme de deux fréquences
pures incommensurables. En effet,

f(t) = exp(2πν0t) + exp(2πν1t), (4.1)

où ν0 et ν1 sont dans un rapport irrationnel, est p-périodique. L’allure de cette
fonction est montrée sur la figure (4.1). La p-périodicité est clairement vue
sur ce graphe. J. Bass a démontré rigoureusement la p-périodicité pour cet
exemple, en exhibant des presque-périodes et les longueurs d’inclusion.

Les fonctions périodiques admettent une représentation fréquentielle à
travers la décomposition en série de Fourier. Cette propriété existe également
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pour les fonctions p-périodiques. En effet, il peut être démontré que la moyenne
d’une fonction p-périodique existe toujours [21], c’est-à-dire

lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T
f(t)dt = M < +∞. (4.2)

Comme le produit de deux fonctions p-périodiques est p-périodique, comme
une fonction périodique est p-périodique, alors, en vertu de (4.2), les nombres
c(ν) définis par

c(ν) = lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T
f(t) exp(−2πνt)dt

existent. Les nombres c(ν) non nuls sont appelés coefficients de Fourier-Bohr
de la fonction f(t). L’ensemble des coefficients de Fourier-Bohr d’une fonc-
tion p-périodique est un ensemble fini ou dénombrable [21]. Nous noterons ces
coefficients par ck = c(νk). La célèbre formule de Parseval reste valide, et la
puissance moyenne de la fonction se répartit sur les coefficients de Fourier-Bohr
selon

lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T
|f(t)|2dt =

∑
k

|ck|2.

Enfin, la série de Fourier associée aux ck converge en moyenne quadratique
vers la fonction f(t) et nous écrirons

f(t) =
∑
k

ck exp(2πνkt).

Pour l’exemple (4.1), il existe deux coefficients de Fourier-Bohr associés
aux fréquences ν0 et ν1 ; ces deux coefficients sont égaux à 1.

Les rappels sur les fonctions p-périodiques étant faits, nous pouvons
maintenant nous tourner vers la définition des signaux cyclostationnaires.

Cyclostationnarité La cyclostationnarité s’inscrit entre la stationnarité et
la non-stationnarité pour les signaux aléatoires. Tout comme la stationnarité
qui peut être forte ou faible, la discussion du paragraphe précédent montre que
la définition de la cyclostationnarité doit comporter divers degrés (périodicité
totale ou approximative). De plus, comme la stationnarité, la définition de
la cyclostationnarité porte sur les statistiques du signal. Nous pouvons alors
donner la définition :

Définition : Un signal aléatoire est dit cyclostationnaire d’ordre p+ q forte-
ment (resp. faiblement) si ses statistiques jusqu’à l’ordre p+q sont périodiques
(resp. p-périodiques).



146 CHAPITRE 4. SIGNAUX NON STATIONNAIRES

Si un signal est cyclostationnaire à tout ordre, il sera cyclostationnaire
au sens strict. Mais bien entendu, il pourra l’être faiblement ou fortement.

La périodicité (ou presque-périodicité) s’entend ici sur le temps. Nous
voyons donc apparâıtre ici la notion fondamentale de temps de référence, ab-
sente de toutes les théories stationnaires. En effet, pour un signal stationnaire,
les corrélations entre p+q instants du signal ne dépendent que des écarts entre
les instants. Par contre, cette propriété disparâıt en non-stationnaire où le rôle
de l’instant de référence devient primordial.

Cette étape de définition étant présentée, nous nous intéressons dans la
suite aux conséquences de l’hypothèse de cyclostationnarité sur les statistiques
des signaux.

4.1.3 Influences de la cyclostationnarité sur les SOS

Dans ce paragraphe, nous examinons l’influence de la cyclostationnarité
sur les multicorrélations et les multispectres. La construction suit une démarche
descendante : partant des définitions les plus générales, nous construisons les
objets adéquats pour la description des signaux cyclostationnaires.

Multicorrélation cyclique Considérons la multicorrélation1 C
x

(q)

(p)
(t) d’un

signal aléatoire à valeurs complexes (t = (t0, t1, . . . , tp+q−1)). Nous paramétrons
cette multicorrélation comme dans le cas stationnaire2, c’est-à-dire

C
x

(q)

(p)
(t, τ ) = Cum[x(t), x(t + τ1), . . . , x(t + τp−1),

x∗(t− τp), . . . , x
∗(t− τp+q−1)]. (4.3)

où τ = (τ1, . . . , τp+q−1). Notons que le temps t apparâıt explicitement dans
les arguments de la multicorrélation puisqu’aucune hypothèse de stationnarité
n’est faite.

Supposons que le signal analysé x(t) soit faiblement cyclostationnaire au
sens strict. Ses statistiques sont alors p-périodiques quel que soit l’ordre. La
multicorrélation précédente est donc p-périodique en t. D’après les résultats
sur les fonctions p-périodiques (voir 4.1.2), les multicorrélations admettent une
décomposition en série de Fourier-Bohr, par rapport à la variable t

C
x

(q)

(p)
(t, τ ) =

∑
k∈Fx

(q)

(p)

c
x

(q)

(p)
(k, τ ) exp(2παkt), (4.4)

1Toute la suite peut être faite également sur les moments. Rappelons que la dénomination
multicorrélation sous-entend multicorrélation des cumulants. Lorsqu’il s’agit de moments,
nous préciserons par multicorrélation des moments.

2Le problème de l’instant de référence sera discuté au paragraphe 4.3.1 .



4.1. SOS POUR LES SIGNAUX CYCLOSTATIONNAIRES 147

où F
x

(q)

(p)
est l’ensemble des entiers pour lesquels les coefficients de Fourier-Bohr

c
x

(q)

(p)
(k, τ ) sont non nuls. Rappelons que

c
x

(q)

(p)
(k, τ ) = lim

T→+∞
1

2T

∫ T

−T
C

x

(q)

(p)
(t, τ ) exp(−2παkt)dt.

et que F
x

(q)

(p)
est un ensemble fini ou dénombrable.

En effectuant la transformée de Fourier de la multicorrélation de la va-
riable t vers la variable α, on définit la multicorrélation cyclique qui s’écrit

C
x

(q)

(p)
(α, τ ) =

∑
k∈Fx

(q)

(p)

c
x

(q)

(p)
(k, τ )δ(α− αk).

La fréquence α, variable conjuguée de t, est appelée fréquence cyclique. La
multicorrélation cyclique contient uniquement de l’information aux fréquences
cycliques αk. Dans le cas stationnaire, la seule composante p-périodique ou
périodique étant le continu, la multicorrélation cyclique est non nulle unique-
ment pour α = 0.

Multicorrélation spectrale Tout comme pour le cas stationnaire, nous
allons maintenant examiner l’influence de l’hypothèse de cyclostationnarité
sur le multispectre symétrique. Rappelons que le multispectre symétrique est
défini à partir de la multicorrélation selon (voir le chapitre 2)

Σ
x

(q)

(p)
(ν) =

∫
C

x

(q)

(p)
(t) exp(−2π(

p−1∑
i=0

νiti −
p+q−1∑

i=p

νiti))dt.

Si l’on effectue un changement de variables pour obtenir la paramétrisation en
(t, τ ) de la multicorrélation (4.3), le multispectre symétrique devient

Σ
x

(q)

(p)
(ν) =

∫
C

x

(q)

(p)
(t, τ ) exp(−2π(

p−1∑
i=0

νi −
p+q−1∑

i=p

νi)t)

× exp(−2πν
′T

τ )dτdt, (4.5)

où le vecteur ν ′ est défini par ν ′ = (ν1, . . . , νp+q−1). En plongeant dans (4.5)
la représentation (4.4), on obtient

Σ
x

(q)

(p)
(ν) =

∑
k∈Fx

(q)

(p)

s
x

(q)

(p)
(k, ν ′)δ(αk − (

p−1∑
i=0

νi −
p+q−1∑

i=p

νi)),

où les coefficients s
x

(q)

(p)
(k, ν ′) sont les transformées de Fourier des c

x

(q)

(p)
(k, τ ).
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Définissons maintenant la multicorrélation spectrale (que l’on pourrait
également appeler multispectre cyclique) par

S
x

(q)

(p)
(α, ν′) =

∫
C

x

(q)

(p)
(t, τ ) exp(−2παt) exp(−2πν ′

τ
T )dτdt. (4.6)

On obtient alors la représentation suivante

S
x

(q)

(p)
(α, ν′) =

∑
k∈Fx

(q)

(p)

s
x

(q)

(p)
(k, ν ′)δ(α− αk). (4.7)

Ces résultats montrent que la multicorrélation spectrale est non nulle
uniquement pour les fréquences cycliques αk du signal analysé.

D’autre part, pour faire le lien avec les théories stationnaires, les résultats
sur le multispectre symétrique montrent que la cyclostationnarité crée des
hyperplans supplémentaires à la multiplicité stationnaire (voir le chapitre 2).
Précisément, le multispectre symétrique est nul partout, sauf sur une famille
d’hyperplans parallèles à la multiplicité stationnaire et dont les équations sont

αk =
p−1∑
i=0

νi −
p+q−1∑

i=p

νi.

Dans le cas de cyclostationnarité forte (périodicité des statistiques), nous par-
lerons de démultiplication de la multiplicité stationnaire, puisque les hyper-
plans sont séparés d’elle de αk = k/T , T étant la période fondamentale de la
multicorrélation.

Pour terminer cette partie relative aux définitions, il nous reste à exami-
ner la signification physique de la multicorrélation spectrale. Nous avons vu que
le multispectre symétrique peut s’écrire en fonction des incréments spectraux
du signal selon

Σ
x

(q)

(p)
(ν0, ν

′)dν0dν
′ = Cum[dX(ν0), dX(ν1), . . . , dX(νp−1),

dX∗(νp), . . . , dX∗(νp+q−1)].

où rappelons que ν ′ = (ν1, . . . , νp+q−1). En utilisant la multicorrélation spec-
trale on obtient

∑
k∈Fx

(q)

(p)

s
x

(q)

(p)
(k, ν ′)δ(αk − (

p−1∑
i=0

νi −
p+q−1∑

i=p

νi))dν0dν
′ =

Cum[dX(ν0), dX(ν1), . . . , dX(νp−1), dX∗(νp), . . . , dX∗(νp+q−1)].

(4.8)

La multicorrélation spectrale examine donc les interactions statistiques entre
les composantes fréquentielles νi, i = 1, . . . , p + q − 1 et la composante α −∑p−1

i=1 νi +
∑p+q−1

i=p νi. Il faut toutefois se rappeler que ces interactions ne sont
non nulles que pour les α = αk.
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Propriétés Les multicorrélations cycliques et spectrales jouissent de toutes
les propriétés des multicorrélations et multispectres stationnaires. Par exemple,
si le signal x(t) est cyclostationnaire et circulaire, seules les multicorrélations

cycliques et spectrales non nulles sont du type C
x

(p)

(p)
(α, τ ) et S

x

(p)

(p)
(α, ν ′). De

plus, les propriétés classiques des cumulants leur reviennent (nullité dans le
cas gaussien pour un ordre supérieur à deux,. . .).

Lorsque le signal est stationnaire, la seule période (ou presque-période)
des statistiques du signal est infinie. Par suite, la seule fréquence cyclique ayant
des contributions non nulles est la fréquence α = 0. On retrouve donc pour
cette fréquence les objets statistiques du régime stationnaire.

Examinons maintenant l’influence des transformations linéaires sur les
statistiques de signaux cyclostationnaires. Considérons un filtre linéaire inva-
riant, de réponse impulsionnelle h(t) et de fonction de transfert H(ν). Suppo-
sons que ce filtre soit attaqué par un signal x(t) faiblement cyclostationnaire
au sens strict. La sortie y(t) est donc la convolution de x(t) par h(t). De plus,
dans le domaine des fréquences, la relation entre les incréments spectraux des
deux signaux est

dY (ν) = H(ν)dX(ν).

Par suite, en utilisant le résultat (4.8), le lien entre les multicorrélations spec-
trales est

S
y

(q)

(p)
(α, ν ′) = H(α−

p−1∑
i=1

νi +
p+q−1∑

i=p

νi)H(ν1) . . .

× H(νp−1)H
∗(νp)H

∗(νp+q−1)Sx

(q)

(p)
(α, ν ′).

Cette relation entrée-sortie généralise celle du cas stationnaire que l’on retrouve
évidemment pour α = 0 (chapitre 2).

4.1.4 Eléments d’estimation

La définition d’objets d’analyse devient intéressante en pratique lorsque
des estimateurs de ces objets sont disponibles. Le caractère non stationnaire
des signaux cyclostationnaires peut mener à penser que l’estimation des SOS
cycliques est impossible. Or il n’en est rien et il existe des estimateurs consis-
tants des multicorrélations cycliques et spectrales.

La théorie de l’estimation a été développée essentiellement par A. Dan-
dawaté et G. Giannakis pour les signaux cyclostationnaires à valeurs réelles
[61, 62] (voir aussi [84, 85]). Nous ne reprendrons pas ici toutes les théories
développées par ces auteurs mais essaierons plutôt de faire comprendre la tech-
nique d’estimation en nous concentrant sur une méthode également applicable
en stationnaire [37, 38]. De plus, nous illustrerons l’estimation en nous restrei-
gnant à l’ordre 4 symétrique (p = 2 et q = 2) qui présente toutes les difficultés.
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Relation entre cumulants et moments Nous avons vu dans le chapitre
(1) la relation liant les moments aux cumulants. Cette relation nous permet
d’écrire la multicorrélation en fonction de la multicorrélation des moments
d’ordre égaux ou inférieurs. Pour un signal centré, cette relation à l’ordre 4
symétrique s’écrit

C
x

(2)

(2)
(t, τ ) = C ′

x

(2)

(2)
(t, τ )

− C
x (2)

(t, τ1)
[
C

x (2)
(t, τ3 − τ2)

]∗
− C

x

(1)

(1)
(t, τ2)Cx

(1)

(1)
(t, τ1 − τ3)

− C
x

(1)

(1)
(t, τ3)Cx

(1)

(1)
(t, τ1 − τ2).

Si l’on effectue une double transformée de Fourier en t et τ nous obtenons
la multicorrélation spectrale en fonction des multicorrélations spectrales des
moments d’ordre égaux ou inférieurs à 4 selon

S
x

(2)

(2)
(α, ν) = S′

x

(2)

(2)
(α, ν)

−
{∫

S
x (2)

(u, ν1)
[
S

x (2)
(α− u, ν3))

]∗
du
}

δ(ν2 + ν3)

−
{∫

S
x

(1)

(1)
(u, ν2)Sx

(1)

(1)
(α− u, ν1)du

}
δ(ν1 − ν3)

−
{∫

S
x

(1)

(1)
(u, ν3)Sx

(1)

(1)
(α− u, ν2)du

}
δ(ν1 − ν2).

Remarquons que la notation adoptée ici est un peu ambigüe. En effet, nous
avons fait apparâıtre des produits de convolution qui doivent s’entendre comme
suit. La multicorrélation spectrale est non nulle uniquement pour les α appar-

tenant à F
x

(q)

(p)
: nous n’avons pas un continuum en fréquence cyclique. Les

convolutions de l’expression précédente sont donc des convolutions discrètes
réalisées sur une grille qui n’est pas forcément à échantillonnage régulier. A
un αk donné, les contributions de produits de corrélations spectrales devraient

s’écrire en fonction des coefficient s
x

(.)

(.)
(k, .), définis par (4.7), selon des convolu-

tions discrètes. Par exemple, le terme
∫ S

x (2)
(u, ν1)

[
S

x (2)
(α− u, ν3)

]∗
du s’in-

terprète comme

∑
k1∈Fx

(2)

(2)

s
x (2)

(k, ν1)
[
s

x (2)
(k − k1, ν3)

]∗
.

Autrement dit, il faut sommer les produits de termes dont la somme des
fréquences cycliques égale αk.
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D’après ce résultat, la multicorrélation spectrale est égale à la multi-
corrélation spectrale des moments excepté sur les hyperplans d’équation

ν1 − ν3 = 0
ν1 − ν2 = 0
ν2 + ν3 = 0.

(4.9)

Ce résultat suggère une méthode d’estimation. Si l’on suppose la multi-
corrélation spectrale continue autour des hyperplans précédents, alors il suffit
d’estimer la multicorrélation des moments hors ces hyperplans et d’interpoler
l’estimation à travers ces hyperplans. L’interpolation s’effectue en moyennant
les valeurs de l’estimée autour des hyperplans.

Estimation du moment d’ordre 4 Considérons un signal x(t) a priori
cyclostationnaire à l’ordre 4 observé sur une durée T . Nous noterons XT (ν) la
transformée de Fourier de x(t) sur cette durée, c’est-à-dire

XT (ν) =
∫ T/2

−T/2
x(t) exp(−2πνt)dt.

L’estimateur le plus simple du moment est le périodogramme cyclique [61] qui
s’écrit

P
x,T

(2)

(2)
(α, ν) =

1

T
XT (α− ν1 + ν2 + ν3)XT (ν1)X

∗
T (ν2)X

∗
T (ν3).

On montre facilement que le périodogramme est asymptotiquement non biaisé,
c’est-à-dire

lim
T→+∞

E[P
x,T

(2)

(2)
(α, ν)] = S′

x

(2)

(2)
(α, ν)

en dehors des hyperplans définis par (4.9). Par contre, on montre que la va-
riance du périodogramme cyclique ne tend pas vers zéro lorsque la durée T
d’observation crôıt indéfiniment [61]. Ce fait, bien connu en analyse spectrale,
montre qu’il est nécessaire de lisser le périodogramme cyclique pour améliorer
l’estimation.

Lisser à l’aide d’une fenêtre bien choisie le périodogramme cyclique
conduit à une estimation asymptotiquement consistante (non biais et variance
nulle) de la multicorrélation spectrale des moments.

Estimation du cumulant Nous avons vu que la multicorrélation spectrale
est égale à la multicorrélation spectrale des moments, sauf sur certains hyper-
plans. Autrement dit, la multicorrélation spectrale des moments contient des
singularités sur ces hyperplans. Le périodogramme, estimateur du moment,
présente donc ces singularités. Ainsi, si l’on lisse le périodogramme cyclique
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en omettant les singularités, on obtient un estimateur de la multicorrélation
spectrale. Cet estimateur peut alors s’écrire

Ŝ
x

(2)

(2)
(α, ν) =

∫
WT (ν − λ)P

x,T

(2)

(2)
(α, λ)φ(λ)dλ.

La fonction φ(ν) vaut 1 partout sauf sur les hyperplans (4.9) sur lesquels elle
prend la valeur 0. La fonction WT (ν) est la fenêtre de lissage. L’indice T montre
que son comportement dépend étroitement de T . En effet, cette fenêtre doit
tendre vers l’impulsion de Dirac lorsque T tend vers l’infini pour assurer le
non biais asymptotique à l’estimateur. Ceci signifie que sa bande équivalente
doit tendre vers 0 lorsque T va à l’infini. Une façon agréable de jouer sur la
bande de la fenêtre est de la définir à partir d’une fenêtre de référence W (ν)
via WT (ν) = B−1

T W (B−1
T ν), où W (ν) vérifie certaines propriétés assurant la

convergence de WT (ν) vers un Dirac lorsque T tend vers l’infini.
A. Dandawaté et G. Giannakis ont prouvé dans [61] la consistance asymp-

totique de cet estimateur.
De plus, pour T fini mais assez grand, leur résultat montre que

V ar[Ŝ
x

(2)

(2)
(α, ν)] ≈ EW

B3
T T

O8,

où O8 représente des termes statistiques d’ordre 8 et EW est l’énergie de la
fenêtre W . Encore une fois, augmenter la durée du lissage (i.e. BT ) réduit la
variance mais augmente le biais. Le compromis biais-variance existe toujours.

4.1.5 Application en Communication

Dans ce paragraphe nous présentons un exemple de signal cyclostation-
naire issu des télécommunications.

Modélisation du signal Nous souhaitons transmettre un signal codé par
des modulations de phase à N états (N -PSK pour Phase Shift Keying en
Anglais) à travers un canal de transmission. Une N -PSK est représentée par les
valeurs qu’elle peut prendre. Ces valeurs sont complexes et de module constant.
Il suffit donc de les considérer sur le cercle unité. Ces valeurs seront alors prises
dans l’ensemble {exp(π(2n−1)/N)}n=1,...,N . Pour réaliser le codage, un “digit”
du code sera répété sur une durée T . Le signal est alors codé par le message

m(t) =
∑
k

akf(t− kT ),

où la fonction f est appelée fonction de forme et caractérise la forme du signal
sur un intervalle de longueur T . La suite {ak} est supposée indépendante et
identiquement distribuée (i.i.d.) et stationnaire. A chaque instant k, ak prend
une des N valeurs précédentes, avec une probabilité égale, indépendamment
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Fig. 4.2 – Exemple de Modulation de Phase à 4 états. La fonction de forme
est une fenêtre de Hamming.

des instants passés. m(t) est un processus aléatoire à valeurs complexes. Un
exemple illustrant m(t) est présenté sur la figure (4.2). Ici, la fonction de forme
est une fenêtre de Hamming définie sur l’intervalle [0, T ].

Pour s’adapter à la bande passante du canal, le signal doit être centré
sur une fréquence porteuse ν0. Le signal émis peut alors s’écrire

xe(t) = )(m(t) exp(2πν0t)),

ou de façon équivalente

xe(t) = )(m(t)) cos(2πν0t)− 1(m(t)) sin(2πν0t).

A la réception, si l’on néglige toute distorsion due au canal,

r(t) = xe(t) + br(t),

où br(t) représente le bruit de mesure. Ce bruit est modélisé par un processus
aléatoire indépendant du signal émis, et ce bruit pourra être gaussien ou non,
blanc ou non et stationnaire ou non. Nous reviendrons sur ces hypothèses.

Une démodulation complexe est effectuée pour s’affranchir de la modu-
lation et ramener le signal en “bande de base”. Le signal à traiter s’écrit alors

y(t) = m(t) + b(t),

où b(t) est un processus aléatoire à valeurs complexes.
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SOS du signal reçu Le signal m(t) comporte la fréquence caractéristique
1/T et est donc fortement cyclostationnaire.

Commençons par évaluer les multicorrélations du signal reçu. Etant
donnée la multilinéarité des cumulants et leur propriété quant à la somme
de signaux indépendants, la multicorrélation de y(t) s’écrit

C
y

(q)

(p)
(t, τ ) = C

m

(q)

(p)
(t, τ ) + C

b

(q)

(p)
(t, τ ).

En effectuant une transformée de Fourier par rapport à t, nous obtenons la
multicorrélation cyclique

C
y

(q)

(p)
(α, τ ) = C

m

(q)

(p)
(α, τ ) + C

b

(q)

(p)
(α, τ ).

Enfin, la multicorrélation spectrale est obtenue par transformations de Fourier
par rapport aux τi

S
y

(q)

(p)
(α, ν) = S

m

(q)

(p)
(α, ν) + S

b

(q)

(p)
(α, ν).

Il nous faut maintenant évaluer les statistiques de m(t). Sa multi-
corrélation se calcule en utilisant la multilinéarité des cumulants et s’exprime
selon

C
m

(q)

(p)
(t, τ ) =

∑
k0,...,kp+q−1

f(t− k0T )f(t + τ1 − k1T ) . . . f(t + τp−1 − kp−1T )

× f ∗(t− τp − kpT ) . . . f ∗(t− τp+q−1 − kp+q−1T )

× Cum[ak0, ak1 , . . . , akp−1, a
∗
kp

, . . . , a∗
kp+q−1

].

Comme la suite {ak} est une suite de variables aléatoires i.i.d., le cumulant est
non nul seulement si les ki sont tous égaux. Introduisons alors

C
f

(q)

(p)
(t, τ ) = f(t)f(t + τ1) . . . f(t + τp−1)f

∗(t− τp) . . . f ∗(t− τp+q−1),

pour obtenir

C
m

(q)

(p)
(t, τ ) = C

a

(q)

(p)

(
C

f

(q)

(p)
(t, τ ) ∗∑

k

δ(t− kT )

)
,

où C
a

(q)

(p)
est “l’auto-cumulant” de {ak}, ou encore sa multicorrélation en τ = 0.

La multicorrélation cyclique de m(t) est alors

C
m

(q)

(p)
(α, τ ) =

1

T
C

a

(q)

(p)
C
f

(q)

(p)
(α, τ )

∑
k

δ(α− k

T
).

Une dernière transformée de Fourier multidimensionnelle permet d’obtenir la
multicorrélation spectrale de m(t). Finalement, la multicorrélation spectrale
du signal reçu peut s’écrire selon

S
y

(q)

(p)
(α, ν) =

1

T
C

a

(q)

(p)

∑
k

S
f

(q)

(p)
(
k

T
, ν)δ(α− k

T
) + S

b

(q)

(p)
(α, ν).
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Reconnaissance de modulation en bande de Base Le but de ce para-
graphe est d’utiliser les résultats précédents pour mettre au point une technique
de reconnaissance de modulation [139]. Nous savons que le signal émis est une
N -PSK, mais N est à déterminer.

Lorsque le signal a été démodulé, nous avons vu que

S
y

(q)

(p)
(α, ν) =

1

T
C

a

(q)

(p)

∑
k

S
f

(q)

(p)
(
k

T
, ν)δ(α− k

T
) + S

b

(q)

(p)
(α, ν).

Nous devons maintenant faire des hypothèses sur le bruit. Différents cas

de figure se présentent. Si le bruit est supposé gaussien, S
b

(q)

(p)
(α, ν) = 0 puisque

les multicorrélations sont construites sur les cumulants. Si le bruit est non
gaussien mais stationnaire, alors S

b

(q)

(p)
(α, ν) = 0 pour tout α différent de zéro.

Il suffit alors de supposer le bruit stationnaire et d’examiner le comportement
des multicorrélations spectrales pour des α non nuls.

Nous supposons donc que

S
y

(q)

(p)
(α, ν) =

1

T
C

a

(q)

(p)
S

f

(q)

(p)
(α, ν)

∑
k *=0

δ(α− k

T
).

A un ordre p + q donné, la forme de la multicorrélation spectrale du signal est
indépendante de N . En effet, les multicorrélations spectrales de deux PSK ne

différent que par le facteur multiplicatif C
a

(q)

(p)
. Nous ne pouvons donc a priori

pas distinguer deux PSK différentes. Toutefois, en conjuguant la cyclostation-
narité avec les propriétés de circularité des N -PSK, il est possible de faire la
distinction cherchée. En effet, une N -PSK est circulaire à l’ordre N − 1 (voir
le chapitre 1, paragraphe 1.3). Le principe de la reconnaissance est alors le
suivant :

1. p + q = 2,

2. Si S
y

(q)

(p)
(α, ν) (= 0 pour p (= q alors la suite {ak} est non circulaire à

l’ordre p + q. La modulation est alors une (p + q)− PSK.

3. Sinon, p + q ← p + q + 1, et recommencer en 2.

Les signaux cyclostationnaires sont très importants dans toutes les ap-
plications où des périodicités cachées existent. Citons les signaux issus de ma-
chines tournantes ou d’engrenages, les signaux biologiques et physiologiques
(EEG, ECG, température, . . .), les signaux de télécommunications, . . .Si ces
signaux sont couplés ou issus de non-linéarités alors les objets définis ici ne
peuvent qu’aider à la compréhension des phénomènes mis en jeu.

4.2 Rappel sur le temps-fréquence

Les analyses à l’ordre deux s’intéressent aux propriétés énergétiques des
signaux. Dans le cas stationnaire, la densité spectrale représente la distribution
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de l’énergie sur les fréquences constituant le signal. Cette grandeur est fonda-
mentale et se doit d’être la première quantité étudiée pour la compréhension
d’un signal. Toutefois, si le spectre est calculé pour un signal non stationnaire,
cette information est incomplète. Par exemple, le spectre d’une modulation
linéaire de fréquence montre une partie très large bande, allant des plus basses
aux plus hautes fréquences balayées par le signal. Or, dans cet exemple, un
tel spectre n’est pas révélateur de la structure précise du signal. En effet, la
transformée de Fourier, base du spectre, considère les fréquences à amplitudes
non nulles comme présentes à tout instant dans le signal, et ce n’est manifes-
tement pas le cas pour une modulation linéaire de fréquence. Une philosophie
s’est alors développée, à partir de 1948 et l’article de J. Ville [195], proposant
de regarder l’évolution du contenu fréquentiel (ou énergétique) d’un signal
en fonction du temps. Ceci a conduit à diverses approches, montrant encore
une fois qu’une non-propriété n’a pas de caractérisation unique. Dans ce pa-
ragraphe, nous rappellerons quelques éléments concernant les représentations
temps-fréquence bilinéaires, dont les extensions aux ordres supérieurs font l’ob-
jet de la suite de ce chapitre.

4.2.1 Représentations temps-fréquence

La construction d’une représentation temps-fréquence d’ordre deux n’est
pas du tout triviale. En effet, une telle représentation se doit de vérifier cer-
taines propriétés. Pour les représentations bilinéaires3 , le but est d’obtenir
une répartition de l’énergie du signal dans un plan temps-fréquence, c’est-à-
dire construire une fonction Rx(t, ν). Nous allons exposer quelques propriétés
qu’une “bonne représentation” devrait posséder pour atteindre ce but. Nous ne
voulons pas ici faire une liste exhaustive de ces propriétés, mais plutôt dégager
la philosophie conduisant aux représentations acceptables (des listes complètes
de propriétés souhaitables se trouvent dans [74]).

– Réalité : une densité spectrale étant à valeurs réelles, on souhaite
conserver cette propriété pour une densité temps-fréquence.

– Positivité : l’énergie étant physiquement positive, il est souhaitable de
conserver cette contrainte dans le cas d’une répartition d’énergie dans
le plan temps-fréquence.

– Energie : en tant que répartition de l’énergie dans le plan temps-
fréquence, la représentation doit permettre de retrouver l’énergie du si-
gnal. De même, la puissance instantanée et la densité spectrale peuvent
être déduites de la représentation (“marginales”).

– Invariances par translation : deux événements identiques arrivant à
des dates différentes doivent avoir la même représentation, à un retard
près (la même propriété doit être vérifiée dans le cas d’événement iden-
tiques occupant des zones de fréquence différentes –modulation d’un

3Précisons que la bilinéarité est relative au signal.
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signal par une fréquence pure–). Notons que l’on parle également de
covariance.

– Conservation des supports (localisation) : un évènement à support tem-
porel fini aura une représentation ayant le même support temporel
(même propriété pour un évènement fréquentiel à support fini).

– Indépendance vis-à-vis du temps dans le cas d’un signal stationnaire.
– etc . . .

Diverses autres propritétés souhaitables pourraient être citées. Mais il
n’est pas certain qu’il existe une représentation temps-fréquence vérifiant
toutes ces propriétés. En fait, toutes ces propriétés ne peuvent être simul-
tanément vérifiées par les représentations bilinéaires ; par exemple, la propriété
de positivité interdit les propriétés de marginales [74].

Le terme bilinéaire est apparu plusieurs fois jusqu’à présent. En effet,
répétons que nous voulons une transformation non paramétrique capable de
répartir aussi bien que possible l’énergie d’un signal dans un plan temps-
fréquence. Examiner l’énergie impose de travailler sur le produit des valeurs
du signal à deux instants, x(t1)x∗(t2), ou à deux fréquences, X(ν1)X∗(ν2).

Dans le cas stationnaire, le choix des instants n’a pas d’importance, seule
la différence entre les deux comptant réellement. Dans le cas non stationnaire,
les deux instants doivent être considérés par rapport à un temps de référence,
soit l’instant courant t.

La représentation temps-fréquence doit garder un caractère local, et les
évènements apparaissant longtemps avant ou après l’instant de référence t ne
doivent pas avoir autant d’importance qu’un évènement proche de t. Nous
devons alors pondérer x(t1)x∗(t2) par une fonction k dépendant de t, mais
aussi de t1 et t2 qui chiffrent l’éloignement par rapport à t (l’analogue station-
naire de cette pondération est l’apodisation dans l’analyse spectrale). Cette
opération peut se répéter sur l’axe dual de l’axe temporel, l’axe fréquentiel.
En effet, la non-stationnarité fait perdre l’orthogonalité entre deux composan-
tes fréquentielles X(ν1) et X(ν2). Ainsi, la pondération k doit aussi dépendre
de la fréquence d’analyse ν. Ces considérations conduisent alors à la forme
générique d’une représentation temps-fréquence bilinéaire, soit pour un signal
x(t) complexe

R
x

(1)

(1)
(t, ν) =

∫ ∫
k(t, ν; t1, t2)x(t1)x

∗(t2)dt1dt2. (4.10)

La forme (4.10) est la plus générale possible, et est donc trop com-
pliquée. Les propriétés souhaitées indiquées précédemment se transforment en
contraintes sur la fonction de pondération k(t, ν; t1, t2) qui prendra donc des
formes plus simples. Cette constatation est à la base de la définition de la classe
de Cohen : classe des représentations temps-fréquence bilinéaires invariantes
par translations temporelle et fréquentielle.
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4.2.2 Classe de Cohen

Certaines des propriétés précédentes apparaissent comme très naturelles.
Parmi celles-ci, les invariances par translations temporelle et fréquentielle cor-
respondent à des vœux très forts. Il est naturel qu’une représentation se décale
dans le temps si l’évènement qu’elle décrit se déplace également. La traduction
mathématique de ces propriétés est la suivante :

– translation temporelle : si y(t) = x(t− τ) alors

R
y

(1)

(1)
(t, ν) = R

x

(1)

(1)
(t− τ, ν),

– translation fréquentielle : si y(t) = x(t) exp(2πν0t) alors

R
y

(1)

(1)
(t, ν) = R

x

(1)

(1)
(t, ν − ν0).

On montre alors que R
x

(1)

(1)
(t, ν) prend la forme [74]

R
x

(1)

(1)
(t, ν) =

∫ ∫
F (t− θ, τ)x(θ +

τ

2
)x∗(θ − τ

2
) exp(−2πντ)dτdθ, (4.11)

où F (t, τ) est une fonction paramétrant la représentation. Les représentations
temps-fréquence bilinéaires vérifiant ces propriétés d’invariance et s’écrivant
donc comme (4.11) appartiennent à la classe dite de Cohen. Un élément fa-
meux de cette classe est la représentation ou transformée de Wigner-Ville

WV
x

(1)

(1)
(t, ν) qui est obtenue pour F (t, τ) = δ(t), soit

WV
x

(1)

(1)
(t, ν) =

∫
x(t +

τ

2
)x∗(t− τ

2
) exp(−2πντ)dτ.

Cette représentation est centrale dans la classe de Cohen, puisqu’elle permet
d’engendrer tous les membres de la classe par lissage temps-fréquence selon

R
x

(1)

(1)
(t, ν) = Π(t, ν) ∗t ∗νWV

x

(1)

(1)
(t, ν),

où Π(t, ν) est une fenêtre bidimensionnelle (cette fenêtre est la transformée de
Fourier par rapport à τ de la fonction F (t, τ)).

A titre d’exemple, le lissage de la représentation de Wigner-Ville d’un
signal x(t) par la transformée de Wigner-Ville d’une fenêtre h(t) conduit au
spectrogramme (ou module carré de la transformée de Fourier glissante) lié à
la fenêtre h(t), soit plus explicitement[

WV
h

(1)

(1)
(t, ν)
]∗ ∗t ∗νWV

x

(1)

(1)
(t, ν) = |

∫
h∗(t− τ)x(τ) exp(−2πντ)dτ |2.

Remarquons enfin que la construction de la classe de Cohen est effectuée
pour des signaux déterministes. W. Martin et P. Flandrin ont montré que pour
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des signaux aléatoires harmonisables (classe f (2) de Blanc-Lapierre et Fortet,

voir le paragraphe 2.9.2), l’espérance mathématique de WV
x

(1)

(1)
(t, ν) existe et

définit le spectre de Wigner-Ville [144, 74]. Ceci constitue l’extension au cas
aléatoire des représentations temps-fréquence bilinéaires, extension qui sera
discutée plus en détail au paragraphe 4.3.2.

Nous avons rappelé dans ce paragraphe la philosophie des représentations
temps-fréquence, en nous concentrant sur les représentations bilinéaires. Exa-
minons maintenant un exemple de problème pour lequel l’utilisation des
représentations ou distributions temps-fréquence s’avère insuffisante.

4.2.3 Non-linéarité et distributions bilinéaires

Considérons le signal x(t) défini par

x(t) = e−2π(a1+b1t)t+φ1 + e−2π(a2+b2t)t+φ2 + e−2π(a1+a2+(b1+b2)t)t+φ3 ,

où φ1 et φ2 sont des phases aléatoires indépendantes, uniformément réparties
sur [0, 2π]. Nous envisageons deux cas pour φ3 :

1. φ3 est indépendante de φ1 et φ2, et est uniformément distribuée sur
[0, 2π].

2. φ3 = φ1 + φ2.

Ces deux situations sont très différentes, puisque la deuxième signifie que la
modulation a1 + a2 + (b1 + b2)t provient d’une interaction quadratique entre
les deux premières modulations. Calculons le spectre de Wigner-Ville de ce
signal. On doit évaluer au préalable E[x(t+ τ

2 )x∗(t− τ
2 )]. Ce calcul se simplifie

en remarquant qu’après avoir développé le produit x(t+ τ
2 )x∗(t− τ2 ), six termes

conservent leur caractère aléatoire et ont une contribution nulle par moyennage
d’ensemble. Les trois termes restants sont du type exp(−2π(a + 2bt)τ). Le
résultat vient après le calcul de la transformée de Fourier, soit

WV
x

(1)

(1)
(t, ν) = δ(ν − (a1 + 2b1t)) + δ(ν − (a2 + 2b2t))

+ δ(ν − (a1 + a2 + 2(b1 + b2)t)).

Le résultat est surprenant : il ne dépend absolument pas du choix fait sur φ3

lors de la modélisation. La conclusion est donc que le spectre de Wigner-Ville
ne peut faire la distinction entre un phénomène linéaire et un phénomène non
linéaire.

Cet exemple simple montre que les représentations temps-fréquence bi-
linéaires ne sont sensibles qu’aux propriétés du second ordre, et par suite ne
peuvent exhiber que des phénomènes linéaires.

L’exemple précédent démontre la nécessité d’outils différents, adaptés
aux phénomènes non linéaires et aux propriétés d’ordre supérieur des signaux
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non stationnaires. De plus, sans montrer d’exemple particulier, l’idée de ca-
ractériser l’évolution au cours du temps de propriétés d’ordre supérieur est
naturelle. Les applications de telles idées à des phénomènes physiques ne sont
pas encore très développées, mais nul doute qu’elles peuvent être utiles.

Les motivations étant présentées, nous proposons maintenant une exten-
sion aux ordres supérieurs des représentations temps-fréquence bilinéaires.

4.3 Représentations temps-multifréquence

Les rappels effectués précédemment sur les représentations bilinéaires
montrent l’aspect déductif ou axiomatique de leur construction. Toutefois
les interprétations que l’on peut faire de ces objets ont été délibérément
cachées. En effet, ces interprétations vont nous servir de fil conducteur
pour la présentation des représentations temps-fréquence d’ordre supérieur ou
représentations temps-multifréquence.

La première extension aux ordres supérieurs des représentations temps-
fréquence est due à N. Gerr en 1988 [86]. Ce premier travail a conduit un
certain nombre de chercheurs au développement des représentations temps-
multifréquence [17, 75, 88, 191].

4.3.1 Cas des signaux déterministes

Nous commençons la présentation par l’étude des représentations temps-
multifréquence des signaux déterministes. Dans la suite, les signaux sont tels
que les intégrales envisagées existent.

Multicorrélation locale L’analyse spectrale de signaux stationnaires exa-
mine le contenu frequentiel des signaux, ou la répartition de l’énergie sur les
fréquences éternelles contenues dans le signal. D’autre part, une analyse mul-
tispectrale révèle d’éventuels couplages existant entre les fréquences composant
un signal. Par exemple, le bispectre est l’outil idéal pour la recherche de cou-
plages quadratiques.

Le fait important est que ces analyses supposent les fréquences éternelles,
puisque le signal est stationnaire. Dans un cas non stationnaire, des fréquences
peuvent s’évanouir dans le temps ou apparâıtre. Effectuer une analyse suppo-
sant le signal stationnaire peut alors conduire à des interprétations erronées, et
il faut incorporer à l’analyse la dimension temporelle pour espérer interpréter
correctement le contenu du signal.

Il est donc très intuitif pour effectuer des analyses d’ordre supérieur
sur des signaux non-stationnaires d’essayer de rendre les objets déjà définis
dépendant du temps.
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Pour les signaux certains, les multicorrélations sont définies par

C
x

(q)

(p)
(τ ) =

∫
x(t)x(t + τ1) . . . x(t + τp−1)x

∗(t− τp) . . . x∗(t− τp+q−1)dt.

Cette définition inclut un moyennage temporel et suppose donc que les inter-
actions entre les différents instants mis en jeu ne dépendent que des positions
relatives de ces instants. Ceci n’est donc valide que si les signaux considérés
sont “stationnaires”. Cette notion pour des signaux déterministes peut être
définie comme suit : un signal déterministe est stationnaire s’il est la somme
dénombrable de composantes à fréquence instantanée constante et à amplitude
constante [74]. Le moyennage au cours du temps est alors justifié.

Dans le cas contraire, le moyennage n’est plus licite. Nous introduisons
alors

C
+

x

(q)

(p)
(t, τ ) = x(t)x(t + τ1) . . . x(t + τp−1)x

∗(t− τp) . . . x∗(t− τp+q−1),

appelée multicorrélation locale. Elle quantifie les interactions entre p + q dates
du signal, ces instants étant repérés par rapport à une référence t.

Un problème important apparâıt déjà : le choix du positionnement des
dates par rapport à t est arbitraire. Dans la définition précédente, le choix
adopté est le même que pour la construction des multicorrélations dans le cas
aléatoire stationnaire (dans ce cas, les justifications de ce choix sont claires).
Dans le cas non stationnaire des choix différents peuvent être adoptés, comme
par exemple remplacer les p + q temps {t0 = t, ti = t± τi∀i = 1, . . . , p + q− 1}
par {ti = t + fi(τ1, . . . , τp+q−1)∀i = 0, . . . , p + q − 1}, fi étant une fonction
linéaire. On obtiendra alors

C
+

x

(q)

(p)
(t, τ ) = x(t0)x(t1) . . . x(tp−1)x

∗(tp) . . . x∗(tp+q−1).

Un argument permet toutefois de contraindre un peu le choix de ces ins-
tants : l’analyse des signaux non stationnaires devrait se réduire à une analyse
stationnaire si les signaux considérés sont stationnaires. Autrement dit, après

moyennage temporel, C
+

x

(q)

(p)
(t, τ ) ne doit plus dépendre du temps si x(t) est

stationnaire. Ceci est assuré si les p+q instants ti vérifient les p+q−1 équations
suivantes 

t1 − t0 = τ1
...

...
...

tp−1 − t0 = τp−1

t0 − tp = τp
...

...
...

t0 − tp+q−1 = τp+q−1.

(4.12)

Il reste donc un degré de liberté pour figer le choix de ces instants. Un argument
alors en général avancé est un argument de symétrie : la date t doit être au
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barycentre des dates. Mais cette propriété reste arbitraire et n’est pas aussi
forte que l’argument de stationnarité précédemment invoqué. Notons que ce
problème existe également pour les signaux cyclostationnaires.

Par la suite, les instants ti seront notés t + fi(τ ) et il sera sous entendu
que les deux arguments de compatibilité avec le cas stationnaire et de symétrie
sont vérifiés.

Par exemple, à l’ordre 4 avec p = 2, la fonction de multicorrélation locale
s’écrit

C
+

x

(2)

(2)
(t, τ ) = x(t +

−τ1 + τ2 + τ3

4
)x(t +

3τ1 + τ2 + τ3

4
)

× x∗(t +
−τ1 − 3τ2 + τ3

4
)x∗(t +

−τ1 + τ2 − 3τ3

4
).

Les arguments de x apparaissant dans cette expression sont obtenus en
résolvant le système (4.12).

Nous disposons maintenant d’un objet qui capture le caractère non sta-
tionnaire des signaux. Pour obtenir une représentation temps-multifréquence
il faut passer dans un domaine fréquentiel.

Représentation de Wigner-Ville Par analogie avec le cas stationnaire,
un spectre peut être obtenu à partir de la fonction de multicorrélation locale
en effectuant une transformée de Fourier des variables τ vers des variables
fréquentielles ν pour obtenir

WV
x

(q)

(p)
(t, ν) =

∫
C
+

x

(q)

(p)
(t, τ ) exp(−2πνT

τ )dτ .

La quantité WV
x

(q)

(p)
(t, ν) est une représentation temps-multifréquence du signal

complexe x(t) et est appelée représentation de Wigner-Ville. A l’ordre 2, cette
représentation est maintenant bien connue [74]. Elle a été introduite à l’ordre
3 par N. Gerr en 1987 [86] et étendue à tout ordre par J. Fonollosa [75].
Cette dernière référence et [191] contiennent de nombreuses propriétés de la
représentation de Wigner-Ville.

La représentation de Wigner-Ville d’ordre 4 avec p = 2 s’écrit alors

WV
x

(2)

(2)
(t, τ ) =

∫
x(t +

−τ1 + τ2 + τ3

4
)x(t +

3τ1 + τ2 + τ3

4
)

× x∗(t +
−τ1 − 3τ2 + τ3

4
)x∗(t +

−τ1 + τ2 − 3τ3

4
)

× e−2π(ν1τ1+ν2τ2+ν3τ3)
dτ .

L’intérêt des représentations de Wigner-Ville apparâıt dans le paragraphe
suivant.
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Classes Générales Pour les signaux stationnaires, le multispectre est la
transformée de Fourier de la multicorrélation qui est obtenue par moyennage
de la fonction de multicorrélation locale. Si l’on examine la représentation de
Wigner-Ville, on s’aperçoit que cette structure est conservée, au moyennage
près. Tous les événements contenus dans un signal, qu’ils soient éloignés ou non
de la date de référence t participent avec le même “poids” à la représentation
en t. Or, il est légitime d’accorder plus d’importance aux instants proches de
l’instant d’analyse.

Une façon de réaliser cela est de pondérer la multicorrélation locale avant
d’effectuer la transformée de Fourier. Puisque la fonction de multicorrélation lo-
cale dépend à la fois de t et de τ , la pondération la plus générale doit dépendre
également de t et τ .

Un autre point de vue pour comprendre cette pondération est de
considérer la fonction de multicorrélation comme un estimateur de la mul-
ticorrélation des moments d’un signal aléatoire. Pour passer au multispectre,
il faut alors “apodiser” en temps et/ou lisser en fréquence.

Une fenêtre de pondération sera alors F (t, τ ) où la dépendance en t
correspond au lissage et la dépendance en τ concerne l’apodisation. Prendre la
transformée de Fourier de la fonction de multicorrélation locale ainsi pondérée
conduit à la définition de représentations temps-multifréquence sous la forme

R
x

(q)

(p)
(t, ν) =

∫ ∫
F (t− θ, τ )C

+

x

(q)

(p)
(θ, τ ) exp(−2πνT

τ )dτdθ.

L’ensemble de ces représentations (paramétrées par F ) définit une classe
générale des représentations temps-multifréquence d’ordre p + q.

Les propriétés d’une représentation de cette classe générale dépendent
alors évidemment de la fonction de pondération F . Toutefois, aux ordres pairs
symétriques (p = q), toutes les représentations de ces classes possèdent la co-
variance par translation temporelle et par translation fréquentielle. Autrement
dit, décaler un signal en temps décale d’autant suivant t la représentation
temps-multifréquence.

Il est évident que la représentation de Wigner-Ville appartient à la classe
générale. On montre alors facilement que toute représentation de la classe
générale d’ordre p + q s’obtient comme convolution multidimensionnelle de la
représentation de Wigner-Ville d’ordre p + q,

R
x

(q)

(p)
(t, ν) = Π(t, ν) ∗t ∗νWV

x

(q)

(p)
(t, ν), (4.13)

où Π(t, ν) est la transformée de Fourier selon τ de F (t, τ ). L’argument de
symétrie pris pour la définition de la transformée de Wigner-Ville peut alors
se transférer dans la fonction de pondération. Cette remarque permet de com-
prendre l’importance de la disposition des instants dans la multicorrélation
locale : des choix différents de cette disposition n’altèrent pas l’information
mais conduisent à des représentations (de l’information) différentes.
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Pour illustrer la structure de la classe de Cohen, reprenons l’exemple
récurrent de l’ordre 4, et lissons la représentation de Wigner-Ville du signal
x(t) par la représentation de Wigner-Ville d’une fenêtre h(t). On montre alors

facilement que M
x

(2)

(2)
(t, ν) =

[
WV

h

(2)

(2)
(t, ν)
]∗ ∗t ∗νWV

x

(2)

(2)
(t, ν) s’écrit

M
x

(2)

(2)
(t, ν) = STx,h(t,−ν1 + ν2 + ν3)STx,h(t, ν1)ST ∗

x,h(t, ν2)ST ∗
x,h(t, ν3),

où STx,h(t, ν) est la transformée de Fourier à court terme de x(t) à travers la
fenêtre h(t) définie par

STx,h(t, ν) =
∫

x(τ)h∗(t− τ) exp(2πντ)dτ.

La représentation M
x

(2)

(2)
(t, ν) rejoint l’intuition : elle apparâıt comme une ver-

sion instantanée d’un multispectre fondé sur les moments. Par analogie avec
le spectrogramme, cette représentation est appelée multispectrogramme et est
la représentation temps-multifréquence la plus intuitive.

Remarques sur une construction axiomatique Les rappels effectués
sur les représentations bilinéaires ont montré l’aspect axiomatique de
leur construction. Cette construction est également possible pour les
représentations temps-multifréquence.

Le principe de cette construction repose sur les significations souhaitées
d’une représentation temps-multifréquence.

Tout d’abord, une représentation d’ordre p + q a pour vocation d’étaler
“l’énergie d’ordre p + q” dans un hypercube temps-multifréquence. La forme
générale est donc multilinéaire, et comme pour l’ordre deux, nous obtenons
une forme générique en pondérant les produits de p+ q valeurs du signal pris à
des instants différents. La forme multilinéaire en un signal x(t) la plus générale
est

R
x

(q)

(p)
(t, ν) =

∫
k(t, ν; t)x(t1) . . . x(tp)x

∗(tp+1) . . . x∗(tp+q)dt.

Pour être utilisable, cette forme doit subir quelques contraintes. Or, une
représentation temps-multifréquence doit posséder certaines propriétés, plus
ou moins naturelles. Imposer ces propriétés à la forme générale permet de
réduire sa complexité.

Nous proposons ici quelques propriétés :

1. Dans le cas stationnaire, la représentation devra être indépendante du
temps.

2. Les marginales doivent permettre de retrouver les puissances instan-
tanées et spectres d’ordre supérieur.
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3. Les représentations seront covariantes par translations temporelle et fré-
quentielle.

4. Les supports des signaux seront conservés.

5. Le signal pourra être retrouvé à partir des représentations.

6. les représentations seront compatibles avec le filtrage linéaire et les mo-
dulations produits.

7. . . .

Ces propriétés constituent des vœux, et toutes ne seront pas forcément
respectées.

Toutefois, la propriété 3 permet une simplification étonnante puisque
l’imposer à la forme générale conduit à la classe générale (voir [17]). Ce fait
remarquable montre que la construction fondée sur l’intuition est valide.

4.3.2 Extension aux signaux aléatoires

Afin de traiter des signaux alétoires non-stationnaires, il est nécessaire
d’étendre les résultats précédents au cas aléatoire. Nous nous limiterons à la
version aléatoire de la représentation de Wigner-Ville.

Multispectre de Wigner-Ville fondé sur les moments L’idée simple
pour définir le multispectre de Wigner-Ville est de prendre l’espérance

mathématique de la représentation de Wigner-Ville, c’est-à-dire E[R
x

(q)

(p)
(t, ν)].

Sous des hypothèses de mélange (sommabilité des moments), Blanc-Lapierre
et Fortet [29] ont montré que l’espérance mathématique commute avec les
intégrales. Ainsi, la définition du multispectre de Wigner-Ville fondé sur les
moments est

WV
x

(q)

(p)
(t, ν) =

∫
E[C

+

x

(q)

(p)
(t, τ )] exp(−2πνT

τ )dτ . (4.14)

Explicitement, à l’ordre 4 pour p = 2, cette définition devient

WV
x

(2)

(2)
(t, ν) =

∫
E[x(t +

−τ1 + τ2 + τ3

4
)x(t +

3τ1 + τ2 + τ3

4
)

× x∗(t +
−τ1 − 3τ2 + τ3

4
)x∗(t +

−τ1 + τ2 − 3τ3

4
)]

× e−2π(ν1τ1+ν2τ2+ν3τ3)
dτ .

Importance de la classe générale Un problème crucial levés par les si-
gnaux aléatoires non stationnaires est celui de l’estimation des grandeurs sta-
tistiques qui les décrivent. En effet, nous ne disposons en général que d’une
réalisation du signal. Les méthodes du type périodogramme moyenné ap-
pliquées sur les signaux stationnaires ne sont donc plus applicables. Les seuls
moyens disponibles sont du type moyennage par lissage.
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Ces lissages sont de deux types : lissage temporel et lissage fréquentiel.
Nous avons déjà rencontré cette interprétation lors de la discussion sur la classe
générale. En fait, l’estimation du multispectre de Wigner-Ville s’effectue en
apodisant la multicorrélation locale (construite à partir de la réalisation du si-
gnal aléatoire observée) et en lissant temporellement par une fenêtre adéquate.
L’estimateur le plus général s’écrit donc

ŴV
x

(q)

(p)
(t, ν) =

∫ ∫
F (t− θ, τ )C

+

x

(q)

(p)
(θ, τ ) exp(−2πνT

τ )dτdθ.

La classe générale apparâıt donc sous un jour nouveau : elle est l’ensemble
des estimateurs du multispectre de Wigner-Ville fondé sur les moments. Il est
évident que la classe de Cohen conduit à des estimations biaisées à cause de la
relation (4.13). Les variances d’estimation (non calculées) sont d’ordre 2(p +
q) et dépendent des fenêtres de pondération choisies. Ces variances limitent
l’utilisation d’ordre de représentation élevées.

Représentation fondée sur les cumulants Les constructions précédentes
ont été effectuées sur les moments. Or, comme il apparâıt souvent au cours du
livre, les statistiques d’ordre supérieur les plus utilisées sont les cumulants pour
leurs diverses propriétés (“distance” à la gaussianité, mesure d’indépendance,
. . .). Pour les signaux aléatoires non stationnaires, il est tout à fait possible
de définir les multispectres de Wigner-Ville fondés sur les cumulants. Il suffit
pour cela de remplacer dans (4.14) l’opérateur espérance mathématique par
l’opérateur cumulant. A l’ordre 4 pour p = 2 et q = 2, cette définition conduit
à

WV
x

(2)

(2)
(t, ν) =

∫
Cum[x(t +

−τ1 + τ2 + τ3

4
), x(t +

3τ1 + τ2 + τ3

4
),

x∗(t +
−τ1 − 3τ2 + τ3

4
), x∗(t +

−τ1 + τ2 − 3τ3

4
)]

e−2π(ν1τ1+ν2τ2+ν3τ3)
dτ .

L’estimation de tels multispectres est évidemment plus difficile que l’estima-
tion des multispectres fondés sur les moments, et leur utilisation est très li-
mitée. Toutefois, le maniement théorique des objets fondés sur les cumulants
peut conduire à développer des idées de traitement, dont les implantations
numériques utilisent d’autres techniques (voir par exemple [18]).

Pour conclure ce petit aperçu sur les représentations temps-
multifréquence, mentionnons la possibilité de réduire leur complexité (tout
en perdant de l’information) en effectuant des coupes ou en sommant la
représentation selon certaines fréquences pour obtenir des représentations
temps-fréquence, mais fondées sur les ordres supérieurs. Ce genre d’idée fait
l’objet de la première partie de la section suivante qui présente quelques autres
approches.
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4.3.3 Quelques autres approches

Temps-fréquence polynômial Une propriété de la représentation de
Wigner-Ville bilinéaire est de se concentrer idéalement sur les modulations
linéaires de fréquence (ou “chirp”) : la représentation est alors une droite
dans le plan temps-fréquence et reflète complètement la structure du signal.
Pour d’autres types de modulation, il est parfois possible de trouver une
représentation bilinéaire qui se concentre idéalement sur la loi de modulation.
Toutefois, pour des modulations polynômiales, des représentations bilinéaires
respectant cette concentration idéale ne sont pas connues.

Un type particulier de représentation temps-fréquence a alors été intro-
duit [30, 80, 167]. L’idée est de construire une représentation non plus sur un
noyau bilinéaire mais sur un noyau multilinéaire et de profiter de l’augmen-
tation du nombre de degrés de liberté pour concentrer idéalement l’objet sur
une modulation polynomiale.

Ces représentations peuvent être qualifiées d’adaptées car elle ne révèlent
intimement la structure que d’un type de signal. De plus un de leurs
problèmes est la multilinéarité qui en cas de mélanges de plusieurs signaux
provoque un grand nombre d’interférences. Quoiqu’il en soit l’utilisation de ces
représentations adaptée dans des circonstances très particulières peut s’avérer
intéressante.

La transformée bicorspectrale P. Duvaut et ses collaborateurs ont défini
une alternative aux représentations temps-multifréquence à l’ordre trois. Cette
transformée appelée bicorspectrale [70] s’écrit

Bx,g(t, ν) =
1

2T

∫
xg(u− t)xg(u +

τ

2
)x∗

g(u−
τ

2
)e−2πντdudτ,

où xg(t) représente le signal x(t) pondéré par une fenêtre d’apodisation g(t)
de longueur 2T .

Cette transformée s’interpréte comme l’intercorrélation entre le signal
et sa représentation de Wigner-Ville d’ordre 2. Cette remarque autorise une
implantation numérique aisée.

De plus, dans le cas stationnaire, la transformée de Fourier de Bx,g(t, ν)
constitue un estimateur asymptotiquement non biaisé du bispectre (dans le
cas de signaux centrés).

Des textures ont été analysées à l’aide de cette transformée qui s’avère
utile dans des contextes de classification.
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Chapitre 5

Filtres de Volterra

La place d’un chapitre sur les filtres non linéaires dans un livre dédié
aux statistiques d’ordre supérieur peut parâıtre étrange. Cette place devient
naturelle dès que l’on examine d’un peu plus près le contenu du vocable non-
linéaire.

Nous avons vu jusqu’ici que les statistiques d’ordre supérieur sont inté-
ressantes lorsque les signaux considérés sont non gaussiens. Or, les systèmes
non linéaires engendrent en général des signaux non gaussiens, et l’utilisation
des SOS pour la description de ces systèmes est nécessaire. Contrairement au
cas des systèmes linéaires, l’analyse du non linéaire requiert d’aller au-delà de
l’ordre 2. Pour s’en convaincre, considérons l’exemple simple suivant.

Soit x une variable aléatoire de moyenne m. La moyenne de toute fonc-
tion linéaire de x est évidente à calculer puisque l’espérance mathématique est
un opérateur linéaire. Soit maintenant la variable aléatoire y = |x|, fonction
non linéaire de x. Calculer la moyenne de y nécessite de connâıtre les proba-
bilités qu’a x d’être négative ou positive. Connâıtre ces probabilités revient à
connâıtre la densité de probabilité de x, et donc de manière équivalente, de
connâıtre l’ensemble de ses moments !

Une autre différence de taille entre le linéaire et le non-linéaire réside
dans la présence du “non”. Si la linéarité est parfaitement définie, la non-
linéarité est une “non-propriété” : il existe une infinité de types de non-
linéarités. Tempérons en précisant que des classes de non-linéarités peuvent
être construites, mais insistons sur le fait qu’une unification parâıt impossible.
Cette remarque conduit les utilisateurs de non-linéaire à restreindre leurs do-
maines d’étude à certaines classes de non-linéarités.

Dans cette optique, nous nous concentrerons dans ce chapitre sur un type
particulier de systèmes non linéaires : les filtres de Volterra. Toutefois, quelques
autres types de filtres non linéaires seront mentionnés en conclusion.

Nous commencerons par présenter les filtres de Volterra à temps continu.
L’examen de ces filtres permettra d’appréhender leur comportement. En vue
d’applications, le cas des filtres à temps discret sera présenté en détail, et le
problème de leur identification en moyenne quadratique développé. Enfin, une

169
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application des filtres de Volterra viendra conclure le chapitre.

5.1 Filtres de Volterra à temps continu

Dans ce premier paragraphe, nous donnons la définition des filtres de Vol-
terra à temps continu. Pour comprendre leur fonctionnement, la représentation
fréquentielle de ces filtres est également présentée. De plus, le calcul de quelques
statistiques entrée-sortie permet d’étudier ces filtres en présence de signaux
aléatoires.

5.1.1 Définition en temps et interprétations

Soient deux signaux x(t) et y(t) reliés par la relation fonctionnelle

y(t) = F (x(t)).

La notation peut parâıtre ambigüe. F (.) est une fonctionnelle1, et son appli-
cation à x(t) fait intervenir les valeurs passées et futures de ce signal. Dans un
cas plus général, F (.) peut dépendre explicitement du temps et s’écrire F (., t).
Toutefois, nous n’envisageons pas cette possibilité ici. Nous supposons que
cette fonctionnelle est continue et qu’elle possède le développement suivant,
dit de Volterra2


y(t) = h0 +

+∞∑
i=1

fi(x(t))

fi(x(t)) =
∫

hi(τ1, . . . , τi)x(t− τ1) . . . x(t− τi)dτ .

(5.1)

La fonction hi(τ1, . . . , τi) est appelée noyau d’ordre i du développement. La
fonctionnelle multilinéaire fi(x(t)) est dite homogène car elle ne comporte que
des termes du même ordre, et par suite, fi(ax(t)) = aifi(x(t)) pour tout nombre
a. On l’appelle filtre homogène d’ordre i.

Les noyaux sont en général considérés comme insensibles à toute permu-
tation de leurs variables. Ils sont alors dits symétriques. Par exemple, nous
supposerons toujours que le noyau quadratique vérifie h2(τ1, τ2) = h2(τ2, τ1).
Si le noyau n’est pas symétrique, alors il suffit de le remplacer par (h2(τ1, τ2)+
h2(τ2, τ1))/2 qui est symétrique et qui conduit à la même sortie y(t) [182].
Cette méthode se généralise à tous les ordres.

1Une fonctionnelle est une fonction de fonction.
2Les intégrales sont prises de −∞ à +∞, sauf mention explicite. De plus les intégrales

multiples sont représentées sous forme d’un seul signe somme –s’il n’y a pas ambiguité– et
les éléments différentiels notés sous forme vectorielle.
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Un développement de Volterra apparâıt donc comme une généralisation
des développements de Taylor, en y intégrant de la mémoire et de l’anticipation,
puisqu’il consiste à ajouter des termes polynomiaux au linéaire. En effet, le
developpement tronqué à l’ordre 1 n’est autre qu’un filtre linéaire liant x à y,
et l’on retrouve l’équation de convolution

y1(t) = h0 +
∫

h1(τ1)x(t− τ1)dτ1.

Si le terme d’ordre 2 est ajouté, nous obtenons un filtre linéaire-quadratique
qui s’écrit

y2(t) = y1(t) +
∫

h2(τ1, τ2)x(t− τ1)x(t− τ2)dτ1dτ2.

Nous parlerons ici de filtres de Volterra, par extension du cas linéaire qui n’est
autre qu’un développement de Volterra du premier ordre. Toutefois, le terme de
développement de Volterra est aussi utilisé. En fait, deux visions équivalentes
des filtres de Volterra peuvent être présentées, selon les points de vue adoptés :
filtrage ou identification.

Pour le filtrage, une structure particulière est donnée a priori : un filtre de
Volterra est un filtre polynômial (par rapport à l’entrée) avec mémoire et an-
ticipation. Pour l’identification, la relation fonctionnelle supposée non linéaire
entre deux signaux est approchée par un développement de type Taylor avec
mémoire. Dans ce contexte, le terme utilisé est alors développement de Vol-
terra. Mais bien évidemment, ces deux points de vue se raccordent, puisqu’en
général, l’identification d’une relation est paramétrique : elle s’effectue dans
une classe donnée d’objets dépendant de paramètres.

La question importante est celle de la validité du développement de Vol-
terra comme approximation d’un lien supposé non linéaire. L’étude de cette
validité est complexe et nous ne donnons que quelques éléments de réponse,
ces théories dépassant l’objet de ce livre. L’étude des développements de fonc-
tionnelles en séries de Volterra remonte au début du siècle avec les travaux de
Maurice Fréchet [79]. Le résultat principal de ses investigations est le suivant :
l’ensemble des fonctionnelles de Volterra forme un système complet dans l’en-
semble des fonctionnelles continues. Il en résulte que les systèmes F continus,
réalisables peuvent être approchés avec une précision arbitrairement grande à
l’aide de développements de Volterra (au moins sur un horizon de temps fini).

5.1.2 Critères physiques

Les signaux traités en théorie du signal sont soit certains soit aléatoires.
Pour rester proche de la physique, ces signaux doivent posséder des propriétés
de type énergie finie ou puissance moyenne finie. De plus, pour approcher des
systèmes physiques par des développements de Volterra, ceux-ci se doivent de
respecter certaines conditions de stabilité.
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Examinons les conditions assurant cette stabilité . Le critère retenu ici est
la stabilité “BIBO” [182], ou “Bounded Input-Bounded Output”, qui signifie
qu’à une entrée bornée correspond une sortie bornée (voir le chapitre 3).

Soit donc x(t) un signal borné ( |x(t)| ≤ C < +∞). Alors, la sortie y(t)
d’un filtre de Volterra homogène d’ordre i est bornée si

|y(t)| = |
∫

hi(τ1, . . . , τi)x(t− τ1) . . . x(t− τi)dτ | < +∞.

Or,

|y(t)| ≤
∫

|hi(τ1, . . . , τi)x(t− τ1) . . . x(t− τi)|dτ

≤ Ci
∫
|hi(τ1, . . . , τi)|dτ ,

et donc une condition suffisante de stabilité BIBO pour un filtre homogène3

est ∫
|hi(τ1, . . . , τi)|dτ < +∞. (5.2)

Pour assurer la stabilité du système global, il faut assurer (5.2) pour tout i.
Notons que cette condition n’est que nécessaire.

Venons-en au second problème. Si nous souhaitons représenter des si-
gnaux physiques comme sorties de filtres de Volterra, il est légitime de se
limiter aux signaux d’énergie finie, c’est-à-dire appartenant à L2(IR) dans le
cas de signaux certains, ou à f (2) pour les signaux aléatoires4. Les traitements
étant ici similaires, nous ne regardons que le cas de signaux certains.

Quelles sont les contraintes à donner aux entrées et aux noyaux pour
qu’une sortie soit dans L2(IR) ? Considérons yi(t) la sortie d’un filtre homogène
d’ordre i. Nous souhaitons obtenir

∫ |yi(t)|2dt < +∞. Or5

∫
|yi(t)|2dt =

∫
|
∫

hi(τ )
i∏

j=1

x(t− τj)dτ |2dt

≤
∫ ∫ ∫

|hi(τ )hi(τ
′)| |

i∏
j=1

x(t− τj)
i∏

j=1

x(t− τ ′
j)|dτdτ

′dt

≤
∫ ∫

|hi(τ )hi(τ
′)|dτdτ

′
∫
|x(t)|2idt,

la dernière inégalité provenant de l’inégalité de Schwartz. Donc, si
∫ |x(t)|2idt <

+∞, i.e. x(t) ∈ L2i(IR), et
∫ |h(τ )|dτ < +∞, alors

∫ |yi(t)|2dt < +∞. Ainsi,

3Cette condition est nécessaire uniquement dans le cas linéaire, i.e. i = 1. Pour i ≥ 1, il
est possible de construire des noyaux non intégrables qui générent un filtre stable [182].

4Pour la définition des classes f (i) de Blanc-Lapierre et Fortet, se reporter au paragraphe
2.9.2.

5Nous remplacerons parfois hi(τ1, . . . , τi) par hi(τ ).
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pour que yi(t) soit d’énergie finie, et donc possède une transformée de Fourier, il
est suffisant que le filtre homogène soit stable et que l’entrée soit choisie dans
L2i(IR). Pour étendre ces résultats au filtre global (5.1), il faut que tous les
filtres homogènes soient stables et que x(t) soit dans L∞(IR). Cette condition
n’est que nécessaire. Pour les signaux aléatoires, il faut que tous les filtres
homogènes soient stables et que x(t) soit dans f (∞).

Ces critères physiques assurent la bonne adéquation entre théorie et si-
gnaux réels. De plus, il permettent d’aborder la présentation des filtres dans le
domaine de Fourier, où d’autres spécificités des filtres de Volterra apparaissent.

5.1.3 Point de vue fréquentiel

Il est bien connu que la quadration de signaux à fréquence pure provoque
un doublement de fréquence (effet rendu spectaculaire en optique non linéaire).
Aussi, l’interprétation et la compréhension des phénomènes non linéaires
peuvent être rendues aisées dans le domaine de Fourier. Ainsi, il est impor-
tant dans certaines applications de connâıtre l’équivalent du développement
de Volterra dans le domaine fréquentiel. Nous supposerons que les différentes
grandeurs x(t) , hi(τ ) et y(t) possèdent des transformées de Fourier, ce qui est
assuré si les critères du paragraphe précédent sont respectés.

Etant donnée la linéarité de la transformation de Fourier , il vient

Y (ν) = TF [y(t)] = h0δ(ν) +
+∞∑
i=1

TF [fi(x(t))].

L’évaluation de la transformée de Fourier de fi(x(t)) s’effectue de la façon
suivante. En utilisant à nouveau la linéarité de la transformée de Fourier, il
vient

TF [fi(x(t))] =
∫

hi(τ )TF [x(t− τ1) . . . x(t− τi)]dτ .

Or, il est facile de montrer que pour un signal x(t)

TF [
i∏

j=1

x(t)] =
∫

X(ν1) . . .X(νi−1)X(ν − ν1 − · · · − νi−1)dν,

où dν = dν1 . . . dνi−1. Par suite, on obtient

TF [fi(x(t))] =
∫

hi(τ )
∫

X(ν1) . . .X(νi−1)X(ν − ν1 − · · · − νi−1)

exp(−2π(
i−1∑
k=1

νkτk)) exp(−2π(ν − ν1 − · · · − νi−1)τi)dνdτ ,

soit enfin

TF [fi(x(t))] =
∫

Hi(ν1, . . . , νi−1, ν − ν1 − · · · − νi−1)

× X(ν1) . . .X(νi−1)X(ν − ν1 − · · · − νi−1)dν.
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L’expression cherchée est finalement

Y (ν) = h0δ(ν) +
+∞∑
i=1

∫
Hi(ν1, . . . , νi−1, ν − ν1 − · · · − νi−1)

× X(ν1) . . .X(νi−1)X(ν − ν1 − · · · − νi−1)dν, (5.3)

où Hi(ν1, . . . , νi) est la transformée de Fourier du noyau hi(τ1, . . . , τi). Notons
que les symétries supposées des noyaux impliquent évidemment des symétries
sur les Hi(ν). Ces fonctions sont insensibles à toute permutation de leurs va-
riables, et vérifient Hi(ν) = H∗

i (−ν) puisque les noyaux sont à valeurs réelles.
D’autres symétries existent mais sont difficiles à mettre en évidence de manière
générale. La symétrie pour i = 2 sera examinée au paragraphe 5.2.1.

Le résultat (5.3) est valide pour des signaux possédant une transformée
de Fourier (au sens des fonctions). Lorsque les signaux d’entrée ne possèdent
pas de transformée de Fourier, il est tout de même possible à l’aide de la théorie
des distributions tempérées de définir une version fréquentielle des filtres de
Volterra [19]. L’utilisation des distributions est, par exemple, utile lorsque l’on
traite des signaux harmoniques.

La forme (5.3) englobe bien évidemment le cas particulier du filtre linéaire
pour lequel la sortie en fréquence est égale au produit entre la fonction de
transfert H1(ν) et la transformée de Fourier de l’entrée. Remarquons de plus
la structure “un peu” simplifiée du filtre par le passage en fréquence. Il s’agit
toujours d’une sorte de convolution, mais dont l’ordre est abaissé de 1 par rap-
port à la version temporelle. Enfin, l’interaction entre les diverses composantes
fréquentielles de l’entrée apparâıt clairement sur la version fréquentielle. A titre
d’exemple, examinons le cas d’un filtre quadratique (ordre 2 seul) attaqué par
une fréquence pure ν0 d’amplitude unité. La sortie d’un tel filtre s’écrit

Y (ν) =
1

4
(H2(ν0, ν0)δ(ν − 2ν0) + [H2(ν0,−ν0) + H2(−ν0, ν0)]δ(ν)

+ H2(−ν0,−ν0)δ(ν + 2ν0)). (5.4)

Cet exemple met en évidence le phénomène de doublement de fréquence avec
l’apparition dans la sortie y(t) de la fréquence double de l’entrée, et l’interaction
non linéaire entre les fréquences ν0 et −ν0 de l’entrée qui crée une composante
continue dans la sortie.

Nous conviendrons d’appeler les fonctions Hi(ν1, . . . , νi) fonctions de
transfert d’ordre i du filtre de Volterra. Ces fonctions pondèrent, comme on
l’a remarqué dans l’exemple précédent, les interactions non linéaires entre les
diverses fréquences du signal. Elles indiquent de plus quelles fréquences ont
interagi. Dans (5.4), H2(ν0, ν0)δ(ν − 2ν0) indique que 2ν0 provient de l’in-
teraction quadratique entre ν0 et elle-même. H2(−ν0, ν0)δ(ν) montre que la
fréquence nulle provient du couplage entre les composantes −ν0 et ν0 du signal
d’entrée.
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Ces interactions peuvent également être mises en évidence dans le cas de
signaux aléatoires en examinant des statistiques entrée-sortie.

5.1.4 Cas des signaux aléatoires : statistiques entrée-
sortie

Pour le cas de signaux aléatoires, les statistiques de la sortie et les statis-
tiques entrée-sortie sont fondamentales pour comprendre quels effets produit
un filtre de Volterra. Toutefois, le caractère polynômial des filtres rend le calcul
de ces statistiques excessivement lourd. Nous nous limiterons donc à évaluer
les statistiques d’ordre 2 de la sortie, et certaines statistiques d’ordre 3, unique-
ment dans le cas de filtres linéaire-quadratique . Ces quelques calculs mettront
en lumière le comportement des filtres de Volterra.

Soit donc x(t) un signal aléatoire stationnaire centré, et soit y(t) la sortie
d’un filtre linéaire-quadratique excité par x(t)

y(t) = h0 +
∫

h1(τ)x(t− τ)dτ +
∫

h2(τ1, τ2)x(t− τ1)x(t− τ2)dτ1dτ2.

La première statistique est la moyenne de y(t). Elle s’écrit

E[y(t)] = h0 +
∫

h2(τ1, τ2)Cx (2)
(τ1 − τ2)dτ1dτ2.

Cette équation montre que la stationnarité d’ordre 2 de l’entrée et la station-
narité du filtre implique la stationnarité d’ordre 1 de la sortie. D’une manière
plus générale, pour un filtre linéaire-quadratique stationnaire, la stationna-
rité d’ordre 2p de l’entrée assure la stationnarité d’ordre p de la sortie. Nous
supposerons cette condition vérifiée.

La corrélation de y(t) est donnée par C
y (2)

(µ) = Cum[y(t), y(t + µ)].

Etant données la multilinéarité des cumulants et leur invariance par transla-
tion, le calcul conduit à

C
y (2)

(µ) =
∫ ∫

h1(τ)h1(τ
′)C

x (2)
(µ− τ ′ + τ)dτdτ ′

+
∫ ∫

h1(τ)h2(τ1, τ2)Cx (3)
(τ1 − τ2, µ− τ + τ1)dτdτ1dτ2

+
∫ ∫

h1(τ)h2(τ1, τ2)Cx (3)
(τ1 − τ2,−µ− τ + τ1)dτdτ1dτ2

+
∫ ∫

h2(τ1, τ2)h2(τ
′
1, τ

′
2)

× [C
x (4)

(τ1 − τ2, µ + τ1 − τ ′
1, µ + τ1 − τ ′

2) +

2C
x (2)

(µ− τ ′
1 + τ1)Cx (2)

(µ− τ ′
2 + τ2)]dτ1dτ2dτ

′
1dτ

′
2,

où l’on rappelle que C
x (3)

(τ1, τ2) = Cum[x(t), x(t + τ1), x(t + τ2)] et

C
x (4)

(τ1, τ2, τ3) = Cum[x(t), x(t+ τ1), x(t+ τ2), x(t+ τ3)]. Le point intéressant
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à noter est l’interaction statistique qui apparâıt entre les termes linéaire et
quadratique via les statistiques d’ordre 3. Il est donc très difficile de chiffrer
l’influence du terme quadratique sur la sortie, puisque il intervient à la fois
seul et par le couplage avec le linéaire.

Si l’entrée est gaussienne, les parties linéaire et quadratique se découplent,
et l’analyse des contributions à la sortie des deux termes est plus aisée. En effet,
sous l’hypothèse x(t) gaussien, par suite de l’annulation des multicorrélations
d’ordre supérieur à 2, la corrélation de y(t) se réduit à

C
y (2)

(µ) =
∫ ∫

h1(τ)h1(τ
′)C

x (2)
(µ− τ ′ + τ)dτdτ ′

+ 2
∫ ∫

h2(τ1, τ2)h2(τ
′
1, τ

′
2)

[C
x (2)

(µ− τ ′
1 + τ1)Cx (2)

(µ− τ ′
2 + τ2)]dτ1dτ2dτ

′
1dτ

′
2.

Par suite de la non-linéarité du filtre, les multicorrélations d’ordre supérieur
à 2 de y(t) sont non nulles. Ces multicorrélations pourraient se calculer de la
même manière, mais conduisent à des calculs très fastidieux.

D’autres statistiques intéressantes ici sont les statistiques d’interac-
tion entrée-sortie, puisqu’elles permettent de comprendre comment s’effectue
le transfert d’énergie entre x(t) et y(t). Commençons par l’intercorrélation
C

y,x (2)
(µ) = Cum[y(t), x(t + µ)] pour une entrée non gaussienne

C
y,x (2)

(µ) =
∫

h1(τ)C
x (2)

(µ + τ)dτ

+
∫

h2(τ1, τ2)Cx (3)
(τ1 − τ2, µ + τ1)dτ1dτ2. (5.5)

L’interbicorrélation C
y,x (3)

(µ1, µ2) = Cum[y(t), x(t + µ1), x(t + µ2)] s’écrit

C
y,x (3)

(µ1, µ2) =
∫

h1(τ)C
x (3)

(µ1 + τ, µ2 + τ)dτ

+
∫

h2(τ1, τ2)[Cx (4)
(τ1 − τ2, µ1 + τ1, µ2 + τ1) +

2C
x (2)

(µ1 + τ1)Cx (2)
(µ2 + τ2)]dτ1dτ2. (5.6)

Encore une fois, ces deux statistiques d’interaction font clairement apparâıtre
le couplage entre les termes linéaire et quadratique. De plus, elles suggèrent une
méthode pour trouver les noyaux h1(τ) et h2(τ1, τ2) lorsqu’elles sont connues
et que les statistiques de l’entrée sont à disposition : il suffit de résoudre le
système d’équations intégrales défini par (5.5) et (5.6) !

Ces différentes relations entrée-sortie ont évidemment leurs équivalents
dans le domaine fréquentiel. Nous les donnons dans le cas où x(t) est supposé
gaussien. Alors le spectre de y(t) s’écrit pour une fréquence ν non nulle

S
y (2)

(ν) = |H1(ν)|2S
x (2)

(ν) + 2
∫
|H2(ν1, ν − ν1)|2Sx (2)

(ν1)Sx (2)
(ν − ν1)dν1.
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L’interspectre entre y(t) et x(t) est (puisqu’il n’y a pas d’interaction entre le
linéaire et le quadratique)

S
y,x (2)

(ν) = H∗
1 (ν)S

x (2)
(ν),

alors que l’interbispectre prend la forme

S
y,x (3)

(ν1, ν2) = 2H∗
2(ν1, ν2)Sx (2)

(ν1)Sx (2)
(ν2).

Ces deux dernières équations permettent, dans le cas gaussien, d’obtenir les
noyaux linéaire et quadratique.

5.1.5 Modéliser et détecter une non-linéarité

Dans beaucoup de domaines de la physique, l’approximation linéaire
est faite, souvent à bon escient, mais également souvent par souci de sim-
plicité. Toutefois, des problèmes curieux ne peuvent être traités dans cette
approximation, et des modélisations non linéaires doivent être adoptées. A
titre d’exemple, examinons le doublement de fréquence en optique [78].

Lorsque la lumière traverse un matériau, le champ électrique exerce une
force de polarisation sur les électrons (cet effet joue surtout sur les électrons
de valence, ou électrons assurant la liaison entre atomes). Lorsque la source
lumineuse est peu puissante, la polarisation est en général linéaire en fonction
des champs, soit P = χ1E où χ1 est appelée susceptibilité électrique. L’effet
est ici une petite perturbation sur le champ liant l’électron à l’atome. Par
contre, si le champ électrique est puissant, soit de l’ordre de grandeur du
champ liant l’électron à l’atome, les effets du champ électrique ne peuvent plus
être considérés comme perturbations et la loi liant la polarisation au champ
électrique n’est plus linéaire. Les physiciens ont alors modélisé cette loi selon

P = χ1E + χ2EE + χ3EEE + · · · ,
où les termes χi sont des tenseurs et où EE représente le produit tensoriel de
E par lui-même. Les études se limitent souvent à l’ordre 2, et le développement
précédent se réécrit pour la i-ème composante de P

Pi =
∑
j

χ1
i,jEj +

∑
j,k

χ2
i,j,kEjEk.

Cette dernière relation n’est autre qu’un filtrage linéaire-quadratique !
Si le champ incident est une onde plane de fréquence ν, la dernière

équation montre que la polarisation va osciller non seulement à ν mais
également à 2ν. Or, dans les matériaux l’influence de la polarisation dans les
équations de Maxwell peut être vue comme un terme source. Donc, le terme en
2ν de la polarisation “génère” un terme en 2ν sur le champ électrique, terme
qui se propagera à travers le matériau et sera vu en sortie.
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Cet exemple montre que les développements de Volterra sont utiles pour
modéliser des non-linéarités et par suite pour les détecter. En fait, la détection
des non-linéarités utilise deux outils. Les filtres de Volterra pour la modéli-
sation, et les multispectres pour la détection. Pour illustrer ceci, nous nous
restreignons encore au cas linéaire-quadratique.

Soit y(t) la sortie d’un filtre linéaire-quadratique attaqué par un signal
x(t), centré, gaussien. Le spectre de y(t) s’écrit pour une fréquence ν non nulle

S
y (2)

(ν) = |H1(ν)|2S
x (2)

(ν)+

2
∫
|H2(ν1, ν − ν1)|2Sx (2)

(ν1)Sx (2)
(ν − ν1)dν1, (5.7)

et l’interspectre entre x(t) et y(t) est donné par

S
y,x (2)

(ν) = H1(ν)∗S
x (2)

(ν). (5.8)

Nous disposons des outils pour évaluer la cohérence entre x(t) et y(t), grandeur
qui chiffre la linéarité entre ces deux signaux. La cohérence est pour une
fréquence non nulle

γy,x(2)(ν) =
|S

y,x (2)
(ν)|2

S
x (2)

(ν)S
y (2)

(ν)
.

En utilisant les résultats précédents, elle s’écrit

γy,x(2)(ν) =
|H1(ν)|2S

x (2)
(ν)

|H1(ν)|2S
x (2)

(ν) + 2
∫ |H2(ν1, ν − ν1)|2Sx (2)

(ν1)Sx (2)
(ν − ν1)dν1

.

Dans le cas d’un filtre linéaire , elle vaut 1, alors que la présence d’un terme
quadratique la rend inférieure à l’unité. Toutefois, une cohérence inférieure
à 1 ne signifie pas forcément présence d’une non-linéarité, car un bruit pol-
luant la sortie aurait le même effet. La cohérence ne peut donc pas déceler les
non-linéarités puisqu’en contexte réel, un bruit pollueur est toujours présent.
Tempérons en disant qu’une très faible cohérence doit nous mettre “la puce à
l’oreille” quant à l’existence d’une non-linéarité de transfert.

Il est un outil mieux adapté aux non-linéarités quadratiques, la bi-
cohérence. Sa définition est un prolongement de celle de la cohérence, puis-
qu’elle s’écrit

γy,x(3)(ν1, ν2) =
|S

y,x (3)
(ν1, ν2)|2

S
x (2)

(ν1)Sx (2)
(ν2)Sy (2)

(ν1 + ν2)
. (5.9)

Dans le cas que nous traitons, S
y,x (3)

(ν1, ν2) = 2S
x (2)

(ν1)Sx (2)
(ν2)H2(ν1, ν2)∗

permet d’obtenir la fonction de transfert d’ordre 2. La bicohérence n’a alors
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pas en général de forme exploitable, mais une expression agréable peut être
obtenue à partir du spectre de y(t) [116]. En effet, en remplaçant dans (5.7)
H2(ν1, ν2) par sa valeur, puis en divisant par S

y (2)
(ν) on obtient

γy,x(2)(ν) +
1

2

∫
γy,x(3)(ν1, ν − ν1)dν1 = 1.

Cette relation montre comment l’énergie se transfère de l’entrée vers la sor-
tie. La contribution du linéaire est quantifiée par la cohérence, alors que la
contribution du quadratique est quantifiée par le second terme. Pour une
fréquence ν de la sortie, il faut sommer toutes les contributions des fréquences
ν1 et ν2 de l’entrée qui interagissent quadratiquement pour participer à la
fréquence ν = ν1 + ν2 de la sortie. Ainsi, dans le cas linéaire-quadratique, la
bicohérence permet de quantifier l’importance du quadratique dans le trans-
fert. De plus, son comportement est remarquable en présence de fréquences
pures6. Reprenons l’exemple présenté au paragraphe 5.1.3 concernant le pas-
sage d’une fréquence pure ν0 dans un filtre quadratique. Si l’on ne s’intéresse
qu’aux fréquences positives, une application directe de (5.9) montre que

γy,x(3)(ν1, ν2) = δ(ν1 − ν0)δ(ν2 − ν0).

Ce résultat signifie que les fréquences de x(t) ν1 = ν0 et ν2 = ν0 ont interagi
quadratiquement pour former la fréquence somme, ici 2ν0. La bicohérence est
donc un outil adapté pour détecter des non-linéarités quadratiques de transfert,
et elle sera utilisée dans le paragraphe (5.4.2) pour démontrer la présence d’une
non-linéarité.

Symétries de la bicohérence La bicohérence entrée-sortie (5.9) possède les
symétries de l’interbispectre S

y,x (3)
(ν1, ν2) qui sont différentes des symétries

du bispectre Sx,3. En effet, les symétries sont en nombre plus restreint
puisque les seules relations sont maintenant S

y,x (3)
(ν1, ν2) = S

y,x (3)
(ν2, ν1) =[

S
y,x (3)

(−ν1,−ν2)
]∗

. La première égalité induit une symétrie par rapport à la

première bissectrice alors que la deuxième est une symétrie centrale par rap-
port à l’origine. Ainsi, la connaissance de la bicohérence entrée-sortie est totale
sur le domaine {ν1 − ν2 ≥ 0} ∩ {ν1 + ν2 ≥ 0}. Pour le bispectre (et donc pour
“l’auto”-bicohérence) il faut ajouter la condition {ν2 ≥ 0}.

6Lorsque les signaux sont des fréquences pures, les définitions données ne sont plus valides.
Il faut en toute rigueur donner des définitions en terme de distributions ou d’accroissements
harmoniques si une modélisation stochastique est adoptée. Toutefois, les résultats peuvent
se déduire des définitions présentées, les démonstrations étant faites “avec les mains”. Pour
des définitions précises, voir [66]
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5.2 Filtres de Volterra discrets

Dans ce paragraphe, nous examinons les filtres de Volterra discrets à
ordre et mémoire finis. Les définitions données, nous présentons la mise sous
forme vectorielle des filtres en vue de leur utilisation pratique.

5.2.1 Définitions

Nous pouvons, comme pour les multispectres, donner les définitions pour
des signaux discrets à support infini. Ce sont les transpositions directes du cas
temps continu. En temps discret, on a7

y(n) = h0 +
+∞∑
i=1

fi(x(n))

fi(x(n)) =
+∞∑

k=−∞
hi(k1, . . . , ki)x(n− k1) . . . x(n− ki).

En utilisant la transformée de Fourier en fréquences réduites, nous obtenons
l’analogue de cette définition dans le domaine des fréquences

Y (λ) = h0δ(λ) +
+∞∑
i=1

∫ + 1
2

− 1
2

Hi(λ1, . . . , λi−1, λ− λ1 − · · · − λi−1)

× X(λ1) . . .X(λi−1)X(λ− λ1 − · · · − λi−1)dλ.

Filtres à ordre et mémoire finis Ces définitions étant présentées, nous
pouvons remarquer que pratiquement, elles sont inapplicables ! En effet, l’ordre
et la mémoire du développement en tant qu’approximation d’un lien non
linéaire ne peuvent être rendus infinis. Nous définissons donc un développement
de Volterra à ordre K et mémoire M finis par

y(n) = h0 +
K∑

i=1

fi(x(n))

fi(x(n)) =
M−1∑
k=0

hi(k1, . . . , ki)x(n− k1) . . . x(n− ki).

(5.10)

Si X(m) est la transformée de Fourier discrète du signal échantillonné
x(n), alors la définition généralement admise dans la littérature des filtres de
Volterra en fréquence est

Y (m) = h0δ(m) +
K∑

i=1

∑
m1,...,mi−1

Hi(m1, . . . , mi−1, m−m1 − · · · −mi−1)

× X(m1) . . .X(mi−1)X(m−m1 − · · · −mi−1).

7La notation
∑b

k=a
est équivalente à

∑b

k1=a
. . .
∑b

ki=a
.
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Toutefois, l’obtention de cette équation n’est pas simple et cette définition est
sujette à caution. En effet, il est possible de montrer à l’aide de la théorie des
distributions qu’elle ne constitue qu’une approximation de la discrétisation de
la définition continue [19] (contrairement au cas linéaire). De plus, elle sous-
entend des contraintes sévères sur l’échantillonnage des signaux, beaucoup plus
restrictives que la condition de Shannon. Illustrons ceci en prenant l’exemple
des filtres quadratiques. Supposons que l’entrée soit de bande passante [−B, B].
Alors la sortie sera de bande double, soit [−2B, 2B]. Si l’on cherche le lien entre
l’entrée et la sortie, il est alors clair que la fréquence d’échantillonnage doit
vérifier νe ≥ 4B pour respecter le théorème de Shannon sur la sortie !

Symétries et réduction du nombre de paramètres Nous avons vu au
paragraphe 5.1.1 que les noyaux sont en général supposés symétriques (insen-
sibles à toute permutation de leurs variables). Il est évident que cette pro-
priété est conservée dans le cas discret. Mais dans ce contexte, ces symétries
deviennent intéressantes en vu de la réduction du nombre de paramètres
définissant les filtres.

Le nombre de paramètres définissant un filtre de Volterra d’ordre K et
de mémoire M est

∑K
i=1 M i. Etant donnée la symétrie supposée des noyaux, il

est intéressant de réécrire (5.10) sous la forme

y(n) = h0 +
K∑

i=1

∑
ki≥ki−1

hi(k1, . . . , ki)x(n− k1)...x(n− ki).

Ce filtre est alors dit non redondant. Dans ce cas, le nombre de paramètres
se réduit à

∑K
i=1

(M+i−1)!
(M−1)!i! . L’ordre de grandeur reste toujours le même mais la

réduction est tout de même significative.
En ce qui concerne les fonctions de transfert, l’étude est plus délicate.

Examinons toutefois le cas des noyaux quadratiques. Puisque h2(k1, k2) =
h2(k2, k1) et est réel, H2(m1, m2) = H2(m2, m1) = H∗

2 (−m1,−m2). De plus,
pour la fréquence m de la sortie, seules les fréquences m1 et m2 interviennent
via m1+m2 = m. Donc, si (m1, m2) varie dans {−N, N}2, il suffira de connâıtre
H2(m1, m2) sur le domaine

D = {(m1, m2) ∈ {−N, N}2} ∩ {m2 ≤ N −m1}
∩ {m2 −m1 ≥ 0} ∩ {m2 + m1 ≥ 0},

dont la représentation est donnée en hachuré8 sur la figure (5.1). Les études
de symétries pour K = 3 peuvent être obtenue dans [155].

8Remarquons que les symétries du noyau quadratique sont les mêmes que celle de la
bicohérence entrée-sortie.
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m2

m1

N

N

-N

-N

Fig. 5.1 – Support de la fonction de transfert quadratique. La zone ha-
churée permet de connâıtre cette fonction sur tout son support. La ligne grasse
représente la droite d’équation m = m1 + m2 des fréquences m1 et m2 de
l’entrée qui participent à la fréquence m de la sortie.

5.2.2 Mise sous forme vectorielle

Une propriété importante des filtres de Volterra n’a pas encore été mise en
avant : ils sont linéaires en paramètres. Ceci signifie que la somme pondérée de
deux filtres de Volterra attaqués par une même entrée x(t) (ou x(n) en discret)
est encore un filtre de Volterra dont les noyaux d’ordre i sont les sommes
pondérées des noyaux d’ordre i des deux filtres. Autrement dit, l’ensemble des
filtres de Volterra d’entrée x(t) est un espace vectoriel.

Dans le cas discret à ordre et mémoire finis, la dimension de cet espace
est finie. Ainsi, la sortie y(n) peut s’écrire sous la forme d’un produit scalaire
entre un vecteur paramètre et un pseudo-vecteur de données9.

Cas temporel L’idée consiste à ranger dans un pseudo-vecteur la suite des
combinaisons non linéaires des entrées participant au filtre. Pour la partie
linéaire, les termes x(n), x(n−1), . . . , x(n−M +1) se rangent dans le pseudo-
vecteur xn,1 = (x(n)x(n− 1) . . . x(n−M + 1))T . Le vecteur paramètre corres-
pondant sera écrit h1 = (h(0)h(1) . . . h(M − 1))T de sorte que

hT
1 xn,1 =

M−1∑
k1=0

h(k1)x(n− k1).

9La dénomination pseudo-vecteur de données est explicitée dans les pages suivantes.
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Les termes quadratiques sont ensuite rangés dans un pseudo-vecteur xn,2 et le
filtre quadratique dans un vecteur h2. xn,2 et h2 s’écrivent

xn,2 =



x(n)2

x(n)x(n− 1)
...

x(n)x(n −M + 1)
x(n− 1)2

x(n− 1)x(n− 2)
...

x(n− 1)x(n−M + 1)
...

x(n−M + 2)2

x(n−M + 2)x(n−M + 1)
x(n−M + 1)2



et h2 =



h(0, 0)
h(0, 1)

...
h(0, M − 1)

h(1, 1)
h(1, 2)

...
h(1, M − 1)

...
h(M − 2, M − 2)
h(M − 2, M − 1)
h(M − 1, M − 1)



.

Le terme quadratique participant à y(n) s’écrit alors simplement hT
2 xn,2. D’une

façon générale, un pseudo-vecteur de données à l’ordre i sera noté xn,i et
contient les termes du type x(n − k1) . . . x(n − ki) pour ki ≤ ki+1. Le vec-
teur paramètre hi correspondant contient les hi(k1, . . . , ki) rangés de la même
façon. Le terme d’ordre i dans y(n) est donc hT

i xn,i.
La dernière étape consiste à concaténer les différents vecteurs et pseudo-

vecteurs dans deux vecteurs
xT

n = xT
n,1 . . . xT

n,i

hT = hT
1 . . . hT

i .

Le filtre de Volterra non redondant s’écrit finalement

y(n) = h0 + hTxn.

Structure d’espace vectoriel Définissons l’ensemble suivant

V Fx,K,M = {y(n) = hT xn /x(n) ∈ f (2K) et
∑
k

|hk| < +∞},

où hk est le kième élément du vecteur hT . Notons que cet ensemble dépend
explicitement de l’entrée x(n) choisie. Il est clair que cet espace est un es-
pace vectoriel (sur les réels) de dimension finie égale à

∑K
i=1

(M+i−1)!
(M−1)!i! . Précisons

que V Fx,K,M est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel des signaux dis-
crets de puissance moyenne finie. Ainsi, nous pouvons le doter du produit sca-
laire “naturel” < y1(n)|y2(n) >= E[y1(n)y2(n)]. En utilisant la norme associée

||y(n)|| =
√

< y(n)|y(n) >, V Fx,K,M est rendu hilbertien.
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Remarquons que le terme constant h0 n’a pas été pris en compte. En fait,
pour prendre en compte h0, il est possible d’étendre le pseudo-vecteur xn en
lui ajoutant le terme 1 et en incluant le terme h0 au vecteur h.

Une autre possibilité consiste à remarquer que h0 ne joue que sur la
moyenne de y(n). Il peut alors être convenu que la sortie est centrée. Dans ce
cas, h0 = −hT E[xn], et considérer le vecteur xc,n = (xn − E[xn]) permet de
réécrire le filtre de Volterra sous la forme

y(n) = hTxc,n

Ceci est un commodité d’écriture et n’a pas d’influence sur l’utilisation
des filtres de Volterra, notamment dans les procédures d’identification (voir le
paragraphe 5.3.1).

Ainsi, dans toute la suite, la sortie d’un filtre de Volterra sera considérée
comme centrée, sauf mention explicite.

Remarque sur la terminologie pseudo-vecteur Nous employons le
terme pseudo-vecteur pour les xn,i car se ne sont pas des vecteurs à stric-
tement parler. En effet la somme de deux de ces tableaux de nombres ne peut
pas s’écrire sous la même forme. Par exemple, (x2

1, x1x2, x2
2) + (y2

1, y1y2, y2
2) ne

peut pas de façon générale se mettre sous la forme (z2
1 , z1z2, z2

2).
Ceci explique aussi que l’espace vectoriel précédemment défini dépend

explicitement des données. Le caractère vectoriel est contenu dans les filtres h,
ceci provenant de la linéarité en paramètres des filtres de Volterra.

Cas fréquentiel Les filtres fréquentiels de Volterra peuvent également se
mettre sous forme vectorielle. Le principe est le même que dans le cas temporel :
ranger les données linéaires et non linéaires dans un vecteur et construire en
accord un vecteur filtre.

Ainsi, le filtre de Volterra en fréquence se met sous la forme

Y (m) = HT
mXm,

où 
XT

m = (X(m) XT
2,m . . . XT

K,m)

HT
m = (H1,m HT

2,m . . . HT
K,m),

où Xi,m contient les données du type X(m1) . . .X(mi−1)X(m − m1 − . . . −
mi−1) et Hi,m les paramètres correspondants Hi(m1, . . . , mi−1, m−m1− . . .−
mi−1). Notons que contrairement au cas temporel, le vecteur filtre dépend
explicitement de la fréquence et comporte m en indice.

Examinons l’effet des symétries dans le cas quadratique. Pour la fonction
de transfert quadratique, les termes H2(m1, m2) participant à la fréquence m
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de la sortie sont ceux correspondant à m = m1 + m2 (trait gras sur la figure
(5.1)). Compte tenu de la symétrie par rapport à la diagonale principale, il
suffit de ne considérer que les termes de la partie hachurée de la figure (5.1).
Toutefois, les termes extradiagonaux seront alors affectés d’un facteur 2 alors
que les termes de la diagonale ne seront comptés qu’une fois [116]. Par exemple,
pour les fréquences paires, les pseudo-vecteurs et vecteurs s’écrivent

X2,m =


X(m/2)2

2X(m/2 + 1)X(m/2− 1)
...

2X(N)X(m−N)

 ,

et

H2,m =


H2(m/2, m/2)

H2(m/2 + 1, m/2− 1)
...

H2(N, m−N)

 .

Une subtilité intervient lorsque m est impair. En effet, le terme diagonal n’in-
tervient pas dans ce cas et les pseudo-vecteurs et vecteurs deviennent

X2,m =


2X((m + 1)/2)X((m− 1)/2)
2X((m + 3)/2)X((m− 3)/2)

...
2X(N)X(m−N)

 ,

et

H2,m =


H2((m + 1)/2, (m− 1)/2)
H2((m + 3)/2, (m− 3)/2)

...
H2(N, m−N)

 .

Une dernière remarque doit être faite concernant l’échantillonnage. Dans
les expressions précédentes, N est la fréquence maximale de la transformée de
Fourier de x(n). D’après la remarque faite au paragraphe 5.2.1, N correspond
au quart de la fréquence d’échantillonnage. Donc, si m est dans [0, N ], les
vecteurs contiennent les parties linéaires et quadratiques. Mais rien n’interdit
de chercher des liens linéaires dans la partie [N + 1, 2N ]. Donc, sur cet “in-
tervalle”, le filtre contient uniquement la partie linéaire. En synthétisant, les
pseudo-vecteurs et vecteurs peuvent alors s’écrire

XT
m = (X(m) XT

2,mχ[0,N ](m))

HT
m = (H1,m HT

2,mχ[0,N ](m)),

où χ[0,N ](m) est la fonction indicatrice de l’ensemble {0, 1, . . . , N}.
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5.3 Identification en moyenne quadratique

Nous avons vu précédemment le fait remarquable que dans sa version
discrète à ordre et mémoire finis le filtre de Volterra peut se représenter
sous forme de produit scalaire entre un vecteur filtre et un pseudo-vecteur de
données. L’objet de cette section est de tirer partie de cette représentation pour
l’optimisation en moyenne quadratique des filtres de Volterra. Nous présentons
donc la solution à ce problème pour les domaines temporels et fréquentiels
avant de présenter deux autres idées importantes : l’implantation adaptative
des algorithmes et l’identification orthogonale des filtres de Volterra.

5.3.1 Identification dans le domaine temporel

Soient x(n) et y(n) deux signaux stationnaires appartenant respective-
ment aux classes f (2K) et f (2) (voir 2.9.2), reliés a priori non linéairement. On
souhaite approcher le lien entre ces signaux par un développement en série de
Volterra d’ordre et mémoire finis. Trouver le meilleur filtre de Volterra revient
à trouver le meilleur vecteur hopt tel que hT

optxc,n approche au mieux le signal de
sortie y(n). De plus, l’identification en moyenne quadratique consiste à mini-
miser l’écart quadratique moyen entre la vraie sortie et son estimée. Résoudre
le problème posé consiste donc à résoudre

hopt = Arg MinhE[(y(n)− hTxc,n)
2]

= Arg MinhE[(y(n)− ŷ(n))2], (5.11)

où ŷ(n) = hTxc,n. La solution à cette équation existe puisque la fonction à
minimiser est convexe en h. Pour obtenir hopt, on peut par exemple égaler
à zéro la dérivée de l’erreur quadratique moyenne par rapport à h. Toute-
fois, la présentation de ces filtres dans un contexte d’espace vectoriel permet
de présenter la solution de (5.11) sous une forme très élégante en utilisant le
théorème de la projection orthogonale : l’erreur produite par la meilleure esti-
mation est orthogonale à l’espace d’estimation. Dans le cas qui nous intéresse,
l’espace d’estimation est l’espace V Fx,K,M introduit précédemment. Trouver le
meilleur élément de cet espace pour approcher un signal revient à projeter le
signal sur cet espace. A l’aide du produit scalaire introduit précédemment, le
théorème de la projection orthogonale se traduit par

< hTxc,n|(y(n)− hT
optxc,n) >= 0 ∀ hTxc,n ∈ V Fx,K,M .

Cette dernière équation se résout aisément, la solution étant

E[xc,nx
T
c,n]hopt = E[y(n)xc,n]. (5.12)

E[xc,nxT
c,n] qui sera notée Cxx est la matrice de corrélation du vecteur xc,n,

et E[y(n)xc,n] noté Ryx est le vecteur intercorrélation entre la donnée y(n) et
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le vecteur xc,n. La suppression de l’indice n se justifie par la stationnarité de
x(n). Ainsi, (5.12) se réécrit

Cxxhopt = Ryx. (5.13)

Cette équation ressemble à s’y méprendre à l’équation donnant le filtre de Wie-
ner linéaire. En fait la simplicité introduite par la représentation linéaire cache
une complexité importante de (5.12). En effet, xc,n contient les observations
linéaires et non linéaires construites à partir de x(n). Donc Cxx contient les
moments d’ordre 2 à 2K du signal x(n), rangés d’une façon particulière. Cette
matrice est aussi appelée matrice des moments. La même remarque est faite
pour le vecteur Ryx qui contient les intercorrélations d’ordre 2 à 2K entre y(n)
et les versions linéaires et non linéaires de x(n). Nous supposerons la matrice
des moments inversible (l’étude de l’inversibilité de cette matrice est faite dans
[33]).

Le filtre optimal s’écrit finalement

hopt = C−1
xxRyx.

L’erreur d’estimation pour le filtre optimal peut donc être calculée selon

Eqmin = E[(y(n)− hT
optxc,n)

2],

qui devient immédiatemment en vertu du théorème de la projection orthogo-
nale

Eqmin = E[y(n)(y(n)− hT
optxc,n)] = E[y(n)2]−RT

yxC
−1
xxRyx. (5.14)

Il est montré dans [51, 67] que l’augmentation de l’ordre du filtre diminue
l’erreur quadratique minimale. Nous remontrerons ce résultat au paragraphe
5.3.3 d’une façon très simple.

Revenons sur le problème du terme constant h0. Si y(n) n’est pas centré,
alors nous travaillons avec les vecteurs (1 xT

n )T et (h0 hT )T . L’optimisation
s’effectue de la même manière et conduit au système 1 E[xT

n ]

E[xn] E[xnxT
n ]


 h0

h

 =

 E[y(n)]

E[y(n)xn]

 ,

qui conduit à résoudre (E[xnxT
n ]−E[xn]E[xT

n ])h = E[y(n)xn]−E[y(n)]E[xn]
(qui n’est autre que (5.13)), c’est-à-dire travailler avec la matrice covariance
de xn et le “vecteur covariance” entre y(n) et xn. Autrement dit, ceci revient
à centrer la sortie du filtre et le pseudo-vecteur de données, et confirme la
remarque faite au paragraphe 5.2.2.

Dans le paragraphe suivant, l’identification est opérée dans le domaine
fréquentiel.
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5.3.2 Identification dans le domaine fréquentiel

Dans le domaine de Fourier, une relation de filtrage de Volterra s’écrit
encore une fois sous forme linéaire selon

Y (m) = HT
mXm, (5.15)

où les vecteurs Hm et Xm sont définis au paragraphe 5.2.2. Nous souhaitons
maintenant trouver le meilleur vecteur Hm de sorte à minimiser l’écart qua-
dratique moyen entre Y (m) et son estimée, c’est-à-dire résoudre

Hm,opt = Arg MinHm
E[|Y (m)−HT

mXm|2]
= Arg MinHm

E[|Y (m)− Ŷ (m)|2], (5.16)

où Ŷ (m) = HT
mXm. La résolution de cette équation peut s’effectuer de la

même façon que dans le domaine temporel. Encore une fois, en supposant
l’inversibilité de la matrice covariance de Xm, la solution de (5.16) est

Hm,opt = C−1
XmXm

RY (m)Xm
. (5.17)

Cette équation est encore simple mais voile sa réelle complexité. Il faut se
rappeler que Xm contient également des composantes fréquentielles autres que
m, et par suite, CXmXm contient des multispectres de x(n) construits sur les
moments. L’erreur d’estimation obtenue est alors

Eqmin(m) = E[|Y (m)−HT
m,opt.Xm|2]

= E[|Y (m)|2]−R†
Y (m)Xm

C−1
XmXm

RY (m)Xm .

Dans le paragraphe suivant, nous envisageons une variante de cette pro-
cédure, l’identification orthogonale.

5.3.3 Identification orthogonale dans le domaine tem-
porel

La simplicité de l’implantation vectorielle des filtres de Volterra, comme
déjà mentionné, cache sa réelle complexité. De même, les procédures d’identifi-
cation utilisées apparaissent simples, mais cachent certaines subtilités. A titre
d’exemple, détaillons le filtre optimal linéaire-quadratique dans le domaine
temporel. Il est obtenu par résolution de l’équation (5.13). En détaillant les
parties linéaire et quadratique des vecteurs (les lettres l et q apparaissant en
indice pour respectivement les vecteurs linéaire et quadratique), cette équation
devient (

Cxlxl
Cxlxq

Cxqxl
Cxqxq

)(
hl

hq

)
=

(
Ryxl

Ryxq

)
.



5.3. IDENTIFICATION EN MOYENNE QUADRATIQUE 189

Ce détail confirme les remarques du paragraphe 5.1.4 : les parties linéaire
et quadratique du filtre optimal sont couplées via les statistiques d’ordre 3
du signal d’entrée, contenues dans la matrice Cxlxq [67, 69]. Ceci rend diffi-
cile l’interprétation physique du filtre : comment quantifier l’importance du
linéaire par rapport au quadratique ? Ce genre de problème de couplage ap-
parâıt aussi par exemple dans les systèmes MISO (Multi-Inputs Single Output)
où les couplages (ici des cohérences) entre entrées ne permettent pas de bien
chiffrer l’influence de chaque entrée sur la sortie. Le problème dans le cas
linéaire-quadratique vient du fait que les observations linéaires et les observa-
tions quadratiques sont évidemment corrélées. Ainsi, pour obtenir une bonne
interprétation physique, il faut provoquer une décorrélation entre ces termes.
La procédure obtenue sera appelée identification orthogonale. Le pionnier en
la matière a été Norbert Wiener en 1955. En effet, dans [200] (voir aussi [182],
il réalise une orthogonalisation des fonctionnelles de Volterra dont l’entrée est
gaussienne, et introduit les G-fonctions, système orthogonal de polynômes à
mémoire pour une entrée gaussienne. Plus récemment, cette méthode a été
reprise par M. Korenberg, mais pour des systèmes à ordre et mémoire finis. De
plus la mesure de l’orthogonalité ne s’effectue plus sur un horizon infini mais
sur un horizon fini. Le principe de ces méthodes est le suivant.

Réécrivons la sortie d’un filtre de Volterra de la façon suivante [117]

y(n) = h0 + hTxn =
P−1∑
i=0

aipi(n),

où P est la taille des vecteurs h et xn, et où ai et pi(n) sont respectivement
les ièmes composantes des vecteurs h et xn. Par exemple, p0(n) = 1, pi(n) =
x(n− i) pour i = 0 . . .M , pM+1(n) = x2(n), pM+2(n) = x(n)x(n− 1), . . .Nous
souhaitons maintenant réécrire ce développement sur un système de polynômes
orthogonaux, soit

y(n) =
P−1∑
i=0

αiπi(n),

où < πi(n)|πj(n) >= cte.δij , le produit scalaire étant à définir. Supposons que
le système {πi(n)}i=0...P−1 soit connu. La procédure d’identification au sens de
l’erreur quadratique moyenne minimale se réduit à

αk,opt =
< y(n)|πk(n) >

< πk(n)|πk(n) >
∀k = 0 . . . P − 1

Dans ce système orthogonal, αk représente la composante de y(n) sur l’axe
πk(n) (ce résultat est encore une application du théorème de la projection or-
thogonale). Le choix du produit scalaire dépend du contexte : dans le cas
théorique de processus stochastiques, < x|y >= E[xy] ; dans le cas réel
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d’applications où une réalisation sur T points est disponible, < x|y >=
1
T

∑T−1
i=0 x(i)y(i).
L’obtention des polynômes orthogonaux peut s’effectuer tout simplement

avec la procédure de Gram-Schmidt, en utilisant le produit scalaire adéquat.
Lorsque l’identification est effectuée, le calcul de l’erreur quadratique d’esti-
mation de y(n) est

Eqmin =< y(n)|y(n) > −
P−1∑
i=0

α2
i,opt < πi(n)|πi(n) > .

Cette expression, plus simple que celle obtenue dans le cadre classique ( (5.14)
du paragraphe 5.3.1) apporte une démonstration claire du fait que l’ajout d’un
ordre de non-linéarité résulte en une baisse de l’erreur quadratique moyenne
d’estimation. De plus, cette approche permet de chiffrer précisément la dimi-
nution en erreur quadratique moyenne. Cette remarque peut alors permettre
la définition d’algorithmes de sélection de termes prépondérants. En effet, si
l’ajout d’un terme provoque une baisse non négligeable de l’erreur quadratique,
il est conservé, alors qu’une faible baisse entrâıne son éviction.

5.3.4 Implantation récursive

L’implantation récursive des algorithmes d’identification est rendue
nécessaire par deux principales raisons :

– traitement en temps réel de données,
– éventuelles non-stationnarités lentes du système à identifier. Dans ce

cas, les algorithmes seront également dits adaptatifs.
Les formes récursive des algorithmes précédents s’obtiennent en réalisant

une minimisation récursive des critères quadratiques. Deux approches peuvent
être envisagées : méthode type gradient et méthode type Newton-Raphson.
Nous allons encore ici distinguer les domaines temporel et fréquentiel.

Identification récursive dans le domaine temporel Le critère quadra-
tique à minimiser s’écrit

Eq(h) = E[(y(n)− hT xc,n)
2].

– Méthode du gradient (LMS)
La solution de la minimisation par la méhode du gradient consiste
à s’approcher de la solution par sauts successifs proportionnels à la
variation locale de la fonction que l’on minimise. Plus précisément,
l’estimée à l’instant k + 1 se déduit de l’estimée à l’instant k selon

hk+1 = hk − 1

2
µk∇hEq(h)|hk

,
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qui devient en effectuant explicitement la différentiation

hk+1 = hk + µkE[xc,k+1(y(k + 1)− hT
k xc,k+1)].

Cet algorithme est appelé gradient déterministe car il ne fait inter-
venir qu’une fonction déterministe des données. Bien évidemment il
est inutilisable en pratique (puisque les statistiques requises pour son
fonctionnement sont inaccessibles). Pour les applications, il faut donc
introduire sa version dite stochastique, où l’espérance mathématique
est remplacée par un estimateur. L’estimateur choisi est le plus simple :
l’espérance mathématique est remplacée par sa valeur “instantanée”
pour conduire au gradient stochastique

hk+1 = hk + µkxc,k+1(y(k + 1)− hT
k xc,k+1). (5.18)

Remarquons que dans les algorithmes précédents, le paramètre µk est
choisi dépendant du temps pour le cas stationnaire. Dans un cas où le
filtre à identifier possède des non-stationnarités lentes, µk sera choisi
constant pour pouvoir suivre les variations du vecteur paramètre [26].
L’algorithme est alors adaptatif.
L’analyse de la convergence de l’algorithme LMS est délicate, même
dans le cas d’un signal de régression blanc. Cette analyse peut être
effectuée en utilisant les résultats de [26] ou la théorie de la M-
indépendance [136] pour montrer la convergence en moyenne de cet
algorithme. La M-indépendance est utilisé par P. Duvaut dans [68]
dans le cas linéaire-quadratique.

– Algorithme des moindres carrés récursifs (RLS)
Nous avons vu que le filtre optimal s’écrit sous la forme

hopt = C−1
xxRyx. (5.19)

Nous pouvons utiliser cette expression pour le calcul d’une estimation
de hopt, en remplaçant C−1

xx et Ryx par des estimateurs Ĉ−1
xxk et R̂yxk.

Or, Ryx = E[y(n)xc,n] peut être approché par l’estimateur naturel

R̂yxk =
1

k

k∑
i=1

y(i)xc,i,

qui s’écrit de façon récursive selon

R̂yxk =
k − 1

k
R̂yxk−1 +

1

k
y(k)xc,k.

De même, un estimateur naturel de la matrice de corrélation du vecteur
xc,n est

Ĉxxk =
1

k

k∑
i=1

xc,ix
T
c,i,
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Ĉxxk =
k − 1

k
Ĉxxk−1 +

1

k
xc,kx

T
c,k.

Nous souhaitons avoir un estimateur de l’inverse de la matrice
covariance 10,11. Remarquons que nous allons effectuer le produit

Ĉxx

−1

k R̂yxk. Par suite, les termes en 1/k des estimateurs précédents
vont se simplifier, et nous travaillerons donc sur{

Ĉxxk = Ĉxxk−1 + xc,kxT
c,k

R̂yxk = R̂yxk−1 + y(k)xc,k.

Soit Kk la matrice inverse de Ĉxxk. A partir de cette forme récursive,
et en utilisant le lemme d’inversion matricielle de Woodbury (A +
BC)−1 = A−1 − A−1B(1 + CA−1B)−1CA−1, il vient

Kk = Kk−1 −
Kk−1xc,kxT

c,kKk−1

1 + xT
c,kKk−1xc,k

. (5.20)

Evaluons maintenant hopt,k = KkRyx. En utilisant (5.20) on obtient
après quelques manipulations

hopt,k = hopt,k−1 + Kkxc,k

(
y(k)− hT

opt,k−1xc,k

)
. (5.21)

Cette dernière équation couplée à l’équation (5.20) constitue l’algo-
rithme RLS. La matrice Kk est appelée gain de Kalman. Elle pondère
à chaque instant la correction à effectuer sur le filtre pour s’approcher
de la solution optimale. Imposer à cette matrice d’être proportionnelle
à la matrice identité permet de retrouver l’algorithme LMS (5.18).
L’initialisation de Kk se fait traditionnellement par K0 = cte.I où
cte >> 1 et I représente la matrice identité.

5.3.5 Identification récursive dans le domaine fréquen-
tiel

Rappelons qu’en fréquence, le critère quadratique à minimiser est
E[|Y (m)−HT

mXm|2]. L’estimation récursive est ici plus subtile. En effet, dans
le domaine temporel, nous disposons directement des échantillons participant
au vecteur de régression puisque ce sont les échantillons même du signal. Dans
le cas fréquentiel, le filtre est calculé fréquence par fréquence, et pour réussir

10On n’utilise pas une estimation de l’inverse de la matrice covariance mais plutôt l’inverse
de l’estimée de cette matrice. Ceci n’est bien sûr pas équivalent mais l’algorithme ainsi défini
converge vers le filtre optimal.

11Dans un contexte où le récursif n’est pas nécessaire, l’inversion de la matrice de cova-
riance peut être effectuée à la fin du calcul.
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l’adaptation du filtre nous devons disposer de nombreuses réalisations pour
chaque fréquence. Les algorithmes pour l’identification dans le domaine fré-
quentiel devront donc commencer par un tronçonnage du signal temporel en
blocs, dont les transformées de Fourier fourniront les réalisations requises. Dans
ce qui suit, l’indice k qui apparaitra sera alors relatif à la réalisation numéro
k (issue du kième bloc). L’adaptation ne se fait plus ici directement au cours
du temps, mais “au cours des blocs” ! Nous supposerons donc posséder un
continuum de blocs pour simplifier la présentation. L’indice k apparaitra alors
explicitement.

– Algorithme du gradient
De même que pour l’identification dans le domaine temporel, nous
obtenons un algorithme du gradient selon

Hm,k+1 = Hm,k − 1

2
µ(m)∇Hm(E[|Y (m)−HT

mXm|2])|Hm,k
.

Le pas d’adaptation dépend explicitement de la fréquence puisque
l’identification se fait canal par canal. Effectuer la différentiation
conduit à12

Hm,k+1 = Hm,k + µ(m)E[(Y (m)k+1 −XT
m,k+1Hm,k)X

∗
m,k+1].

La version stochastique de cet algorithme est alors la suivante

Hm,k+1 = Hm,k + µ(m)(Y (m)k+1 −XT
m,k+1Hm,k)X

∗
m,k+1.

– Algorithme RLS
L’approche adoptée pour le domaine temporel peut être reprise ici
[155]. Nous partons de la forme du filtre optimal, et, à l’aide de la for-
mule d’inversion de Woodbury, nous obtenons une estimée récursive
de l’inverse de la matrice covariance du vecteur de régression. L’algo-
rithme RLS est alors

C−1
XmXm,k+1 = C−1

XmXm,k −
C−1

XmXm,k
X∗

m,k+1X
T
m,k+1C

−1
XmXm,k

1+XT
m,k+1C

−1
XmXm,k

X∗
m,k+1

RY (m)Xm,k+1 = RY (m)Xm,k + Y (m)k+1X∗
m,k+1

Hm,k+1 = C−1
XmXm,k+1RY (m)Xm,k+1.

5.3.6 Complexité numérique des algorithmes RLS

Nous effectuons ici une rapide analyse de la complexité numérique des
algorithmes RLS dans les domaines temporel et fréquentiel. La complexité est
ici étudiée pour un filtre quadratique pur.

12On utilise la dérivation formelle dzz
∗

dz∗
= 2z.
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– Domaine temporel.
Il est connu que la résolution d’un système linéaire d’ordre P par un
algorithme RLS requiert P 2 opérations par échantillon. Si le signal
comporte N points, ce nombre s’élève à NP 2.

– Domaine fréquentiel.
Supposons que le signal comporte N points. Il est découpé en tranches
de M points, M étant une puissance de 2. La transformée de Fourier
rapide sur un bloc requiert M log2 M opérations. L’algorithme RLS ef-
fectue son adaptation au cours des blocs. De plus, la taille du vecteur
à adapter dépend de la fréquence (voir la figure (5.1)). La taille de ces
vecteurs est majorée par M . Par fréquence et par bloc, l’algorithme
requiert alors un nombre d’opérations inférieur ou égal à M2. Or, il
y a M fréquences à traiter et N

M blocs. Les opérations requises après
les transformations de Fourier sont donc au nombre de NM2. Finale-
ment, l’algorithme RLS fréquentiel requiert environ N(M2 + log2 M)
opérations.

– Comparaison.
Si la mémoire du filtre temporel est choisie égale à M , alors P =
M(M−1)

2 et nous obtenons
algorithme temporel : NM4 opérations.
algorithme fréquentiel : N(M2 + log2 M) opérations.
Le temps de calcul est donc beaucoup plus court dans le cas fréquentiel.
Par contre, la dualité temps-fréquence se retrouve au niveau numérique
dans une dualité temps de calcul-place mémoire ! En effet, la place
requise pour l’algorithme temporel est de l’ordre de M4 cases mémoire,
alors qu’il est de M5 cases pour l’algorithme fréquentiel.

Notons que des versions rapides de l’algorithme RLS temporel ont été
proposées par V.J. Matthews et ses collaborateurs, ramenant la complexité à
NM3 opérations [128, 192].

5.4 Application : soustraction de bruit

La méthode de Soustraction de Bruit (SdB) (Noise Cancellation en An-
glais) apparâıt pour la première fois en 1975 dans un célèbre article de B.
Widrow et de ses collègues [197]. L’application de cette méthode à l’écoute du
cœur d’un fœtus est remarquable. En effet, les battements du cœur d’un fœtus
sont faibles, et sont en grande partie cachés par ceux du cœur de la mère.
Widrow propose alors de placer un capteur de référence au niveau du cœur
de la mère, et montre comment estimer l’influence de cette référence sur un
capteur d’écoute placé près du cœur du fœtus. Une fois l’influence quantifiée,
il suffit de la retrancher du capteur d’écoute pour obtenir le rythme cardiaque
propre du fœtus. La soustraction de bruit est donc une méthode d’élimination
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s(n) b(n)

Fig. 5.2 – Principe de la Soustraction de Bruit. La partie modèle physique
représente la propagation de la référence bruit vers le capteur du signal utile.
Les signaux o(n) et x(n) sont mesurés. La partie traitement réalise l’identifi-
cation du milieu de propagation F et la soustraction du signal y(n) estimé.

de bruit d’un signal lorsque l’on a accès à une référence liée au bruit pollueur.
Elle est fondée sur des hypothèses de type indépendance et son principe est
d’identifier le lien entre la référence (souvent appelée référence bruit seul) et
le bruit. L’identification étant faite, une estimation du bruit est obtenue et est
retranchée du signal bruité. Cette démarche est résumée par la figure (5.2).

Les travaux de pionnier de B. Widrow et de ses collaborateurs ont conduit
de nombreuses équipes à travailler dans le domaine. Toutefois, les études ont
été principalement menées dans le cas où le lien entre le bruit et sa référence
est supposé linéaire. Plus précisément, nous pouvons dire qu’aucune hypothèse
n’était faite sur la nature du lien, mais que ce lien était identifié dans la
classe très restreinte des systèmes linéaires. De plus, de nombreux travaux ont
concerné la soustraction de bruit en linéaire pour des signaux non stationnaires.
Une synthèse détaillée des divers algorithmes utilisables et une bibliographie
étendue peuvent être trouvées dans [22]. Durant ces deux dernières décennies,
peu d’intérêt a été porté au cas où l’identification du lien s’effectue par des
filtres non linéaires. L’objet de ce paragraphe est l’application des filtres de
Volterra à la soustraction de bruit. Dans un premier temps, nous donnons la
solution au problème, dans les domaines temporel et fréquentiel, puis nous
présentons un cas réel issu d’expériences de SONAR.
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5.4.1 Filtres de Volterra et Soustraction de Bruit

Considérons à nouveau le schéma de la figure (5.2) en supposant que le
filtre liant la référence au bruit est non linéaire. La modélisation du système
physique est la suivante{

o(n) = s(n) + y(n) + b(n)
y(n) = F (x(n)).

(5.22)

où x(n) et o(n) sont observés et b(n) est le bruit de fond. De plus, b(n), x(n)
et s(n) sont supposés indépendants et centrés. Nous allons identifier le lien F
par un filtre de Volterra discret d’ordre K et mémoire M finis. Le problème
est de trouver le meilleur élément de V Fx,K,M au sens de l’erreur quadratique
moyenne minimum Eq. Ainsi, nous cherchons hoptxc,n de V Fx,K,M tel que

hopt = Arg MinhE[(y(n)− hTxc,n)
2].

Mais y(n) est inaccessible !
Toutefois, l’hypothèse d’indépendance entre x(n) et s(n) + b(n) et leur

caractère centré permettent de conclure que

Eq′ = E[(o(n)− hTxc,n)2] = Eq + E[(s(n) + b(n))2].

Donc, minimiser Eq est équivalent à minimiser Eq′. Le filtre optimal est donc
obtenu en utilisant les méthodes présentées au paragraphe 5.3. Ceci est bien
sûr valable dans les domaines temporel et fréquentiel :

– domaine temporel :

hopt = C−1
xxRyx.

L’erreur d’estimation est alors

Eq′min = E[(s(n) + b(n))2] + E[y(n)2]

− RT
oxC

−1
xxRox.

– domaine fréquentiel :

Hm,opt = C−1
XmXm

RY (m)Xm
.

L’erreur d’estimation est alors

Eq′min(m) = E[|S(m) + B(m)|2] + E[|Y (m)|2]
− R†

O(m)Xm
C−1

XmXm
RO(m)Xm

.

Avant d’illustrer cette méthode sur un cas réél (paragraphe 5.4.2), fai-
sons une remarque sur l’hypothèse d’indépendance entre le signal utile et la
référence bruit-seul.



5.4. APPLICATION : SOUSTRACTION DE BRUIT 197

Non indépendance entre signal utile et la référence bruit-seul
Comme présenté dans les paragraphes précédents, la méthode de soustraction
de bruit ne fonctionne que si des hypothèses d’indépendance entre le signal
utile et la référence bruit-seul sont vérifiées. Comme l’a remarqué H. Mer-
moz [151], si ces hypothèses ne sont pas vérifiées, effectuer le traitement peut
conduire à un dégradation importante des performances, et il est préférable en
général de ne rien faire !

L’invalidité de l’hypothèse d’indépendance entre signal utile et référence
bruit-seul peut venir du fait que le signal utile se mélange également à la
référence bruit-seul. La modélisation (5.22) doit alors être modifiée et peut se
réécrire selon {

o1(n) = s(n) + F (x(n)) + b1(n)
o2(n) = G(s(n)) + x(n) + b2(n).

Dans cette modélisation, on suppose l’indépendance entre les signaux s(n),
x(n), b1(n) et b2(n). Ce modèle représente le mélange de deux signaux indépen-
dants, et reconstituer s(n) et x(n) à partir des observations o1(n) et o2(n) relève
de la séparation de sources. Lorsque les transferts F (.) et G(.) sont linéaires, la
séparation de s(n) et x(n) est possible en utilisant les techniques développées au
chapitre 7. Cette remarque est illustrée par quelques exemples au paragraphe
7.3.5. Si les tranferts sont non linéaires, la séparation doit attendre les progrès
des nombreux chercheurs travaillant encore sur ce domaine ! ! ! Notons que les
travaux de M. Krob et M. Benidir [119] concernant l’identification aveugle de
filtres de Volterra multidimensionnels offrent une piste intéressante pour cette
recherche.

5.4.2 Etude d’un cas réel

Nous proposons maintenant une application réelle de la soustraction de
bruit utilisant les filtres de Volterra. Notre but est uniquement de montrer que
dans ce cas la modélisation non linéaire apporte un gain non négligeable dans
les performances.

La situation réelle à laquelle nous nous intéressons ici est issue de mesures
sonar réalisées sur un bateau. Le sonar se trouve sous la coque du bateau
dans le dôme sonar. Il écoute les bruits sous-marins, espérant y détecter des
signaux issus d’autres bateaux. Lors de la présence d’un tel signal, le bruit
sous-marin ambiant est inévitablement présent. Mais la mesure est également
entachée d’une autre source de bruit : le bruit propre du bateau, provoqué par
ses moteurs et autres auxiliaires. Ces bruits étant provoqués par les machines
du bateau, il est bien sûr possible de disposer près de ces sources de bruit
des capteurs qui donnent des signaux représentatifs de ces bruits : ce sont les
références bruit seul. La description faite est résumée par la figure (5.3).
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références

observationssignal
bruit

dome sonar

F: propagation

machines

Fig. 5.3 – Expérience réelle étudiée. Le sonar est fixé sous la coque du bateau
et reçoit le signal utile, le bruit ambiant sous-marin et les bruits propres des
machines. La sortie du sonar et les références bruit sont enregistrées.

Rappelons la modélisation mathématique du problème :{
o(n) = s(n) + y(n) + b(n)
y(n) = F (x(n)).

Effectuons maintenant la description des signaux observés o(n) et x(n). Leurs
spectres respectifs apparaissent sur les figures (5.4) et (5.5). La figure (5.6)
représente la cohérence entre ces deux signaux. Ces figures appellent quelques
commentaires :

– Le signal o(n) issu du sonar semble composé de trois parties distinctes.
La première est ce plateau très large bande représentant certainement
le bruit de fond. La seconde apparâıt sous forme d’une bosse dans la
partie [0, 0.25] du spectre qui doit être due au signal utile. Enfin, se
superpose un spectre de raies provenant probablement du bruit pro-
voqué par les machines du bateau. Notons que les raies composant ce
spectre discret sont puissantes sur toute la gamme de fréquence.

– La référence x(n) présente une structure essentiellement à spectre de
raies. Ceci n’est pas étonnant puisque ce signal est représentatif d’une
machine tournante. Remarquons que les raies sont très puissantes dans
la première moitié du spectre, et beaucoup plus faibles, voire inexis-
tantes, dans la seconde moitié.

– La cohérence entre o(n) et x(n) montre bien que le plateau et la bosse
sont “extérieurs” au bateau, et que les raies présentes en sortie du sonar
proviennent linéairement de la référence bruit. Tempérons toutefois
cette affirmation en remarquant que les raies dans la partie [0, 0.25]
du spectre sont très cohérentes, alors qu’elles le sont bien moins dans
la seconde moitié du spectre [0.25, 0.5]. Or, dans cette partie, les raies
sont présentes sur la sortie mais absentes (très faibles) sur la référence.
D’où viennent ces raies, puisqu’elles ne parviennent linéairement que
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Fig. 5.4 – Spectre en dB de la sortie du sonar. 256 canaux de fréquence sont
représentés (195 moyennes).
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Fig. 5.5 – Spectre en dB de la référence bruit seul. 256 canaux de fréquence
sont représentés (195 moyennes).
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Fig. 5.6 – Cohérence entre la référence et la sortie sonar. 256 canaux de
fréquence sont représentés (195 moyennes).

très faiblement (cohérence basse) ?
Nous pouvons répondre à cette question en supposant que les bruits pro-

voqués par les machines se transfèrent non linéairement entre les machines
et le dôme sonar (il y a bien entendu également une partie linéaire dans ce
transfert). Cette supposition se fonde sur une sorte de doublement de fréquence
qui apparâıt entre la référence et la sortie du sonar. La non-linéarité est peut-
être “pure” mais est peut-être également due à des effets de saturation. La
méconnaissance de la physique du bateau nous empêche d’avancer plus dans les
suppositions. Toutefois, nous pouvons essayer de vérifier quantitativement ces
arguments qualitatifs en utilisant des statistiques d’ordre supérieur sensibles
aux non-linéarités. L’outil adapté à cette recherche est la bicohérence, comme
nous l’avons montré au paragraphe 5.1.5. Rappelons sa définition

γo,x(3)(m1, m2) =
|E[X(m1)X(m2)O∗(m1 + m2)]|2

E[|X(m1)|2]E[|X(m2)|2]E[|O(m1 + m2)|2] ,

et répètons qu’elle présente des valeurs proches de 1 en (m1, m2) si les fréquen-
ces m1 et m2 de x(n) ont interagi quadratiquement pour créer la fréquence
m1 +m2 de o(n). Nous avons calculé cette bicohérence pour les signaux utilisés
ici, et le résultat apparâıt sur la figure (5.7).

Commentons ce résultat en prenant un couple de fréquences à titre
d’exemple. Sur la bicohérence apparâıt un pic prononcé au couple (0.18,0.06).
Ceci signifie donc que la raie située à la fréquence 0.24 de la sortie provient
(peut être en partie) de l’interaction non linéaire entre les fréquences 0.18 et
0.06 de la référence. Nous attendons donc sur cette raie une meilleure soustrac-
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Fig. 5.7 – Bicohérence entre la référence et la sortie sonar. 512 canaux
fréquentiels utilisés (128 moyennes).

tion en utilisant l’approche non linéaire qu’en utilisant les techniques linéaires.
Venons-en maintenant aux résultats après soustraction. Mentionnons de

suite que ces signaux ont été déjà traités d’une façon approfondie par tech-
niques linéaires dans [184, 98, 205]. La conclusion obtenue dans [184] montre
que ces signaux sont mieux adaptés à des traitements fréquentiels, puisque
le travail d’identification porte essentiellement sur des raies. La modélisation
transversale en temps est donc peu adéquate car elle nécessite un grand nombre
de coefficients. Dans [98], où une approche multiréférences (nous disposons de
plusieurs références bruit issues de capteurs disposés prèse de diverses ma-
chines) est développée, il est montré que la référence choisie ici donne de
très bons résultats lorsqu’utilisée seule. Cette conclusion est confirmée dans
[205] où le filtre identifié est à réponse impulsionnelle infinie (identification par
prédiction). Donc, dans ce cas réel, choisir comme référence la plus cohérente
avec la sortie semble être une décision correcte.

Conditions expérimentales et résultats La soustraction de bruit est ef-
fectuée dans le domaine temporel après identification du filtre en temps. Dans
les cas linéaire et linéaire-quadratique, la mémoire retenue est M = 30. Le cal-
cul des statistiques se réalise sur un horizon de 100000 échantillons temporels.

La performance de soustraction est chiffrée par la différence entre le
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Fig. 5.8 – Spectre en dB de l’estimée du signal utile par traitement linéaire.
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Fig. 5.9 – Gain en dB pour le traitement linéaire.
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Fig. 5.10 – Spectre en dB de l’estimée du signal utile par traitement linéaire-
quadratique.
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Fig. 5.11 – Gain en dB pour le traitement linéaire-quadratique.
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spectre en dB de sortie avant et après traitement. Cet indice de performance
sera appelé gain. Ses valeurs positives dénotent une bonne soustraction de
bruit. Les résultats sont montrés sur les figures (5.8) à (5.11).

Comme prévu, le traitement linéaire apporte de bons résultats dans la
première moitié de la bande. Par contre son insuffisance, déjà prédite par
la cohérence, apparâıt nettement dans la partie [0.25,0.5] du spectre (figures
(5.8) et (5.9) ). Le traitement linéaire-quadratique (figures (5.10) et (5.11) )
améliore la soustraction dans cette partie du spectre, comme la différence des
spectres le montre. Ce gain est surtout visible sur la raie 0.24, ce qui confirme
la non-linéarité détectée par la bicohérence pour le couple (0.06,0.18). Notons
également que des gains non négligeables sont obtenus en basse fréquence. Tou-
tefois, la mémoire limitée choisie n’autorise pas d’amélioration exceptionnelle.

5.5 En guise de conclusion

La présentation des filtres de Volterra s’achève. Pour conclure, tentons
de relever leurs faiblesses. Ces développements généralisent aux fonctionnelles
les développements de Taylor. Ainsi, les systèmes “développables” doivent être
suffisamment doux, et les zones de convergence peuvent être limitée. L’identifi-
cation de non-linéarités “dures”, telles des saturations, sont donc difficilement
approchables par des filtres de Volterra.

Un autre point délicat concerne l’aspect pratique des filtres discrets :
leur identification requiert de chercher un nombre de paramètres croissant ex-
ponentiellement avec l’ordre du filtre. Dans les applications, les limitations
informatiques empêchent d’identifier des ordres de non-linéarités élevés. Dans
ce contexte, les approches orthogonales permettent une recherche non exhaus-
tive de termes polynômiaux qui peuvent être d’ordre élevés. Une approche pour
pallier ce problème repose sur les filtres bilinéaires, qui incluent une récursivité
non linéaire assurant un ordre infini au filtre polynômial. A temps discret, leur
définition est

y(n) =
q∑

k=0

h(k)x(n− k) +
p∑

k=1

g(k)y(n− k) +
r∑

k=0

s∑
l=1

c(k, l)x(n− k)y(n− l)

Un filtre bilinéaire est donc un filtre ARMA(p, q) auquel est adjoint un
terme bilinéaire assurant un ordre de non-linéarité infini. Les filtres bilinéaires
peuvent également se mettre sous forme matricielle. Ils sont appliqués à la sous-
traction de bruit pour le même exemple traité précédemment dans [153, 152].
L’ordre infini donné par le terme bilinéaire assure un “nettoyage” plus perfor-
mant que les filtres de Volterra.

Pour terminer, mentionnons que les filtres de Volterra sont appliqués
dans bon nombre de domaines, du traitement d’image à l’annulation d’échos,
de l’identification de systèmes à l’égalisation de canal, . . .
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Dans les chapitres précédents, nous avons présenté des techniques d’ana-
lyse s’appliquant à un signal dépendant d’une seule variable. Ces techniques
de traitement sont adaptées aux situations dans lesquelles on ne dipose que
d’un seul capteur, qui délivre un signal fonction du temps. Dans de nombreux
cas, on disposera de plusieurs capteurs répartis dans l’espace, qui délivreront
chacun un signal dépendant du temps. L’ensemble de ces signaux constitue
un signal qualifié de spatio-temporel, multidimensionnel, ou multivariable : la
terminologie varie selon les ouvrages.

Les signaux multidimensionnels issus d’un réseau de capteurs se ren-
contrent dans de nombreux domaines d’application. En astronomie ou en as-
trophysique, on utilise des réseaux d’antennes. Les systèmes radar utilisent de
plus en plus les signaux issus d’un réseau de capteurs. Le sonar a toujours utilisé
des réseaux d’hydrophones soit fixes soit tractés. La prospection sismique met
en œuvre des réseaux de géophones répartis sur le sol. L’électocardiographie,
l’électroencéphalographie produisent des signaux spatio-temporels captés en
divers points du patient. Le contrôle non destructif réalise également un ba-
layage de la surface de la pièce contrôlée. En télécommunications ou pour
l’interception, en guerre électronique, on recourt de plus en plus souvent à plu-
sieurs antennes. On pourrait multiplier les exemples de situations mettant en
jeu des signaux multidimensionnels.

Le traitement des signaux multidimensionnels peut avoir plusieurs objec-
tifs. Nous retiendrons ici les deux objectifs principaux qui sont la localisation
des sources et la séparation des sources. Nous reviendrons sur la définition de
ce que l’on appelle une source.

La localisation des sources est l’objectif traditionnel du traitement d’an-
tenne. Le réseau de capteurs constitue alors une antenne. On considère souvent
que les sources sont ponctuelles et très éloignées de l’antenne et l’on cherche à
déterminer leur direction.

La séparation de sources a pour objectif de restituer les signaux émis par
chacune des sources, qui sont mélangés lors de la réception sur l’antenne. Ce
traitement est nécessaire quand on veut accéder à une estimation de la forme
d’onde d’une ou de plusieurs sources reçues. Citons le contrôle de machines
fonctionnant ensemble ou la séparation d’échos en radar.

Aprés avoir précisé le modèle sur lequel sont basées les diverses approches,
nous présenterons, pour la localisation et pour la séparation de sources, les
techniques classiques fondées sur l’utilisation de grandeurs du second ordre.
Nous montrerons ensuite les limitations de ces techniques à l’ordre 2 et nous
décrirons les nouveaux moyens de traitement faisant appel à des statistiques
d’ordre supérieur à 2.
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Chapitre 6

Traitement d’antenne

Les techniques classiques utilisées en traitement d’antenne à l’ordre 2 sont
fondées sur la formation de voies et sur le goniomètre. Nous allons montrer que
ces techniques peuvent être étendues aux ordres supérieurs à 2.

6.1 Modélisation

Le modèle des signaux reçus sur l’antenne est fixé par les signaux émis
par les sources, modifiés par la propagation entre les sources et les capteurs.

6.1.1 Les signaux reçus

Nous nous plaçons ici dans le cas de signaux spatio-temporels. D’autres
problèmes pourraient être modélisés de la même manière, notamment le trai-
tement de signaux de natures physiques différentes reçus sur un réseau de
capteurs. Le signal spatio-temporel est déterministe ou aléatoire, il dépend du
temps et de l’espace. De manière générale un tel signal peut se représenter par
une fonction de plusieurs variables y(t, r), t étant l’instant de mesure, et r le
vecteur définissant la position du capteur. Il est également possible de pas-
ser dans le domaine spectral et de traiter le signal spatio-fréquentiel1 y(ν, r)
résultant d’une transformée de Fourier de y(t, r).

Nous nous limiterons ici au traitement des signaux dépendant de la
fréquence. Il existe à l’ordre 2 des méthodes de traitement travaillant directe-
ment sur les signaux temporels. Le fait de travailler en fréquence nous conduira
à traiter des signaux à valeurs complexes alors que les signaux temporels sont
en général à valeurs réelles.

Comme nous l’avons indiqué, on utilise les signaux reçus par un réseau
de capteurs : ceci revient à discrétiser l’espace. Les signaux reçus sont alors de
la forme

y(ν, ri), 1 ≤ i ≤ K,

1Pour simplifier les notations, nous représentons par le même symbole les signaux tem-
porels ou spectraux. Le contexte permet de retrouver le domaine considéré.
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K désignant le nombre de capteurs.
Il est bon que la discrétisation spatiale ne perturbe pas les mesures. Pour

cela il faut vérifier des conditions de Shannon spatiales. On se limite souvent
à la localisation de sources dans un plan, réalisée par un réseau rectiligne
de capteurs équidistants –figure (6.1)–. Dans ce cas, la condition de Shannon
spatiale stipule que l’écart entre deux capteurs doit être inférieur à la demi-
longueur d’onde. Pour traiter un cas véritablement tridimensionnel on doit
mettre en œuvre un réseau plan de capteurs. On les dispose souvent aux nœuds
d’une grille rectangulaire ou carrée. La condition de Shannon exige que l’écart
entre deux capteurs soit toujours inférieur à la demi-longueur d’onde.

Dans le cas plan et dans le cas général (on parle de traitements 2D ou 3D),
la localisation des capteurs est un premier problème important. En particulier
dans la prospection sismique, comme l’on déplace le réseau de capteurs, il
existe une grande variété de possiblités de combinaisons des signaux captés
[141].

La matière première du traitement d’antenne ou de la séparation de
sources est donc le signal spatio-fréquentiel y(ν, ri). On simplifie les écritures
en adoptant des notations vectorielles, plus compactes. Les K composantes du
signal sont regroupées dans un vecteur colonne

y(ν) =


y(ν, r1)

...
y(ν, rK)

 ,

auquel on associe le vecteur ligne transposé et congugué, y†(ν). En pratique,
les signaux sont échantillonnés en temps et la transformation de Fourier est
réalisée de façon discrète induisant un échantillonnage en fréquence. Si la durée
du signal traité est D, on obtient les valeurs suivantes de la fréquence : νk =
k/D. Nous reviendrons à cette forme pratique quand cela sera utile mais en
général nous utiliserons les signaux continus en fréquence.

Pour compléter le modèle d’observation, nous devons préciser la forme
des sources et les conditions de propagation entre les sources et les capteurs.

6.1.2 Les sources

Pour être localisables et séparables, les sources doivent influencer les si-
gnaux reçus (observabilité). On distingue deux situations dites passives et ac-
tives. Ces qualificatifs sont relatifs à l’expérimentateur. Dans la situation pas-
sive l’expérimentateur reçoit des signaux issus de sources qu’il ne contrôle pas.
C’est le cas en astronomie où les astres sont les émetteurs, et ce peut être le cas
aussi en radar ou en sonar (écoute passive électromagnétique ou acoustique).
C’est le cas également en électrocardiographie ou en électroencéphalographie.

Dans le cas actif, le signal est émis par un système contrôlé par
l’expérimentateur. Ce signal est renvoyé (après déformation) par la source
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qui l’a marqué de son empreinte. C’est le cas en radar et en sonar actifs où
les sources, que l’on appelle alors des cibles, réfléchissent un code émis par
l’expérimentateur. C’est également le cas en prospection sismique où une onde
élastique est envoyée dans le sous-sol. Les sources sont ici les interfaces entre
les couches géologiques du sous-sol. Ces interfaces renvoient vers l’antenne un
signal réfléchi, réfracté ou diffracté selon les conditions expérimentales.

Nous considérerons les sources comme des émetteurs de signaux (même
s’il ne s’agit que d’objets réfléchissant ou réfractant d’autres émissions). Nous
postulons ainsi une connaissance très faible quant aux signaux émis par les
sources, notre objectif étant, dans la séparation de sources, de retrouver la
forme de ces signaux. Dans le cas actif, cette approche est clairement sous-
optimale, puisque l’on connait le signal qui a été émis, avant propagation et
déformation par la cible2 . Lorsque la forme du signal est connue, le seul objectif
est la localisation des sources.

Si nous ne postulons strictement rien sur les signaux émis par les sources,
on imagine aisément que les problèmes de séparation ou de localisation sont
insolubles. On ajoute donc une hypothèse fondamentale pour la suite de notre
étude : on suppose que les signaux émis par les sources sont statistiquement
indépendants.

Ce point capital doit être discuté. Pour des signaux aléatoires notre hy-
pothèse a un sens. Qu’en est-il des signaux déterministes ? Expliquons-le sur
un exemple simple. Soient deux signaux aléatoires x(t) et y(t), centrés, sta-
tionnaires et indépendants. En travaillant à l’ordre 2, l’indépendance se réduit
au fait que le moment croisé d’ordre 2 est nul, soit

Cxy(2)(τ) = E[x(t) y(t + τ)] = 0, ∀τ

Pratiquement nous ne diposons que d’une seule réalisation des signaux x(t) et
y(t), connue sur la durée T , et nous estimons le moment croisé en postulant
des propriétés d’ergodisme (voir chapitre 2). La fonction d’intercorrélation est
alors la moyenne temporelle

Cxy(2)(τ) =
1

T

∫ T/2

−T/2
x(t) y(t + τ)dt.

Nous considérerons les signaux x(t) et y(t) comme indépendants si
cette moyenne temporelle est “approximativement” nulle. Ainsi définie, la
décorrélation s’applique aussi bien aux signaux déterministes qu’aux signaux
aléatoires. On généralise alors cette approche aux ordres supérieurs : nous di-
rons que deux signaux déterministes sont indépendants si tous les cumulants
croisés empiriques des deux signaux sont nuls3.

2Des techniques prenant en compte la connaissance de la forme du signal ont été
développées [96].

3Voir la discussion sur les multicorrélations de signaux déterministes page 70.
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L’hypothèse d’indépendance est assez naturelle dans certains des
exemples cités plus haut : sonar passif, astronomie. . .Elle est plus difficile a
réaliser dans d’autres situations comme la prospection sismique, mais on peut
se placer dans des conditions simulant l’indépendance en utilisant de “bons”
estimateurs des grandeurs caractéristiques [123].

6.1.3 La propagation

Les travaux classiques supposent que la propagation est linéaire, station-
naire et déterministe. Ceci est conforme aux lois de propagation des ondes tant
que la perturbation qu’elles engendrent reste petite. On peut parler du “prin-
cipe de superposition des petits mouvements”. La propagation entre chaque
source et chaque capteur est alors un filtrage linéaire et invariant dans le temps.

En supposant la présence de P sources émettant des signaux sp(t), le
signal yi(t) reçu sur le capteur i s’écrit

yi(t) =
P∑

p=1

∫
aip(t− τ) sp(τ) dτ + bi(t), ∀i = 1, . . . , K.

Dans cette relation, aip(.) représente la réponse impulsionnelle du filtre
décrivant la propagation entre la source p et le capteur i ; c’est la fonction
de Green des physiciens. Le terme bi(t) désigne un bruit additif, nécessaire
dans toute modélisation réaliste.

Dans le domaine spectral, l’équation précédente devient

yi(ν) =
P∑

p=1

aip(ν) sp(ν) + bi(ν), ∀i = 1, . . . , K. (6.1)

On introduit alors les vecteurs

ap(ν) =


a1p(ν)

...
aKp(ν)

 ,

qui sont dénommés vecteurs sources. Ils décrivent la propagation entre la source
p et les capteurs du réseau.

Les composantes à valeurs complexes sp(ν) peuvent s’interpréter de deux
façons. Lorsque le signal spectral est obtenu par transformation de Fourier du
signal temporel, elles décrivent la composante spectrale à la fréquence ν du
signal émis par la source p. Lorsque, comme cela est souvent le cas, les signaux
sont à bande étroite, ce sont les amplitudes complexes des signaux émis par
les sources. Enfin, bi(ν) est le bruit sur le capteur i.

La relation (6.1) peut s’écrire de manière plus compacte selon

y(ν) =
P∑

p=1

ap(ν)sp(ν) + b(ν) = A(ν) s(ν) + b(ν).
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θp

d=   sinΔ θp

Δ

Onde plane

x0

y

Fig. 6.1 – Réseau rectiligne de capteurs équidistants. Les capteurs sont séparés
par une distance ∆, l’angle entre l’axe Oz et le vecteur d’onde est θp, de sorte
que la différence de marche entre deux capteurs est ∆ sin θp.

La matrice A(ν) rassemble les fonctions de transfert entre les sources et les
capteurs, le vecteur s(ν) est formé des signaux émis par les sources et le vecteur
b(ν) des composantes du bruit.

Pour conduire l’opération de localisation, on doit préciser les conditions
de propagation décrite par les vecteurs ap(ν), colonnes de la matrice A(ν).
Donnons l’exemple de sources à l’infini.

Sources à l’infini On peut souvent admettre que les sources sont à l’infini
et que la propagation se fait dans un milieu homogène. Dans ces conditions la
localisation revient à déterminer la direction de chaque source.

On peut alors préciser les vecteurs source. Le signal émis par chaque
source est porté par une onde plane. La propagation entre deux capteurs suc-
cessifs introduit simplement un déphasage dépendant de la célérité des ondes,
de la direction de la source et de la géométrie du réseau de capteurs. Le cas le
plus simple est celui d’un réseau rectiligne de capteurs équidistants (représenté
sur la figure (6.1)). Dans ce cas le vecteur source est

ap(ν) = βp eψp



1
e−ϕp

e−2ϕp

...
e−(K−1)ϕp

 .

Dans cette expression
– βp eψp représente la propagation entre la source et le capteur 1. Cette

partie du modèle n’est pas identifiable4. Les paramètres βp et ψp sont
donc arbitraires. On pourra normaliser les vecteurs sources en choi-
sissant βp = 1

√
K. Pour ψp le choix fait ici fixe à 0 la phase de la

4Nous reviendrons au chapitre 7 sur l’identifiabilité.
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composante du vecteur source sur le premier capteur. On choisit par-
fois de repérer les phases par rapport au “centre de phase” de l’antenne
en fixant ψp = −(K − 1)ϕp/2.

– ϕp est le déphasage entre deux capteurs successifs. En appellant (figure
(6.1)) θp l’angle entre la normale à l’onde et la normale à l’antenne, xp

la distance entre le capteur p et le capteur de référence, c la célérité
des ondes au niveau des capteurs et ν la fréquence, on obtient

ϕp =
2πνxp sin θp

c

Pour un réseau rectiligne de capteurs équidistants, ∆ étant la distance
entre deux capteurs successifs et xp = p∆.

Modèle général d’observation Le vecteur observé sur l’antenne s’écrit

y =
P∑

p=1

sp ap + b, (6.2)

en omettant la fréquence ν pour simplifier les écritures.

Les vecteurs sources appartiennent à un ensemble de vecteurs d(α), fixé
par le modèle de propagation, et dénommé la variété d’antenne. α est un
vecteur contenant les paramètres décrivant les ondes portant les sources. Par
exemple, pour des ondes sphériques, α contient les angles définissant la direc-
tion de la source et la distance entre la source et le centre de l’antenne.

L’objectif du traitement d’antenne est de localiser les sources en
déterminant les valeurs des paramètres de localisation αp correpondant aux
sources présentes. Lorsque le modèle est adapté à la situation physique, les
vecteurs sources sont liés aux vecteurs directionnels d(α) par

ap = d(αp),

les paramètres αp prenant les valeurs correspondant aux sources présentes.

Le modèle que nous venons de présenter sert de base aux nombreuses
méthodes de traitement d’antenne, utilisant des grandeurs du second ordre,
qui ont été développées durant les vingt dernières années.

Nous allons présenter les idées force sur lesquelles reposent ces
méthodes et les principaux outils de traitement. Nous introduirons ainsi les
développements récents du traitement d’antenne utilisant des statistiques
d’ordre supérieur.
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6.2 Formalisme et outils à l’ordre 2

6.2.1 Sous-espaces signal et bruit

Le modèle linéaire de propagation présenté dans la section précédente
permet de séparer l’espace vectoriel des observations en deux sous-espaces : le
sous-espace signal et le sous-espace bruit.

Le vecteur d’observation, y appartient à un espace de Hilbert Hy de
dimension K : l’espace des observations.

Lorsque le nombre K de capteurs est supérieur au nombre P de sources, et
lorsque l’ensemble des vecteurs sources ap forme une famille libre de vecteurs5,
les vecteurs sources ap engendrent le sous-espace hilbertien Hs de l’espace des
observations Hy, de dimension P , que l’on appelle le sous-espace signal. Le
sous-espace orthogonal à Hs dans Hy, de dimension K − P , que l’on notera
Hb, ne contient que du bruit. Il est appelé le sous-espace bruit. La construction
des sous-espaces signal et bruit permet

– de déterminer le nombre de sources, qui est donné par la dimension du
sous-espace signal.

– de réduire le bruit. En effet, en projetant les observations sur le sous-
espace source on élimine une partie du bruit sans altérer le signal.

6.2.2 La matrice spectrale

Dans la suite de ce chapitre nous pourrons noter les composan-
tes des matrices M j

i , l’indice inférieur i étant l’indice de ligne
et l’indice supérieur j, l’indice de colonne. Les indices inférieurs
sont associés à des termes non-complexes conjugués et les indices
supérieurs à des termes complexes conjugués.

La matrice spectrale S
y

(1)

(1)
(ν) = Cum[y(ν),y†(ν)] (qui peut également

être notée Cum[yi(ν), y∗
j (ν)] = S

y

j

i
(ν)) est la matrice de covariance des ob-

servations spectrales y(ν) ; elle est de dimension K × K, K étant le nombre
de capteurs. Elle résume toutes les propriétés statistiques d’ordre 2 lorsque
les mesures sont stationnaires. La matrice spectrale est formée des spectres et
des interspectres des signaux reçus sur les capteurs. Elle est hermitienne car
S

y

j

i
(ν)∗ = S

y

i

j
(ν).

De nombreuses méthodes d’estimation de la matrice spectrale à partir
des observations ont été développées. Pour estimer la matrice spectrale on peut
utiliser des moyennes temporelles ou fréquentielles [123]. On a aussi imaginé
d’autres types de moyennes, basées sur des invariances de la matrice spectrale.
Pour un réseau rectiligne de capteurs équidistants recevant des ondes planes,
la matrice spectrale est Töplitz, c’est à dire que S

y

j++

i++
(ν) = S

y

j

i
(ν), pour

5Cette hypothèse est nécessaire pour que les sources soient discernables.
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toutes les valeurs de (i, j, 4) admissibles. C’est cette dernière propriété qui est
exploitée dans le lissage spatial [186, 40].

Dans le modèle donné au paragraphe 6.1.3, les observations sont y =
As + b = m + b, en appelant m la partie des observations issue des sources
(signal). Le bruit étant supposé statistiquement indépendant du signal, la ma-
trice spectrale des observations est la somme des matrices spectrales du signal
et du bruit

S
y

(1)

(1)
= S

m

(1)

(1)
+ S

b

(1)

(1)
.

Dans cette expression la matrice spectrale des observations non-bruitées,

S
m

(1)

(1)
= Cum[m,m†], est

S
m

(1)

(1)
=

P∑
p=1

Cum[sp, s
∗
p]apa

†
p =
∑
p

S
s

p

p
apa

†
p = AS

s

(1)

(1)
A†, (6.3)

Cum[sp, s∗p] étant la puissance de la source p, ap les vecteurs sources et S
s

(1)

(1)
=

Cum[s, s†] la matrice spectrale des sources.
Par suite de l’indépendance statistique des P sources la matrice spectrale

S
s

(1)

(1)
est une matrice diagonale de rang P . La matrice S

m

(1)

(1)
est donc de rang

P et son noyau est le sous-espace bruit. La matrice spectrale S
m

(1)

(1)
permet

donc de déterminer le nombre de sources et les sous-espaces signal et bruit.

A partir des observations on n’accéde pas à S
m

(1)

(1)
mais à S

y

(1)

(1)
. On peut

déduire le nombre de sources et les sous-espaces signal et bruit à partir de la

matrice spectrale des observations S
y

(1)

(1)
:

– lorsque le bruit est nul ou négligeable car alors S
y

(1)

(1)
= S

m

(1)

(1)
;

– lorsque la matrice spectrale du bruit est connue ou lorsque le bruit est
blanc. Dans ce dernier cas la matrice spectrale du bruit est proportion-

nelle à l’identité S
b

(1)

(1)
= PbI. Les valeurs propres de la matrice spec-

trale des observations font apparâıtre un ensemble de valeurs propres
minimales égales à la puissance du bruit blanc. Les vecteurs propres
associés à ces valeurs propres minimales engendrent le noyau de la
matrice spectrale des observations non-bruitées qui est le sous-espace
bruit. Le sous-espace complémentaire du sous-espace bruit, engendré
par les vecteurs propres associés aux valeurs propres non-minimales,
est le sous-espace signal. On montre dans [27] que les éléments propres
de la matrice spectrale estimée des observations donnent des estima-
teurs du maximum de vraisemblance du nombre de sources (nombre
de valeurs propres non-minimales), de la puissance du bruit (valeurs
propres minimales) et des sous-espaces signaux et bruits.

Pour terminer, faisons deux remarques.
Lorsque le bruit n’est pas spatialement blanc des solutions existent si l’on

peut paramétriser par un “petit” nombre de valeurs la matrice spectrale du
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bruit. Ce cas est cependant difficile et les statistiques d’ordre supérieur seront
alors utiles si le bruit est gaussien.

Les résultats donnés ci-dessus nous indiquent que l’étude à l’ordre 2 per-
met de déterminer le sous-espace signal mais ne détermine pas, dans ce sous-
espace, les vecteurs sources ; c’est le problème de la séparation aveugle de
sources qui, comme nous le montrerons au chapitre 7, est résolu en utilisant
des statistiques d’ordre supérieur à 2.

6.3 Formalisme et outils aux ordres supérieurs

Pour étendre les techniques de traitement d’antenne aux ordres
supérieurs, on se place souvent à l’ordre 4 qui contient, en général, les pre-
miers cumulants d’ordre supérieur à 2 non nuls . Dans cette approche à l’ordre
4, la matrice spectrale est remplacée par la quadricovariance [43]. Un forma-
lisme plus général faisant intervenir des moments hybrides non linéaires a été
développé [107].

6.3.1 La quadricovariance

Aux ordres supérieurs à 2, il convient d’utiliser les cumulants d’ordre 4.
En effet, pour diverses raisons que nous avons déjà évoquées dans les chapitres
précédents, ces statistiques sont préférées aux moments. De plus, les cumu-
lants d’ordre 3 sont souvent mal conditionnés (e.g. quasi nuls) dans la grande
majorité des cas (circularité des données, symétrie de la distribution). Pour les
signaux à valeurs complexes considérés ici il existe trois cumulants d’ordre 4
différents. Les signaux spectraux, obtenus par transformation de Fourier, ou les
signaux bande étroite, utilisés en traitement d’antenne, sont circulaires comme
nous l’avons montré au chapitre 2. Le seul cumulant d’ordre 4 non nul est le
trispectre contenant deux termes non conjugués et deux termes conjugués.
Ce trispectre, cumulant d’ordre 4 des composantes spectrales, est dénommé
quadricovariance. Dans le traitement d’antenne aux ordres supérieur la qua-
dricovariance joue un rôle central analogue à celui joué par la matrice spectrale
dans le traitement d’antenne à l’ordre 2.

La quadricovariance des observations est6

S
y

kl

ij
= Cum[yi(ν), yj(ν), y∗

k(ν), y∗
l (ν)]

En reprenant le modèle des observations donné en 6.1.3, y = As + b =
m + b, la quadricovariance des observations non-bruitées est

S
m

kl

ij
=
∑
p

aipajpa
∗
kpa

∗
lpSs

pp

pp
. (6.4)

6Rappelons que les indices inférieurs sont associés aux termes non complexes conjugués
et les indices supérieurs aux termes complexes conjugués.
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Dans cette relation les coefficients aip sont les termes de la matrice de mélange
A, composantes des vecteurs sources. Les termes S

s

pp

pp
sont les trispectres des

sources, quand on travaille après transformation de Fourier, ou les cumulants
d’ordre 4 des sources, quand on travaille en bande étroite. Seuls les termes
diagonaux des trispectres ou des cumulants des sources sont non nuls puisque
les sources sont statistiquement indépendantes.

Dans la relation (6.4), les éléments ajpa∗
kp sont les coordonnées des pro-

duits de Kronecker7 des vecteurs sources ap ⊗ ap = apa†
p. Ces produits de

Kronecker sont des grandeurs à K2 composantes.

Avec ces notations la quadricovariance des observations non-bruitées
s’écrit

S
m

(2)

(2)
=
∑
p

S
p

(2)

(2)
[ap ⊗ ap][ap ⊗ ap]†. (6.5)

En comparant cette relation à (6.3), on voit apparâıtre une analogie forte
entre la forme de la matrice spectrale et celle de la quadricovariance. La matrice
spectrale est une forme quadratique diagonale construite à partir des vecteurs
sources et la quadricovariance est également une forme quadratique diagonale
construite non sur les vecteurs sources mais sur les produits de Kronecker des
vecteurs sources. Cette analogie est à la base de l’extension des techniques
de traitement d’antenne développées à l’ordre 2 à des ordres supérieurs, ici
l’ordre 4. Ces résultats permettent d’introduire les sous-espaces signal et bruit
à l’ordre 4.

6.3.2 Sous-espaces signal et bruit

Comme nous l’avons vu au paragraphe 6.2.1, les observations engendrent
un espace de Hilbert à K dimensions, l’espace des observations et les vecteurs
source engendrent un sous-espace de l’espace des observations dénommé l’es-
pace signal. A l’ordre 4, on doit remplacer, comme le montre la forme (6.5) de la
quadricovariance, les vecteurs observés et les vecteurs sources par leur produit
de Kronecker. L’espace des observations construit avec les produits de Kro-
necker des observations est un espace à K2 dimensions. Le sous-espace signal
d’ordre 4, introduit par [43] et dénommé FOSS8, est l’espace à P dimensions
contruit avec toutes les combinaisons linéaires des produits de Kronecker ap⊗ap

des vecteurs sources. Le sous-espace bruit d’ordre 4 est le complémentaire du
sous-espace signal dans l’espace des observations.
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θp

χp

x

z

y0

vecteur d’onde

Fig. 6.2 – Réseau plan de capteurs. Le vecteur d’onde k fait un angle χp avec
l’axe Oz, et sa projection orthogonale sur le plan Oxy fait un angle θp avec
l’axe Ox. La différence de marche entre les capteurs rl et rmest donnée par le
produit scalaire kT (rl − rm).

6.3.3 Nombre de sources séparables

Le fait de remplacer les vecteurs observés par leur produit de Kronecker
augmente la dimension de l’espace des observations et permet ainsi d’aug-
menter le nombre de sources séparables. Une démonstration très concrète et
élégante en est donnée dans [50].

Revenons aux vecteurs sources donnés en fonction des propriétés
géométriques du réseau de capteurs pour des sources portées par des ondes
planes. La source p est portée par une onde plane repérée par les angles θp

et χp (figure (6.2)). Le déphasage entre un capteur situé à l’origine des coor-
données et un capteur situé au point de coordonnées xk et yk est

ϕk = 2π
sinχp(xk cos θp + yk sin θp)

λ
.

La phase φlm de la composante alpa
∗
mp du produit de Kronecker de ce vecteur

source par lui-même est

φlm = 2π
sinχp[(xl − xm) cos θp + (yl − ym) sin θp]

λ
.

Le produit de Kronecker engendre ainsi un réseau virtuel de capteurs dont les
positions sont données par xl−xm et yl−ym. Les K couples correspondant aux
mêmes coordonnées engendrent le même capteur virtuel. Finalement, comme
le montrent [50] et [149], le nombre de capteurs virtuels est au maximum
Kv = K2 − K + 1. Ce nombre maximum est atteint si la disposition des
capteurs n’entrâıne pas la confusion de certains capteurs virtuels. Pour un

7Pour certains lecteurs, nous éclairerons ce sujet en indiquant que le produit de Kronecker
est identique au produit tensoriel.

8Fourth-Order Signal Subspace.
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Fig. 6.3 – Antennes réelles et viruelles pour un réseau rectiligne et un réseau
circulaire.

réseau rectiligne de capteurs équidistants il y a de multiples superpositions et,
comme les lecteurs pourront le vérifier, le nombre de capteurs virtuels est de
2N − 1. Les antennes virtuelles associées à une antenne rectiligne à capteurs
équidistants et à une antenne circulaire sont présentées sur la figure (6.3).

Cette approche géométrique nous montre qu’en utilisant la quadricova-
riance on pourra, comme l’avait montré [43], localiser plus de sources qu’il
n’y a de capteurs. Un raisonnement similaire montre que le même principe
s’applique à une autre méthode haute-résolution, dénommée Esprit, qu’il est
possible d’utiliser aux ordres supérieurs, avec éventuellement des capteurs vir-
tuels [149]

On peut aussi utiliser le réseau virtuel pour améliorer la résolution de
l’antenne. Mais il faut bien entendu s’attendre à ce que les performances ob-
tenues avec K capteurs virtuels soient en général moins bonnes que celles de
K capteurs réels. Ceci a été démontré pour la méthode Esprit dans [204].

6.3.4 Les moments hybrides non linéaires

La quadricovariance est associée au cumulant d’ordre 2 du module carré
des observations. Elle peut être vue comme un moment d’ordre 2 de trans-
formées non linéaires des observations. Cette approche a été formalisée dans
[107] par l’introduction des moments hybrides non linéaires. L’introduction
de non-linéarités dans le traitement est déjà apparue au chapitre 3 pour la
déconvolution aveugle par les techniques de Bussgang, nous la retrouverons
au chapitre 7 pour la séparation de sources. Avant de présenter les techniques
de traitement d’antenne utilisant les moments hybrides non linéaires donnons
quelques relations utiles.

Généralisation des relations de Bussgang Soient deux variables
aléatoires z1 et z2 à valeurs complexes. Soit g(z2, z∗2) une fonction non linéaire
de z2 et z∗2 . Le moment hybride non linéaire construit avec la fonction g est
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E[z1g∗(z2, z∗2)]. En développant g en série de Taylor on obtient

E[z1g
∗(z2, z

∗
2)] =

∞∑
r=0

∞∑
t=0

1

t!r!

∂t+rg∗(z2, z∗2)
∂zr

2∂z∗t2

∣∣∣∣∣
(0,0)

E[z1z
r
2z

∗t
2 ]. (6.6)

Dans cette relation on considère les variables z2 et z∗2 comme algébriquement
indépendantes. Il a été montré dans [15] et dans [180] que cela est licite.

En remplacant les moments apparaissant dans (6.6) par les cumulants
on obtient après quelques manipulations algébriques fastidieuses

E[z1g
∗(z2, z

∗
2)] =

∞∑
l=0

∞∑
n=0

1

l!n!
E∗
[
∂n+lg∗(z2, z∗2)

∂zn
2 ∂lz∗l2

]
Cum[z1, z2, . . . , z2︸ ︷︷ ︸

l fois

, z∗2 , . . . , z
∗
2︸ ︷︷ ︸

n fois

].

Lorsque les variables aléatoires z1 et z2 sont circulaires la formule se
simplifie par suite de l’annulation des cumulants non-symétriques

E[z1g
∗(z2, z

∗
2)] =

∞∑
l=0

1

(l + 1)!l!
E∗
[
∂2l+1g∗(z2, z∗2)

∂zl+1
2 ∂z∗l2

]
× Cum[z1, z2, . . . , z2︸ ︷︷ ︸

l fois

, z∗2 , . . . , z
∗
2︸ ︷︷ ︸

l+1 fois

].

Ces relations, données pour des variables aléatoires quelconques, se sim-
plifient lorsque les variables aléatoires sont gaussiennes. Dans ce cas gaussien
le seul cumulant non nul est le cumulant d’ordre 2.

Pour des variables aléatoires gaussiennes à valeurs réelles, on obtient la
formule de Bussgang [39]

E[x1g(x2)] = E

[
∂g(x2)

∂x2

]
Cum[x1, x2],

qui se généralise aux variables aléatoires à valeurs complexes gaussiennes cir-
culaires

E[x1g(x2, x
∗
2)] = E∗

[
∂g(x2, x∗

2)

∂x2

]
Cum[x1, x

∗
2].

Ces relations vont nous permettre d’utiliser les moments hybrides non
linéaires en traitement d’antenne.

Moments hybrides non linéaires en traitement d’antenne En traite-
ment d’antenne, les observations sont des variables aléatoires à valeurs com-
plexes, circulaires. La covariance non linéaire du vecteur d’observation y est
définie par

S
y,g

(1)

(1)
= E[yz†].
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Dans cette relation, les composantes du vecteur z sont des transformées, par la
fonction non linéaire g, des composantes des observations yj et de leur complexe
conjuguées y∗

j

zj = g(yj, y
∗
j ).

Pour le modèle d’observation donné au paragraphe 6.1.3, y = As + b, le
bruit étant supposé gaussien, la matrice de covariance non linéaire s’écrit, en
utilisant les relations données ci-dessus,

S
y,g

(1)

(1)
= AS

s,g

(1)

(1)
A† + K0

1Sb

(1)

(1)
. (6.7)

Dans cette relation,

– S
s,g

(1)

(1)
est la matrice de covariance non linéaire des sources. Par suite

de l’indépendance des sources cette matrice est diagonale. Les termes
diagonaux sont

S
s,g

p

p
=

∞∑
n=0

1

(n + 1)!n!
Kn

n+1(y, y∗)Cum

sl, . . . , sl︸ ︷︷ ︸
n+1 fois

, s∗l , . . . , s
∗
l︸ ︷︷ ︸

n+1 fois

 ,

où

Kn
n+1(y, y∗) = E∗

[
∂2n+1g(y, y∗)
∂yn+1∂y∗n

]
.

Dans cette relation, y représente une des composantes des observations.
Cette composante n’a pas à être précisée car on suppose que toutes les
observations ont les mêmes propriétés statistiques.

– K0
1 = E∗

[
∂g(y,y∗)
∂y

]
est le terme de “Bussgang”,

– S
b

(1)

(1)
est la matrice de covariance du bruit.

La relation (6.7) généralise la relation (6.3) donnant la matrice spectrale des
observations. Nous verrons au paragraphe 6.5.3 que cette relation permet de
retrouver les sous-espace signal et bruit en présence de bruit non blanc.

Après cette présentation générale des outils du traitement d’antenne à
un ordre supérieur à 2, voyons plus précisément les techniques qui peuvent
être mises en oeuvre. Toutes les méthodes de traitement d’antenne peuvent
se formuler à partir de la matrice spectrale. L’idée directrice pour l’extension
à l’ordre 4 est de faire jouer à la quadricovariance, ou aux moments hybrides
non linéaires, le rôle joué à l’ordre 2 par le matrice spectrale.

6.4 Formation de voies

La formation de voies est la technique la plus utilisée en traitement d’an-
tenne. Elle est fondée sur des statistiques d’ordre 2, nous allons donner l’ex-
tension à des ordres supérieurs.
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6.4.1 Formation de voies à l’ordre 2

La formation de voies à l’ordre 2 utilise le modèle de propagation contenu
dans les vecteurs directionnels d(α) constituant la variété d’antenne définie en
6.1.3. Dans cette méthode on détermine les valeurs des paramètres de locali-
sation α en filtrant “spatialement” le signal. Les filtres spatiaux réalisent la
projection, par un produit scalaire, de l’observation y(ν) sur le vecteur di-
rectionnel d(α). Chacun de ces produits scalaire constitue une voie. Dans la
pratique, le nombre de voies est déterminé par le nombre de valeurs discrètes
des paramètres de localisation. On mesure ensuite la puissance de sortie de
chacune des voies.

Pour des ondes planes, reçues sur un réseau de capteurs équidistants, le
paramètre de localisation est le déphasage entre capteurs que nous avons in-
troduit en 6.1.3. Le filtre spatial compense ces déphasages avant de sommer les
signaux recalés en phase. Cette approche revient à tourner artificiellement l’an-
tenne, pour la rendre perpendiculaire au vecteur d’onde associé à une source :
on parle de rotation électronique de l’antenne. La sommation des signaux émis
par une source située dans la direction de la voie amplifie la contribution de
cette source. Les signaux issus des sources situées dans d’autres directions sont
atténués par suite de la sommation de signaux déphasés.

La sortie de la formation de voies est la puissance de la sortie du filtre
spatial. Les signaux étant centrés cette moyenne est le cumulant d’ordre 2

f2,FV (α) = Cum[d†(α)y, (d†(α)y)∗]. (6.8)

En développant cette relation on obtient

f2,FV (α) = d†(α) S
y

(1)

(1)
d(α). (6.9)

La fonction utilisée pour la formation de voies est une forme quadratique

construite sur la matrice spectrale des observations S
y

(1)

(1)
. Les observations

sont en général formées des signaux provenant des sources (m) et de bruit
additif (b). La relation (6.9) est alors

f2,FV (α) = d†(α) S
m

(1)

(1)
d(α) + d†(α) S

b

(1)

(1)
d(α),

soit encore

f2,FV (α) =
∑
p

|d†(α) ap|2Cum[sp, s
∗
p] + d†(α) S

b

(1)

(1)
d(α).

Pour un bruit spatialement blanc, S
b

(1)

(1)
= PbI, les vecteurs directionnels étant

normalisés, d(α)†d(α) = 1, on obtient

f2,FV (α) = d(α)†S
m

(1)

(1)
d(α) + Pb.
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De nombreux ouvrages [106] ont été consacrés à la formation de voies
à l’ordre 2 particulièrement dans le cas d’ondes planes reçues sur un réseau
rectiligne de capteurs équidistants. Nous ne détaillerons pas toutes les pro-
priétés de cette méthode très largement utilisée dans de nombreux domaines
d’application. Donnons quelques indications sur le pouvoir de résolution.

Le pouvoir de résolution est l’aptitude à séparer des sources. Il se ca-
ractérise par la largeur du lobe à 3dB. Pour une source isolée, de puissance
unité, située dans la “direction” α0 la matrice spectrale des observations non

bruitées est S
m

(1)

(1)
= d(α0)d(α0)†. La sortie de la formation de voies est alors

f2,FV (α) =
∣∣∣d(α0)d(α)†

∣∣∣2 .

Le lobe de l’antenne à 3dB est le lieu des points vérifiant

f2,FV (α3dB) = f2,FV (α0)/2.

Pour une source à l’infini, arrivant de la direction θ = 0 (voir le paragraphe
6.1.3), reçue sur un réseau rectiligne de K capteurs équidistants

f2,FV (α) =

∣∣∣∣∣ sin Kϕ/2

K sin ϕ/2

∣∣∣∣∣
2

,

ϕ étant le déphasage entre capteurs. L’ouverture angulaire, en θ, du lobe à
3dB est ∆θ3dB = 0, 88λ/D en radians et ∆θ3dB = 51λ/D en degrés, λ étant la
longueur d’onde et D la longueur totale de l’antenne.

Pour obtenir un bon pouvoir de résolution par formation de voies il faut
utiliser une antenne longue vis-à-vis de la longueur d’onde. Cette exigence est
difficile, sinon impossible, à réaliser pour les ondes à grande longueur d’onde
que l’on rencontre, en particulier, en acoustique et en propection sismique.
Nous verrons que la méthode du goniomètre permet d’accroitre fortement le
pouvoir de résolution.

6.4.2 Formation de voies à l’ordre 4

Dans la formation de voies à l’ordre 4, donnée dans [43] et [50], en sortie
du filtre spatial, on remplace le cumulant d’ordre 2 estimant la puissance,
par la quadricovariance, cumulant d’ordre 4 de la sortie. Comme nous l’avons
indiqué on se place à l’ordre 4 car les cumulants d’ordre 3 sont en général nuls.
On obtient

f4,FV (α) = Cum[d(α)†y, (d(α)†y)∗,d(α)†y, (d(α)†y)∗], (6.10)

soit

f4,FV (α) =
∑

i,j,k,l

did
∗
jdkd

∗
jd

∗
l Cum[y∗

i yjy
∗
kyl] =

∑
i,j,k,l

did
∗
jdkd

∗
jd

∗
l Sy

ik

jl
.
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Simplifions les notations en posant9 d = d(1) et d† = d(1). Introduisons la ma-
trice D issue du produit de Kronecker (ou produit tensoriel) de ces 2 vecteurs
d(1) ⊗ d(1)

Dj
i = d1id

1j = did
∗
j .

La relation (6.10) se réécrit

f4,FV (α) =
∑
ijkl

Dj
i D

l
kSy

ik

jl
.

La fonctionnelle de la formation de voies à l’ordre 4 est une forme quadratique
construite sur la quadricovariance des observations dans l’espace engendré par
le produit de Kronecker des vecteurs directionnels. On retrouve l’interprétation
de l’extension des techniques d’ordre 2 à l’ordre 4 donnée en 6.3.1.

Le signal issu des sources et le bruit étant statistiquement indépendants,
la quadricovariance des observations s’écrit

S
y

(2)

(2)
= S

m

(2)

(2)
+ S

b

(2)

(2)
.

Tous calculs faits, en tenant compte de l’indépendance statistique des sources,
la fonctionnelle de la formation de voies à l’ordre 4 s’écrit

f4,FV (α) =
∑
p

|d(α)†ap(αp)|4Cum[sp, sp, s
∗
p, s

∗
p] +
∑
ijkl

Dj
i D

l
kSb

ik

jl
.

La formation de voies à l’ordre 4 présente deux avantages. Lorsque le
bruit est gaussien le terme de bruit qui dépend de la quadricovarianc du bruit
est nul. Cette annulation des termes de bruit est particulièrement utile lorsque
le bruit n’est pas blanc. Dans ce cas, si l’on ne connait pas la covariance du
bruit, il peut affecter le traitement de manière imprévisible. Par ailleurs, comme
nous l’avons montré en 6.3.3, le réseau virtuel engendré par la formation de
voies à l’ordre 4 est plus étendu que le réseau réel. Cette technique possède
donc un meilleur pouvoir de résolution que la formation de voies à l’ordre 2.
L’accroissement du pouvoir de résolution sera illustré au paragraphe 6.6.

6.5 Le goniomètre

Le goniomètre, ou méthode MUSIC, introduit dans les techniques d’ordre
2 par [27] et [183], est fondé sur la décomposition de l’espace des observations
en deux sous-espaces, le sous-espace signal et le sous-espace bruit. Nous avons
montré en 6.3.2 que cette décomposition de l’espace des observations s’étend
à l’ordre 4. Cette constatation est à la base de l’extension du goniomètre à
l’ordre 4.

9Les lecteurs familiers des notations tensorielles reconnâıtront des tenseurs d’ordre 1
covariants et contravariant.
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6.5.1 Le goniomètre à l’ordre 2

On utilise, comme dans la formation de voies, le modèle de propagation
décrit par les vecteurs directionnels d(α). Les vecteurs sources engendrent
le sous-espace signal qui est orthogonal au sous-espace bruit. Lorsque le pa-
ramètre de localisation α parcourt l’ensemble de ses valeurs possibles, les vec-
teurs directionnels engendrent la variété d’antenne, sous-ensemble V de l’espace
des observations. Les paramètres de localisation des sources appartiennent à
l’intersection de V et du sous-espace signal. Les valeurs des paramètres de lo-
calisation des sources sont donc contenues dans l’ensemble de valeurs de α qui
rendent le vecteur directionnel orthogonal au sous-espace bruit. Dans le cas
général, les conditions d’orthogonalité peuvent conduire à des solutions para-
sites. Dans le cas d’ondes planes reçues sur un réseau rectiligne de capteurs
équidistants, quand on connait le nombre de sources, il n’y a pas de solutions
parasites.

La mise en oeuvre du goniomètre à l’ordre 2 est faite en deux étapes.
Elle s’appuie sur une hypothèse fondamentale qui est la blancheur du bruit. La
première étape passe par l’estimation de la matrice spectrale des observations.
En diagonalisant cette matrice on détermine l’ensemble {λi, K−P < i < K}
des valeurs propres minimales, . Les vecteurs propres {vi, K − P < i < K}
associés à ces valeurs propres minimales engendrent le sous-espace bruit. Les
autres vecteurs propres {vj , 1 ≤ j ≤ P} engendrent le sous espace signal.
Par suite des erreurs d’estimation les valeurs propres minimales n’ont pas des
valeurs strictement égales. Il existe des tests statistiques, donnés par [193] et
[196], permettant de déterminer l’ensemble des valeurs propres minimales.

Les vecteurs directionnels cherchés sont orthogonaux au sous-espace
bruit. Les valeurs cherchées du paramètre de localisation α sont celles qui
rendent minimum la norme

N(α) =
K∑

k=P+1

|d†(α)vk|2 = 1−
P∑

k=1

|d†(α)vk|2,

de la projection des vecteurs directionnels sur le sous-espace bruit.
Dans le cas d’ondes planes reçues sur un réseau de capteurs le paramètre

de localisation est l’angle ϕ. Le goniomètre et l’algorithme MUSIC représentent
la fonction

f2,G(ϕ) =
1

N(ϕ)
.

Les directions des sources sont données par les valeurs de ϕ associées aux
maxima de f2,G(ϕ).

Le goniomètre à l’ordre 2 appliqué à un réseau de K capteurs peut lo-
caliser au maximum K − 1 sources. En effet, pour ce nombre maximum de
sources, le sous-espace bruit est réduit à la dimension 1 qui est sa dimension
minimale.
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L’intérêt principal du goniomètre est l’accroissement du pouvoir de
résolution. Pour un réseau rectiligne de capteurs équidistants recevant des
ondes planes le goniomètre donne les directions des sources sans biais lorsque
le bruit additif est blanc. Les directions estimées sont dispersées par suite des
erreurs d’estimation de la matrice spectrale des observations. De nombreux
travaux ont présenté la variance de cette estimation [106].

6.5.2 Le goniomètre à l’ordre 4

Le goniomètre à l’ordre 4, comme le goniomètre à l’ordre 2, est fondé
sur la décomposition de l’espace des observations en deux sous-espaces
complémentaires, le sous-espace signal d’ordre 4 et le sous-espace bruit d’ordre
4. A l’ordre 4, on se place dans les espaces engendrés par les produits de Kro-
necker des vecteurs observations et des vecteurs sources. Comme nous l’avons
indiqué en 6.3.2, l’espace d’ordre 4 des observations a K2 dimensions et le sous-
espace signal d’ordre 4 a P dimensions. On peut donc, à cet ordre, localiser
un nombre de sources supérieur au nombre de capteurs. Ce nombre de sources
localisables dépend de la géométrie du réseau comme nous l’avons montré en
6.3.3.

Comme pour le cas de l’ordre 2 la mise en oeuvre du goniomètre d’ordre
4 se fait en deux étapes : détermination des sous-espaces bruit et signal et
utilisation de l’orthogonalité des sources au sous-espace bruit.

Les matrices cumulantes La détermination des sous-espaces bruit et signal
est faite à partir de la quadricovariance des observations

Qy = S
y

(2)

(2)
= Cum[y,y†,y,y†].

La quadricovariance joue à l’ordre 4 le rôle joué par la matrice spectrale à
l’ordre 2. Pour obtenir les sous-espaces signal et bruit on doit diagonaliser la
quadricovariance. Cette diagonalisation est faite dans l’espace a K2 dimen-
sions engendré par les produits de Kronecker des vecteurs d’observation. Une
solution à ce problème de diagonalisation a été donnée par [45] en utilisant les
matrices cumulantes.

L’application de la quadricovariance Q a une matrice M permet de
construire ce que [45] dénomme une matrice cumulante dont la composante
Qj

i (M), est donnée par
Qj

i (M) =
∑
lm

Mm
l Qlj

mi.

On peut interpréter ces différentes opérations en termes de ten-
seurs. La quadricovariance est un tenseur d’ordre 4, deux fois co-
variant et deux fois contravariant, les matrices M , ou les produits
de Kronecker, sont des tenseurs d’ordre 2, une fois covariant et
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une fois contravariant. La matrice cumulante est le tenseur d’ordre
2, une fois covariant et une fois contravariant obtenu par produit
contracté du tenseur quadricovariance et du tenseur M .

Diagonalisation de la quadricovariance Etant donnée une quadricova-
riance Q, construite sur un espace d’observation de dimension K, on montre
dans [45] qu’il existe K2 matrices cumulantes qui diagonalisent la quadricova-
riance selon la relation

Q(M(l)) = λlM(l).

Pour obtenir les matrices M(l) diagonalisant la quadricovariance on peut,
par exemple, ordonner leurs composantes dans un “long” vecteur en balayant
M(l) en lignes ou en colonnes. On est alors ramené à un problème classique
de diagonalisation d’une matrice K2×K2, hermitienne par suite des symétries
de la quadricovariance, et donc à valeurs propres réelles.

La réponse du goniomètre d’ordre 4 Les résultats précédents appliqués
à la quadricovariance des observations Qy permettent de déterminer le sous-
espace bruit et le sous-espace signal. Le sous-espace bruit est engendré par
les K2 − P matrices cumulantes M(l) associées aux K2 − P valeurs propres
minimales. Le sous-espace signal, complémentaire du sous-espace bruit, est en-
gendré par les matrices cumulantes associées aux P valeurs propres maximales.

La norme de la projection des produits de Kronecker des vecteurs direc-
tionnels d(1)(α)⊗ d(1)(α) sur le sous-espace bruit est

N4(α) = 1−
P∑

l=1

(∑
pq

M(l)
q

p
dq(α)dp(α)

)
=

K2∑
l=P+1

(∑
pq

M(l)
q

p
dq(α)dp(α)

)
.

On en déduit la réponse du goniomètre d’ordre 4

f4,G(α) =
1

N4(α)
.

Les maxima de f4,G(α) donnent les paramètres de localisation des sources.
Comme à l’ordre 2, le goniomètre à l’ordre 4 a un fort pouvoir de résolution.
Le goniomètre à l’ordre 4 est utile, sinon indispensable, dans deux situations :

– lorsque le nombre de sources est supérieur au nombre de capteurs,
– en présence d’un bruit gaussien de covariance inconnue il permet, en

moyenne, d’éliminer la contribution du bruit. La présence de bruit,
même gaussien, influencera cependant la qualité de la localisation en
augmentant la variance de l’estimation des paramètres de localisation.
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6.5.3 Utilisation des moments hybrides non linéaires

Nous avons introduit au paragraphe 6.3.4 la covariance non linéaire des
observations

S
y,g

(1)

(1)
= AS

s,g

(1)

(1)
A† + K0

1Sb

(1)

(1)
.

La technique du goniomètre peut être mise en oeuvre à partir de cette cova-
riance estimée comme l’ont montré [107] et [181].

Lorsque le bruit est blanc S
b

(1)

(1)
= PbI, les vecteurs propres associés aux

valeurs propres minimales de la covariance non linéaire des observations en-

gendrent le sous-espace bruit. On peut donc utiliser S
y,g

(1)

(1)
comme la covariance

classique utilisée à l’ordre 2.
Les techniques d’ordre 2 sont peu efficaces lorsque le bruit n’est pas

blanc. Dans cette situation la covariance non linéaire permet de localiser les
sources. On peut soit éliminer le bruit en choisissant une non-linéarité adaptée
ou utiliser conjointement la covariance non linéaire et la covariance linéaire.

L’élimination de l’effet du bruit est obtenue en adaptant la forme de
la non-linéarité. Deux possibilités sont proposées. En prenant la non-linéarité
g(y, y∗)−K0

1y, la covariance non linéaire des observations

S
y,g

(1)

(1)
= A(S

s,g

(1)

(1)
−K0

1Ss

(1)

(1)
)A†

ne fait plus intervenir le bruit et donne directement les sous-espaces signal
et bruit. On élimine également le bruit en prenant la non-linéarité g(y, y∗) =
K0

g2g1(y, y∗)−K0
g1g2(y, y∗). On obtient

S
y,g

(1)

(1)
= A
(
K0

g2Ss,g1

(1)

(1)
−K0

g1Ss,g2

(1)

(1)

)
A†.

Enfin, on montre dans [107] que la diagonalisation conjointe de la matrice
de covariance et d’une matrice de covariance non linéaire des observations
donne les sous-espaces signal et bruit.

6.6 Illustration

Dans cette illustration, nous reprenons l’exemple de l’antenne rectiligne
à capteurs équidistants. Nous simulons une antenne de K = 6 capteurs, es-
pacés de λ/3, λ étant la longueur d’onde. L’antenne reçoit 12 sources dont les
directions d’arrivée (θ en degrés), les puissances (Ps) et les kurtosis (K

s (4)
),

sont donnés dans le tableau (6.1).
Le bruit, indépendant des sources, est spatialement blanc aux ordres 2 et

4, et est supposé gaussien. La puissance du bruit est Pb = 0.1. Les cumulants
d’ordre 2 et 4 des observations sont calculés exactement, de sorte que tout se
passe comme si nous avions observé les données sur une durée infinie.
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θ -50 -10 -5 0 5 15 20 25 35 40 60 80
Ps 5 1 2 2 1 .1 .01 .01 .01 .01 .01 .01
K

s (4)
-2 0.2 -1.2 -1 -1.4 -1.5 -1.6 0.7 -2 -2 -0.5 -2

Tab. 6.1 – Description des sources utilisées pour l’illustration de traitement
d’antenne. θ est la direction dans laquelle se trouve une source, Ps sa puissance
et Ks(4) son kurtosis.

−50 0 50

Formation de Voies classique

−50 0 50

MUSIC a l ordre 2

−50 0 50

Formation de Voies a l ordre 4

−50 0 50

MUSIC a l ordre 4

Fig. 6.4 – Réponses de la formation de voies et du goniomètre. Les panneaux
du haut concerne l’ordre 2 et ceux du bas l’ordre 4.



6.7. CONCLUSION 231

On a représenté sur la figure (6.4) les réponses obtenues pour la for-
mation de voies et le goniomètre aux ordres 2 et 4. L’antenne utilisée a une
longueur totale de 5λ/3 . Pour la formation de voies à l’ordre 2 l’ouverture du
lobe principal est approximativement de 3/5 de radians soit de 31 degrés. Les
sources ne sont pas localisées. On distingue seulement deux zones énergétiques
centrées sur la direction 0◦ et sur la direction −50◦. La formation de voies à
l’ordre 4, issue d’une “antenne virtuelle” dont la longueur totale est 10λ/3,
a un lobe central plus étroit mais elle ne sépare toujours pas les sources. On
voit que le goniomètre à l’ordre 2 a un pouvoir de résolution bien supérieur à
celui de la formation de voies. Le goniomètre à l’ordre 2, comme nous l’avons
indiqué, ne peut localiser que cinq (K−1) sources. Il fait apparâıtre cinq direc-
tions centrées sur les zones contenant les sources. La source isolée à l’azimuth
−50◦ est bien localisée. Les directions des autres sources sont repérées mais les
sources individuelles ne sont pas localisées. Le goniomètre à l’ordre 4, comme
nous l’avons indiqué en 6.3.3, peut séparer onze sources. On voit qu’il indique
dix directions qui s’approchent des directions des sources.

Des expériences complémentaires, non présentées ici, ont montré que
lorsque le kurtosis du bruit augmente en valeur absolue, de moins en moins de
sources sont détectées par le goniomètre à l’ordre 4. Il en est de même pour
le goniomètre à l’ordre 2 lorsque la puissance du bruit augmente. Cependant,
la puissance du bruit a moins d’effet sur le goniomètre à l’ordre 4 que que son
kurtosis ; dans les performances asymptotiques que nous observons ici, cette
puissance n’intervient pas.

6.7 Conclusion

Comme nous l’avons montré dans ce chapitre, le traitement d’antenne aux
ordres supérieurs étend les techniques classiques de traitement développées à
l’ordre 2. Nous avons présenté l’utilisation des statistiques d’ordre 4. Sur les
mêmes principes, on pourrait étendre le traitement d’antenne à d’autres ordres.

Les fondations des principales méthodes de traitement d’antenne d’ordre
supérieur ont été données. De nombreuses questions concernant la mise en
oeuvre et les performances restent encore ouvertes.

A l’ordre 2, on a développé des méthodes adaptatives dans lesquelles
le filtre spatial, introduit en traitement d’antenne est déterminé en fonction
des données observées. Ces techniques trouvent leur origine dans le filtre de
Wiener adaptatif et dans le filtre de Capon. Nous pensons que des résultats
sont à attendre dans ce domaine10.

10Citons la référence [72] qui étend le filtre de Wiener aux ordres supérieurs.
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Chapitre 7

Séparation de sources

La séparation de sources concerne les techniques de traitement du signal
mises en œuvre pour retrouver plusieurs composantes élémentaires (les sources)
à partir de combinaisons linéaires de ces sources reçues sur plusieurs capteurs.

La séparation de sources se rencontre dans de nombreux domaines. En
astronomie ou en astrophysique, le télescope ou le radio-télescope observent si-
multanément plusieurs étoiles dont on veut séparer les contributions. En acous-
tique sous-marine, l’antenne du sonar reçoit simultanément les signaux acous-
tiques émis par plusieurs bâtiments et perturbés par le bruit acoustique am-
biant. En prospection sismique les échos renvoyés par les surfaces de séparation
entre les couches du sous-sol peuvent interférer. Dans un atelier, les vibrations
des différentes machines se confondent. Dans les communications par la parole,
les situations de mélange sont nombreuses. . .

Dans ces divers domaines, on s’intéresse à un objet (étoile, bâtiment, ma-
chine vibrante. . .) qui émet des signaux (optiques, électromagnétiques, acous-
tiques, vibratoires). Après propagation ces signaux sont reçus sur un réseau de
capteurs. A partir des signaux reçus, on veut retrouver les signaux émis par
chacune des sources.

7.1 Modélisation

L’objet de ce paragraphe est de préciser les modèles de mélanges de
sources sur lesquels nous allons travailler. Ces modèles ont été déjà présentés
dans le chapitre 6, mais il parâıt important de les discuter à nouveau dans
le contexte plus général de la séparation de sources. De plus, des remarques
fondamentales sur l’identifiabilité des paramètres des modèles sont effectuées.

7.1.1 Modèle

En séparation de sources, la situation physique est semblable à celle qui a
été présentée au chapitre 6 pour le traitement d’antenne. Les signaux émis, ou
modifiés, par P sources sont reçus sur un réseau de K capteurs. La propagation

233
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entre les sources et les capteurs est représentée par un filtrage à P entrées, les
signaux sources, et K sorties, les signaux reçus sur les capteurs. On admet que
ce filtrage introduit par la propagation est linéaire et stationnaire. Comme nous
l’avons indiqué au chapitre 6, les signaux yi(t) reçus sur les capteurs s’écrivent
en fonction des signaux sp(t) émis par les P sources selon

yi(t) =
P∑

p=1

∫
aip(t− τ) sp(τ) dτ + bi(t), , ∀i = 1, . . . , K. (7.1)

Dans cette relation, aip(t) représente la réponse impulsionnelle du filtre
décrivant la propagation entre la source p et le capteur i (fonction de Green).
Le terme bi(t) désigne un bruit additif, nécessaire dans toute modélisation
réaliste.

Dans le domaine spectral, cette expression devient

Yi(ν) =
P∑

p=1

Aip(ν) Sp(ν) + B(ν), ∀i = 1, . . . , K,

que l’on conviendra d’écrire de manière plus compacte sous la forme

y(ν) = A(ν) s(ν) + b(ν). (7.2)

La matrice A(ν) rassemble toutes les fonctions de transfert entre sources et
capteurs.

Nous distinguerons trois types de situations selon les conditions de pro-
pagation et selon le domaine, temporel ou spectral, dans lequel sont décrits les
signaux.

1. Le mélange instantané : dans la modélisation en temps, si on suppose
que la propagation n’introduit pas de retard, le signal reçu sur le capteur
i s’écrit

yi(t) =
P∑

p=1

aip sp(t) + bi(t).

En rassemblant les poids affectés aux différents trajets entre les sources
et les capteurs dans la matrice A, en introduisant les vecteurs des sources
s(t), du bruit b(t) et des signaux reçus y(t), le mélange instantané s’écrit

y(t) = As(t) + b(t). (7.3)

2. Le mélange spectral est décrit par la relation (7.2).

3. Le mélange convolutif correspond au cas général décrit par l’équation
(7.1).
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Le mélange instantané et le mélange spectral sont formellement iden-
tiques : le mélange y est décrit par un produit matriciel. La différence essen-
tielle entre ces deux modèles vient du fait que dans le mélange instantané, les
signaux sont en général à valeurs réelles, alors que dans le mélange spectral ils
sont à valeurs complexes.

Les algorithmes permettant de séparer le mélange spectral peuvent être
utilisés pour le mélange instantané. L’inverse n’est pas vrai, et certains al-
gorithmes ne s’appliqueront qu’aux mélanges instantanés. En raison de leur
similarité de forme, on convient cependant de rassembler ces deux modèles
sous la dénomination de mélanges simples.

La séparation de mélanges convolutifs est encore un sujet en cours de
développement. Nous présenterons les solutions proposées qui se situent à la
frontière des domaines déjà explorés.

Après avoir rappelé les résultats connus sur la séparation de sources à
l’ordre 2, nous présenterons les techniques faisant appel aux statistiques d’ordre
supérieur pour la séparation de mélanges simples et de mélanges convolutifs.
Auparavant, en nous limitant au modèle simple, intéressons nous à l’identifia-
bilité qui nous conduira à préciser quels sont les paramètres du modèle que
l’on peut déterminer et quels sont les paramètres non accessibles à la mesure.

7.1.2 Identifiabilité

Dans le modèle simple le mélange des sources résulte du produit du vec-
teur des sources s par la matrice A. Cette matrice représente les poids affectés
aux différents trajets dans le mélange instantané, ou les fonctions de transfert
des filtres liant les sources aux capteurs dans le mélange spectral. Le mélange
non bruité s’écrit

m = A s. (7.4)

Ce modèle contient des éléments fondamentalement non identifiables et des
éléments non identifiables seulement à l’ordre 2.

Non-identifiabilité intrinsèque La forme de la relation (7.4) n’est pas
modifiée si on multiplie chaque composante du vecteur des sources s par
une constante, et si l’on divise la colonne correspondante de A par la même
constante.

Dans le mélange instantané, qui met en jeu des variables à valeurs réelles,
cette indétermination porte sur l’amplitude, ou sur la puissance des sources,
qui est donc non identifiable.

Dans le mélange spectral, qui met en jeu des variables à valeurs com-
lexes, la constante multiplicative arbitraire est un nombre complexe qui mo-
difie l’amplitude et la phase des sources. Dans ce cas, l’indétermination porte
sur l’amplitude et sur la phase des sources. L’amplitude (ou la puissance) et la
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phase des sources ne sont donc pas identifiables. Cette indétermination s’ap-
plique pour chaque valeur de la fréquence. Dans le modèle spectral les sources
sont donc définies à un filtrage linéaire stationnaire près.

La connaissance des sources à un filtrage près était a priori prévisible.
Si l’on remplace chaque source par une filtrée d’elle-même, on conserve
l’indépendance des sources qui est l’hypothèse fondamentale permettant de
réaliser la séparation.

Les sources sont connues à un filtrage près, on peut cependant déterminer
l’effet produit par chacune des sources sur chacun des capteurs. La matrice
séparatrice A−, pseudo-inverse de la matrice de mélange A, étant fixée à une
constante multiplicative près on peut toujours imposer à l’un des coefficients
des vecteurs colonnes de la matrice A− d’être égal à 1. Avec cette norma-
lisation, la séparation donne la composante de chaque source sur le capteur
correspondant à la composante unité de la matrice A−. Après séparation on
pourra ainsi reconstituer le signal qu’aurait reçu un capteur si une seule source
avait été présente.

Une autre indétermination intrinsèque au problème est celle de l’ordre des
sources. En effet, on peut permuter deux composantes du vecteur source s sans
modifier le modèle (7.4), pourvu que l’on permute les colonnes correspondantes
de A. Il ne faudra donc pas être surpris de constater, dans les expérimentations,
que les sources estimées n’apparaissent pas dans le même ordre que les sources
originales.

Non-identifiabilité à l’ordre 2 A l’ordre 2, pour un modèle simple, les
techniques classiques utilisent les autocorrélations et les intercorrélations des
observations. Ces grandeurs constituent la matrice de covariance, calculée au
retard nul, pour les mélanges instantanés, et la matrice spectrale pour les
mélanges spectraux.

Normalisons la matrice de mélange A de manière à ce que les sources
aient une puissance unité1. La matrice de covariance des sources est alors la

matrice identité C
s

(1)

(1)
(ν) = Cum[s, s†] = I. La matrice de mélange A s’écrit

(décomposition en valeurs singulières ou SVD)

A = UΛ1/2V †. (7.5)

Dans cette relation, U et V sont des matrices rectangulaires à P colonnes (le
nombre de sources) et à K lignes (le nombre de capteurs), telles que UU † =
I = U †U et V V † = I = V †V . Λ est une matrice diagonale contenant les P
valeurs propres non nulles de AA†.

La matrice de covariance de la partie non bruitée des observations est

C
m

(1)

(1)
= Cum[m,m†] = AC

s

(1)

(1)
A†.

1Ceci n’est pas une contrainte limitative puisque la puissance des sources est arbitraire.
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En tenant compte du fait que la covariance des sources est égale à l’iden-
tité, et en remplaçant A par sa SVD (7.5), l’expression de la covariance des
observations non bruitées devient

C
m

(1)

(1)
= UΛ1/2V V †Λ∗1/2U † = UΛ1/2Λ1/2U † = U Λ U †. (7.6)

La matrice de covariance des observations permet d’estimer les matrices U
et Λ. U est la matrice des vecteurs propres normalisés associés aux valeurs

propres non nulles de la matrice de covariance des observations C
m

(1)

(1)
(ν). Λ

est la matrice diagonale des valeurs propres non nulles de C
m

(1)

(1)
(ν). Ces valeurs

propres sont réelles positives car la matrice de covariance des observations est
hermitienne définie non négative. Les éléments diagonaux de Λ1/2 sont les

racines réelles positives des valeurs propres de C
m

(1)

(1)
(ν).

La matrice V a disparu de la relation (7.6) ; par conséquent, cette matrice
V et donc la matrice de mélange A ne sont pas identifiables à l’ordre 2 en
utilisant seulement la matrice de covariance au retard nul pour le mélange
instantané ou la matrice spectrale pour le mélange spectral. Dans certaines
conditions, on peut réaliser la séparation à l’ordre 2 de mélanges instantanés, en
utilisant les matrices de covariances des observations pour des retards différents
de 0.

7.1.3 Blanchiement spatial à l’ordre 2

En projetant le vecteur des observations y = m + b sur les vecteurs
propres associés aux valeurs propres non nulles de la matrice de covariance
des signaux utiles (les colonnes de U), et en normalisant ces projections, on
obtient le vecteur à P composantes

σ = Λ−1/2U †y def= x + n = V †s + Λ−1/2U †b. (7.7)

Après projection, la matrice de covariance de la partie signal,

C
x

(1)

(1)
= E
[
xx†] = Λ−1/2U †C

m

(1)

(1)
UΛ−1/2 = V †C

s

(1)

(1)
V = V †V = I,

est la matrice identité. L’étude à l’ordre 2 nous permet donc de blanchir2 le
signal en construisant une observation standardisée, formée de composantes
décorrélées et de même puissance.

Le bruit est modifié par la projection. La matrice de covariance du bruit
projeté est en effet

E
[
nn†] = Λ−1/2U † C

b

(1)

(1)
Λ−1/2U.

2Nous utilisons ici le terme blanchiement qui est plus courant en traitement du signal.
En statistique, comme nous l’avons indiqué au chapitre 1, cette opération est dénommée
standardisation.
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Lorsque le bruit affectant les données observées est spatialement blanc, C
b

(1)

(1)
=

PbI, le bruit projeté a pour matrice de covariance C
n

(1)

(1)
= PbΛ−1. Les com-

posantes du bruit projeté conservent la propriété de décorrélation mais elles
n’ont plus la même puissance.

7.2 Séparation de sources à l’ordre 2

Dans ce paragraphe, nous examinons les quelques solutions existant pour
séparer des sources à l’aide ses statistiques d’ordre 2.

7.2.1 Séparation de mélanges instantanés

Plusieurs auteurs (voir [24, 73] par exemple) ont montré que l’on peut
séparer un mélange instantané de sources ayant des spectres différents en uti-

lisant les matrices de covariance C
y

(1)

(1)
(τ) = Cum[y(t),y†(t − τ)] des signaux

observés prises pour différentes valeurs du retard.
Comme dans le paragraphe 7.1.2, nous admettons que les sources ont

une puissance unité et nous écrivons la matrice de mélange sous la forme

A = UΛV †. La matrice de covariance des observations au retard nul C
y

(1)

(1)
(0) =

UΛU † donne les matrice U et Λ. Comme en 7.1.3, on en déduit les observations
blanchies

σ(t) = Λ−1/2U †y(t).

En supposant le bruit temporellement blanc, la matrice de covariance des ob-
servations blanchies est, au retard τ ,

C
σ

(1)

(1)
(τ) = V †C

s

(1)

(1)
(τ)V. (7.8)

La matrice de covariance des sources C
s

(1)

(1)
(τ) au retard τ est diagonale. La

matrice V est donc la matrice unitaire qui diagonalise la matrice de cova-
riance des observations blanchies. La détermination de V permet de terminer
l’identification de la matrice de mélange A et donc de séparer les sources par

s(t) = V σ(t).

Pour que cette méthode de séparation soit applicable, il faut que la diagonalisa-
tion des matrices de covariance pour différents retards apporte des informations
nouvelles par rapport à la diagonalisation de la matrice de covariance au retard
nul. Cette condition est remplie si les fonctions de corrélation ou, ce qui est
équivalent, les densités spectrales des sources, sont différentes. Si les sources
ont des spectres de même forme (égaux à un facteur de proportionalité près) la
séparation n’est pas possible. Dans ce cas, la matrice de covariance des sources
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est égale à la matrice identité I multipliée par la fonction de corrélation des
sources C

s (2)
(τ) – qui est la même pour toutes les sources–. La relation (7.8)

devient

C
σ

(1)

(1)
(τ) = C

s (2)
(τ)V †V = C

s (2)
(τ)I.

La matrice V n’intervient pas, elle n’est donc pas identifiable.

Si les sources ont des spectres différents, mais proches, la séparation à
l’ordre 2 est théoriquement possible. Le résultat sera cependant très sensible
aux erreurs. Une telle méthode de séparation, appliquée à des sources ayant
des spectres voisins, sera très peu précise.

7.2.2 Séparation de mélanges spectraux

L’outil de base utilisé pour la séparation de mélanges spectraux à l’ordre

2 est la matrice spectrale S
y

(1)

(1)
(ν), matrice de covariance des observations

spectrales y(ν). L’utilisation de la matrice spectrale en traitement d’antenne
(chapitre 6) et en séparation de sources est issue des travaux de H. Mermoz
[151].

Comme nous l’avons vu au chapitre 6, le nombre de valeurs propres domi-
nantes de la matrice spectrale permet de déterminer le sous-espace signal. La
dimension du sous-espace signal donne le nombre de sources. La connaissance
du sous-espace signal est évidemment insuffisante pour déterminer les sources
qui sont caractérisées par des vecteurs appartenant à ce sous-espace.

Pour réaliser la séparation de sources à l’ordre 2 on doit disposer de
relations supplémentaires. Il n’existe pas de cadre général pour déterminer ces
relations supplémentaires qui dépendent de chaque cas d’espèce. Comme on
l’a vu au chapitre 6, on peut localiser et séparer des sources avec une antenne
formée d’un réseau de capteurs lorsque la réponse et la position de ces derniers
est parfaitement connue. Si ce n’est pas le cas, il faut recourrir aux statistiques
d’ordre supérieur (cf. section 7.3).

7.2.3 Séparation de mélanges convolutifs

La séparation de mélanges convolutifs en utilisant les statistiques d’ordre
2 est possible lorsque l’information est suffisamment redondante. On parle de
diversité spatiale, temporelle, ou spectrale selon que les informations sont issues
de l’exploration de l’espace, du temps ou du spectre. Des systèmes permettant
la séparation à l’ordre 2 de mélanges convolutifs, que nous ne développerons
pas ici, ont été décrits dans [95]. Notons que ce thème de recherche est un sujet
d’actualité.
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7.3 Séparation de mélanges simples

Les techniques utilisant les statistiques d’ordre 2 ne permettent pas de
résoudre tous les problèmes de séparation de sources. Dans ces situations,
l’utilisation des statistiques d’ordre supérieur à 2 amène des solutions. Ce pa-
ragraphe a pour objet de présenter la philosophie de quelques méthodes, et de
montrer les techniques de séparation.

7.3.1 L’analyse en composantes indépendantes

La séparation à l’ordre 2 est essentiellement fondée sur la décorrélation
des signaux sources. Cette décorrélation est une conséquence de l’indépendance
des sources. Sauf dans le cas de signaux sources gaussiens, l’utilisation de la
décorrélation n’exploite pas complètement l’indépendance qui est une propriété
bien plus forte que la décorrélation. C’est ici qu’apparaissent les statistiques
d’ordre supérieur en séparation de sources. En utilisant des statistiques d’ordre
supérieur à 2, on exploite plus complètement l’indépendance des sources. On
obtient ainsi des critères permettant de réaliser la séparation sans information
supplémentaire. Ceci conduit a un nouveau concept : l’Analyse en Compo-
santes Indépendantes (ACI), introduit par C.Jutten et J. Hérault dans [111],
et développé dans [57]. Cette nouvelle approche vient compléter l’Analyse en
Composantes Principales (ACP), fondée sur la seule décorrélation, qui est une
méthode très utilisée en statistique.

7.3.2 Utilisation de l’indépendance statistique

Plusieurs approches utilisant l’indépendance statistique ont été
développées. Les réseaux neuromimétiques donnent une solution. Les ap-
proches fondées sur les cumulants d’ordre supérieur à 2 utilisent la pro-
priétés d’annulation des cumulants croisés construits sur des composantes
indépendantes (chapitre 1 page 27), que l’on peut utiliser pour séparer des
sources. On peut également s’appuyer sur le principe du maximum de vraisem-
blance qui est la méthode standard en statistique pour résoudre un problème
d’estimation. Enfin, on peut fonder la séparation sur des distances entre lois,
ce qui conduit aux contrastes.

Les réseaux neuromimétiques Une présentation détaillée de cette
méthode peut être trouvée dans [102, 112]. Considérons un mélange instan-
tané de deux sources non bruitées, y(t) = As(t), et cherchons à séparer les
deux sources par le système bouclé décrit sur la figure (7.1). La sortie du
système est r(t) = y(t)−Gr(t), G étant la matrice séparatrice,

G =

(
0 g12

g21 0

)
.
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y (t)1

2y (t) 2r (t)

-g 12

r (t)1
+

+

-g 21

Fig. 7.1 – Système bouclé pour la séparation de deux sources.

La sortie du système bouclé est

r(t) = (I + G)−1y(t) = (I + G)−1As(t). (7.9)

En faisant (I + G)−1A = I on retrouve les sources. Cet exercice d’algèbre
simple montre qu’il existe des solutions. Il ne donne pas de moyen pratique car
on ne connait pas la matrice de mélange A.

Le principe de résolution consiste à appliquer la méthode générale utilisée
dans les systèmes bouclés que nous avons présentée au chapitre 3 : faire évoluer
les coefficients du système, ici g12 et g21, de manière à maximiser ou minimiser
un critère.

Dans le cas plus général d’un mélange de P sources, le principe reste le
même et est fondé sur le système r(t) = y(t) − Gr(t), où la diagonale de la
matrice G ne contient que des zéros. La composante n de la sortie s’écrit alors

rn(t) = annsn(t) +
∑
k *=n

anksk(t)− gnkrk(t),

et au voisinage de la solution rk(t) = akk[sk(t) + δsk(t)] (on admet ici que l’on
retrouve les sources à un facteur d’échelle près, akk qui est non identifiable).
Finalement quand δsk(t)→ 0, on obtient

rn(t) , annsn(t) +
∑
k *=n

(ank − gnkakk)sk(t).

Les sources étant indépendantes, la puissance de la sortie est

E[r2
n(t)] = a2

nnE[s2
n(t)] +

∑
k *=n

(ank − gnkakk)
2E[s2

k(t)].

Cette expression nous indique que pour obtenir une sortie rn(t) proportionnelle
à la source n il faut minimiser la puissance de la sortie. Ceci nous fournit un
critère d’adaptation : on fera varier les coefficients gij de manière à minimiser
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la puissance de la sortie. Après quelques calculs, développés dans [112], on
obtient pour la règle d’adaptation des coefficients de la matrice séparatrice

dgik

dt
= µsi(t)sk(t) ∀i (= k,

où µ est le pas d’adaptation, qui fixe la vitesse de convergence.
Avec cette règle d’adaptation, compte tenu de l’effet de mémoire inhérent

à ces systèmes bouclés, lorsque l’on atteint l’état stationnaire dgik/dt = 0, on
a E[si(t)sk(t)] = 0. Le critère d’adaptation permet donc d’obtenir des sor-
ties décorrélées. Nous avons vu que cette condition n’était pas suffisante pour
séparer les sources. Il y aura donc de nombreux points d’équilibre parasites :
cette solution est donc inacceptable. C’est ici qu’intervient l’apport décisif des
systèmes neuromimétiques. Une propriété générale de ces systèmes indique que
pour résoudre des problèmes de classification, en utilisant des systèmes bouclés,
il est nécessaire d’utiliser une règle d’adaptation non linéaire. Les auteurs de
[103] ont proposé comme règle d’adaptation

dgik

dt
= µf [si(t)]h[sk(t)] ∀i (= k,

les fonctions f et h étant des fonctions non linéaires. Avec ce type de règle la
séparation est possible. Il peut exister selon la forme de f et de h quelques
solutions parasites.

On peut comprendre simplement pourquoi une règle d’adaptation non
linéaire permet la séparation. Quand le régime stationnaire est atteint le
système conduit à E[f{si(t)}h{sk(t)}] = 0. Les fonctions non linéaires f et
h font que cette moyenne est fonction non seulement des moments du se-
cond ordre mais aussi de moments d’ordre supérieur. On a donc une règle
qui annule simultanément des cumulants de divers ordres et utilise donc plus
complètement l’indépendance des sources que ne le fait la décorrélation. Nous
verrons plus loin que ce type de règle est justifié par les résultats de l’étude
selon le maximum de vraisemblance. Cette procédure établit un parallèle avec
les techniques d’ordre 2. La séparation est toujours fondée sur un critère de
décorrélation, mais ici il s’applique à des transformées non linéaires des si-
gnaux. Enfin on retrouve des résultats analogues à ceux que l’on avait ob-
tenus en déconvolution aveugle (chapitre 3). L’identification du filtre inverse
nécessitait la mise en oeuvre de potentiels non quadratiques et donc de règles
d’adaptation non linéaires. L’unification de ces techniques est un chantier
intéressant. . .

Les cumulants croisés et la quadricovariance A partir d’une analyse
heuristique du problème, fondée sur la propriété fondamentale d’annulation
des cumulants croisés, il a été proposé dans [42, 54, 124] des approches fai-
sant explicitement appel à l’annulation des cumulants croisés d’ordre 4. Ces
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approches ont été mises en forme dans [45, 57], et étendent les procédures de
diagonalisation qui s’appliquent habituellement aux statistiques d’ordre 2.

Deux approches principales ont été introduites, fondées sur les matrices
cumulantes (introduites au chapitre 6) et sur la diagonalisation conjointe de
matrices issues des tenseurs cumulants d’ordre 4.

Les cumulants d’ordre 4 du signal blanchi, C
σ

jk

il
= Cum[σi, σ∗

j , σ
∗
k, σl]

forment un tenseur d’ordre 4 dénommé quadricovariance3. Comme nous l’avons
vu au chapitre 6, il est possible d’associer à toute matrice M la matrice cumu-
lante Q(M), dont les composantes sont :

Q(M)j
i =
∑
k

∑
l

C
σ

jk

il
M l

k

On peut faire un rapprochement entre cette définition de la matrice cumulante
et celle des tranches des multicorrélations et des multispectres qui ont été
introduites au chapitre 3.

La relation (7.7) donne les composantes de l’observation blanchie en fonc-
tion du vecteur source

σ = V †s + n.

A partir de cette relation, en tenant compte du fait que les sources sont
indépendantes et en supposant le bruit gaussien, on obtient

Q(M) = V ΨV †,

Ψ étant la matrice diagonale

Ψ = Diag[γ1v
†
1Mv1, . . . , γKv†

KMvK ], (7.10)

où les γi = K
si (4)

sont les kurtosis des sources, et où les vecteurs vi sont les

colonnes de la matrice V †.
Cette relation donne la méthode de séparation : la matrice V est la

matrice diagonalisant une matrice cumulante Q(M). La relation (7.10) nous
montre également, puisque les cumulants de sources gaussiennes sont nuls, que
l’on ne peut séparer les sources que si une au plus est gaussienne. Pour éviter
les ambigüıtés, il faut également que les termes diagonaux de la matrice Ψ
soient différents. Cette condition d’unicité de la solution a été en partie levée
par des amégagements ultérieurs [45].

Lorsque le vecteur source est formé de variables aléatoires à valeurs com-
plexes circulaires, l’expression de la matrice cumulante se simplifie en

Q(M) = E[(σ†Mσ)σσ
†]− C

σ

(1)

(1)
MC

σ

(1)

(1)
− C

σ

(1)

(1)
Trace

[
MC

σ

(1)

(1)

]
,

3Nous considérons ici des signaux à valeurs réelles ou des signaux à valeurs complexes
circulaires.
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et si l’on choisit comme matrice M la matrice identité

Q(I) = E[|σ|2σσ
†]− (K + 1)I.

Dans ce cas, la matrice V est obtenue en diagonalisant la matrice E[|σ|2σσ†].
Dans les techniques de séparation issues de la matrice cumulante, le choix

de la matrice M est arbitraire. Il est bon d’utiliser plusieurs matrices M , la
redondance de l’estimation permettant de diminuer les fluctuations statistiques
de l’estimation de la matrice V .

Quand on utilise plusieurs matrices cumulantes, on doit les diagonaliser
conjointement. Théoriquement, la matrice de diagonalisation conjointe est la
matrice V . Cependant, par suite des erreurs d’estimations, les diverses matrices
cumulantes conduiront à des résultats différents.

La matrice réalisant la diagonalisation conjointe est définie comme suit.
Pour un faisceau de matrices Ml, 1 ≤ l ≤ L, la matrice diagonalisant conjoin-
tement les matrices du faisceau est la matrice V , telle que la norme du vecteur
construit sur les éléments diagonaux de la matrice

∑
l V

†MlV soit maximum.
On trouve dans [45] un moyen permettant d’optimiser le choix des

matrices cumulantes. Les matrices cumulantes doivent être les K2 matrices
propres Pr de la quadricovariance. Ces matrices propres sont telles que4

Q(Pr) = λrPr. (7.11)

Ces résultats conduisent à une méthode pratique de séparation de sources
dénommée JADE (pour “Joint Approximate Diagonalisation of Eigen-
matrices”) que nous présenterons à la section 7.3.3.

Le maximum de vraisemblance La séparation de sources par le maxi-
mum de vraisemblance que nous présentons ici a été développée par [168]. Le
maximum de vraisemblance est une méthode très couramment utilisée en esti-
mation statistique. Soit py|A(y) la densité de probabilité des signaux observés
y, conditionnellement aux paramètres mesurés A. La fonction de vraisem-
blance est la fonction des paramètres à mesurer v(A) = py|A(y). L’estimateur
du maximum de vraisemblance est la valeur des paramètres qui rend maximum
la fonction de vraisemblance. On peut modifier la fonction de vraisemblance
par une application monotone sans changer la valeur des estimateurs (selon le
sens de variation de l’application on retiendra les arguments du maximum ou
du minimum). On prend souvent la log-vraisemblance qui est la moyenne du
logarithme de la fonction de vraisemblance.

Dans un mélange simple, le signal observé est

y = m + b = As + b.

4La définition de la quadricovariance Q(M) montre qu’elle peut être considérée comme
l’application d’un opérateur sur une matrice. L’équation (7.11) est alors une équation aux
“matrices propres” de cet opérateur.
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La densité de probabilité de m conditionnellement à A est

pm|A(m) = ps(A
−1m)|detA|−1 = |detA|−1

K∏
i=1

psi
(eT

i A−1m)

eT
i étant un vecteur dont toutes les composantes sont nulles sauf la composante

i qui est égale à 1.
La densité de probabilité des observations conditionnées par la matrice

A des paramètres à mesurer est, en supposant le bruit indépendant du signal,

py|A(y) =
∫

ps(A
−1u)pb(y− u)|detA|−1du.

Cette relation conduit à la fonction de vraisemblance dans le cas général. Ici,
pour simplifier, nous supposerons le bruit faible, soit pb(y−u) , δ(y−u), ce
qui nous donne pour la log-vraisemblance d’une observation

l1v(A) = log ps(A
−1y) =

∑
i

log
{
psi

(eT
i A−1y)

}
− log |detA|,

La log-vraisemblance de M observations issues d’un bruit temporellement
blanc (suite de vecteurs aléatoires indépendants5) est

lv(A) = Ê[log ps(A
−1y)] =

∑
i

Ê
[
log
{
psi

(eT
i A−1y)

}]
− log |detA|, (7.12)

Ê représentant une moyenne temporelle sur les échantillons de l’observa-
tion. En posant Φi = [log psi

]′ et en notant que dA−1 = −A−1dAA−1 et
que d log |detA| = Tr(A−1dA), Tr représentant la trace, on obtient pour la
différentielle de la log-vraisemblance

dlv(A) =
∑

i

Ê
[
Φi(e

T
i A−1y)eT

i (A−1dA)A−1y
]
− Tr(A−1dA),

ou

dlv(A) =
∑

i

Ê

[∑
l

Φi(e
T
i A−1y)eT

l A−1y∆i,l

]
−∑

i

∆i,i,

avec ∆i,l = (A−1dA)i,l.
L’estimateur du maximum de vraisemblance de A est donc la solution de

Ê
[
Φi(e

T
i A−1y)eT

l A−1y
]

= 0 ∀i (= l,

On montre dans [168], nous ne développerons pas ce point ici, que les termes
diagonaux (i = l) donnent la puissance des sources.

5Cette hypothèse simplificatrice peut être levée.
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Les termes eT
i A−1y sont les estimateurs des vecteurs sources, on peut

les noter ŝi = eT
i A−1y. L’estimateur du maximum de vraisemblance est alors

solution de

Ê [Φi(ŝi)ŝl] = 0 ∀i (= l. (7.13)

Ce résultat donne la forme de la transformation non linéaire qui doit être
appliquée pour résoudre le problème de séparation selon le critère du maximum
de vraisemblance. Il justifie la règle d’adaptation non linéaire utilisée dans les
méthodes de séparation de sources par des systèmes neuromimétiques.

Les conditions (7.13) sont des conditions nécessaires mais non suffisantes.
Elles peuvent donc conduire à des solutions parasites. L’existence de ces solu-
tions parasites dépend de la forme des densités de probabilité des sources. Pour
des sources gaussiennes les fonctions Φi sont linéaires. On aboutit à des condi-
tions de décorrélation qui ne sont pas suffisantes pour réaliser la séparation.

Le point délicat de la méthode du maximum de vraisemblance est la
nécessité de connâıtre la densité de probabilité des sources. En général nous
ne disposerons pas d’une connaissance aussi précise. Pour conserver la philo-
sophie de cette approche tout en relaxant la connaissance précise des lois,
on a représenté dans [83] les densités de probabilité des sources par un
développement de Gram-Charlier limité à l’ordre 4. Dans cette approche les
lois de probabilité sont supposées paires ; les cumulants d’ordre impair sont
donc nuls et le terme d’ordre 4, dans le développement de Gram-Charlier, est
le premier terme non gaussien, nécessaire pour rendre la séparation possible.
Nous n’infligerons pas ce calcul fastidieux à nos lecteurs, il peuvent le trouver
dans la référence citée. Il conduit à l’estimateur du maximum de vraisemblance
approché de la matrice V . Cet estimateur est la valeur V̂MV de V qui maxi-
mise la somme des carrés des cumulants d’ordre 4 standardisés. Ce résultat est
intéressant car nous verrons plus loin qu’il est analogue à celui qui a été ob-
tenu dans les méthodes fondées sur le contraste que nous allons présenter. Ce
résultat est également à rapprocher de la méthode utilisant les matrices cumu-
lantes : la diagonalisation de ces matrices est une manière de rendre maximum
les termes diagonaux qui sont les autocumulants standardisés.

Les contrastes La séparation de sources est basée sur une hypothèse fon-
damentale : l’indépendance statistique des signaux émis par les sources. Il
parait naturel d’introduire un critère permettant de mesurer l’indépendance
statistique d’un ensemble de variables aléatoires. On pourra alors fonder les
méthodes de séparation sur la maximisation de ce critère. Cette approche
conduit aux contrastes, tels qu’ils ont été introduits dans [57].

Considérons un vecteur aléatoire x dont la densité de probabilité est px.
Le but de l’opération est de trouver une transformation qui rende les composan-
tes de ce vecteur indépendantes. Or, on a vu au paragraphe 7.1.2 que certains
paramètres sont intrinsèquement non identifiables ; l’amplitude des sources est



7.3. SÉPARATION DE MÉLANGES SIMPLES 247

non identifiable et les sources sont déterminées à une permutation près. Il est
donc logique que le contraste soit invariant par changement d’échelle et par
permutation des composantes. Pour constituer un critère d’indépendance sta-
tistique, le contraste doit être extrêmal lorsque les composantes du vecteur x
sont indépendantes.

On appelle contraste une application Ψ(px) de l’ensemble des densités de
probabilité sur l’ensemble des nombres réels qui vérifie les propriétés suivantes :

1. Ψ(pP x) = Ψ(px), P x étant une permutation quelconque des composantes
de x,

2. Ψ(pDx) = Ψ(px), D étant une matrice diagonale inversible quelconque,

3. si x est un vecteur à composantes indépendantes et A une matrice inver-
sible, alors Ψ(pAx) ≤ Ψ(px), ∀A.

4. si Ψ(pAx) = Ψ(px), alors A = D P , où D est diagonale et P une permu-
tation.

Un certain nombre de contrastes sont proposés dans [57], en se plaçant après
blanchiement spatial. L’opposé de l’information mutuelle Ψ∞(px) = −I(px),
définie au chapitre 1, est un contraste sur l’ensemble des vecteurs aléatoires
ayant au plus une composante gaussienne. On peut interpréter ce contraste
sous la forme Ψ∞(px) = −I(pxg) − J(px) +

∑
i J(pxi

) donnée au chapitre 1.
Rappelons que J désigne la néguentropie. Le terme I(pxg) est maximisé par
le blanchiement. Le terme Ψ(px) = −J(px) +

∑
i J(pxi

) ne dépend que des
statistiques d’ordre supérieur à 2. Sa maximisation correspond donc à la se-
conde étape de la séparation. En utilisant un développement d’Edgeworth de
la densité de probabilité (voir le chapitre 1), on montre que

Ψ(px) =
1

48

∑
p

(
K

x

pp

pp

)2
.

Le contraste Ψ approche Ψ∞. On retrouve le critère donné par le maximum
de vraisemblance approché.

Cette approche de la séparation de sources est analogue à celle que nous
avons décrite au chapitre 3 pour la déconvolution aveugle. Dans cette situa-
tion le critère utilisé était la distance à la loi gaussienne, développé par [65].
On applique ici les mêmes principes en introduisant une mesure de la dis-
tance à l’indépendance. Ces deux approches se rejoignent dans la définition de
contrastes étendus pour la déconvolution aveugle multivariable [58].

En guise de conclusion provisoire En terminant ce panorama des prin-
cipes sur lesquels reposent les méthodes de séparation de sources on voit ap-
parâıtre, au-delà de la diversité des approches possibles, une profonde unité.
Le principe de séparation est dans tous les cas l’indépendance statistique des
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sources.Mais les cheminements sont différents : règle d’adaptation non linéaire,
annulation des cumulants, diagonalisation de la quadricovariance, maximum
de vraisemblance, contraste. Chaque approche apporte ses contributions origi-
nales mais il est agréable de constater qu’elles se retrouvent dans la formulation
de la solution par la maximisation de la somme des carrés des autocumulants
du signal blanchi. Cette maximisation de la somme des carrés des autocumu-
lants, appliquée aux cumulants standardisés, est équivalente à la minimisation
de la somme des carrés des cumulants croisés, qui s’annule pour des variables
indépendantes.

Nous avons présenté la trame des différentes approches en citant les ar-
ticles de référence dans lesquels les lecteurs soucieux d’approfondissment trou-
veront le développement des résultats annoncés ici. Voyons maintenant les
techniques mettant en œuvre ces approches.

7.3.3 Les systèmes de séparation

Les algorithmes développés pour la séparation de sources ont pour objec-
tif de construire le séparateur qui est un système linéaire donnant en sortie des
signaux proportionnels aux sources. Deux familles de méthodes ont été utilisées
pour construire le séparateur–figure (7.2)–. Dans les méthodes directes, dites
aussi hors ligne, un système annexe détermine les paramètres du séparateur
à partir des signaux observés ; c’est une approche par blocs. Les systèmes
en ligne, ou en boucle, utilisent la rétroaction. Un critère issu des signaux de
sortie fournit la règle d’adaptation des paramètres du séparateur. Les systèmes
adaptatifs et les réseaux neuromimétiques rentrent dans cette catégorie.

Nous allons décrire les principaux systèmes proposés en commençant par
le cas simple de la séparation de deux sources qui permet de bien appréhender
la structure des différents systèmes. Nous illustrerons ensuite ces techniques
sur des exemples simulés et réels.

Une question importante se pose d’entrée de jeu aux concepteurs de
systèmes. Nous avons vu qu’une partie de la séparation peut-être faite à l’ordre
2 par des techniques classiques déjà bien développées, parfois en ayant recours
à des informations a priori. On peut donc construire des systèmes à deux
étages enchâınant le blanchiement, réalisé à l’ordre 2, et la séparation finale,
utilisant des statistiques d’ordre supérieur à 2. On peut aussi concevoir un
système global. Notre choix se porte plutôt vers les systèmes découplant les
deux étapes de traitement, parce qu’ils ont déjà fait leurs preuves. Un argu-
ment qui nous semble important est le fait qu’après blanchiement, les signaux
sont normalisés (standardisés), ce qui permet d’éviter un certain nombre de
problèmes numériques qui pourraient résulter (entre autres) de l’élévation des
données à la puissance 4 ; ceci est surtout sensible lorsque les signaux ont des
amplitudes très différentes.



7.3. SÉPARATION DE MÉLANGES SIMPLES 249

mélanges(t) y(t) r(t)
sources signaux
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estimées
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calcul du
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mélanges(t) y(t) r(t)
sources signaux

observés
sources
estimées

séparateur

adaptation

SYSTEME DIRECT

SYSTEME BOUCLE

Fig. 7.2 – Les systèmes directs et les systèmes en boucle pour la séparation de
sources

Systèmes directs pour la séparation de deux sources Le blanchisseur
a ici pour fonction de réaliser la projection des signaux sur les vecteurs propres
de la matrice de covariance des observations et de normaliser la puissance des
deux signaux projetés. La matrice de covariance des observations est, dans le
cas de deux capteurs, une matrice 2× 2. On peut alors diagonaliser la matrice
de covariance en utilisant des expressions analytiques.

Quelques remarques doivent être faites. On utilise souvent plus de deux
capteurs, tout en restant dans le cas de deux sources. Dans cette situation on
fait appel pour la diagonalisation de la matrice de covariance des observations
aux techniques classiques de diagonalisation (notamment la SVD). Les vecteurs
propres sur lesquels on doit projeter les observations correspondent aux valeurs
propres les plus grandes. Ici apparait le rôle du bruit. Il n’est pas toujours très
réaliste de supposer le bruit négligeable. Il existe toujours des parasites, ne
seraient-ce que les bruits des capteurs. La méthode de blanchiement à l’ordre
2 n’est pas mise en défaut si le bruit est spatialement blanc, c’est-à-dire si ses
composantes sont décorrélées et de même puissance. Si cette condition n’est
pas réalisée on doit préalablement blanchir le bruit. Il existe des méthodes
prenant en compte un bruit non blanc [31]. Notons enfin que la projection
d’un signal reçu (sur un grand nombre de capteurs) sur les deux vecteurs
propres dominants réalise une réduction de bruit [91].

Après blanchiement spatial, on dispose d’un signal à deux composantes
σ = V †s + n. Si le bruit résiduel est gaussien il ne pose théoriquement pas
de problème car il ne contribue pas aux cumulants d’ordre supérieur à 2. Il
limite cependant les performances car il intervient sur les valeurs estimées des
cumulants.
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La séparation à un ordre supérieur revient à la détermination de la ma-
trice unitaire 2× 2, V †. La forme de cette matrice est très simple dans le cas
de deux sources.

Pour un mélange instantané réel, la matrice V † est une matrice de rota-
tion de la forme

V † =

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
caractérisée par un seul paramètre, l’angle θ.

Pour un mélange spectral, la matrice V † est unitaire, et peut s’écrire

V † =

(
cos θ sin θ

− sin θeχ cos θeχ

)
ou bien V † =

(
cos θ sin θ eϕ

− sin θ eϕ cos θ

)

Elle est alors caractérisée par deux paramètres réels, l’angle θ et la phase, χ
ou ϕ.

Rappelons que la séparation est fondée sur la minimisation d’un critère.
La séparation consiste donc à trouver la valeur de l’angle, et de la phase dans
le cas complexe, qui optimisent le critère. Il existe pour cela des méthodes
algébriques, qui donnent directement la solution, et des méthodes de recherche
exhaustive dans lesquelles on recherche numériquement la valeur du, ou des
paramètres, optimisant le critère. Ces deux approches ont été appliquées.

Une question se pose également quant à l’ordre des statistiques que l’on
doit considérer. La réponse actuelle est essentiellement heuristique. Comme en
général les propriétés des estimateurs des cumulants se dégradent quand l’ordre
augmente (voir le chapitre 1), on est conduit à se limiter à l’ordre le plus bas
nécessaire. On retient en général l’ordre 4 car, dans la plupart des situations,
les signaux ont des densités symétriques et donc des cumulants d’ordre 3 nuls.
Cette règle n’est évidemment pas absolue et dans certains cas on pourra se
limiter à l’ordre 3.

Pour le mélange instantané réel, et s’il n’y a pas de bruit, on peut obtenir
l’angle θ en annulant les cumulants croisés d’ordre 4. On obtient [54]

tan 2θ =
2Cum[σ1, σ1, σ2, σ2]

Cum[σ1, σ2, σ2, σ2]− Cum[σ1, σ1, σ1, σ2]
=

2κ
σ 1122

κ
σ 1222

− κ
σ 1112

. (7.14)

Un certain nombre d’aménagements peuvent être réalisés, si le calcul du rap-
port ci-dessus est mal conditionné [55].

Pour le mélange spectral, il faut tenir compte de la circularité. Ce mélange
est issu d’une transformation de Fourier et nous avons montré au chapitre 2
que les composantes spectrales prises à une même fréquence sont des variables
aléatoires complexes circulaires6. On ne doit donc faire intervenir que les cumu-
lants ayant autant de composantes complexes conjuguées que de composantes

6Les variables complexes ne sont pas toujours circulaires. Par exemple, les signaux de
communications numériques sont représentés en bande de base par des variables complexes
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non conjuguées. Les autres cumulants, qui sont théoriquement nuls, auraient
pour seul effet de détériorer les performances de l’estimation par suite des
erreurs d’estimations.

La matrice V est caractérisée par les 2 angles θ et χ. On obtient facilement
les relations suivantes entre les cumulants de l’observation blanchie, σ et les
angles θ et χ

κ
σ

12

12
= cos2 θ sin2 θ(γ1 + γ2)

κ
σ

22

11
= cos2 θ sin2 θ(γ1 + γ2)e

−2χ

κ
σ

12

11
= cos θ sin θ(− cos2 θγ1 + sin2 θγ2)e

−χ

κ
σ

12

22
= cos θ sin θ(− sin2 θγ1 + cos2 θγ2)e

−χ

γ1 et γ2 étant les cumulants standardisés des sources, et où rappelons que
κ
σ

kl

ij
= Cum[σi, σj, σ∗

k, σ
∗
l ].

χ est donné par les phases de κ
σ

22

11
, κ

σ

12

11
ou κ

σ

12

22
. On peut moyenner

ces différentes estimations de χ. θ est donné par

tan(2θ) =
2κ

σ

12

12
e−χ

κ
σ

12

22
− κ

σ

12

11

. (7.15)

Dans le cas de signaux à valeurs réelles, χ = 0, on retrouve la relation (7.14).

Dans les méthodes de recherche exhaustive on calcule le critère en fonc-
tion du ou des paramètres et on détermine les valeurs des paramètres qui
maximisent le critère. On peut utiliser comme critère la somme des carrés
des cumulants croisés d’ordre 4 pour des mélanges instantanés ou pour des
mélanges spectraux [82, 122]. Il existe souvent des solutions algébriques expli-
cites à ces problèmes d’optimisation [57].

La méthode JADE, reposant sur la diagonalisation de la matrice de co-
variance, développées par Cardoso [45] est également applicable dans ce cas.

Systèmes directs pour la séparation de plus de deux sources La
séparation de plus de deux sources est une généralisation de la situation
précédente. On retrouve les mêmes principes de résolution. L’algorithme pro-
posé dans [57] procède en deux étapes : blanchiement, suivi de la séparation
à un ordre supérieur sous contrainte de blancheur. La premières étape est
classique : elle utilise la décomposition en valeurs singulières de la matrice de
covariance des données. Dans la seconde étape on contraint la matrice V à être
unitaire en la représentant par des matrices de Givens.

non circulaires pour un certain nombre de modulations très courantes. Le cas des N -PSK
est traité dans le chapitre 1, et leur non circularité est utilisée dans une application en
commucation dans le chapitre 4.



252 CHAPITRE 7. SÉPARATION DE SOURCES

La matrice unitaire V , de dimension K, peut se décomposer (voir par
exemple [93]) en un produit de N = K(K − 1)/2 matrices de rotations à 2
dimensions. Ces matrices composantes, de la forme

R(θn) =



1 0 · · · 0 0 · · · 0 0
0 1
...

. . .
...

...
...

0 cos θn sin θn 0
0 − sin θn cos θn 0
...

...
...

. . .
...

1 0
0 0 · · · 0 0 · · · 0 1


,

sont appelées matrices de Givens. On peut donc écrire

V = R(θN ) . . .R(θ1)

La détermination de V revient à la détermination des N angles de rotation de
Givens, θn. Il est montré dans [57] que les tangentes de ces angles de Givens
sont les racines d’un polynôme de degré K. Ce résultat généralise le cas de deux
sources dans lequel on a donné avec (7.14) une expression explicite de tan 2θ.
Cette procédure donne donc une technique directe de séparation d’un nombre
quelconque de sources dont la seule difficulté est la recherche des racines d’un
polynôme. On connait des solutions analytiques jusqu’à l’ordre 5, au delà il
faut faire appel à une résolution numérique.

L’algorithme présenté dans [45], dénommé JADE (Joint Approximate
Diagonalization of Eigen-matrices) procède en quatres étapes.

– Dans la première étape on estime la matrice Ŵ = Λ̂−1/2Û qui dia-
gonalise l’estimée de la matrice de covariance des signaux observés,

C
y

(1)

(1)
.

– On en déduit la quadricovariance C
σ̂

(2)

(2)
de l’estimée du signal blanchi

σ̂ = Ŵy et l’on calcule les matrices propres, Pr de la quadricovariance
associées aux valeurs propres les plus élevées.

– On détermine la matrice unitaitre V̂ diagonalisant conjointement les
matrices propres Pr.

– Finalement, on estime les sources par ŝ = V̂ σ̂.
Dans l’article [45] les auteurs préconisent, pour la diagonalisation conjointe
des matrices propres, la méthode de Jacobi, présentée dans [93], fondée sur les
matrices de rotation de Givens.

Systèmes bouclés Le principe de ces systèmes est donné sur la figure (7.2).
Le mélange observé y(t) est transformé par la matrice séparatrice G donnant
la sortie Gy(t) formée de composantes proportionnelles aux sources s(t). La
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y (t)1

2y (t) 2r (t)

-g 12

r (t)1
+

+

-g 21

Fig. 7.3 – Système bouclé pour la séparation de deux sources

matrice G est obtenue récursivement en optimisant un critère v(r) calculé à
partir de la sortie r. Les composantes g(t) de la matrice de sortie obéissent à
la règle d’adaptation

g(t) = g(t− 1) + µ
∂v{r(t− 1)}

∂g(t− 1)
.

Différentes structures ont été proposées. On peut implanter directement
le système adaptatif optimisant le critère. On peut aussi tirer partie du fait que
le traitement peut se décomposer en deux étapes. La première étape réalise le
blanchiement (à l’ordre 2), qui consiste à normaliser la puissance des compo-
santes de l’observation et à les décorréler. La seconde étape est la séparation
par des critères d’ordre supérieur à 2 sous la contrainte de blancheur. L’étape de
blanchiement met en jeu des opérateurs classiques de décorrélation et de nor-
malisation. Dans l’étape de séparation finale on respecte la contrainte de blan-
cheur en imposant à la matrice de séparation d’être unitaire. Les matrices de
Givens donnent une solution. Les algorithmes proposés utilisent les différentes
approches possibles. Nous pensons que les algorithmes en deux étapes garan-
tissent une meilleure stabilité numérique en opérant sur des données norma-
lisées.

Un élément important, dans la conception de ces systèmes bouclés, est le
critère. Comme nous l’avons vu au paragraphe 7.3.2, on peut utiliser différents
critères qui sont dans un certain sens équivalents. Les systèmes fondés sur
une caratérisation simple de l’indépendance utilisent l’annulation des cumu-
lants croisés ou la minimisation de la somme des autocumulants. En général,
comme les sources ont souvent des densités de probabilité paires, on utilise
des cumulants d’ordre 4. On peut aussi s’appuyer sur le principe du maximum
de vraisemblance qui conduit à des règles d’adaptatation non linéaires. Les
contrastes donnent directement des critères d’adaptation.

Précisons les choses en donnant quelques solutions proposées. Pour sim-
plifier la présentation nous nous limitons à la séparation de deux sources.
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Le système proposé par Hérault et Jutten [112], schématisé sur la figure
(7.3), s’écrit

r(t) = y(t− 1) + G(t− 1)r(t− 1),

avec gii = 0. Pour l’adaptation des coefficients non diagonaux, on doit utiliser
des fonctions non linéaires des sorties. La règle d’adaptation utilisée dans les
illustrations présentées au paragraphe 7.3.5 est

dgij(t)

dt
= gij(t) + µ

r3
i (t− 1)rj(t− 1)

E[r4
i (t− 1)]

pour i, j = 1, 2 et i (= j.

Cette règle d’adaptation conduit, à l’équilibre, à l’annulation des cumulants
κ

r 1222
et κ

r 1112
. On normalise par la puissance 4 pour éviter les problèmes

numériques car on n’a pas préalablement blanchi les signaux. Le calcul de
cette puissance d’ordre 4 se fait également de façon récursive. Finalement,
l’algorithme global dépend alors de deux constantes de temps : une régissant
l’estimation du moment d’ordre 4 et l’autre régissant le calcul des gkl.

Notons enfin que cette règle d’adaptation peut conduire à des solutions
parasites car l’annulation de κ

r 1222
et κ

r 1112
est une condition nécessaire mais

non suffisante. Si on blanchit les observations avant d’appliquer cet algorithme
de séparation, la convergence est plus rapide. Ce blanchiement peut être fait
de manière adaptative [53].

E. Moreau et O. Macchi dans [154] procèdent en deux étapes. La première
étape réalise le blanchiement, la seconde complète la séparation. La règle
d’adaptation est fondée sur des contrastes. Les auteurs montrent que

Jα,β = α
∑

i

E[r4
i ]−

β

2

∑
i*=j

E[r2
i r

2
j ],

α et β étant des paramètres, est un contraste si les sources ont des cumulants
de même signe. La forme de ce contraste est intéressante car elle conduit à une
expression simple de la dérivée du contraste par rapport aux paramètres de
la matrice séparatrice. Ils proposent ensuite un système direct de séparation
estimant les termes de la matrice de séparation sous la contrainte de blancheur.
Ils donnent également un système adaptant les angles des matrices de Givens.
Pour deux sources, la matrice de Givens est une simple matrice de rotation
dont l’angle θ est adapté selon l’équation

θ(t) = θ(t− 1)− µr1(t− 1)r2(t− 1)[r2
1(t− 1)− r2

2(t− 1)].

Une solution très élégante, valable pour un nombre quelconque de
sources, est donnée par J.F. Cardoso et B. Laheld dans [47]. La sortie r(t)
du système séparateur est reliée à l’entrée y(t) de ce système par la matrice de
séparation G(t), fonction de t dans un système adaptatif. La règle d’adaptation
de la matrice séparatrice s’écrit de manière générale,

G(t) = G(t− 1)− µF [r(t− 1)]G(t− 1).
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La définition du système de traitement est contenue dans la forme de la fonction
matricielle des sorties F [r(t)]. Les auteurs proposent la forme de F [r(t)] en
s’appuyant sur la notion de contraste, sur la décomposition du traitement en
deux étapes et sur la notion générale d’équivariance.

Un critère d’adaptation v(r) est équivariant si, pour toute matrice inver-
sible M , on a la relation

v(Mr) = Mv(r).

Cette propriété introduite dans [110] conduit à des systèmes adaptatifs de
séparation dont les performances sont indépendantes de la matrice de mélange.
Cette robustesse du traitement homogéné̈ıse les propriétés des systèmes de
séparation.

En développant ces deux principes, on montre dans [47] que la forme
générale de la matrice d’adaptation est

F [r] = rrT − I + h(r)rT − rh(r)T .

Ecrivons la matrice d’adaptation F = FS + FAS, FS = rrT − I étant la partie
symétrique et FAS = h(r)rT − rh(r)T la partie antisymétrique . La partie
symétrique, quadratique en fonction des sorties, assure le blanchiement (ordre
2). Dans la partie antisymétrique, h est une fonction non linéaire. Cette partie
antisymétrique assure la séparation à un ordre supérieur à 2. En effet, quand
la convergence est atteinte,

– E[FS] = 0 conduisant à : E[rrT ] = I, réalisant ainsi le blanchiement,
– E[FAS] = 0 donnant la condition d’annulation des cumulants d’ordre

supérieur à 2 : E[h(r)rT − rh(r)T ] = 0, grâce à la fonction non linéaire
h.

7.3.4 Les performances

Les performances des systèmes de séparation dépendent de la méthode
utilisée. Des résultats ont été obtenus mais nous pensons que ce sujet mérite
encore de retenir l’attention.

Dans le modèle de mélange présenté au paragraphe 7.1, les signaux ob-
servés y sont obtenus en ajoutant du bruit b à une transformée linéaire des
sources s par la matrice de mélange A

y = As + b.

Le résultat de la séparation est influencé par les erreurs commises sur l’estima-
tion de la matrice de mélange et par les perturbations apportées par le bruit
additif. Peu de résultats existent quant à l’effet du bruit. Pour étudier l’effet
des erreurs d’estimation de la matrice de mélange on suppose le bruit faible
et, dans une première approche, on néglige son effet.

Envisageons successivement, les méthodes directes et les méthodes en
boucle.
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Performances des méthodes directes Les méthodes directes procèdent
en deux étapes. Le traitement à l’ordre 2, conduisant au blanchiement, est suivi
d’un traitement utilisant des statistiques d’ordre supérieur pour compléter la
séparation. Les performances du blanchiement ont été étudiées, notamment par
[127] et [190], dans le cadre des techniques classiques de traitement d’antenne.
Présentons les résultats actuels sur les performances de la seconde étape qui est
la partie du traitement mettant en œuvre des statistiques d’ordre supérieur.

Dans la séparation d’un mélange instantané de 2 sources la seconde étape
du traitement nécessite l’estimation de l’angle θ qui caractérise la matrice
de rotation V (voir le paragraphe 7.3.3). Les travaux de [100] donnent une
analyse du biais et de la variance de l’estimateur de θ. L’estimateur n’est pas
biaisé. Cette propriété est valide pour tous les critères d’estimation proposés
indépendamment de la forme précise de la densité de probabilité des sources,
pourvu qu’elles ne soient pas toutes les deux gaussiennes. Une démonstration
géométrique est donnée. L’idée de base est que la valeur de l’angle θ ne dépend
pas de la forme précise de la densité de probabilité des sources mais seulement
des axes de symétrie de la loi conjointe des deux sources. Tous les critères
respectant cette symétrie sont donc, en moyenne, équivalents. Pour la variance
de l’estimateur, dans le cas de sources i.i.d. observées sur N échantillons, la
borne de Cramer-Rao de l’estimateur de θ donne

V ar(θ) ≥ 6

N(γ2
1 + γ2

2)
,

γ1 et γ2 étant les kurtosis des deux sources. Ce résultat retrouve le fait que la
séparation n’est pas possible si les deux sources sont gaussiennes.

Dans [44] et [46], une étude générale des performances est donnée. En
appellant Â− la matrice pseudo-inverse de la matrice de mélange estimée, le
résultat de la séparation est

ŝ = Â−Ax + Â−b.

Les perturbations issues des erreurs d’estimation de la matrice de mélange
sont décrites par la distance de la matrice Â−A à la matrice identité7. Les
auteurs établissent une propriété importante. En présence de bruit faible les
performances de la séparation sont indépendantes de la forme précise de la
matrice de mélange. Elles ne dépendent que de le loi de probabilité des sources.
Ce résultat est issu de la propriété d’équivariance8 des critères de séparation.

La qualité de la séparation est caractérisée par la diaphonie ou, selon
la terminologie utilisée en télécommunications, par les interférences intersym-
boles. En première approximation les termes diagonaux de la matrice Â−A

7On admet ici qu’il n’y a pas eu de permutation des sources : on pourrait en tenir compte
ce qui compliquerait inutilement la présentation.

8On rappelle qu’un critère v(ŷ) est équivariant si v(M̂y) = Mv(ŷ) pour toute matrice
M inversible.
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sont égaux à 1. La diaphonie est alors chiffrée par la valeur des termes non
diagonaux de la matrice Â−A. La composante Pp,q de la matrice Â−A décrit
la pollution de la source estimée p par la source q. Les auteurs donnent des
bornes inférieures pour ces termes de diaphonie. Contentons nous du résultat
asymptotique, pour des sources i.i.d

lim
N→∞

Pp,q =
1

4N
, (7.16)

N étant le nombre d’échantillons observés.
Pour compléter ces études, on pourra trouver dans [49] une analyse as-

sez exhaustive de certaines performances obtenues à partir d’expérimentations
informatiques.

Performances des méthodes en boucle On a vu au paragraphe 7.3.3 que
la forme générale de la règle d’adaptation des composantes g(n) de la matrice
séparatrice est

g(t) = g(t− 1) + µ
∂v{r(t− 1)}

∂g(t− 1)
,

r(t− 1) étant la valeur de la règle d’adaptation et µ le pas d’adaptation.
Les propriétés des méthodes en boucle sont données par les points

d’équilibre et par la vitesse de convergence. Les points d’équilibre stables
sont les solutions vers lesquelles l’algorithme converge asymptotiquement. Ils
dépendent de la règle d’adaptation. Une bonne règle d’adaptation admet
comme points d’équilibre stables les solutions acceptables. La vitesse de conver-
gence est commandée par le pas d’adaptation. De manière générale un pas
d’adaptation faible conduit à de bonnes performances asymptotiques mais à
une convergence lente et vice-versa. Il est possible, nous ne développerons pas
ce point, de faire diminuer le pas d’adaptation quand on approche de l’équilibre
de manière à diminuer les fluctuations au voisinage du point d’équilibre9.

Comme le montrent [47] et [76], pour que les points d’équilibre stables
soient des solutions acceptables, il faut qu’une des sources, au plus, soit gaus-
sienne, que les kurtosis des sources soient négatifs et que la règle d’adaptation
soit non linéaire. Deux de ces règles étaient déjà apparues. La condition impo-
sant une valeur négative des kurtosis est un critère supplémentaire qui restreint
le domaine d’application de ces méthodes.

Quant à la variance asymptotique, on montre dans [44] que le taux de
diaphonie asymptotique vérifie

lim
N→∞

Pp,q ≥ µ

4
.

Cette relation est semblable au résultat donné par (7.16), µ étant, dans un
certain sens, l’inverse du temps d’intégration.

9Rappelons l’image du randonneur développée au chapitre 3.
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Fig. 7.4 – Séparation d’une sinusoide et d’une dent de scie par une méthode
directe de séparation.

7.3.5 Illustrations

Pour illustrer les techniques de séparation de sources nous donnons des
exemples de séparation par les méthodes directes et par les méthodes adapta-
tives.

Méthodes directes Nous nous sommes limités à la séparation d’un mélange
instantané de deux sources ayant des densités de probabilité paires. L’étape
finale de séparation est réalisée en déterminant la rotation θ selon la relation
(7.14).

Sur les figures suivantes, les planches (s1) et (s2) montrent les deux
sources, les planches (y1) et (y2) les signaux observés, les planches (σ1) et
(σ2) les signaux blanchis (traitement à l’ordre 2) et les planches (r1) et (r2) les
sources reconstituées.

L’exemple de la figure (7.4) est un cas schématique dans lequel nous cher-
chons à séparer deux signaux simples : une sinusoide pure et un signal en dent
de scie. Bien que ces signaux déterministes soient assez peu respectueux des
hypothèses qui s’appuyaient sur la notion d’indépendance au sens statistique,
on constate que la séparation se fait bien (voir la discussion sur l’indépendance
de signaux déterministes au paragraphe 6.1.2).

Le deuxième exemple, présenté figure (7.5), correspond à une situation
rencontrée en prospection sismique. La première source est un signal aléatoire
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Fig. 7.5 – Séparation d’un signal impulsif et d’un bruit gaussien par une
méthode directe de séparation.

formé d’une suite d’impulsions éparses. Elle représente la réflectivité du sous-
sol que l’on cherche à déterminer. La seconde source est un signal gaussien
qui représente le bruit. Nous disposons de deux observations du mélange. On
constate sur la figure (7.5) la possibilité de séparation de ces types de signaux.

Le troisième exemple décrit les possibilités de la séparation de sources en
réduction de bruit (voir la discussion au chapitre 5, paragraphe 5.4). H. Mermoz
[151] a montré que la réduction de bruit est possible à l’ordre 2 lorsque l’on
possède un signal uniquement lié au bruit, dénommé la référence bruit seul.
Dans cette technique, on identifie le filtre permettant de reconstruire le bruit
polluant le signal à partir de la référence bruit seul. On retranche ensuite, au
signal bruité, le bruit identifié à partir de la référence bruit seul. H. Mermoz a
montré que cette technique de réduction de bruit devenait inefficace, et même
nocive, lorsque la référence bruit seul contient une contribution, même faible,
du signal. En reprenant ce problème sous l’angle de la séparation de sources
on peut s’affranchir de la nécessité de disposer d’une référence bruit seul. Dans
la figure (7.6), le signal, source 1, est formé de créneaux et le bruit, source 2,
est gaussien. Les signaux observés sont un mélange de signal et de bruit. La
mise en oeuvre de la technique de séparation permet de retrouver le signal et
le bruit et donc de réaliser une réduction de bruit sans disposer d’une référence
bruit seul.
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Fig. 7.6 – Réduction de bruit sur un signal carré par une méthode directe de
séparation.

Méthodes adaptatives Sur les planches présentées, on fait figurer les
sources (s1 et s2), les signaux observés (y1 et y2) et les sources reconstituées (r1

et r2) ; pour les techniques fonctionnant en deux étapes, les signaux blanchis
apparaissent sur les planches (σ1) et (σ2).

Nous présentons tout d’abord, figure (7.7), la séparation d’un signal formé
de créneaux et d’un bruit par la méthode des réseaux neuromimétiques. Il s’agit
d’identifier les coefficients g12 et g21 du séparateur. On utilise la règle d’adap-
tation dgij(t)/dt = gij(t) + µr3

i (t − 1)rj(t − 1)/E[r4
i (t − 1)], donnée en 7.3.3.

Cette méthode conduit directement à l’estimation des sources. Les panneaux
g12 et g21 donnent l’évolution des coefficients du séparateur. La convergence
est atteinte dans ce cas en environ 1000 échantillons. On constate qu’après
convergence les coefficients du séparateur continuent à fluctuer.

La figure (7.8) donne la séparation du même mélange par une méthode
adaptative procédant en deux étapes. La première étape réalise la décorrélation
par une orthogonalisation de Gram-Schmidt, suivie d’une normalisation des
deux signaux décorrélés. L’étape finale prend l’annulation de la somme des
carrés des cumulants croisés d’ordre 4 comme règle d’adaptation pour estimer
la rotation θ. La figure (7.9) montre l’évolution de l’angle θ au cours du temps.

Pour terminer nous donnons sur la figure (7.10) la séparation de deux
signaux non stationnaires par l’algorithme de Hérault et Jutten présenté au
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Fig. 7.7 – Réduction de bruit par un système neuromimétique de Jutten et
Hérault.
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Fig. 7.8 – Réduction de bruit par un système adaptatif procédant en
deux étapes : blanchiement à l’ordre 2 et utilisation des statistiques d’ordre
supérieur.
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Fig. 7.9 – Evolution de l’angle obtenus par l’algorithme adaptatif de séparation
procédant en deux étapes.

paragraphe 7.3.3. Les signaux séparés sont des signaux de parole10. Ce cas
difficile illustre les possibilités des systèmes adaptatifs.

7.4 Séparation de mélanges convolutifs

Le cas le plus général de mélange linéaire correspond au mélange convo-
lutif que nous avons présenté au paragraphe 7.1.1. L’étude des systèmes per-
mettant de séparer des mélanges convolutifs est encore un sujet en voie de
développement. Nous allons présenter les solutions actuellement proposées
en nous limitant à la séparation de deux sources. Les résultats que nous
développons ici sont issus des travaux de D. Yellin et E. Weinstein [203] et
de H.L. Nguyen Thi et C. Jutten [160].

7.4.1 Le modèle convolutif

Comme cela est fait dans les articles qui nous servent de référence, le bruit
est supposé négligeable et nous n’en tenons pas compte. La relation entre les
sources s et les signaux observés y est,

y1(t) = s1(t) +
∫

a12(t− τ)s2(τ)dτ,

y2(t) = s2(t) +
∫

a21(t− τ)s1(τ)dτ.

Dans le domaine spectral, cette relation s’écrit(
y1(ν)
y2(ν)

)
=

(
1 a12(ν)

a21(ν) 1

)(
s1(ν)
s2(ν)

)
.

10Ces données sont issues de la thèse de L. Nguyen Thi [159].
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Fig. 7.10 – Séparation de signaux de parole par l’algorithme de Hérault et
Jutten.

Le séparateur est un filtre linéaire que nous écrirons dans le domaine spectral

(
r1(ν)
r2(ν)

)
=

(
p1(ν) 0

0 p2(ν)

)(
1 −q12(ν)

−q21(ν) 1

)(
y1(ν)
y2(ν)

)
.

ou r = PQy. Chacune des sources est déterminée à un filtrage linéaire près,
comme nous l’avons montré en 7.1.2. Ces filtres non identifiables sont contenus
dans la matrice diagonale P .

Le système global décrit par la figure (7.11), faisant passer des sources s

Système global  M

PQA
mélange s(t) y(t) r(t)

sources signaux 
observés

sources
estimées

séparateur

Fig. 7.11 – Schéma du problème de séparation pour les mélanges convolutifs.
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à leurs estimées r est représenté par la matrice GA = PQA = PT = M avec

T =

(
1− q12(ν)a21(ν) a12(ν)− q12(ν)
a21(ν)− q21(ν) 1− q21(ν)a12(ν)

)
.

Il existe deux matrices Q réalisant la séparation.

1. La solution (A) est donnée par

q12 = a12 q21 = a21,

conduisant à

TA = [1− a12(ν)a21(ν)]

(
1 0
0 1

)
.

2. La solution (B) est donnée par

q12 =
1

a21
q21 =

1

a12
,

conduisant à

TB =

[
1− 1

a12(ν)a21(ν)

](
0 a12(ν)

a21(ν) 0

)
.

Ces deux solutions obtiennent les sources à un filtrage et à une permutation
près, comme nous l’avions déjà indiqué en 7.1.2.

Dans le cas considéré ici de sources à large bande, le filtrage indéterminé
appliqué aux sources est très gênant car il entraine une distorsion de ces
sources. Dans la séparation de signaux de parole les locuteurs deviendront
incompréhensibles ! On peut résoudre ce problème en imposant aux termes
diagonaux de la matrice séparatrice d’être égaux à 1, cela est possible, par
exemple dans la solution (A), en prenant

p1(ν) = p2(ν) =
1

1− a12(ν)a21(ν)
.

Les systèmes de séparation donnés ici supposent la connaissance du filtre
de mélange ; dans les situations de séparation aveugle de sources qui nous
intéressent ici cette information n’est pas disponible. Pour obtenir le séparateur
on va, comme pour la séparation de mélanges simples, utiliser l’indépendance
des sources. Deux approches ont été proposées fondées sur les multispectres et
les muticorrélations (multi-outils) ou sur les cumulants.

7.4.2 Séparation par les multi-outils

L’indépendance des sources est une condition très forte. Yellin et Wein-
stein ont donné dans [203] des conditions suffisantes de séparation portant sur
les bispectres ou sur les trispectres des signaux observés et des sources es-
timées. Ces résultats conduisent à des algorithmes de séparation agissant dans
le domaine spectral ou dans le domaine temporel.
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Séparation par le bispectre

Pour les besoins de ce paragraphe et du suivant, nous introduisons
une notation supplémentaire pour les bi- et tricorrélations, et les
bi- et trispectres, de façon à manier simplement des inter-outils.

Soient s1(t) et s2(t) deux signaux, a priori à valeurs complexes. On
définit alors, les indices prenant les valeurs 1 ou 2,

C
sk

sisj
(τ1, τ2) = Cum[si(t), sj(t + τ1), s

∗
k(t− τ2)],

qui est une bicorrélation si i = j = k et une interbicorrélation
sinon. Par analogie avec les notations développées au chapitre 2,
l’instant de ré férence t est l’argument de l’indice en bas à gauche,
et par conséquent concerne un t erme non conjugué. On peut
évidemment définir d’autres bicorrélations en changeant de place
les indices j et k, c’est-à-dire en conjugant de façon différente
les ter mes intervenant dans le cumulant. La transformation de
Fourier de la bicorrélation précédente définit le bispectre noté
S

sk

sisj
(ν1, ν2).

De la même manière, on définit la tricorrélation

C
sksl

sisj
(τ1, τ2, τ3) = Cum[si(t), sj(t + τ1), s

∗
k(t− τ2), s

∗
k(t− τ3)],

dont la transformée de Fourier conduit au trispectre
S

sksl

sisj
(ν1, ν2, ν3).

Etant données deux sources s1(t) et s2(t), pour pouvoir réaliser la
séparation de ces sources il suffit que, pour toutes les valeurs des fréquences
ν1 et ν2, le bispectre de chacune des sources S

si

sisi
(ν1, ν2) soit différent de 0 et

que, pour toutes les valeurs des fréquences ν1 et ν2, le bispectre S
sk

sisj
(ν1, ν2)

soit nul lorsque l’on n’a pas i = j = k.
Le séparateur sera obtenu en annulant les bispectres S

r2

r1r1
(ν1, ν2) et

S
r1

r1r2
(ν1, ν2) des sources estimées. En outre, le système global de séparation doit

vérifier la condition det[Q(0)] (= 0, pour éviter la solution triviale Q(ν) = 0.
Le système de séparation est donné par(

r1(ν)
r2(ν)

)
=

(
1 −g12(ν)

−g21(ν) 1

)(
y1(ν)
y2(ν)

)
, (7.17)

dans lequel on a forcé à 1 les termes diagonaux pour obtenir les sources au
niveau des capteurs sans filtrage supplémentaire. En remplaçant, dans le bis-
pectre S

r1

r1r2
(ν1, ν2), la composante r2(ν1) par son expression donné par (7.17)

on obtient,

S
r1

r1r2
(ν1, ν2) = S

r1

r1y2
(ν1, ν2)− g21(ν1)S

r1

r1y1
(ν1, ν2).
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De même

S
r2

r2r1
(ν1, ν2) = S

r2

r2y1
(ν1, ν2)− g12(ν1)S

r2

r2y2
(ν1, ν2).

Les sources étant indépendantes, ces deux bispectres sont nuls. On en déduit

g12(ν1) =
S

r2

r2y1
(ν1, ν2)

S
r2

r2y2
(ν1, ν2)

∀ν2 (7.18)

g21(ν1) =
S

r1

r1y2
(ν1, ν2)

S
r1

r1y1
(ν1, ν2)

∀ν2. (7.19)

Le membre de droite de l’équation donnant g12(ν2) dépend de g21(ν2) et vice-
versa. On peut donc résoudre ce système par itération. Dans le calcul on doit
disposer des bispectres qui sont estimés par l’une des méthodes classiques
données au chapitre 2. Notons que l’on peut utiliser la redondance des relations
(7.18) et (7.19), qui sont vraies pour toute valeur de ν2, pour améliorer la
précision statistique de l’estimation.

On peut également obtenir la matrice de séparation dans le domaine tem-
porel. Dans cette approche, le séparateur est modélisé par un filtre à réponse
impulsionnelle finie (RIF)

r1(t) = y1(t)−
p2∑

k=p1

aky2(t− k)

r2(t) = y2(t)−
q2∑

k=q1

bky1(t− k).

Dans ce modèle on peut introduire des filtres non causaux en prenant des
valeurs négatives pour p1 et q1.

La condition suffisante de séparation appliquée aux bicorrélations stipule
que la séparation est réalisée si les bicorrélations,

C
r1

r1r2
(τ1, τ2) = Cum[r1(t), r2(t + τ1), r

∗
1(t− τ2)]

= C
r1

r1y2
(τ1, τ2)−

q2∑
k=q1

bkC
r1

r1y1
(τ1 − k, τ2)

et

C
r2

r2r1
(τ1, τ2) = Cum[r2(t), r1(t + τ1), r

∗
2(t− τ2)]

= C
r2

r2y1
(τ1, τ2)−

p2∑
k=p1

akC
r2

r2y2
(τ1 − k, τ2),
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sont nulles pour toutes les valeurs de τ1 et τ2. En exprimant la nullité de ces
bicorrélations, on obtient pour les coefficients ak et bk les équations linéaires

p2∑
k=p1

akC
r2

r2y2
(τ1 − k, τ2) = C

r2

r2y1
(τ1, τ2) ∀τ1 et τ2 (7.20)

r2∑
k=r1

bkC
r1

r1y1
(τ1 − k, τ2) = C

r1

r1y2
(τ1, τ2) ∀τ1 et τ2. (7.21)

Comme précédemment ces équations peuvent être résolues par un algorithme
itératif. Les valeurs des bicorrélations qui interviennent dans ce calcul sont
estimées à partir de la réalisation particulière des signaux d’entrée et de sortie
par les méthodes données au chapitre 2. La redondance apparaissant dans
les relations (7.20) et (7.21) peut être utilisée pour augmenter la précision
statistique du résultat.

L’utilisation des bispectres permet donc de réaliser la séparation de
sources dont le bispectre est différent de 0. Pour les sources ayant une densité
de probabilité paire le bispectre est nul. On peut alors réaliser la séparation
en utilisant le trispectre.

Séparation par le trispectre Les résultats donnés pour le bispectre sont
étendus dans [203] au trispectre.

La condition suffisante de séparation porte sur les valeurs du trispectre.
On pourra séparer deux sources s1(t) et s2(t) si leurs trispectres sont non nuls
pour toutes les valeurs des fréquences. Comme précédemment, la séparation
peut être faite dans le domaine spectral ou dans le domaine temporel.

Dans le domaine spectral, les relations (7.18) et (7.19) deviennent

g12(ν1) =
S

r2r2

r2y1
(ν1, ν2, ν3)

S
r2r2

r2y2
(ν1, ν2, ν3)

∀ν2 et ν3

et

g21(ν1) =
S

r1r1

r1y2
(ν1, ν2, ν3)

S
r1r1

r1y1
(ν1, ν2, ν3)

∀ν2 et ν3

La redondance de ces relations est deux fois plus importante que
précédemment : on peut les moyenner sur ν2 et ν3 pour améliorer l’estima-
tion.

En temps, avec les notations précédentes, on obtient pour les coefficients
ak et bk

p2∑
k=p1

akC
r2r2

r2y2
(τ1 − k, τ2, τ3) = C

r2r2

r2y1
(τ1, τ2, τ3) ∀τ1, τ2, et τ3

q2∑
k=q1

bkC
r1r1

r1y1
(τ1 − kτ2, τ3) = C

r1r1

r1y2
(τ1, τ2, τ3) ∀τ1, τ2, et τ3.
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7.4.3 Séparation par les cumulants

Une approche par un algorithme en boucle, généralisant aux mélanges
convolutifs la méthode donnée au paragraphe 7.3.3, est décrite dans [160]. Re-
prenons les notations précédentes et appelons r(t) les sources estimées. L’an-
nulation des cumulants d’ordre 4 symétriques Cum[ri(t), ri(t), rj(t), rj(t)] pour
i (= j est une condition suffisante de séparation lorsque les kurtosis des sources
sont de même signe. Sur cette base on peut construire un système adaptatif
convergeant vers le séparateur en fixant pour chaque composante ak ou bk de
la matrice de séparation la règle d’évolution

ak(t) = ak(t− 1)− µCum[r1(t− 1), r1(t− 1), r2(t− 1), r2(t− 1)].

En parallèle, on doit faire évoluer les cumulants. On peut choisir un estimateur
adaptatif des cumulants avec facteur d’oubli.

Il est montré dans [160], sur la base d’une étude expérimentale, que la
règle d’adaptation utilisant les cumulants symétriques est mal conditionnée.
Les auteurs proposent de les remplacer par les cumulants non symétriques
Cum[r1(t− 1), r1(t− 1), r1(t− 1), r2(t− 1)] et Cum[r1(t− 1), r2(t− 1), r2(t−
1), r2(t− 1)]. La règle d’adaptation est alors mieux conditionnée mais il existe
des solutions parasites que l’on peut identifier, a posteriori, en testant la nullité
du cumulant symétrique.

Conclusion et commentaires Les voies de recherche conduisant à la so-
lution du problème de la séparation de mélanges convolutifs ont été ouvertes.
Notre appréciation est que ce domaine de recherche, très riche d’applica-
tions, reste encore largement inexploré. Avant de véritablement mâıtriser ces
systèmes, de nombreux problèmes de stabilité et de convergence devront être
résolus. Enfin les algorithmes proposés laissent encore de nombreux choix ou-
verts et la question de leur sensibilité au bruit est encore largement inexplorée.

7.5 Domaines d’application

Les applications potentielles de la séparation de source concernent de
nombreux domaines. Si les mélanges simples (sans retards) sont bien mâıtrisés,
les mélanges complexes (convolutifs) requièrent le développement de nouvelles
techniques.

Des algorithmes de séparation de sources par des statistiques d’ordre
supérieur ont été proposés dans divers domaines d’application.

– La séparation de sources vibrantes appliquée au contrôle d’un atelier
dans lequel fonctionnent simultanément plusieurs machines ou à la
discrétion acoustiques des navires. Dans ce contexte, des exemples de
mise en oeuvre sont présentés dans [81].
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– L’augmentation du trafic autour des aéroports conduit à la présence de
plusieurs aéronefs dans chacune des voies des radar de contrôle. Dans
[48] on décrit un système de séparation d’ordre supérieur permettant
de séparer les cibles présentes dans la même voie du radar.

– En traitement des électrocardiogrammes, un exemple célèbre de trai-
tement est, pour une femme portant un enfant, la séparation du signal
électrique issu du coeur de la mère de celui émis par le coeur d’un foe-
tus [197, 198]. Les auteurs de [63] montrent les améliorations apportées
au traitement à l’ordre 2 par la mise en oeuvre de techniques d’analyse
en composantes indépendantes.

Ces exemples montrent que les techniques de séparation de sources sont
sur le point de déboucher au niveau des applications. On peut pour terminer
évoquer d’autres domaines où les applications apparâıssent :

– la lecture de badges électroniques, lorsque plusieurs badges sont captés
simultanément,

– la réduction de bruit sur des signaux de parole et son application au
téléphone mains-libres,

– la localisation de sources sonores. . .
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[24] A. BELOUCHRANI, Séparation autodidacte de sources : algorithmes, per-
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tronique et d’Electricité, SEE, , no. 3, pp. 48–58, Sept 1995.



274 BIBLIOGRAPHIE

[50] P. CHEVALIER, A. FERREOL, J. P. DENIS, “New geometrical results about
fourth-order direction finding method performance”, in EUSIPCO 96, Trieste,
Italy, September 10-13 1996, pp. 923–926.

[51] P. CHEVALIER, B. PICINBONO, P. DUVAUT, “Le filtrage de volterra trans-
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[102] J. HERAULT, C. JUTTEN, Réseaux neuronaux et traitement du signal,
Hermès, 1994.

[103] J. HERAULT, C. JUTTEN, B. ANS, “Détection de grandeurs primitives
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Bicorrélogramme, 73
Bipériodogramme
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moyenné, 76, 78
variance, 89

Bispectre, 261
Blancheur

du bruit, 222
spatiale du bruit, 245

Blanchiement
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linéaire et invariant, 208

Filtre
de mélange, 260
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Indépendance statistique, 23, 236
Information mutuelle, 27, 28, 243
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séparatrice, 248, 250

Matrice de covariance, 15
Matrice spectrale, 235

des observations, 212, 222
du bruit, 212

du signal, 212
Maximum de vraisemblance, 236, 240
Modélisation, 98, 132
Modèle
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Multicorrélation, 37
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bouclé, 244, 248
neuromimétique, 238
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N -PSK, 22, 148
binaire, 14
centrée, 11
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Glossaire

SOS Statistiques d’Ordre Supérieur
TF Transformée de Fourier

TFD Transformée de Fourier Discrète
TZ Transformée en Z

Filtre AR Filtre AutoRégressif
Filtre MA Filtre à Moyenne Ajustée

Filtre ARMA Filtre AutoRégressif à Moyenne Ajustée
i.i.d. indépendant et identiquement distribué

IN Ensemble des nombres entiers
ZZ Ensemble des nombres entiers relatifs
IR Ensemble des nombres réels
lC Ensemble des nombres complexes
x Les vecteurs sont distingués en gras
A Les matrices sont distinguées par des capitales

A−1 Matrice inverse
A− Matrice pseudo-inverse

z∗, x∗ Conjugaison complexe
xT , AT Transposition (sans conjugaison)
x†, A† Transposition et conjugaison
) Partie réelle
1 Partie imaginaire

δ(t) Distribution de Dirac ou symbole de Kronecker selon le contexte

Variables et vecteurs aléatoires

E[·] Espérance mathématique

Cum[·] Cumulant

Cum[x, y, z] Cumulant des variables x, y, z

µ
x

jk

i
Moment des variables aléatoires xi, x

∗
j , x

∗
k

µ′
x (p)

Moment centré d’ordre p de x

κ
x

(2)

(2)
Cumulant Cum[x, x, x∗, x∗]

κ
x

j

i+
Cumulant des variables aléatoires xi, x∗

j , x+

K
x

jk

i+
Cumulant standardisé de variables aléatoires

k̂(r) Cumulant estimé par k−statistique
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Signaux à valeurs réelles

C
x (p)

(t) ou C
x (p)

(t, τ ) Multicorrélation non stationnaire d’ordre p

C ′
x (p)

(t) ou C ′
x (p)

(t, τ ) Multicorrélation non stationnaire des moments d’ordre p

C
x (p)

(τ ) Multicorrélation d’ordre p

Σ
x (p)

(ν) Multispectre symétrique

S
x (p)

(ν) Multispectre stationnaire

C ′
x (p)

(τ ) Multicorrélation stationnaire des moments

C
d

x (p)
(k) Diagonale de la multicorrélation

C
l

x (p)
(k) Coupe de la multicorrélation selon

les retards l2, . . . , lp−1

Signaux à valeurs complexes

C
x

(q)

(p)
(t) ou C

x

(q)

(p)
(t, τ ) Multicorrélation non stationnaire d’ordre p + q

C ′
x

(q)

(p)
(t) ou C ′

x

(q)

(p)
(t, τ ) Multicorrélation non stationnaire des moments

C
x

(q)

(p)
(τ ) Multicorrélation d’ordre p + q

C
x

(q)

(p)
(α, τ ) Multicorrélation cyclique d’ordre p + q

S
x

(q)

(p)
(α,ν) Multicorrélation spectrale d’ordre p + q

S′
x

(q)

(p)
(α,ν) Multicorrélation spectrale des moments

Ŝ
x

(q)

(p)
(α,ν) Multicorrélation spectrale estimée

P
x

(q)

(p)
(ν) Multipériodogramme

C
+

x

(q)

(p)
(t) ou C

+

x

(q)

(p)
(t, τ ) Multicorrélation locale


