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SOLUTION EXACTE DU PROBLEME INVERSE DE VALORISATIONDES
OPTIONS DANS LE CADRE DU MODELE DE BLACK ET SCHOLES

NIKOLAY SUKHOMLIN *°
PHILIPPE JACQUINOT

Le résultat principal de cette étude réside daegpgression de la volatilité d’'une option en

fonction des autres parametres intervenant danmdéeléle classique de Black et Scholes.
Cette expression, exacte, est déduite de maniéedytaue puis vérifiée de maniere

numerique.

Mots clés : Modéle de Black et Scholes, volatilité implicite, probléeme inverse de valorisation
des options.

EXACT SOLUTION OF THE INVERSE PROBLEM OF OPTION PRICING IN THRLACK-SCHOLES MODEL
The main result of this study concerns the expoessif the volatility of an option as a
function of the other parameters intervening in thaditional Black-Scholes model. This
expression, exact, is firstly deduced in an ane&ytivay and secondly verified with simulated
data.

Key words : Black Scholes model, implied volatility, inverse problem of option pricing.

Classification JEL: G13, G15

INTRODUCTION

Le modéle formulé en 1973 par Black et Scholes @spuis I'année de son invention,
demeuré la pierre de touche de la théorie desrapabde la pratique des marchés de produits
dérivés. Il permet, dans des conditions strictes,veloriser une option en fonction de
parametres dont les valeurs sont connues ou oliesydels que le taux d’intérét, et d’'un
parameétre non observable : la volatilité. Trés sitst posée la question du probléme inverse
visant a connaitre le parametre non observablemctibn des parametres habituels, dont les
valeurs sont connues ou observables, et de lanadelloption, également observable.

Un grand nombre d’auteurs, parmi lesquels Bouchatelsakov (1997), Chiarella et alii
(2003), Cont et alii (2004), Egger et alii (20@@&)sont penchés sur la résolution du probléme
inverse de valorisation des options. lls se senttés, dans leurs approches respectives, a des
complications importantes. D’autres, tels que H@006), ont estimé, de maniére plus
radicale, que cette inversion était impossible.
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Les développements qui suivent présentent la sol@inalytique au probleme de l'inversion
de la formule de Black et Scholes puis sa vérifoacahumeérique. Nous partons des résultats
des études de symétries effectuées par Sukhon@ld®(2006) et des approches quantitatives
sur lois de conservation proposeées par Sukhomliaejuinot (2006).

FORMULATION ANALYTIQUE EXPLICITE DE LA VOLATILITE

L’équation aux dérivées partielles de Black et $&hoest couramment exprimée de la
maniére suivante :

2
LA 102826\2 s s 0,
ot 2 0S 0S

ou V est la valeur de l'optior§ la valeur du sous-jacent a l'instdnt le taux d'intérét sans
risque (supposé constant) et la volatilité (supposée constante). La conditiomx a
bornes est V = max & - K 0) & I'’échéance pour une option d’achat de seyleopéeh
concernant un sous-jacent ne procurant pas de Has.constanteld et T représentent
respectivement le prix d’exercice et I'échéantcig [0, T]).

La solution classique de Black et Scholes s’écrit :

V = SN(d,) - F(t)N(d,),

avec :
F(t) = Ke"™Y,
1 d
N(d) = — [e“""2du,
(d) %_jw
d, = INnS-InK + (1-p)r,
d, = INnS-InK B
T
rsoT-t, (1)
1 r
= —-— 2
B > 7 2
Etant donné que : d=d, + r,

% Seule I'étude des options d’achat est présentéepel tous les résultats peuvent étre facilemeasmidéis aux
options de vente.
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il est possible d'écrife: SN'(d,) = F(t)N'(d,).
Soit par ailleurs la fonctiod

&= \VAC) —V(l), (3)
avec :

<
e
[

=0V /a(InS) ,
et V@ =92v/9(InS)? .
Compte tenu de la propriété de la loi normall’(d) = —dN'(d , )

il vient :
1 '
é = ;SN(dl). 4)
Oou encore :

1 '
§=—F(N(d,).
Soit E, I'elasticité de la fonction auxiliairé par rapport &:

_oim[gl 1 _
(Eore © Tz(InS InK) + 8,
et

r’(E;=B) = InK = InS. (5)

En remplacant et S dans la relation (5) par leurs expressions danst({2), la volatilité
peut alors directement étre exprimée de la masigéikante :

IN(K/S)—r (T - t)
(T-0E - )

(6)

Dans cette formule, la volatilité est ainsi écatefonction du quotient entre le prix du sous-
jacent et le prix d’exercice, du taux d’intérét saisque, de la maturité et de I'élasticité de la
fonction auxiliaireé . Cette derniére est une combinaison de dérivéamipre et seconde de
la valeur de l'option par rapport au logarithme ghus-jacent. La volatilité est donc bien
définie de maniére exacte en fonction des autresnpztres du modele. Les valeurs de ces
dernieres sont connues, observables ou calculalgestir de données de marché.

* Voir par exemple Wilmott et alii (1995).
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VERIFICATION NUMERIQUE

L’objectif des propos qui suivent est de vérifiermaniére numérique I'expression directe de
la volatilité formulée a la fin de la section prédeéte

La méthodologie employée repose sur la simulatienddnnées. La valeur d’'une option
d’achatV; est calculée a l'aide de la formule de Black didbes en utilisant une maturité
(T-t), un prix d’exerciceK, un taux d'intérét sans risque une volatilité o et un prix du
sous-jacent § donnés. L'opération est répétée en donnant au jaoast des valeurs
successives différentes.

On compare ensuite la volatilité calculée en sé&onh sur la formule (6) avec celle qui a servi
pour simuler les données.

De maniére chiffrée, les valeurs choisies du saasft vont de 95 a 105 par saut de 0,01, le
prix d’exercice est égal a 100 (milieu de la pldgs valeurs du sous-jacent), le taux d'intérét
est égal a 4%, la maturité est égale a 0,2 etl&ilie est égale a 20%.

Pour chaque vale du sous-jacent, la valeur dgest calculée en utilisant la formule qui
suit :

(In§ -InK _ 2

(PSR -]

1Se 2 ,

TN 2IT

£ =

ot i0[0100d, iON, §=95; S,,=105 et S,,-S = 001
Cette formule est I'expression discréte de I'égalt), aprés dérivation de la loi norntale

La représentation graphique de(figure 1) est une courbe concave.

Figure 1
: Ksi
K=100 r=4 o0=02
500
300 - —_—
200 -
1004~~~
0 T T T T T S
94 96 98 100 102 104 106
e—T-t=0,20 —T-t=0,40 — T-t=0,60

® Les calculs de & sur données discrétes en partant de la formulealf®tit & des données voisines au
millioniéme de la valeur approchée pres.
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Pour des maturités plus importantes que 0,2, lebeoesst moins élevée et plus apfatie

L'utilisation de la formule (6) nécessite le caldidlasticité deé . Ceci peut étre fait, sur
données discretes, a I'aide de la formule suivante

@ -NED
Ting) iy ) Ok0od.

Afin d’apprécier visuellemenf , il est possible de reformuler I'expression (6)ncoe suit :

InS - InK
Ee=-——7—*6. ()
T
D’aprés cette relation, I'élasticité est une fooktlinéaire décroissante tre (S/K)avec pour
coefficient directeur-1/7° et ordonnée a l'origines .

L’élasticité étant un rapport de variations enteendpoints, il est nécessaire pour représenter

correctement I'élasticite d& d'associer, pour chaquiecompris entre 1 et 1000%, a

InS) +In(S.,) _
2

InK.

Sur la figure 2, I'élasticité dé calculée sur données simulées semble apparemneenétoe
une fonction linéaire décroissanteld¢s/K).

Figure 2

Elasticité de Ksi
4 K=100 r=04 o=Q2

b
54
:
:

COUINXO

In(S/K)
0,020 -0,015 -0,010 -0,005 0,000 0,005 0,010 0,015 0,020

=T-1=0,20 —T-t=0,40 — T-t=0,60

® La valeur du sous-jacent pour laquelle la valeuKsi est maximale peut étre, selon la valeur dsupérieure,
€gale ou inférieure au prix d'exercice.
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En utilisant la méme méthode et en donnant desirsatie 0,40 puis de 0,60 a la maturité, les
deux courbes supplémentaires obtenues sont vimelkedes droites passant par la méme
ordonnée a l'origine et dont la pente est moinsatieg. Ceci semble conforter la validité de
la relation (7).

D’un point de vue dynamique, la droite tourne alepassage du temps autour du point fixe
(0, B), dans le sens des aiguilles d’'une montre. La desaace deS permet aisément de

connaitre la volatilité.

La validité expérimentale de la relation (6) petre @appréciée également en la réécrivant
comme suit.

r’(E;-B) -(InK - InS)=0.  (8)

En utilisant les données simulées, il est possiblealculer le réside, défini de la maniere
suivante :

g]_i :TZ(E,fi _ﬁ)_(an — In(S|)+|n(S|l)j

2
Sur la représentation graphique geil n’apparait visuellement aucune tendance.

Figure 3

Expression 8 : résidus de calcul
& K=100 r=004 0=02 T-t=02
0,00000000000014

0,00000000000014
0,00000000000005
0,00000000000004
-0,00000000000005
-0,00000000000016

-0,00000000000015 S
95 9% 97 98 99 100 101 102 103 104 105

Les valeurs deg, paraissent uniformement réparties de part et cEaiet I'axe des abscisses,
sans évolution apparente de la dispersion.

Dés lors quef et son élasticité ont été calculés, il est poedilel calculer la volatilité.
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La relation (6) peut étre transcrite de la mangrigante :

InK - In(S)+In(S,,) _ (T -1)
O, = 2 0i 011009
(T-t)(E;, - 7))

1
2

On peut alors déterminer I'écart entre la volatititlculée et la volatilité ayant servi pour la
simulation des données :

£, =0 ~0q -

Cet écart est représenté graphiquement sur laefigyur

Figure 4

Volatilité - résidus de calcul
&y K=100 r=@4 o=@ T-t=Q2

0,00000000020

+———0,0000000001864
0,00000000015]

0,00000000010

0,00000000005

0,00000000000 . *r i

__________

-0,00000000005 S
95 9 97 98 99 100 101 102 103 104 105

Les valeurs se partagent uniformément de part aitef de I'axe des abscisses, avec une
dispersion plus forte autour de la valeur du sm@tle® 99,21 qui correspond a la valeur de
I'élasticité de £ proche de 0,5. La formule (6) montre la forte #@ht® au voisinage de
cette valeur. L’approximation liée au calcul sundées discretes a donc des effets amplifiés
autour de ce point.

Un changement d’échelle permet d’observer de marpéus précise ce phénomene (voir
figure 5).
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Figure 5

Volatilité - résidus de calcul - zoom
K=100 r=4 o=@ T-t=Q2

0,00000000004
0,00000000003 +------------"“"-""“"“"""“AQAt-~" """~~~
0,00000000002 +-----------"-"“"-""“"“"""A{t-" """
0,00000000001
0,00000000000
-0,00000000001 -
-0,00000000002 -
-0,00000000003 -

-0,00000000004
98,5 99,0 99,5 100,0

L’écart maximal entre la valeur de la volatilitdadée a partir de la formule (6) et la valeur
de la volatilité ayant servi a simuler les donnéss de I'ordre du milliardieme de cette
derniere. La formule (6) déduite de maniére anggisemble ainsi, a des seuils acceptables,
étre corroborée par les chiffres.

CONCLUSION

Contrairement & un préjugé courant dans la litiéeafinanciere, le probléeme inverse de
valorisation des options du modele de Black et &shpeut étre résolu de maniére exacte.
Dans la premiére section de ce document, la soluimalytique a été présentée. Dans la
seconde section, elle a été vérifiee de maniereernigae par la simulation de données.

Plus largement, le résultat ici obtenu a eu pountpde départ 'analyse de la symétrie
spécifique de la solution classique de Black etofshtrouvée par Sukhomlin (2006). La
connaissance de cette symétrie cachée a permisnistraction d'une expression de la
volatilité implicite en fonction des paramétres @fyables sur le marchéa l'introduction
d’'une nouvelle caractéristique « grecqué »Cette approche peut s’avérer fructueuse pour le

dégagement d’autres propriétés des systemes dynesiganciers.

Les débouchés futurs en matiere de recherche tjugoet appliguée sont multiples. D’un
point de vue fondamental, les enchainements agaédide cet article peuvent par exemple
étre utilisés pour extérioriser la volatilité dagess modéles représentant des extensions du
modele classique de Black et Scholes. D’un pointuepratique, les travaux peuvent porter
sur I'application des formules théoriques aux desnelles pour tenter de capter avec plus
d’acuité qu’actuellement la volatilité implicitegtorique.
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