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Démonstration d'une conjecture de Lang dans
des cas particuliers.

J.-P. WINTENBERGER

October 3, 2000

Soit K C Q un corps de nombres. Soit G le groupe de Galois
de Q/ K. Soit A une variété abélienne définie sur K. Soit, pour tout
nombre premier p, T,,(A) le module de Tate de A et :

P, Grx — GLz,(T,(A))

la représentation p-adique associée. S. Lang a conjecturé que
I’image du groupe de Galois dans la représentation adélique :

p=]10,: Gx =[] GLe,(T,(4))

P

contient un sous-groupe ouvert des homothéties ([17]). J.-P. Serre
a prouvé qu’il existe un entier ¢ > 0 tel que toute homothétie qui est
une puissance c-ieme est dans I'image de Galois (cours au college de
France 85-86 ). Nous montrons cette conjecture de Lang lorsque A
vérifie la conjecture de Mumford-Tate ou lorsque A est de dimension
< 4. Nous référons a [23] pour un point sur ce qui est connu sur
la conjecture de Mumford-Tate. En fait, le théoreme principal (th.
1) est une légere extension, d’ailleurs donnée comme vraisemblable-
ment possible a prouver , des résultats du cours de J.-P. Serre au
college de France 85-86 (Remarque du 2.5. du résumé du cours).
Nous reprenons les idées de la démonstration de J.-P. Serre. Le
théoreme 1 est tres proche du résultat principal de M. Larsen ([18]).
Il est plus précis en le sens qu’il concerne les nombres premiers sauf
en nombre fini d’entre eux alors que le résultat de M. Larsen porte
sur un ensemble de nombres premiers de densité 1. Le résultat de
M. Larsen est plus général puisqu’il concerne les systemes compat-
ibles de représentations f-adiques semi-simples qui ne proviennent



pas nécessairement de variétés abéliennes. M. Larsen n’utilise pas
I’inertie modérée qui joue un grand role ici.

Je tiens a remercier M. Raynaud, M. Rapoport et J.-P. Serre
en particulier pour les conversations que nous avons eues sur les
groupes réductifs sur Z,.

1 Groupes réductifs sur Z, ([8],[9]).

1.1

Soit H un schéma en groupes affine et lisse sur Z,. Notons H la
fibre générique de H et H(p) sa fibre spéciale. Rappelons que H est
réductif si H et H(p) sont des groupes réductifs, i.e. sont connexes
et que leurs radicaux unipotents sont triviaux ([2] 11.21.).

Supposons qu’il en soit ainsi. Alors, comme H(p) est quasi-
déployé ([15] 35.2.) et comme la variété des sous-groupes de Borel
de H est lisse ([9] exp. 22 cor. 5.8.3.), H possede un sous-groupe de
Borel défini sur Z,. Il en résulte que H est quasi-déployé et que H
est une forme tordue d’un schéma en groupes réductif déployé par
un morphisme de Gal(F,/F,) dans le groupe des automorphismes
de son diagramme de Dynkin. Ce schéma en groupes déployé est
obtenu par extension des scalaires de Z a Z,, d'un schéma en groupes
déployé défini sur Z (schéma de Chevalley).

On note (XY, R,a — a", B) le systeme de racines muni d’une
base associé a H (ou H)(voir par exemple [27]) : X est le groupe
des caracteres d’un tore maximal 7' de H défini sur Q,, Y le groupe
des cocaracteres de 7', R C X les racines, a la racine duale de
la racine a, et B une base de R associée a un sous-groupe de Borel
contenant T'. Le groupe de Galois Gal(F, /F,) agit sur (X,Y, R, o —
a¥, B). La donnée de cette action est équivalente a celle de I’action

de Gal(F,/F,) sur le le diagramme de Dynkin.

1.2

On note S le groupe dérivé de H et S, le revétement universel de
S([9] exp. 22 6.2.). On note les fibres génériques en ne soulignant pas
et les fibres spéciales par (p). On note S(Z,)u , S(Qp)u et S(p)(F,)u
les images de S_.(Z;) , Ss:(Q,) et S(p)s.(F,) dans S(Z,) , S(Q,) et
S(p)(F,) respectivement. Le groupe S(Q,), est donc le noyau du



morphisme H(Q,) — HY(Q,, H) défini dans [5]. Sip > 3, le groupe
S(p)(F, )y est le sous-groupe de S(p)(F,) engendré par ses éléments
unipotents et aussi le groupe dérivé de S(p)(F,) ; il est égal a son
groupe dérivé et, si S(p) est simplement connexe, égal a S(p)(F,)

([3] 6.5. et 6.6.).

Proposition 1 On a :

E(Zp)u = S(Qp)u N ﬁ(Zp)-

Si Uordre du centre de Ss. est premier a p, S(Z,)u est Uimage
réciproque de S(p)(F,)u par le morphisme de réduction : S(Z,) —

S(P)(]Fp)'

Démonstration. Comme S, — S est fini, on a : S(Z,), =
S(Qp)u N S(Zy).

Notons avec des indices | les noyaux des réductions modulo I’idéal
maximal. Clairement, S(p)(F, ), est I'image de S(Z,), dans S(p)(F,).
Pour prouver la proposition, il suffit donc de prouver que, si le rang
du noyau C de S,. — S est premier a p, le morphisme S, .(Z,)1 —
S(Z,); est surjectif. Soient Q, une cléture algébrique de Q, et Z,
la fermeture intégrale de Z, dans @,. Montrons que le morphisme
naturel : S_(Z,); — S(Z,); est un isomorphisme. Il est en effet sur-
jectif car S, — S est fini et fidelement plat et que C(Z,) — C(TF,)
est surjectif, puisque le schéma en groupes C, de rang premier a
p, est étale sur Z,. 1l est injectif car S..(Z,); est un pro-p-groupe

et que C(Z,) est d’ordre premier & p. Prenant les invariants par

Gal(Q,/Q,), il en résulte que

SeelZp)r = S(Zy)

est un isomorphisme, ce qui prouve la proposition.

1.3

Le théoreme suivant et I’application que nous en donnons aux représen-
tations galoisiennes associées aux variétés abéliennes est une variante

de résultats de M. Larsen et R. Pink ([19] prop. 1.3. et th. 3.2.).

Théoreme 1 Soient H un groupe réductif sur Q,, H — GLy une
représentation linéaire fidele de H, T un tore maximal de H et L



un réseau de V. On suppose que l'adhérence schématique T de T
dans GLp, est un tore et que dimg, (V) < p. Alors, ladhérence
schématique H de H dans GLj, est un groupe lisse sur Z,. St de
plus la fibre spéciale H(p) de H agit de fagon semi-simple sur L/pL,
H est réductif sur Z,.

Démonstration.

Montrons que H est lisse sur Z,. Le tore T se déploie sur une
extension non ramifiée I’ de Q,. Notons Op 'anneau des entiers
de F. Comme Op est plat sur Z,, on voit facilement que H,
est I’adhérence schématique de Hy dans GLo,gr et qu’il suffit de
prouver que H,, est lisse sur Op. Notons, pour chaque racine o de
H relativement a T', U, le sous-groupe unipotent associé a a. Le
théoreme 2.2.5. de [6] nous dit que H, _ est lisse si nous prouvons
que les adhérences schématiques de Ty et des (U,)r dans GLo,gL
sont lisses. Pour T, il en est ainsi par hypothese. Prouvons le
pour (Uy)p. Soit n un générateur de l'algebre de Lie de (U,)r qui
engendre le Op module libre de rang un Op @ Lie(U,)NEnd(Or® L).
Comme dimg,(V) < p, on a n? = 0, et ¢ — exp(in) définit un
morphisme du groupe additif dans GLp,gr. Comme, dans une base
de L, la matrice de tn = log(exp(tn)) a une coordonnée de la forme
ut, avec u unité de Op, on voit que t — exp(tn) est une immersion
fermée. Cela prouve que I’adhérence schématique de (U, )p est bien
lisse, et par suite aussi H.

Si de plus, H(p) agit de facon semi-simple sur L/pL, le radical
unipotent de la composante neutre de H(p) est trivial. Il résulte de
la prop. 4.6.31. de [6] que H(p) est connexe, et H est bien réductif
sur Zy,.

2 Enoncés.

2.1

On reprend les notations de I'introduction. Donc K est un corps de
nombres et A une variété abélienne définie sur K. Pour p nombre
premier, on note V,(A) = Q, @z, T,(A) le module de Tate tensorisé
par Q, de Aet p, : G — GLg,(V,(A)) la représentation galoisienne
associée. On note Hg , 'adhérence de Zariski de p,(Gx) dans le
groupe linéaire GLy, 4). Notons H%p la composante neutre de Hg ,,.

J.-P. Serre a prouvé que le noyau de Gx — Hg ,(Q,)/Hk ,(Q,)



est indépendant de p ([31] 133 ; voir aussi [32], [33] et [20]). Soit
K’ le corps de nombres fixé par ce noyau. Remplagant K par K’,
on peut supposer que Hg , est connexe, ce que nous supposerons
désormais. Alors, pour tout corps de nombres K’ contenant K, on
a: Hyg, = Hg',. Nous poserons H, = Hg .

Un théoreme de Bogomolov dit que H,, contient les homothéties
et que ﬁp(G &) contient un sous-groupe ouvert des homothéties ([1]).

Un théoreme de Faltings prouve que H, est réductif et son commu-
tant est Q,®@End(A) ([10]). Comme on a supposé que I'adhérence de
Zariski de p,(Gk) est connexe, End(A) = End(A@). Un théoreme de
Borovoi et Piatetski-Shapiro dit que H, est contenu dans le groupe
obtenu par extension des scalaires de Q a Q, a partir du groupe de
Mumford-Tate MT ([4], [24]).

Notons H, I’adhérence de Zariski de Bp(GK) dans GLr,4). La
fibre générique de H , est donc H,. On sait que, pour p grand, H,
est un groupe réductif sur Z, ([19]). Cela résulte du théoreme 1
([19]). En effet, Y. Zarhin a prouvé que il existe un idéal premier
Q de K tel que le tore de Frobenius T soit un tore maximal des
groupes H, ([37]).De plus, pour p grand, T se prolonge en un sous-
tore de GLy,(4). Enfin, comme ’action de G'¢ sur le groupe V' (p)(A)
des points d’ordre p de Ag est semi-simple avec comme commutant
F, ® End(A), on voit facilement que ’action sur V(p)(A) de la fibre
spéciale H(p) de H, est semi-simple.

Notons 5, le groupe des commutateurs de H,, et soit ﬁp(Zp)u
comme au 1.

Théoréme 2 [l existe un entier p; tel que, pour p > ps, Bp(GK)
contient S (Zy).

(Nous employons la notation p» a plusieurs reprises dans l'article
pour désigner des entiers qui peuvent étre différents).

On sait que les p, sont "presque linéairement indépendantes”
([31] 138, le lemme du 1.1. de loc. cit. est une conséquence du
théoreme ci-dessus): il existe un corps de nombres K’ contenant K
tel que :

p(Gre) =[] o, (G

Il en résulte avec le théoreme de Bogomolov, qu’il suffit, pour

Ot



prouver la conjecture de Lang, de prouver que pour p grand, Bp(GK)
contient le groupe des homothéties.

Le théoreme de Bogomolov entraine que H, contient I'image du
groupe a un parametre des homothéties. Notons le b, : (Gn)z, —
H,. D’apres la proposition 1, S(Z,), est le noyau de la restric-
tion a H (Z,) de pg—b : H,(Q,) — HY%(E, H,). Notons hg—b VAR
HY(E, H,) le composé de h, et de ,og—b. Le théoreme ci-dessus en-
traine que pour p grand, on a l’injection :

ho(Z3) | (he(Z3) 0 pp(Gic)) = BE(Zy) [ (h3H(Zy) N p32(Gix)-
Le corollaire 2.7.5. de [35] entraine alors :

Corollaire 1 Supposons que A vérifie la conjecture de Mumford-
Tate ou que la dimension de A soit < 4. Alors, il existe un entier
pe tel que, pourp > pq, Bp(GK) contient les homothéties et A vérifie

la conjecture de Lanyg.

2.2 Remarque.

On voit facilement que la validité pour p; du théoreme et du corol-
laire ne dépend que de la classe d’isogénie de A. Soit S un ensemble
fini d’idéaux premiers de K. Comme d’apres Faltings, il n’y a qu’un
nombre fini de classes d’isogénie de variétés abéliennes définies sur
K et ayant bonne réduction en dehors de S, on voit que les entiers
p? ne dépendent que de K et de I’ensemble S des idéaux de mauvaise
réduction de A. Pour pouvoir calculer des p; en fonction de K et
de S5, il faudrait pouvoir calculer des entiers p; vérifiant :

- 1) si p > p , il existe un idéal premier Q de K, qui n’est pas au
dessus de p, et tel que le tore de Frobenius T soit un tore maximal
de H, et que I” adhérence de Zariski de Tg dans GL7,(4) soit un tore
(I’existence d’un tel p. est assurée par [37]) ;

- 2) si p > po, le groupe de Galois G agit de facon semi-simple
sur le noyau V(p)(A) de la multiplication par p de A avec comme
commutant F, ® End(A).

Il est possible que p» vérifiant 1) puisse étre rendue effectif grace
a [28]. Pour 2), voir [21] ou des bornes sont données en fonction
de la hauteur de Faltings de A ; il est possible qu’en reprenant les
exposés 7 et 8 de [34] on puisse obtenir des bornes en fonction de K

et de S.



2.3

Esquissons une démonstration du théoreme de J.-P. Serre.

Supposons que A a réduction semi-stable en tous les premiers de
K. Notons hgb le composé de hy, : Z5 — H,(Q,) avec H,(Q,) —
(Hp/Sp)(Qy) et Pgb le composé de p, avec Hy(Qp) — (H,/S5,)(Qy).
Soit Sk le groupe de type multiplicatif défini dans [30] correspon-
dant au modulus définissant les unités de K qui sont positives pour
toutes les places réelles de K . Comme A a réduction semi-stable
en tous les idéaux premiers de K, p;b est non ramifiée hors de p.
En les idéaux premiers de K au dessus de p, elle est semi-stable,
donc cristalline puisqu’abélienne (3.1.4). Il en résulte que pgb est
le composé de la représentation universelle ([30]) Gx — Sk(Q,) et
d’un morphisme Sk (Q,) — (H,/5,)(Q,) provenant d’un morphisme
de groupes algébriques Sk — H,/S,. Le groupe a un parametre
wg : G — Sk donnant le poids ([30]) s’envoie par ce morphisme
sur l'inverse de hgb. Pour le vérifier, on se ramene au cas ou A
est absolument simple et, dans ce cas, on le fait en considérant la
représentation abélienne A™**V,(A), la puissance extérieure étant
prise relativement au centre de Q @ End(A). Le corollaire 2.4. de
[35] entraine alors que si K est non ramifié au dessus de p, hgb(Z;)
est contenu dans 'image de Gx. On déduit du théoreme 2 que, si
¢, est un annulateur du quotient S(Z,)/S(Z,)u, 'image de Galois
G, contient les puissances c, des homothéties : h,(Z3). Soit C,
le noyau de S, — 5,, On a un homomorphisme injectif du quo-
tient S(Z,)/S(Z,)u dans H'(Q,,C,(Q,)). On voit donc que l'on
peut prendre pour ¢, un annulateur de C,. Pour un entier a, no-
tons ¢(a) le plus petit commun multiple des annulateurs des groupes
fondamentaux des sous-groupes semi-simples de GL,(C). Si S est
un sous-groupe algébrique simple de GL,(C), le rang rg(5) de S est
< a—1 et le cardinal du centre du revétement universel de S est plus
petit que rg(S) + 1 puisque les poids minuscules sont en bijection
avec les éléments de ce centre qui ne sont pas égaux a l'identité. On
voit alors facilement que ¢(a) est plus petit que le plus petit commun
multiple des ¢’ < a. En paticulier, H'(Q,,C,(Q,)) est annulé par
un entier ne dépendant que de dim(A). On en déduit le théoreme
suivant da a Serre:

Théoréme 3 (J.-P. Serre) Il existe un entier ¢ > 1 tel que le groupe
p(Gk) contienne toutes les homothéties dans Z* qui sont des puis-



sances c-1emes.

On voit plus précisément que, pour p grand, (&, contient les puis-
sances ¢(2dim(A))-iemes des homothéties, ¢() comme ci-dessus.

3 Démonstrations.

3.1 Inertie modérée ([26]) ; le cas local.

3.1.1 Groupe de I'inertie modérée.

Soit F' un corps valué discret complet de caractéristique 0 a corps
résiduel parfait de caractéristique p. Soit F' une cloture algébrique
de F' et notons Gy le groupe de Galois de F'/F. Notons k et k les
corps résiduels de F et F respectivement. Notons I le sous-groupe
d’inertie de G'p, I son sous-groupe sauvage, i.e. son p-Sylow, et
I, = I/ son quotient modéré.

On sait que I, s’identifie a limugq, pq désignant les racines de
I'unité d’ordre d de F, d parcourant les entiers premiers a p, pg —
pa, pour d divisant d' étant 1’ élévation a la puissance d'/d. Le
morphisme [, — pg4 est le caractere de Kummer pour 'extension
Fnr(ﬁl/d)/Fnr, I, étant 'extension maximale non ramifiée de I et
m étant une uniformisante de F. On peut aussi écrire I, comme
la limite projective des groupes p,-_1, pour ' > r, le morphisme
[ty _y — ppr—1 €tant I'élévation a la puissance (P =1)/(p-—1). La
réduction modulo 'idéal maximal identifie p,r_; au groupe multi-
plicatif du sous-corps k. & p” éléments du corps résiduel de k de F.
Le groupe I, s’identifie au groupe limite projective des groupes k7,
les morphismes de transition étant induits par la norme.

Notons T,(p) le tore sur F,, obtenu par restriction des scalaires a
la Weil de k. a F, a partir du groupe multiplicatif Gy, sur k.. Donc,
pour toute Fp-algebre A, T,.(p)(A) = (k. ®@p, A)*. En particulier,
T.(p)(F,) = kX, d* ou un isomorphisme Iy, ~ lim,T.(p)(F,), les
morphismes de transition étant induits, pour r’ > r, par la norme.
On note Too(p) = lim, T,.(p).

Soit T, une cloture algébrique de F,. Les corps Uk, et F, sont
donc isomorphes. Choisissons un tel isomorphisme ¢. Soit y, le
caractere de T, (p) défini sur F, par le morphisme T..(p)(F, ) ~ (k, QF,
F,)* — [E‘_b* défini par ¢. Soit o le Frobenius z ~ z* de F,. Pour s



entier dans [0,7 — 1], les 0°(x,) forment une base du groupe abélien
libre des caracteres de T,.(p) sur F,.

3.1.2 Algébrisation des représentations de I'inertie modérée.

Soit  une représentation de I dans un espace vectoriel U sur F, de
dimension finie.

Supposons tout d’abord § simple. Alors, puisque le p-Sylow [
de I est distingué, § se factorise a travers I,,. Le commutant de [,
agissant sur U est un corps L, extension finie de F,. Notons r son
degré sur F,. La représentation de Iy, sur E@Fp U se décompose en
une somme directe de r représentations (E@Fp U)., de dimension 1,
indexées par les différents plongements 7 de L dans F,, L agissant
sur (F, ®@r, U); a travers le plongement 7. Le groupe I, agit sur
(]F_b®FpU)T par un caractere 8, : I, — E*, dont I'image est contenue
dans le sous-corps de F, & p” éléments. Par Iisomorphisme ¢ de F,
dans Uk, , on peut voir 8. comme un caractere de I, dans k¥. Comme
I est limite projective des groupes cycliques k7, il existe un entier
a, € [0,p" — 2], bien déterminé, tel que 6, soit le composé de la
projection 0, : I, — k¥ avec I’élévation a la puissance a,. Ecrivons
a, en base p : a, = Ez;é a.sp°, les a., étant dans l'intervalle
[0,p — 1] et n’ étant pas tous égaux a p — 1. Pour les différents
7 (et un autre choix de ¢ (3.1.1)) , les suites a,; se déduisent par
permutations circulaires. On note (ay)o<s<, la suite ainsi obtenue.
Elle n’est définie qu” a permutation circulaire pres, mais ainsi elle est
indépendante du choix de I'isomorphisme ¢ entre Uk, et F,. Noter
que la longueur r de la suite (a,)o<s<, est égale a la dimension de U.
L’irréductiblité de § entraine que I'image de ., n’est pas contenue
dans ks, pour r' < r divisant 7. On en déduit que (a,)o<s<, n'est
pas périodique de période ' < r divisant r. L’entier r est appelé le
niveay de ¢ (ou des caracteres ). Les représentations irréductibles
de I dans un F,-espace vectoriel de dimension r sont classées a
isomorphisme pres par les suites (a,)o<s<, d’entiers dans l'intervalle
[0,p — 1], non tous égaux a p — 1, définies a permutation circulaire
pres, et n’admettant pas de période r’ < r divisant r.

Notons y, le caractere de T,.(p) défini par la formule :

r—1

Xr = Z ars0°(Xr).

s=0



On vérifie aisément que la représentation de 7,.(p) dans U qui a
(kr ®@F,U), comme sous-espace propre de caractere x, est définie sur
F,. Composant avec la projection T, (p) — T.(p), on obtient une
représentation 628 : T (p) — GLy. La représentation §28 algébrise
4 : sion la compose avec I'isomorphisme I, ~ T, (p)(F, ), on obtient
0. Elle est simple et de méme commutant L que ¢.

La représentation 68 est caractérisée parmi celles qui algébrise
0 par la propriété suivante :

- si 7’ est un entier tel que §*' se factorise a travers T,,(p) —
T.(p), les caracteres de T,/(p) dans U ont, écrits dans la base o°(x,),
0 < s <r'—1, des coordonnées dans l'intervalle [0, p — 1] et ne sont
pas tous égaux a p — 1.

Nous dirons que 68 est restreinte.

Si 'on suppose ¢ semi-simple, on définit, en décomposant ¢ en
ses composantes simples, une représentation §*¢ : T, (p) — GLy
qui est caractérisée par le fait qu’elle algébrise ¢ et est restreinte.

Si ’on ne suppose pas ¢ semi-simple, on peut choisir une section
du morphisme de groupes : I — [,. On obtient une représenta-
tion de [ qui se factorise a travers I, a laquelle on peut associer
une représentation de T, (p). Cette représentation est bien définie a
conjugaison pres par automorphisme du type int(é(7)), pour 7 € I,
puisqu’il en est ainsi de la section. En particulier les entiers a;
provenant des différentes composantes irréductibles et leurs mul-
tiplicités sont bien définis : ils sont appelés les poids de l'inertie
modérée (le nombre des a; comptés avec leurs multiplicités est la
dimension de U).

Lemme 1 Supposons d semi-simple, donc que d se factorise a travers
I

a) Les points fizes, commutants, sous-espaces stables de § et de
538 agissant sur U sont les mémes.

b) Soit b un entier > 0. On suppose de plus que les poids de
linertie modérée de 6 sont < b et que ['un d’entre eux est < b. Soit
J un sous-groupe de I, d’indice < (p —1)/b. Alors les points fizes,
commutants, sous-espaces stables de ¢, I, et de la restriction de ¢
a Jsont les mémes.

¢) On fait les mémes hypothéses que dans b). Soit i un entier
< (p—1)/b. Alors les deux représentations ®i(5alg) et (®i5)alg de
T., sur @'U coincident.

10



3.1.3

Démonstration. Les a) et c) résultent de la construction de §2!¢ et du
fait que si § est simple, §%8 Iest et § et §*% ont méme commutant.
Pour le b), soit 6 un caractere de I, dans [F_p* qui est de niveau r
et dont les poids vérifie 'hypothese de b). Soit (as)o<s<r—1 la suite
associée a 6. Soit e l'indice de J dans [,. Soit F' une extension
modérément ramifiée de F' d’indice de ramification e. La restriction
0); de 0 a J s’identifie a un caractere de l'inertie modérée de F. On
voit sans peine (¢f 1.4. de [26]), que, comme les entiers e a, sont
< p—1 et que I'un d’entre eux est < p— 1, la suite d’entiers associée
a 0 est la suite (e a;)o<s<r—1, le niveau de 0); étant encore r. Le
b) du lemme en résulte si § est simple, et le cas général s’en déduit
alsément.

3.1.4 Représentations abéliennes et inertie modérée.

On suppose dans ce numéro que l'indice de ramification absolu de F'
est 1. Soit p : I = GLg, (V') une représentation de Gy dans un Q,-
espace vectoriel de dimension finie. On suppose que p est abélienne
et cristalline. Il revient au méme de supposer que p est abélienne
et semi-stable puisqu’une représentation abélienne de Hodge-Tate
est potentiellement cristalline ([27]), et qu'une représentation semi-
stable et potentiellement cristalline est cristalline ([12]).

Soit, pour tout entier r, F, 'extension non ramifiée de degré r
de Q,, O, 'anneau de ses entiers et T, le tore sur Z, obtenu par
restriction des scalaires a la Weil de O, a Z, a partir du groupe
multiplicatif sur O,. Notons T le groupe proalgébrique lim,.T',, les
morphismes de transition étant induits par la norme. Les réductions
modulo p des tores T', et T s’identifient aux tores 7,.(p) et Too(p) du
3.1.1. Si Q, est une cloture algébrique de Q, dont le corps résiduel
est I, les groupes des caracteres de T, définis sur Q, et de T, définis
sur I, s’identifient : c’est le groupe abélien libre engendré par les
caracteres o®(x,), pour 0 < s <r —1.

Les groupes formels de Lubin et Tate pour les corps F,. fournissent
une représentation de [ dans T'__(Z,) C T, (Q,) ; on a une représen-
tation linéaire p*¢ de (T, )g, dans V telle que p soit le composé de

I —1.,(Q,) et de p"5(Q,) : T..(Q,) — GLag, (V) ((27]).
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Lemme 2 On suppose de plus que les poids de la décomposition de
Hodge-Tate de p sont dans Uintervalle [0,p — 2]. Soit L un réseau
de V' qui est stable sous Uaction de G. Désignons par p(p) la
réduction modulo pL de p. Alors, p(p) est modérément ramifiée,
p%8 se prolonge en une représentation de lim, T, dans GLy dont la
réduction modulo p coincident avec la représentation p(p)™® définie

dans 3.1.2.

Démonstration. Soit r un entier tel que p*# se factorise a travers
(I',)g,- Soient x; les différents caracteres de (T',.)g, qui intervien-
nent dans p*8. Les caracteres y; définissent, par composition avec
Fr~T,(Q,), des morphismes de F* dans @p*, et donc, par restric-
tion, des morphismes de k¥ dans le groupe multiplicatif du corps
résiduel F, de Q,. On les note y; |kx. Les poids pour la décomposi-
tion de Hodge-Tate sont les coordonnées des caracteres apparaissant
dans les x; dans la base formée des o°(y,), 0 < s < r—1, du groupe
des caracteres de (I, )g; ([30]). Il résulte des hypotheses que ces
coordonnées sont dans l'intervalle [0,p — 2]. 1l en résulte que les
Xi |k sont distincts. Soit W(IE‘TQ) l’anneau des vecteurs de Witt a co-
efficients dans F,. On voit alors que les projecteurs de I’algebre de
groupe W (TF,)[k*] donnent les projecteurs p; sur sur les sous-espaces
propres correspondant aux y;. Il en résulte que p*® se prolonge en
une représentation de 7', dans GLr. On la note p#. La représen-
tation / — GLz, (L) coincide avec le composé de I — T (Z,) et de
p™8(Z,). L’hypothese sur les poids entraine que la réduction mod-
ulo p de p?# est restreinte au sens de 3.1.2. Le lemme en résulte

facilement.

3.2 Le cas global : représentation modulo p a poids de
I’inertie modérée bornés. Le cas abélien.

3.2.1

Soit K un corps de nombres. Soit p» un nombre premier suffisam-
ment grand pour que, pour p premier > pq, le corps K soit non ram-
ifié au dessus de p (pour pe, voir la parenthese suivant le théoreme
2).

On note Tk le tore sur Q obtenu par restriction a la Weil de
K a Q a partir du groupe multiplicatif sur K. Donc Tx(Q) =
K*. On note S% le quotient de Tx par 'adhérence de Zariski du
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groupe Ei des unités de K qui sont positives en les places réelles
de K : c’est la composante neutre du groupe algébrique abélien
de type multiplicatif défini dans [30] pour le modulus 1. Soit K2
I’extension maximale abélienne de K qui est non ramifiée en toute
les places finies et Kgb I’extension maximale abélienne de K qui est
non ramifiée en dehors de toutes les places finies qui ne sont pas
au dessus de p. Soit Ukgg, le produit des groupes des unités des
complétés de K en les premiers de K au dessus de p. L’application
de réciprocité définit un isomorphisme du quotient de Ugxgg, par
le 'adhérence de Ef: dans le groupe de Lie p-adique U K@Q, avec le
groupe de Galois Gal(K2°/K?2P). Il en résulte une représentation
Gal(K2P/K2) — 5% (Qp). On la note pg .

Comme on a supposé K absolument non ramifié en p, les tores
(Tk)g, et (S%)g, se prolongent naturellement en des tores Ty et
SY% sur Z,. La représentation px,, est a valeurs dans S%(Z,) et par
réduction on obtient une représentation Gal(K32"/K2P) — SP.(F,).
On la note px(p).

Soit n(p) : Gk — GLy une représentation de Gx dans un F,-
espace vectoriel de dimension finie qui est abélienne, non ramifiée
hors de p, a image d’ordre premier a p. Notons Tk (p) et S%(p) les
réductions modulo p des tores Tk (p) et S%(p). La représentation
n(p) est semi-simple, et de méme sa restriction a Giav et la représen-
tation de Ukgg, que 'on en déduit. Si Ok est 'anneau des entiers
de K, cette derniere représentation se factorise a travers (Ox @ F,)*.
Les composantes simples de cette représentation de (Ox @ F,)* sont
des produits tensoriels de représentations des groupes multiplicatifs
des différents corps résiduels de K pour les premiers de K au dessus
de p. On voit alors facilement que les algébrisations des restrictions
de n(p) aux groupes de décomposition en les idéaux premiers p au
dessus de p définissent une une représentation n*¢(p) de la réduction
modulo Tk (p) dans U.

La proposition suivante est une variante de la proposition 20 ’ de

[26] :

Proposition 2 Soit b un entier > 0. [l existe pr» (pour p», voir
la parenthése suivant le théoréme 2) tel que , si p est un nombre
premier > p, on ait la propriété suivante :

Soit n(p) : Gk — GLy une représentation de Gk dans un F,-
espace vectoriel de dimension finie qui, comme ci-dessus, est abéli-
enne, non ramifiée hors de p, a image d’ordre premier a p. On

13



suppose de plus que les poids de l'inertie modérée pour les premiers
au dessus de p sont dans lintervalle [0,b]. Alors, n*'8(p) se factorise
a travers S%(p).

Démonstration. Soient €, des générateurs, en nombre fini, du
groupe abélien de type fini Ef. La théorie du corps de classes
entraine que les images des ¢, par n*%(p) sont égales a 1. Soit x
un caractere de Tk (p) dans F, qui intervient dans 78(p). Ecrivons
X comme Y n,7, 7 décrivant les différents plongements de K dans
Q,, et les n, étant des entiers dans 'intervalle [0,5]. Les valuations
p-adiques v, ([]. 7(e.)"” — 1) sont donc > 0. Soit K’ la cloture
galoisienne de K sur Q. Prenons p; suffisamment grand pour que
pour p > p2, p ne divise pas les Ng/g(]]. 7(¢.)" —1) qui ne sont pas
nuls. Pour p > pe, v,(]]. 7(€-)"” —1) > 0 entraine que [[_7(e.)" =
1, donc que x est un caractere de S%. Cela prouve la proposition.

3.3 Le cas global : représentation modulo p a poids de
I’inertie modérée bornés.

Soient dg et b deux entiers. Soit p(p) une représentation de Gk dans
un F,-espace vectoriel V(p) vérifiant :

- a) la dimension d de V(p) est < dp ;

- b) p(p) est semi-simple ;

- ¢) pour tout premier  de K qui n’est pas au dessus de p, le
sous-groupe d’inertie en £ agit sur V(p) a travers un quotient qui
est un p-groupe ;

- d) pour tout premier p de K au dessus de p, les poids de I'inertie
modérée en p sont dans l'intervalle [0, b].

Si p(p) est la semi-simplifiée du dual de la réduction modulo p
de la cohomologie étale a coefficients dans Z, d’une variété propre
et lisse sur K, la propriété c) est satisfaite pour p grand et apres
restriction a une extension finie de K indépendante de p grace a un
théoreme de A. J. de Jong [7] et la propriété d) pour p grand grace a
un théoreme de J.-M. Fontaine et B. Messing ( [13], voir aussi [11]).

Notons G/(p) I'image du groupe de Galois G dans GLy,(V (p)).
Supposons p > d. Les exponentielles et logarithmes tronqués e(z) =

P2 il et 1(z) = = 302 (1 — 2) /i définissent des bijections ré-
ciproques entre les ensembles des éléments unipotents et nilpotents
de GLg,(V(p)). Pour u unipotent de GLy,(V(p)), on note e, le mor-
phisme de groupes algébriques G, — GLy () défini par ¢ — e(tl(u)).
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Soit N(p) le sous-groupe de GLy () engendré par les images des ¢,
pour u unipotent de G(p). Alors, M.V. Nori a prouvé qu’il existe
une constante ¢'(d) telle que, pour p > ¢(d), N(p)(F,)* et G(p)*
coincident, T désignant le sous-groupe engendré par les éléments
d’ordre p (voir aussi th.D de [14]). Si N(p) est semi-simpleet p > 5,
N(p)(F,)* coincide avec le groupe N(p)(F,), défini en 1. On sup-
pose p > ¢/(do).

Pour tout premier p de K au dessus de p et tout prolongement
7 de p a Q, on choisit une section du quotient modéré de l'inertie
et 'on note T(p) 'image de la représentation du tore de l'inertie
modérée pour p , comme dans 3.1.2. Notons G(p)?® le sous-groupe
algébrique de GLy () engendré par N(p) et les T, Ce groupe ne
dépend pas du choix des sections, car deux telles sections different
par automorphisme intérieur par I'image d’un élément de 'inertie
sauvage, donc d’un élément de N(p)(F,).

Théoréme 4 (Serre) Il existe un entier p» et un corps de nombres
K', extension finie de K, ne dépendant que de K, dy et b tels que
pour tout p(p) comme ci-dessus avec p > pe :

- G(p)™ est un groupe réductif et N(p) est son sous-groupe des
commulaleurs ;

- p(p)(Grr) est contenu dans G(p)™8(F,), et contient
N(p)(F,)* = N(p)(Fy)u

- la représentation n(p) : G — (G(p)™8/N(p))(F,) est non ram-
ifiée en dehors de p. On a un morphisme surjectif n(p)¢ de S%.(p)
sur le tore G(p)™® /N (p) qui algébrise n(p) en ce sens que la restric-
tion de n(p) au groupe de Galois de K’ilr) coincide avec le composé

de px(p) (3.2) et de n(p)**(IF,).

Remarque. Le morphisme 7(p)®® est caractérisé par le fait qu’il
algébrise n(p) et la propriété suivante.

Soit C'(p)° la composante neutre du centre de G(p)*¢. 1l n’est
pas difficile de voir que le noyau du morphisme surjectif de tores
C(p)® — G(p)*8/N(p) est annulé par un entier qui ne dépend que de
do. En effet, si p(p) est simple, son commutant L est une extension
finie de F,, C'(p)° agit sur V/(p) a travers le groupe multiplicatif de L.
Le groupe Gi(p)*# agit a travers G(p)*8/N(p) sur la représentation
déterminant AT** V(p). 1l en résulte que le noyau de C(p)® —
G(p)™8/N(p) est annulé par d si p(p) est simple.
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Il en résulte qu’il existe un entier f ne dépendant que de dq tel que
le morphisme S% — G(p)2'8/N(p), suivi de ’élévation a la puissance
f, se releve en un morphisme 1’ de S% dans C(p)°.

La propriété supplémentaire qui caractérise n(p)*e est que les
représentations des tores de I'inertie modérée pour les premiers de
K’ au dessus de p induites par 1’ sont restreintes au sens de 3.1.2.
Ceci résulte de la démonstration ci-dessous et du c) du lemme 1.

Démonstration du théoreme.

3.3.1

Comme G(p), est distingué dans G(p), laction de G(p)y, = N(p)(F,)u
est aussi semi-simple, donc aussi celle de U(F,), ou U est le radical
unipotent de N(p). Comme U(F,) est un p-groupe, il en résulte que
U(F,) est trivial. Le groupe unipotent U est par suite trivial, car,
s’il ne I'était pas, il contiendrait un sous-groupe isomorphe a G,,
et donc U(F,) ne serait pas trivial. Puisque N(p) est engendré par
des sous-groupes isomorphes a G, et que son radical unipotent est
trivial, N(p) est un groupe semi-simple.

Lemme 3 Soit N(p) un groupe semi-simple sur F, et une représen-
tation linéaire fidéle de N(p) dans (GLg)r,. On suppose que p > d
et que N(p) est engendré par les images des e,, pour u unipotent de
N(p)(F,). Alors, il existe un groupe semi-simple N sur Z, et une
représentation linéaire fidéle de N dans (GLg)z, dont la réduction
modulo p est N(p) — (GLg)r,.

Démonstration. On se ramene immédiatement au cas ou la représentation
linéaire de N(p) est simple. Elle est alors isomorphe a la représenta-
tion obtenue par restriction des scalaires a partir d’une représenta-
tion absolument irréductible sur une extension finie £ de F,. Cette
représentation a un plus haut poids A et est isomorphe a la représen-
tation L(\) définie dans le 2.2. de [16]. Soit A = >_7_, p'A;, avec les
Ai p-restreints ([16]) et A, # 0. D’apres un théoreme de Steinberg,
ona: L(A)= ®¢L()\i)[i], L()\Z»)M étant L(\;) composée avec la puis-
sance t-ieme du Frobenius. Il existe un morphisme e, dont I'image
dans L()\r)[r] est non triviale. Le morphisme ¢, : G, — L()\r)[r]
est de degré non nul et une puissance p"-ieme. Comme e, est de
degré < p, c’est que r = 1 et X est p-restreint. Soit N(p); une
composante simple de N(p) et A; le plus haut poids de la restric-
tion de N(p) a N(p);. Comme X est p-restreint, A; 'est. Comme
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L()) est de dimension < p, il en est de méme de L(A;). Il résulte
alors des propositions 3 et 5 de [29] que A; est dans la petite alcove.
La proposition 5.6. de la partie 2 de [16] dit que A; se releve aux
vecteurs de Witt a coefficients dans le corps fini k. Le lemme s’en
déduit aisément.

3.3.2

On sait qu’il n’existe qu’un nombre fini de classes d’isomorphisme de
systeme de racines R , muni d’un groupe cyclique ' d’automorphismes
de son diagramme de Dynkin, d’ensemble de poids dominants §)
(avec multiplicités) stable par C, tels que la représentation V' du
groupe semi-simple simplement connexe S de systeme de racines R
(sur un corps algébriquement clos de caractéristique 0) associée a
soit de dimension d. Il en résulte qu’il existe une constante ¢(d) telle
que 'image S’ du groupe S dans GLy soit caractérisée par ses invari-
ants tensoriels de degré < ¢(d). Il résulte alors du lemme 3 qu’il ex-
iste des constantes ¢;(d) et cy(d) telles que pour p > ¢;(d), le groupe
N(p) soit caractérisé par ses invariants tensoriels de poids < ¢3(d),
i.e. il existe ¢ < ¢3(d) et un sous F,-espace vectoriel W(p) de @°V (p)
tels que N(p) soit le sous-groupe de GLy () qui fixe les éléments de
W (p). On peut de plus supposer que W (p) soit le sous-espace vec-
toriel de ®@°V(p) formé des éléments de @°V(p) qui sont fixés par
N(p). L'image G(p) de Gk dans GLp,(V(p)) agit sur @°V(p) en
laissant stable W(p), puisque G(p) normalise N(p). Soit T un tore
de l'inertie modérée comme dans I’énoncé du théoreme. Comme les
poids de I'inertie modérée agissant sur @°V(p) sont bornés indépen-
damment de p, il résulte du lemme 1 que, si p est suffisamment
grand, grand, le tore 75 laisse stable W(p). Il en résulte que 15
normalise N(p) et N(p) est bien distingué dans G(p)*.

L’action de G(p)*8/N(p) sur W(p) est fidele. On note n(p) la
représentation de Gx dans W(p). 1l est clair que n(p)(Gk) est
d’ordre premier a p. Les sous-groupes d’inertie pour les premiers
de K qui ne sont pas au dessus de p agissant sur V(p) a travers un
p-groupe, la représentation n(p) est non ramifiée hors de p.

Lemme 4 Soit K un corps de nombres. Sotent dy et b deuzx entiers.
Alors, il existe un entier py et un corps de nombres K' extension finie
de K vérifiant la propriété suivante. Soient p > po est un nombre
premier, et n(p) : Gx — GLp,(U) est une représentation de G
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dans un F,-espace vectoriel U de dimension < d; vérifiant :

a) n(p) n’est ramifiée qu’au dessus de p ;

b) n(p)(Gk) est d’ordre premier a p ;

¢) d”aprés b), pour tout idéal premier p de K au dessus de p, la
restriction de n(p) au sous-groupe d’inertie en o est modérée. On
suppose que les poids de ['inertie modérée sont bornés par b.

Alors, la restriction de n(p) au groupe de Galois Gk est abéli-
enne. On a une représentation n(p)™¢ de S%, dans U qui est carac-
térisée par les deux proprié€tés suivantes :

- elle algébrise n(p) en le sens que restriction de n(p) a Gal([&"];ab/](’ii)
coincide avec le composé de pr(p) et de n(p)™s(F,),

- les représentations des tores de l'inertie modérée pour les idéaux
premiers de K' au dessus de p qu’elle définit par composition avec
le morphisme Tk:(p) — S%, sont restreintes au sens de 3.1.2.

Démonstration. Comme dimp, (U) < dy et n(p)(Gx) C GLy,(U(p))
est d’ordre premier a p, il résulte d’un théoreme de Jordan qu’il
existe une constante ¢ (ne dépendant que de d;) telle que pour tout
p, 1p(Gx) contienne un sous-groupe distingué abélien J d’indice < c.
Soient p et p' deux idéaux premiers de K au dessus de p, p et ¢’
des prolongement de p et @' respectivement & Q. Soit I le sous-
groupe d’inertie en P, et de meéme I7. Comme J est abélien, les
éléments de n(p)(lz) N J commutent aux éléments de J. Il résulte
de I’hypothese ¢) et du lemme 1, que, pour p > be + 1, les éléments
de n(p)(l5) commutent aux éléments de J. Ils commutent donc aux
éléments de n(p)(/5) N J. Appliquant de nouveau le lemme 1, on
voit que 1(p)(lg) et n(p)(l5) commutent. Il en résulte que, pour
p > be+ 1, les images par n(p) des différents sous-groupes d’inertie
au-dessus de p et J engendrent un groupe commutatif. Soit, pour
p > be+ 1, K, ;) l'extension de K fixée par 'image réciproque par
n(p) de ce sous-groupe. Le degré de K,,)/K est < ¢ ; K,/ K
est non ramifiée. Il en résulte que les K, ;) sont contenues dans une
meéme extension finie Ky de K. On peut prendre pour K’ I'extension
maximale abélienne non ramifiée de Ky, et pp = be + 1. Le lemme
résulte alors de la proposition 2.

Achevons de prouver le théoreme. On prend pour K’ le corps
K’ ikr) donné par le lemme précédent et p suffisamment grand. Soit
H le normalisateur de N(p) dans GLy (. Donc H s’identifie au
stabilisateur de W(p) dans ®@°V (p) et la représentation de H/N(p)
dans W(p) est fidele. On a vu que G(p)# est inclus dans H. Le c)
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du lemme 1 entraine que I'image de G(p)*8/N(p) dans GLy ) est
engendrée par les différents tores de l'inertie modérée au dessus de p
agissant sur W (p), donc avec I'image de n(p)*#. C’est en particulier
un tore. Le groupe algébrique Gi(p)*#, extension d’un tore par le
groupe semi-simple N(p), est réductif. Comme I'image de Gk dans
GLr, (W (p)) est contenue dans celle de n(p)'&, on voit que I'image de
G+ dans GLg,(V(p)) est contenue dans G(p)*8(F,). Pour p grand,
p ne divise pas [K' : K], ce qui entraine que les éléments d’ordre p de
p(p)(Gr+) engendrent N(p)(F,)* et p(p)(Gk) contient N(p)(F,)*.

Le lemme ci-dessus entraine la derniere assertion du théoreme.

3.4 Fin de la démonstration du théoréme 2

On peut changer K par une extension finie et supposer p grand et
que A est absolument simple.

D’apres G. Faltings et Y. Zarhin, on peut supposer que la réduc-
tion p(p) de p, de modulo p est semi-simple ([10], [36]). D’apres M.
Larsen et R. Pink, on peut donc supposer que I’adhérence de Zariski
H, de p,(Gx) dans GLg,(4) est réductive ([19]). On peut supposer
que p est assez grand pour que le théoreme 4 s’applique, puisque
les poids de l'inertie modérée au dessus de p sont 0 et 1 d’apres M.
Raynaud ([25]). On change K en le corps K’ donné par le théoreme.

Lemme 5 Notons H (p) la réduction modulo p de H,,. Alors, H (p)

coincide avec G(p)2.

Démonstration. Montrons tout d’abord que les composantes con-
nexes des centres C' et C' de H (p) et G(p)2" respectivement coin-
cident. En effet soit L le centre de 1’algebre End(A) des endomor-
phismes de A. D’apres G. Faltings et Y. Zarhin, le commutant de
p(p) est End(A) @ F,. On voit alors que le commutant de G(p)'®
est End(A) ®@F,. Pour p grand, le centre de End(A)®@F, est L&TF,.
Les tores C et C' sont des sous-tore du tore des éléments inversibles
de L/pL. Comme on a supposé A simple et que p est grand, T,(A)
est un module libre sur Z, ® L. Soient A™**T,(A) et A™**V(p)(A)
les puissances extérieures maximales des Z,® L et L/pL-modules li-
bres T,(A) et V(p)(A) respectivement (V(p)(A) désignant le noyau
de la multiplication par p dans A). Puisque I'action du groupe
multiplicatif de L/pL sur A™**V,(A) se fait a travers une isogénie,
il suffit de prouver que les images des tores C' et C' agissant sur
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A"V (p)(A) coincident. Ce sont les images de H (p) et G(p)™e
agissant sur A™®*V (p)(A). La restriction & K de la représentation
abélienne de G sur A™>*T,(A) s’algébrise en une représentation
de S% dans A™>T,(A), dont 'image coincide avec celle de H,. La
proposition 2 entraine que la réduction modulo p de la représenta-
tion de S% sur A™a*T,(A) coincide avec la représentation de S%(p)
sur AMxV/(p)(A) donnée par le morphisme S, (p) — G(p)*8/N(p).
On a donc bien que C' = C".

Prouvons que le groupe G(p)*? est contenu dans H,(p). Comme
les composantes connexes des centres coincident, il suffit de prouver
que N(p) est contenu dans H (p). Le groupe H (p)(F,) contient
I'image de p(p). Le groupe N(p) est engendré par les images des
groupes a un parametre ¢ — (¢ [(u)), pour u unipotent de I'image
de p(p). Comme N(p) est la réduction modulo p d’un groupe semi-
simple sur Z,, I'inclusion N(p) C H,(p) résulte du lemme :

Lemme 6 Soit d un entier. Alors, il existe un premier p; véri-
fiant la propriété suivante. Soit p un premier > p;. Soit S un
groupe semi-stmple sur Z, et une représentation linéaire fidéle S —
(GLd)Zp (morphisme de schémas en groupes qui est une immersion
fermée). Soit u € S(F,). Alors l'image du groupe a un paramétre
t— et l(u)) est contenue dans S.

Démonstration. Comme il n’existe qu’un nombre fini de classes
d’isomorphie de couples formé d’un groupe semi-simple et d’une
représentation linéaire fidele de dimension d sur un corps de carac-
téristique 0, il existe un premier p; et une constante D telle que,
pour p > pe, la réduction S(p) de S modulo p soit définie dans
(GLd)Fp par des équations de degré < D. Pour p > 2d + 1 et a en-
tier, 0 <a <p—1,o0nae(al(u))=u*€ S(p)(F,), donc I’équation
de degré < (d — 1) D qui exprime que e(t I(u)) € S a au moins p
solutions. Pour p > (d —1) D, cela entraine qu’elle est nulle, et cela
prouve le lemme.

3.4.1

Les groupes G(p)*? et H (p) ont mémes rangs ([31] 137 Théoreme
2). Ils ont mémes commutants : End(A) @ F,. En effet, comme
G(p)*?(F,) contient 'image de Galois, le commutant de G(p)*? est
contenu dans End(A) ®@ F,, et il est clair que H (p) commute a
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End(A) @ F,. Légalité G(p)** = H (p) résulte alors du lemme

suivant, qui est une variante d’un lemme bien connu :

Lemme 7 Soient G; C (5 deux groupes réductifs sur un corps par-
fait k. On suppose que Gy et Gy ont mémes rangs. On suppose de
plus que l'on a une représentation linéaire fidéele Gy — GLy de Gy
telle que les centres des commutants de Gy et de Gy dans U soient la
méme k-algébre ; on suppose que cette k-algebre commutative C est
semi-stmple. On suppose que la caractéristique de k est 0 ou > 5.

Alors G = (.

Deémonstration. Soit T' un tore maximal de ;. C’est aussi un
tore maximal de GG3. Comme k est parfait et que C' est semi-simple,
le groupe multiplicatif de C' définit un tore que nous noterons C*.
Les centres de (G; et (G5 coincident : 1ils sont l'intersection de T
avec C*. Soient S; C 53 les groupes des commutateurs de Gy et
(G et Ry C Ry les racines de S; et S; relativement a 1'. Comme
les centres de (; et (G5 coincident, les groupes engendrés par R; et
R, dans le groupe des caracteres de T' coincident. Les racines R
forment un sous-ensemble symétrique et, puisque p > 3 et d’apres
SGA 3 exp. 23 cor. 6.6., clos dans Ry. D’apres Bourbaki Groupes
et Algebres de Lie chap. 6 1 prop. 23, on a Ry = R,, donc 57 = 55
et Gy =T x5 =T x S5 =(G,. Cela prouve le lemme.

3.4.2

Achevons la démonstration du théoreme 4.

Le groupe des commutateurs [p,(Gk), pp,(Gk )] de 'image de Ga-
lois est un sous-groupe de S (Z,), dont la réduction modulo p
contient N(p)(F,)y = S,(F,)u. Soit I' son image réciproque dans
S, ec(Zy). L'image de I' dans S, (F,) est S, (F,) tout entier. La
proposition 2.6. de [18] entraine que, pour p grand, I' coincide avec

S, se(Zyp) et donc [p,(GK), pp(GK)] avec S, (Zp)u. Cela acheve de

—p,sC
prouver le théoreme.
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