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Enroulements browniens et subordination
dans les groupes de Lie

N. ENRIQUEZ J. FRANCHI Y. LE JAN

Décembre 2002

Résumé

L’objet de ce travail est de faire apparaitre le lien entre ’enroulement brownien et
I'opération de subordination, et de montrer qu’il peut étre étendu a des groupes de Lie non
abéliens.

1 Introduction

Le résultat de Spitzer [S], sur I'enroulement du mouvement brownien plan autour de
'origine, a suscité de multiples travaux (cf. par exemple [LMK],[PY],[F1]). Notre propos
est d'une part, par 'emploi d'une échelle de temps adéquate permettant d’obtenir des
résultats non asymptotiques, de faire apparaitre clairement le lien entre ce type de théoreme
et I'opération de subordination, d’autre part de montrer qu’il est susceptible d’étre étendu
a des groupes de Lie non abéliens. Dans les deux premieres sections, sont respectivement
étudiées 'opération de subordination pour un mouvement brownien dans un groupe de
Lie, et son application au processus d’enroulement. Des exemples sont présentés dans
la troisieme section, notamment celui de I'enroulement dans des pointes hyperboliques
complexes, qui conduit a un processus de Lévy sur le groupe d’Heisenberg.

2 Subordination d’un mouvement brownien sur un
groupe de Lie

Soit (X;) un mouvement brownien gauche sur un groupe de Lie G, défini par I’équation
Xo=id, (odX;)X; ' =dW,,

ou (W;) est un mouvement brownien sur I’algebre de Lie G ; de sorte que les accroissements
a gauche X HXt;l , 0<ty <. <t,, sont indépendants et homogenes.



Soit 14 le semi-groupe de convolution sur G' donnant la loi de X .

Considérons un subordinateur (A;) sans dérive de mesure de Lévy 7, , indépendant de
X . (s,AA;) est un processus de Poisson ponctuel sur IR, x IR, d’intensité dx @ mp(dy) .

Posons F; := o(Ag, s <t)Va(Ws, s < Ay), et introduisons le processus Y; := Xy, , qui est
Fi-adapté.

Introduisons une métrique sur G et notons d la distance sur G qui lui est associée. Soit

p > 0 tel que eXD|5(0,) soit injective. L’'image de B(0, p) par I’exponentielle est une boule
de G centrée en l'identité et de rayon p.

Nous pouvons alors exprimer le générateur de (Y;) comme suit, ce qui précise dans
notre contexte la formule de Lévy-Khintchine sur le groupe G établie dans [H| (Theorem
5.1) : la mesure de Lévy du processus Y est égale a [;° v(dg)ma(ds) .

Proposition 1 Soit f une fonction de G dans IR, de classe C* & support compact. Alors
P = [ (Fag) = ) = (), Y e () atiagy<oh ) Vs (dg)ma(ds) du
N

est une (F;)-martingale.

Preuve : Remarquons d’abord que f(Y;) — f(id) = /At d(foX),, et découpons cette
intégrale suivant les sauts de A de taille supérieure a ¢ g 0. Pour cela introduisons :

_TE=1le nI®Me temps de saut de A de taille supérieure 2 ¢.

- Nf:=Sup{ne IN|T; <t}

Ny est un processus de Poisson sur IR, d’intensité 7.(1), ol m.(dx) := 1z ma(dx).

Nous avons  f(Y;) — f(id) = A5 + Bf , avec

Af ::/ d(foX),
"= 0, A\ Upneney [, Age] )

et
Bf = > (f(Vrg) = f(Yig)).

n<Ny

Ag tend vers 0 dans L'. En effet la semi-martingale f o X se décompose en une

martingale M7 et un processus & variation bornée A’. f ayant ses dérivées bornées,
d(MI MY, ot dAf

i o sont bornées par des constantes, et donc

E[|4;]] < 0() x E URI[&AJ\U{MNf} Ars Ag) (@]

quantité qui tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0, par convergence dominée.



Ensuite Bj = C; + Dy , avec
Coi= S (FOVrg) — f(Yrgo) — B (Vo) — f(Yre )| Fre])

n<Ny

et Z E YTs — (YTE )|FT€ ]

n<Ny
Il apparait que C} est une martingale. En effet C} s’écrit sous la forme

Cf = Xnen Znlnan:y = Ypew Znlirs<sy , O
Zn = f(YTf;) — f(YTg_) — E[f(YTfi) — (YTE )|fTs ] vérifie E[Zn|fT5_] =0.

C? est donc une somme dénombrable de martingales, qui converge dans L' (on vérifie en
effet que le reste de la somme des moments d’ordre 1 des variables ajoutées se majore par
une constante fois le reste de la série des IP(N; > n), qui est convergente puisque Nf est
une variable de Poisson).

(d
Quant & Dj , il s'écrit : D = / / J(Yr—_g) — f(Yr:— )Vs(dg)ﬂ (ds)
Ry

n<Ng ﬂ-a(l) '

: € d € ! € €
Si on pose Hf := /G N (f(Y:_g) —f(n))ys(dg)iT((lS)) , alors Dj :/o H:dAN; se
X4 3

décompose par la formule de compensation relative aux processus de Poisson composés en

¢
la somme d’une F;-martingale et de  Ey := / / (f(Yufg) — f(Yuf))ys(dg)wg(ds)du.
0] GXIR+
Pour faire tendre € vers 0, il convient d’ajouter un contre-terme.

Notons que / (df (Y ), Yu_ exp™ ' (9))1(dgiag)<ps(dg) est nul, car vy est invariant par
G

gr—gtet expi(g!)=—expi(g). Donc

= [ (g = P = (@), Yo 0 (9)) Lty () ()
Or  [f(Yug) = F(Ya) = (df (Yo ). Y exp™'(g))| < Cste x d(id,g)* et
F(Vaig) = F(Ya ) = (df (Yi ), Yo exp(9)) LidGiag)<py| < Ciste x min{d(id, g), 1},
ot /G min{d(id, g)2,1} v,(dg) = Emin{d(X,,id)? 1}] < Cste x min{s,1} ; donc

/me (f(Vuig) = F(Yal) = (df (Ya ), Yu_ exp™(9)) Va(id.g)<p ) ¥ (dg)

est dans L! (]P(dw) ® ma(ds) @ 1y (u)du) . Le théoreme de convergence dominée donne
alors la convergence dans L' de Ef vers

/Ot /G " (F(Vaig) = F(YV ) = (df (Yu ), Yu exp™(9)) Lidgiag<py ) vs(dg) ma(ds) du

Donc les martingales (f(Yt) — flid) — A — Ef) convergent dans L'. ©



3 Processus d’enroulement dans un groupe

Fixons un groupe de Lie G d’algebre de Lie G, un sous-groupe fermé I' de G, une
variété riemannienne M, et un ouvert U de M tel que U soit différent de M et
difféomorphe a (I'\G) x R, .

Notons (z(z),y(z)) € ([\G) x R, les coordonnées de z € U .

Considérons une diffusion récurrente (Z;) sur M, de générateur £ (au sens des
problemes de martingale). Lorsque Z; est récurrente positive, nous noterons p sa mesure
invariante normalisée. Notons F; la filtration canonique de Z.

Faisons I'’hypothese que dans U le générateur £ se décompose en produit semi-direct :
il existe une fonction mesurable g de IR, dans IR’ , un générateur £, sur IR, , et un
générateur Lg sur G tels que L = L, + goy x L; dans U. Précisément, L,
s'éerit Lyh(y) = a(y)h"(y) + b(y)W (y) , pour a,b boréliennes bornées sur R;, L s'écrit
Lo=3 sz pour certains champs de vecteurs lisses et invariants a gauche Y7, .., Y, sur
G, et enfin pour toutes fonctions de classe C?, f sur IR, et F sur I'\G, nous avons dans
U :

L((Fox)x (foy))=(Fow)x ((Lyf)oy) + ((9f) oy) x (LaF)ox).

L’enroulement dans G associé au passage de la diffusion Z; dans U est naturellement
défini comme la solution 6; de I’équation différentielle stochastique :

t
o, =0,0dV;, ou V ::/ W(Z) (2 o du(Z,) .
0

t
Posons  a, ::/ 1u(Zs)g(y(Zs))ds, et soit 7 := inf{s > 0|as = t} son inverse a
0
droite.

Y-, est alors une diffusion sur IR, . Notons L; son temps local en 0, d’inverse a droite A;.
C’est un subordinateur dont I'exposant caractéristique sera noté . L? := L,, est un temps
local de QU pour la diffusion Z; ; son inverse a droite est évidemment AY := 75, . Notons
X; := 0., l'enroulement dans l'échelle de temps 77, et ¢, := 9/\? = X,, l'enroulement
dans I’échelle de temps A?.

Proposition 2 La semi-martingale (X;) est un F,,-mouvement brownien gauche indé-
pendant de (A;), @ valeurs dans G, de générateur Lg .

Preuve (V) et (yy,) sont des diffusions indépendantes : (y;,) est une diffusion sur IR, de

générateur ﬁﬁy réfléchie en 0, et (V7,) est un mouvement brownien sur G de générateur
"_1(Dy,)? ot y; := Y;(id). Or, du fait que (V;) est constant la ot (a;) Vest, il est clair
que dX; = X;o0dV,,. X; est donc indépendant de y,, , et donc de A;. ©

Proposition 3 Notons P désigne la mesure d’Ito des excursions dans U du processus
Z. (ou dans IRy du processus y. :=y(Z.) ), et notons ¢ le temps de retour en 0 de (y)
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et la durée de vie d’une excursion. Fizons la normalisation de la mesure P (et donc du
temps local) de sorte que E(¢) =1. Nous avons alors pour tout o € IRy :

L d ¢
w(@) =-C %’nzo En(exp [ - Oé/(] g(y.s)ds])

— —1,,0
avec C = il{% a Y (a)

en notant

d
¢0(@) = %‘nﬂ En(‘eiac)-

N.B. : ¥°(a) est exposant caractéristique du subordinateur inverse du temps local en
zéro de la diffusion y,, , ou oy :=inf{s >0, | [§ 1luv(Zs)ds >t} .

Preuve La formule exponentielle pour le processus ponctuel de Poisson des excursions
entraine aussitot (voir par exemple ([B2], proposition 9.1)) :

¢

Y(a) = E(1—exp| - oz/o 9(ys)ds)) -

Notant 77 le temps d’atteinte de 7, nous avons (voir par exemple ([RW], V1.48.1))

E(l — e""c) = %{I}) E(1{7n<m}En[1 - e"“D = lim P(7" < 00) x {1 - ]En(e’o‘c)}

7\0

: — —« - d —«
=l (Cm)™" x [1 = By(e™)] = = O™ lmo By ()

pour une certaine constante C' dépendant de la normalisation de ]5, et de meme

B(1=exp[—a [ alnis]) = =€ o By (exp [~ [ i)
Enfin

A . .1 —e . 4 d —ad
1= B(O =l / B(*—) = = lm (Ca) o Byl ™). o

t N
Remarque 1  La relation F ( / 1{ZS€U}ds> = IE(LY) x E(¢) précise la normalisa-
0

tion du temps local résultant de celle fixée pour P dans la proposition 3 ci-dessus, (LY)
étant l'inverse de (AY) & droite, c’est & dire le temps local correspondant & la mesure

~

¢
d’excursions P : nous avons IF(LY) = _/E(/ 1U(Zs)ds) :
0

En particulier, nous avons dans le cas ergodique : tlim LY/t = u(U) presque siirement.
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Notons m la mesure de Lévy du subordinateur (A;), de sorte que, selon la formule
de Lévy-Khintchine pour les subordinateurs (voir [B1, II1.1]), dans le cas de sauts purs,
nous avons pour tout r € IRy

W(r) :/B+(1—em) aaldu), et /m min{1, u} 7 (du) < oo .

La théorie de Krein (voir [B2, corollaire 9.7]) fournit une unique mesure my, sur R,

telle que
00 00 d
ma(ds) = (/0 e_“smA(du)> ds et /0 m < 00

Le résultat qui suit est maintenant une conséquence des propositions 1 et 2 :

Théoreme 1  p; est un processus de Lévy de mesure :

/]R+ vs(dg) ma(ds) = /OOO Ru(dg) ma(du)

ou vy et R, désignent respectivement le semi-groupe et la résolvante du générateur L.

4 Exemples

4.1 Le plan

M est ici le plan privé de 0, U est la boule ouverte (pointée) de centre 0 et de rayon
R,desorteque G=R, '=7Z, '\G=S".
Prenons pour Z. le mouvement brownien de IR?, i.e. pour £ le demi-laplacien %A de IR2.
0? \ 0? n 10
— ,ou L,=—+-——.
062’ or2  ror

Changeant IR, en |0, R], nous sommes dans le cadre envisagé dans cet article, avec
g(r) =r=*.

D’apres la section 3, (¢;) est le processus de Lévy a valeurs dans IR qui a pour exposant
caractéristique A — (\?/2).

En coordonnées polaires A = L, + 72

Proposition 4 Nous avons pour o, R € IR, (I, désignant la fonction de Bessel usuelle) :

V() = R 2a % et Y(a)=R2V2x.



Preuve Nous nous ramenons au cadre de la section précédente par le changement de
variable y = log(R/r), et nous appliquons la proposition 3 avec ¢ = inf{t > 0|r, = R} :

d

wO(a> — ! df;;ERe—"(eiac) 7 et w(a) =_C! CZ?‘”:O ERe—n<€Xp [ — Oé/oC jﬂlg}) .

Pour a > 0, cherchons f lisse sur |0, +oo[, bornée pres de 0, telle que

M, = f(ry) x exp [ — a/ot r;zds]

soit une martingale. Or nous avons  dr, = dbs + % ds , pour un brownien réel (bs), et
S

donc la formule d’It6 montre aussitot que M; est une martingale locale ssi
1 2a
fr(r) + ;f’(r) - Tﬁf(r) =0.

On trouve ainsi f(r) = rm, et en appliquant le théoreme d’arrét :

inf{t>0 | ’!’t:R} ds f(R 6777) —'r]\/ﬂ
ERe—ﬂ<eXp|:—OZ/O Sin2g05:|):f(}%):e .

De méme, pour le calcul de 9°(«) nous voulons h lisse sur ]0, oo[ et bornée pres de 0
telle que h(r;) e " soit une martingale, et donc telle que A”(r)+h'(r)/r —2ah(r) =0.

Les solutions bornées pres de 0 sont proportionnelles & h(r) = Iy(rv2a ), Iy désignant la
fonction de Bessel usuelle, de sorte que le théoreme d’arrét nous donne :

ER@*"(eXp [ —oainf{t >0|r, = R}D - [Oﬁi;_\;;/_&%> ’

et donc

d e I(RVE)
_%|n:OERe*"(e C)—Rm[O(R\/%> —R\/%[O(Rm)

L(RV2a)

= R*a+ 0(a?) .
Finalement nous avons C = R? , d’ou le résultat. ©
On en déduit :

Corollaire 1 (y;) est un processus de Cauchy (de paramétre R™% avec notre normali-
sation, voir la proposition 3).



4.2 La sphere

M est ici la sphere S* (de rayon 1) privée d'un point o, U est la boule ouverte (pointée)
de centre o et de rayon ¢ €]0,7[, de sorte que G =R, I' =Z, I'\G =S".

Prenons pour Z. le mouvement brownien de S?, i.e. pour £ le demi-laplacien %A de S?.

Introduisons les coordonnées polaires de pole o sur S* C IR? : (cosp x o, siny), ou
o décrit ST et ¢ décrit [0, 7] et représente la distance riemannienne & o.

A _ : -2 92
Dans ces coordonnées A = L, + (sing)™ 575 |

2
Eg,:aa—w%—cotg gp%.

ou L, est l'opérateur de Legendre

Changeant IR, en |0,&|, nous sommes dans le cadre envisagé dans cet article, avec
g(p) = (sinp)~2.

D’apres la section 3, (¢;) est le processus de Lévy a valeurs dans IR qui a pour exposant
caractéristique A — 1p(\?/2).

_ vm
 4sin’(g/2) '
sorte que (@) est un processus de Cauchy (de paramétre (2sin(e/2))™2 dans la normali-
sation de la proposition 3).

Proposition 5  Nous avons pour tous € €]0, 7w et « € Ry : () de

Preuve Nous nous ramenons au cadre de la section précédente par le changement de
variable y = log(e/p), et nous appliquons la proposition 3 avec ¢ =inf{t > 0|y; = ¢} :

(o) =—-C1 ;}\n:o Feon(e™®¢), et 9(a)=— jn!mo ]Eae—"(eXp {_O‘/OC dzs D

sin® s

Pour o > 0, cherchons f lisse sur |0, 7[, bornée pres de 0, telle que

t
M, := f(pr) X exp [ — a/ sin 2 o, ds}
0

soit une martingale. Or nous avons  dys = dbs + %cotg s ds , pour un brownien réel
bs , et donc la formule d’Itdo montre aussitot que M; est une martingale locale ssi

f"(0) + cotg @ x f'(p) —2a(sing) ™ x f(p) =0.

Le changement de variable  f(¢) = H(tg(p/2)) donne t*H"(t)+tH'(t) —2aH(t) =0,
et donc les solutions bornées pres de 0 sont proportionnelles & f(¢) = (tg (¢/2))V2* .

Le théoreme d’arrét nous donne ensuite :

inf{t>0]pr=¢} (g flee™) V2«
Eee*" - / . - 5 td - 5 .
(exp { @ 0 sin2 %D f(e) et donc  y(a) C sine




De méme, pour le calcul de ¥°(a)) nous voulons h lisse sur ]0, 7| et bornée pres de 0
telle que h(p;) e " soit une martingale, et donc telle que

h"(p) + cotg o X h'(p) —2ah(p) =0.

Classiquement, h doit étre proportionnelle & G(cos @), avec G = P? fonction de Legendre
solution de (1 — u?)G"(u) — 2uG’'(u) — 2aG(u) =0 et v tel que v(v+1)+2a=0.

Nous avons donc (avec [MOS] page 171)
d, hee™) eh'(e) e (sing) (P%)(cose)

0 _ _ (170 — —
Pia)==-¢ dn h(e) — Chle) C PY(cose)
(cose) P%(cose) — P? | (cose)
C' (sine) PY(cose)
: A v 1,00y o (cose) Py(cose) — PY (cose) 2 e
Puisque 1= E(¢) = clvlinoa Yila) = —2¢ C (sine) P(cose) B Etg (5) ’

nous obtenons C' = 2¢ tg(5), d’'ott le résultat. Nous avons en outre
(cose) P(cose) — PY_,(cose)
2 (sine) PY(cose)

Y°(a) = veotge x

Lemme 1 (Voir [F1], lemme 8)  Si () est un processus de Cauchy de paramétre p et
si (Ay) est un processus tel que Ayt converge en probabilité vers une constante c, alors les
lois marginales de dimension finie de (pa,,/t, s > 0) convergent vers celles d’un processus
de Cauchy de parameétre pc .

On en déduit le théoreme de Spitzer relatif a la sphére (voir par exemple [F1]).

Corollaire 2 La loi de 0;/t converge lorsque t — oo vers la loi de Cauchy de paramétre
1/4 (indépendamment de € ). Il en est de méme pour les lois marginales de dimension finie
de (Os/t, s > 0), et conjointement pour les enroulements autour d’un nombre fini de
points de la sphere, qui sont asymptotiquement indépendants.

Preuve Prenant a = \?/2t? nous avons pour tout \ € IR :

Blely=T o) =eww |- ).

Pour revenir a ’échelle de temps usuelle, utilisons la remarque 1 : nous avons par ergodicité
convergence presque sire de LY/t vers u(U) = sin*(¢/2), de sorte que selon le lemme 1
ci-dessus le comportement asymptotique de I'enroulement 6, est celui de ¢ g,2(./2) . Donc

pour tout s € IRy
lim B(exp[V/—=1 3 0x]) = exp [~ [A] /4]

Pour l'indépendance asymptotique des enroulements 6/ autour d’un nombre fini de
points oy, ..,0; de la sphere, il suffit de noter que les processus de Cauchy correspondant
©] sont indépendants conditionnellement aux temps locaux L?’] , conditionnement qui

disparait a la limite. <



4.3 Pointes hyperboliques réelles

M est ici une variété hyperbolique réelle de dimension d + 1 et de volume fini, (Z;)
est son mouvement brownien, x est la mesure de volume normalisée, G est le groupe IR,
que nous identifions avec son algebre de Lie, le sous-groupe parabolique I' est un réseau de
IR?, et U est un voisinage horocyclique d’une pointe P de M. Choisissons pour modele le
demi-espace de Poincaré, de fagon que la pointe P soit en 0o, et notons h la hauteur (> 0
suffisamment grande) a laquelle se trouve la section OU dans le modele choisi. L est le demi-
laplacien hyperbolique, et donc Lg est le demi-laplacien euclidien de IR?, g(y) = y?, et
0? —ayy O .

L, = %ﬁ + % NS de sorte que lors de chaque excursion dans [k, co[ vy, = hevt=4/2
) Y

ot w désigne un mouvement brownien réel issu de 0. (X;) est un brownien de IR issu de

t
0, indépendant de (y;), et 6; = / ysdWs , lors de chaque excursion.
0

Nota Bene : par rapport aux notations générales introduites dans la section 3, nous avons
changé IR, en [h, oo, afin de respecter les notations usuelles du demi-espace de Poincaré.

4.3.1 Exposants caractéristiques, mesures de Lévy et de Krein

Nous pouvons encore dans le cas présent calculer les exposants caractéristiques 19 et ).

Proposition 6  Nous avons pour tout o € IR, :

. B dj _é g B dhv2a Kd/z—l(h\/%)
(0 (04)—( 200+ )2 et yla) = 2 Kapp(hV2a)

4 2
La mesure de Krein my du subordinateur (A;) est donnée par

(T3 + Y22 (5V/5)) s

mA(dS) = ﬁ

Preuve Changeons y en y — h, et appliquons la proposition 3, ¢ désignant le temps
d’atteinte de h par le processus (y;) (issu de h+n) :
do
dn

dy

V() = —C7' =2 Epyy(e™®), et ¢(a)=-C"" an ]E’hM(eXp [ - oz/oc(ys)stD.

Puisque ys = (h + 1) e®==2% lors de chaque excursion partant du niveau (h+mn), la
formule de Cameron-Martin donne :

Eyn (e ) = ]E(exp { —a inf{s > 0|w, — 45 < logh — log(h + 17)}])

%E(exp [— (a+ ds—z) inf{s > 0w, < —log(1 + E)}D = (1+ ﬂ)%f\/@,

=1+ h h

h
10



N 0 z d )
d’on 1/1(04):( 204—1—2—5)/(}10), et par suite C =2/hd .

D’autre part cherchons une fonction réguliere f bornée pres de 400 et telle que

M, := exp ( -« / (yu)2du) X f(ys) définisse une martingale. Nous avons
0

M, = f(yo) + martingale + %/0 e—afor(yuﬁdu [f”(yr) n ly;rd (y) — QOzf(yr)} % (%)2 dr

Nous devons donc avoir  f"(y) + (1 —d) f'(y)/y — 2a f(y) =
Posant  H(y) :=y %2 f(y), nous obtenons H"(y)+ H'(y)/y — 2a H(y) =0 .
Par conséquent H est une fonction de Bessel modifiée, bornée pres de +oo .
Donc  f(y) = cy”? Kqpa (yv/20a) . Finalement nous obtenons

< _ flh+n) a Kapp((h+n) V2a)
E(hm)(eXP[—Oé/o(ys) dSDf(h)(lJr??/h) X -/Z(d/2<h\/%) :

La valeur de 1 en découle, étant donné que ng/g(y) + ZUK&/Q(?J) +yKgp-1(y) =0

. Kaja1(hv2a)
C~ 'V 2a x Kd/g(h\/ﬁ) )

Pla) =

Selon Ismail [I], nous avons

A Kaja—1(|A]) _ 16 e A dt
Kap(IA) 7 Jo (A2 + 8t)(30 + Yin) (V)

/ / 1—6 N s/8) g st dsdt / / 1—e INPs/2)e=st s dt
() +Yd2/2> () +Yd2/2)( vVt)

/ / —ah? s —st ds dt
J§/2 + de/g)(l\ﬁ) ’

et donc la mesure de Lévy m, est donnée par

8d e~ St dt
malds) = (ﬂ/o (2 + V2BV >) o5

Ainsi

d’ou le résultat. <

Remarque : un calcul un peu plus sophistiqué donne la loi conjointe de ( et de fog(ys)zds :

g y K\/m((h+77) \/20() .
K\/m (h\/ 2a )

B (e[ = ¢~ a [ ()%ds]) = (14 n/h)

Du fait que L est le laplacien euclidien de IR?, nous déduisons par simple composition
la premiere partie de la proposition suivante.
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Proposition 7 (i) Le processus des enroulements (¢;) du brownien (Z;) dans un voisi-
nage horocyclique U d’une pointe de la variété hyperbolique réelle M (sectionnée a la
hauteur h) est le processus de Lévy a valeurs dans IR? ayant pour exposant caractéristique

d d Kd/271(h|>\\)
IR > X — Sh|A|] x Rya )

(ii) La mesure de Lévy v du processus de Lévy (¢;) est donnée par :

1 o Ka_y(|alt t/2
dv(x) = —6d(27r)_d/2 / 1) dt | |z~ §d$
us 0 (J /2 +Yd2/2)(2\[)

ot Jypp et Yy désignent les fonctions de Bessel usuelles.

Preuve de (ii): D’apres le Théoreme 1, la mesure de Lévy du processus des enroulements
(1) est donnée par

o ol 0/2
/ / e e 2ms) ) de
(J30 + d/2)( Vi)

d o |z| \1-4 [ _lelva 1y, ds d
:i</0 [(m) [ szwl Tt Y§ TG m)dx

d/2

_8d [ e —ay2 (7] % " at T
o (/0 [2<27T) /( 2t> % (’ ‘\/_)1 (Jd/z Yd2/2)(}21\/%))d

1 o0 Kd x|t) 42
:if(zw)—dﬂ / . 1(|2|) dt | |z~ % dx . o
0 (‘]d/2 + Yd/Z)(gf )

[\

Remarque 2 Lorsque d =1, W = 72, Kg_l(x) =e " /5, etdonc
dv(zx) = Z\i; : nous retrouvons une mesure de Lévy de processus de Cauchy.

4.3.2 Résultat asymptotique

Particularisons suivant la dimension, et utilisons la remarque 1.

Notons que dans les coordonnées (x4, .., x4, y) du demi-espace de Poincaré la mesure de
volume est proportionnelle & y~ 4 tdydz;..dry , et que U est isométrique a (I'\ IR?) x [h, oo|
h représentant la hauteur a laquelle on a sectionné la pointe P pour obtenir le voisinage
horocyclique U. De sorte que

Jim L/t = w(U) = /ﬁ)/ y "y = kh™/d,

12



k étant une constante dépendant du volume global de la variété M.

Le comportement asymptotique de l’enroulement (6;) produit par (Z;) dans U est
donc (en loi) celui de (¢, p-dy/q) -
Kajp-1
Kgp2 1
(1) est un processus de Cauchy de parametre /2. Nous retrouvons ainsi via le lemme 1
que lim exp (x/—l At 0t5> = exp(—|\|ks/2), et donc que ¢! 6;, converge au sens des

Sid =1, étant donné que , nous voyons que le processus des enroulements

marginales de dimension finie vers un processus de Cauchy de parametre /2. Nous
retrouvons le résultat donné dans [ELIJ], et appliqué au flot géodésique.

Ceci n’est plus vrai en dimension supérieure.

Sid=2: Si(y) =ylog(2)+ O(y), dot  lim [ [eﬁ Aﬁ} _ - PRds/

Kg/2
Nous retrouvons le résultat [F2] de convergence (au sens des marginales de dimension finie)
de I'enroulement normalisé (¢ log t)~1/26;, vers un mouvement brownien plan isotrope de
variance r/4, indépendant de la hauteur h.
IX2h2ds

Sid>3: %(fy) ~ (dfz) , et donc tlggoE {em A'wjt’t] =e 20@2 |

De sorte que 'enroulement normalisé t~'/260,, converge (au sens des marginales de di-
mension finie) vers un mouvement brownien isotrope (de IR?) de variance xh* ¢/(d —2);
ce qui correspond & des enroulements de variance asymptotique proportionnelle a h2~%,
logiquement dépendants de la hauteur A, étant donné que nous sommes ici dans le cas d'un
théoreme central limite.

Par ailleurs nous avons K,/Kj ~ 1 en +oo pour tout (a, b), et donc pour tout d € IN*:

lim I [o¥ 1 M0t e0] = o M2,
h /oo

ce qui signifie que la loi asymptotique lorsque h — oo du processus d’enroulements nor-
malisés (h™1 ;) est toujours celle du processus de Cauchy isotrope de parametre d/2 .

4.4 Pointes hyperboliques complexes

Nous supposons ici que IH = Hg: est I'espace hyperbolique complexe de dimension
(complexe) d, avec d > 2.

Nos références sont surtout [HP1], [HP2], [G].

Les deux modeles les plus classiques sont celui de Siegel et le projectif :
H{é = {(w, 2) € C*' x C|2Re(z2) > |w|*} = {P(w,w,ws) € PC*| Q(w, wy,w) < 0},

ot Q(w,wy,wp) := |w|? — wiWy — wewy, pour (w,w;,wy) € CHtxCcxcC.
Le bord de H(‘(i: est

0][—[{& = {(w, 2) € C' x C|2Re(z) = |w|*} U {o0} .

13



Les coordonnées horosphériques de (w, z) € H&\{oo} sont (¢,v,y) € C' x IR x IR,
définies par : ( =w, v=—2Im(z), y=2Re(z) — |w|*. (Donc z = (y + |(]* — iv)/2).

La norme de Cygan est définie par : ||({,v,y)|| := /|y + [¢|> —iv| .

Le groupe de Heisenberg Hy est C*! x IR muni de la loi :
(C0) - () = (C+{ v+v +2Im(C()) -

On l'identifie & 81?[&\{00} via ((,v) = (¢,v,0). Il conserve oo et agit sur ]H(‘é\{oo}
par translation a gauche sur chaque horocycle basé en oo :

(Cv) - (¢ y) = (C+ v v +2Im(¢C)  y) -

Repassant aux coordonnées (w, z) de Siegel, cela donne : (,v) = (¢, ([¢]* —v)/2), et
(Cv) - (w,2) = (w+ 2 +wC+ (¢ —iv)/2)) .

Le groupe unitaire U(d — 1) conserve oo et agit sur H&\{oo} par rotation de la
coordonnée (. Le produit semi-direct H(d) des deux groupes Hy et U(d — 1) constitue
le groupe des isométries de ]Hél: qui conservent l'orientation, co, et chaque horosphere

{ly=uo}.

Fixons le systéme de coordonnées usuel sur C41
¢=(G,.,C1), avec ¢ =mx;++/—1y; pour 1 <j<d.
La mesure de volume de IH est proportionnelle a
y_d_l dydvdzxy..dryg_ 1 dy,..dyg_q .

o) 0 0 o) 0

EITE ﬂ’ ey m,%,%, avec pour seuls

L’algebre de Lie de H,; est engendrée par
crochets non triviaux [52-, %] =22
J J

Pour tout s > 0 notons H, ’homothétie complexe définie par: H,((,v,y) = (%, 2 %) .
C’est une isométrie, qui vérifie HS<((, v) - (¢, v’)) = Hy(¢,v) - Hg(¢', V') .

Donnons-nous 2d mouvements browniens réels standards indépendants :

Le mouvement brownien d’Heisenberg est la diffusion dégénérée de générateur % A, ol

2
0 +byAK ,

2
= +(1—-d
Y 92 ( )

14



1.0 0 0 0
AK Z Kar] + 2y; av)z ( — 2z av)2]

j=1 ay]
d—1 32 82 82 82 82
= dyy—— — A —— + A2 + ) —
jE(a >+ ot WGy gy T ) g)

étant le laplacien de Kohn sur Hy, et b > 0 étant un parametre arbitraire.
Nous retrouvons les notations de la section 3, en prenant
2 92
Yy 0 (1 —d ) 0

ST T )y

b K
5 9(y) =y, £G—§A :

Lors de chaque excursion dans [h, co[ nous avons  ys = h exp (ws — gs) .

Soit  Bs = ((s, 2A4,) := (:ci—i—\/—l yl, a1y 22/ da:t—:ctdyt))

d—1 s
le mouvement brownien du groupe G = Hy, ot A, =Y Al A= / (! da] — =) dyl) .
=1 0
Rappelons la formule d’aire de Paul Lévy :  pour tous p,z,y € IR et s >0

E[exp (V=1 0 Al) |2] = 2,y =y = Shg(zs> X exp (x2;;y2 - thg(zs)b'

La formule d’Ito6 montre directement que

z= (Hoa[B( [ wat)] v,

est le mouvement brownien (d’Heisenberg) de IH , en coordonnées horocycliques.

4.4.1 Excursions prés d’une pointe de Hg

M est ici une variété hyperbolique complexe de dimension 2d et de volume fini, (Z;)
est son mouvement brownien, p est la mesure de volume normalisée, G est le groupe de
Heisenberg H,, d’algebre de Lie G = IR?*¢! | et U est un voisinage horocyclique d’une pointe
P de M, que nous plagons en {y = oo} . U est isométrique a (I'\Hq)x[h, 0o, h représentant
la hauteur a laquelle on a sectionné la pointe pour obtenir le voisinage horocyclique U.
Comme dans le cas hyperbolique réel, nous avons changé IR, en [h, co[, pour respecter les
notations usuelles du demi-espace de Siegel. Nous avons encore p(U) = ' h~?/d, pour la
méme raison que dans le cas réel (voir la section 4.3.2).

Nous pouvons de nouveau calculer les exposants caractéristiques 1% et 1.
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inf{slys=h}
Lemme 2  La loi de ©' = yedt est donnée par : pour tous n,a > 0, nous

avons (K4 étant lusuelle fonction de Bessel modifiée) :

. Kq(2y/20 (h+ 1)) |
Kq(2V2ah)

) [GXP ( - 04@1)] = (1 +n/h)

Preuve Pour a,y réels positifs, soient (¢ :=inf{s > 0|ys = h} et

fly) =B, [exp (- a/0< " dt)] :

[ est une fonction positive décroissante sur [h, +oo[, égale a 1 en h, et qui est harmonique
par rapport au semi-groupe de la diffusion (ys) avec potentiel —ald ; elle doit donc
vérifier :

f(y) + 1;d x f'(y) — 2; x fly)=0.

Effectuons le changement :  f(y) := y? H (2\/ 2a y) . Cela donne :
CPH' () +tH () — (P +d*)H(t)=0.

C’est une équation de Bessel, dont une solution positive décroissante sur IR} est Ky. Le
résultat s’ensuit aussitot. <

Proposition 8  Nous avons pour tous h >0, a >0 :

o\ _ 2 dyd dv2ah  Kaea(2v2ah)
V)= (J20+7 —5)5 @ o) =5 Ko(2v/oah)

Preuve De méme que dans la preuve de la proposition 6, changeons y en y — h et
appliquons la proposition 3. Cela donne d’abord

$(a) = (m ~ Doy, et =2/hd,

comme dans la proposition 6, puisque le processus (y;) a la méme expression exactement
dans les cas réels et complexes, et ensuite, en utilisant le lemme 2 ci-dessus :

Ki(2y2a(h+m))\  Vaah Kia(2v2ah)
Kq(2v2a ) e Kq(2v2a) i

vla) = =7 5 | (1 /)
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Corollaire 3 La mesure de Lévy my du subordinateur (A;) (autrement dit la loi de
©' sous la mesure d’excursion P) a pour densité sur IR’

. 4d/ e st dt
— —
mJo (J24+Y2)(Vht)'

ou Jyg et Yy désignent les fonctions de Bessel usuelles. Donc la mesure de Krein my du
subordinateur (A;) est donnée par

ma(ds) = 4d((Jd +Yd)(\/h_))_1ds.

Preuve  Nous avons en effet d’apres la proposition 8 et d’apres Ismail [I], pour tout

0>0:
4d odt

ﬁ/o t(@+t)(J2+Y2)(\/E)
// (1 —e29) _Stdsdt // (1—e2)e " dsdt .
(J3+ Y2)( (J3+Y2(Vht)

4.4.2 Résultat asymptotique

() =

hd
Lemme 3  Nous avons pour tout o réel : tlim tw(?> = % ., ce qui signifie que
Ay/t converge en probabilité lorsque t — oo vers hd/(d —1).

Preuve Nous déduisons aussitot de la proposition 8, pour tout d > 2 :

t (%) = V2aht Kia(2y20nft) 2aht x (V2ah/t) " x (-2 aha

Ky(2/20n/t) ° (,/zah/t)_dx(d—m! a-1°

Corollaire 4  La variable H,(p;) des enroulements normalisés dans Hy converge en loi
lorsque t — oo wvers (\/Bthdl : 2b./4.dhdl> = Hy (B%) = H%(Bl) .

Donc le processus normalisé (Ht(ﬁst)) des enroulements dans Hg produits par les excur-

sions du brownien (Z;) dans la pointe U (sectionnée a la hauteur h) converge en loi (au
sens des distributions marginales de dimension finie) lorsque t — oo wers le brownien de

Heisenberg (H(d_lb)hd—l (BS)> )

17



Preuve La proposition 2 assure que ¢; = Hy-1(B,,), avec les notations de la section
4.4, le brownien B et le subordinateur A étant indépendants. Par conséquent H,;(¢;) =
Hy/y(Ba,) ala méme loi que Hyjpa,)(B1), qui selon le lemme 3 converge vers H%(Bl) .
Enfin nous savons que H;(fy) se comporte asymptotiquement comme H;(p,p-dst/q) , €t
donc converge en loi vers H , yy,a-1(By), id est vers H ;_yy,a-1(Bs). ©

br's bk’

Ce résultat signifie qu’il n’y a pas pour ZH&ZE de résultat d’enroulements singuliers (ana-
logue au théoreme classique de Spitzer), quelque soit d > 2, mais seulement un théoreme
central limite, expliquant la dépendance en h du processus limite.

4.4.3 APPENDICE : une extension au cas du Brownien hyperbolique com-
plexe non dégénéré

Etendons ce qui précede au cas ou notre Brownien sur le groupe d’Heisenberg est non
dégénéré, par ajout d’une excitation indépendante sur la composante centrale v.

Fixons la métrique de type Bergmann : de? .=y~ 2dy? + dﬁfj , ol
2 = 2 2 = 2
de} = (by)~' > _(daf + dy?) + (ky)~ (dv + 2> (w;dy; — yjdxj)> :
j=1 j=1

avec b>0et £E>0.

La mesure de volume riemannien associée & d¢? est proportionnelle &

y’d’1 dydvdzry..dry 1 dy,..dyg_q .

L’opérateur de Laplace-Beltrami associé est
2 2

+(1—d) 0 + Ay, avec Ay:= (k’y)Qa— + by AF

A . R
Y dy ov?

.2 7
=y oy
AX étant toujours le laplacien de Kohn sur H, .

La formule d’It6 montre directement que

Zs = (Hb_l[B(/osytdtﬂ —l—k(O, ﬁ(/osyfdt)),ys>

est le mouvement brownien de IH, en coordonnées horocycliques et relativement a la
métrique d¢? .

Ce mouvement brownien ne se met plus sous la forme d’un produit semi-direct comme
dans la section 3, mais cependant nous pouvons le considérer de facon assez analogue.

Le lemme 2 et la proposition 8 doivent étre modifiés comme suit.
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) 1 inf{slys=h} 9 inf{s|ys=h} 9 /
Lemme 4 La loi de [©O = / ypdt, ©° = / y; dt | est donnée par :
0 0
pour tous 1,0 >0, 0 >0, notant a::%—kg,

oo —20(h+n)s ca—1 1 d—a d
. 1 202 _ d _—on 0o ¢ s (1+5s) s
En4n) [exp ( 0® — 00 /2)} = (L+n/h)%e™" x [ e=20hs ga=1 (1  g)d—a ds

Preuve Pour p, o,y réels positifs, soient ¢ :=inf{s > 0|y, = h} et

f(y) = Ey lexp (_Q/Ucytdt —O;/Ocytzdt)‘|

f est une fonction positive décroissante sur [1, 400, égale a 1 en h, et qui est harmonique
par rapport au semi-groupe de la diffusion y, avec potentiel —oId — d*Id?/2 ; elle doit
donc vérifier :

£+ () x ) = (24 0%) x ) =0,

Effectuons le changement :  f(y) :=e Y H(20y) . Cela donne :

tH"(t)+(1—d—t)H'(t) + (d;1 — Q) H(t)=0.

g

C’est une équation différentielle confluente hypergéométrique (de Kummer), dont une
solution positive sur IR est

> d+1
H(t) = td/ e s (14 5)7%ds, avec a:= e+l Lo
0 o

2

Ceci se vérifie en observant que

0’ 9 d—ts a—1 d-al . 9 d ts_a d—a+1
(t@—i—(l—d—t)&—i—(d—a)){te s (1+s) }—I—%[te s"(1+s) }:O.

De plus nous avons
H(t) = td_a/ e s (14 5/t)%ds =T'(a) t* + td_“/ e s (1 +s/t) — 1] ds
0 0

= T(a)t4 e 440 /O e " O[(s/t)(1 4 /) | ds = T(a) 1= x [1+ O(1/1)] .

Une solution de I'équation de Kummer non colinéaire a H est

r 1)
thx > Wﬁ =e' xt" I x [1+0(1/t)],
! !

ce qui fait que seule (a une constante preés) H correspond & une fonction f bornée en
+oo. Donc nous avons  f(y) =ce 7Y H(20y), et

By |exp (— 00! = 0*0%/2)] = f(h+0)/f(R) . o
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Corollaire 5  Nous avons pour tous h >0, 0> 0,0 >0, notant a= % + 2

~ o’ hd d 2 em20hs ga (1 4 5)47 ds
b 00 =0 — 1| = x (- —o— 20x -0 .
[exp( 00" — 3 ?) ] 5 * (h 0= 20X R T s s

En particulier

» _o? hod Kd 2_1(h0'>
B(l—e79%) = /
(1-e5%) 2 " Kap(ho)

Preuve De méme que dans la preuve du corollaire 8, nous avons

0

0.2
87|":0]E(h+”) [exp (— 00" — 5 @2)]

}ZxElexp(—Q@l—g;@z)—I] =

o 0 —20(h+n)s a=1(1 4 d—ad
= o lp=o |(L+n/h) €77 x T ( fl)_ :
Oy Jo© e72ohs sa=1 (1 4 s)d=ads
d Jo2 e72ohs 52 (1 4 s)@7 ds d V'(a,d+ 1;20h)
no 7 Uxfooe—%hss“ L1+ s)deds h oo U(a,d+ 1;20h) ’
ot ¥(a,d+ 1;2) := T(a)™! [°e s (1 + 5)?%ds est la fonction hypergéométrique
confluente (solution de xW¥” + (d +1—2)V —a¥ =0 ) de Tricomi.

Lorsque o = 0, nous retombons exactement sur le cas de la proposition 6. <

Les définitions de la section 3 et la proposition 2 admettent un analogue :
Yt = Hb 1 / Yt dt + k / yt dt Hb—l (BA%) + k' (O, 5A3>
= <\/B<A1 ; 20A 41 + k’ﬁ/\g) ;

ot (AL A?) = / ytdt/ yp dt) .

Rappelons que (¢, 3;) est le brownien standard de C*™ x IR, que A, est I'aire de Lévy
associée a (i, et que ((;, B;) est indépendant de (A}, A2).

En outre la version bidimensionnelle de la formule exponentielle utilisée précédemment
(voir la proposition 3 et sa preuve) est

U(o,a) = —t 'log (E(exp {— o\ —aAfD) = E(l —exp[— 00! —a@QD.

La mesure de Lévy associée est my telle que
Vo, :/ 1—e ") ma(du, dv) .
)= [ Ja(du dv)
Le lemme 3 est modifié comme suit.
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g o7y thi

t'2a2/  d—1"

nifie que (t7'A}, t72A%) converge en probabilité lorsque t — oo vers (hd/(d —1),0).
t t

Lemme 5  Nous avons pour tous 0,0 réels : tlim t 1[)( ce qui Sig-
—00

Preuve  Nous déduisons du corollaire 5, pour o # 0 :

0 0.2 (;X) 6—20hs g% (t_l + S)d—a ds

2
— xt —)=0—t%+20x
hd w(t’ 2t2) o=ty tato [ e20hs ga=1 (-1 1 g)d-a g

(20h)~ 41 d! + (20h) 74 (d — 1)! (d — a) /t + O(t7?)
(20h)=4 (d — 1)! 4 (20h)1=4(d — 2)! (d — a)/t + O(t~2log t)
—a—t4+£>< d+20h(d—a)/t+ O(t™?)

B o h " 1+420h(d—1)"Yd—a)/t+ O(t2log t)

=0—-20(d—a)/(d—1)+ Ot logt)=20/(d—1)+ Ot tlogt). o

za—t%—i—?tax

Le corollaire 4 et la fin de la section 4.4.2 restent enfin valables tels quels.
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