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Enroulements browniens et subordination
dans les groupes de Lie

N. ENRIQUEZ J. FRANCHI Y. LE JAN

Décembre 2002

Résumé

L’objet de ce travail est de faire apparâıtre le lien entre l’enroulement brownien et
l’opération de subordination, et de montrer qu’il peut être étendu à des groupes de Lie non
abéliens.

1 Introduction

Le résultat de Spitzer [S], sur l’enroulement du mouvement brownien plan autour de
l’origine, a suscité de multiples travaux (cf. par exemple [LMK],[PY],[F1]). Notre propos
est d’une part, par l’emploi d’une échelle de temps adéquate permettant d’obtenir des
résultats non asymptotiques, de faire apparâıtre clairement le lien entre ce type de théorème
et l’opération de subordination, d’autre part de montrer qu’il est susceptible d’être étendu
à des groupes de Lie non abéliens. Dans les deux premières sections, sont respectivement
étudiées l’opération de subordination pour un mouvement brownien dans un groupe de
Lie, et son application au processus d’enroulement. Des exemples sont présentés dans
la troisième section, notamment celui de l’enroulement dans des pointes hyperboliques
complexes, qui conduit à un processus de Lévy sur le groupe d’Heisenberg.

2 Subordination d’un mouvement brownien sur un

groupe de Lie

Soit (Xt) un mouvement brownien gauche sur un groupe de Lie G , défini par l’équation

X0 = id , (◦dXt)X
−1
t = dWt ,

où (Wt) est un mouvement brownien sur l’algèbre de Lie G ; de sorte que les accroissements
à gauche Xtj+1

X−1
tj , 0 ≤ t0 < .. < tn , sont indépendants et homogènes.
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Soit νt le semi-groupe de convolution sur G donnant la loi de Xt .

Considérons un subordinateur (Λt) sans dérive de mesure de Lévy πΛ , indépendant de
X . (s,∆Λs) est un processus de Poisson ponctuel sur IR+× IR+ d’intensité dx⊗πΛ(dy) .

Posons Ft := σ(Λs, s ≤ t)∨ σ(Ws, s ≤ Λt) , et introduisons le processus Yt := XΛt , qui est
Ft-adapté.

Introduisons une métrique sur G et notons d la distance sur G qui lui est associée. Soit
ρ > 0 tel que exp|B(0,ρ)

soit injective. L’image de B(0, ρ) par l’exponentielle est une boule

de G centrée en l’identité et de rayon ρ.

Nous pouvons alors exprimer le générateur de (Yt) comme suit, ce qui précise dans
notre contexte la formule de Lévy-Khintchine sur le groupe G établie dans [H] (Theorem
5.1) : la mesure de Lévy du processus Y est égale à

∫∞
0 νs(dg)πΛ(ds) .

Proposition 1 Soit f une fonction de G dans IR, de classe C2 à support compact. Alors

f(Y·)−
∫ ·

0

∫
G×IR+

(
f(Yu−g)− f(Yu−)− 〈df(Yu−), Yu− exp−1(g)〉1{d(id,g)<ρ}

)
νs(dg)πΛ(ds)du

est une (Ft)-martingale.

Preuve : Remarquons d’abord que f(Yt)− f(id) =
∫ Λt

0
d(f ◦X)u , et découpons cette

intégrale suivant les sauts de Λ de taille supérieure à ε > 0. Pour cela introduisons :

T ε
n := le nième temps de saut de Λ de taille supérieure à ε.

N ε
t := Sup{n ∈ IN |T ε

n ≤ t}.
N ε

t est un processus de Poisson sur IR+ d’intensité πε(1) , où πε(dx) := 1{x≥ε} πΛ(dx) .

Nous avons f(Yt)− f(id) = Aε
t +Bε

t , avec

Aε
t :=

∫
[0,Λt]\∪{n<Nε

t }[ΛT ε
n−,ΛT ε

n
]
d(f ◦X)u

et
Bε

t :=
∑

n<Nε
t

(
f(YT ε

n
)− f(YT ε

n−)
)
.

Aε
t tend vers 0 dans L1. En effet la semi-martingale f ◦ X se décompose en une

martingale M f et un processus à variation bornée Af . f ayant ses dérivées bornées,
d〈Mf ,Mf 〉t

dt
et

dAf
t

dt
sont bornées par des constantes, et donc

IE
[
|Aε

t |
]
≤ O(1)× IE

[∫
IR

1[0,Λt]\ ∪{n<Nε
t } [ΛT ε

n−,ΛT ε
n
](x)dx

]
,

quantité qui tend vers 0 lorsque ε tend vers 0, par convergence dominée.
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Ensuite Bε
t = Cε

t +Dε
t , avec

Cε
t :=

∑
n<Nε

t

(
f(YT ε

n
)− f(YT ε

n−)− IE[f(YT ε
n
)− f(YT ε

n−)|FT ε
n−]
)

et Dε
t :=

∑
n<Nε

t

IE[f(YT ε
n
)− f(YT ε

n−)|FT ε
n−] .

Il apparâıt que Cε
t est une martingale. En effet Cε

t s’écrit sous la forme

Cε
t =

∑
n∈IN Zn1{n<Nε

t } =
∑

n∈IN Zn1{T ε
n<t} , où

Zn := f(YT ε
n
)− f(YT ε

n−)− IE[f(YT ε
n
)− f(YT ε

n−)|FT ε
n−] vérifie IE[Zn|FT ε

n−] = 0 .

Cε
t est donc une somme dénombrable de martingales, qui converge dans L1 (on vérifie en

effet que le reste de la somme des moments d’ordre 1 des variables ajoutées se majore par
une constante fois le reste de la série des IP (N ε

t > n) , qui est convergente puisque N ε
t est

une variable de Poisson).

Quant à Dε
t , il s’écrit : Dε

t =
∑

n<Nε
t

∫
IR+

∫
G
f(YT ε

n−g)− f(YT ε
n−)νs(dg)

πε(ds)

πε(1)
.

Si on pose Hε
t :=

∫
G×IR+

(f(Yt−g)− f(Yt−))νs(dg)
πε(ds)

πε(1)
, alors Dε

t =
∫ t

0
Hε

sdN
ε
s se

décompose par la formule de compensation relative aux processus de Poisson composés en

la somme d’une Ft-martingale et de Eε
t :=

∫ t

0

∫
G×IR+

(
f(Yu−g)− f(Yu−)

)
νs(dg)πε(ds)du .

Pour faire tendre ε vers 0, il convient d’ajouter un contre-terme.

Notons que
∫

G
〈df(Yu−), Yu− exp−1(g)〉1{d(id,g)<ρ}νs(dg) est nul, car νs est invariant par

g 7→ g−1 et exp−1(g−1) = − exp−1(g) . Donc

Eε
t =

∫ t

0

∫
G×IR+

(
f(Yu−g)− f(Yu−)− 〈df(Yu−), Yu− exp−1(g)〉 1{d(id,g)<ρ}

)
νs(dg)πε(ds) du .

Or
∣∣∣f(Yu−g)− f(Yu−)− 〈df(Yu−), Yu− exp−1(g)〉

∣∣∣ ≤ Cste × d(id, g)2 et∣∣∣f(Yu−g)− f(Yu−)− 〈df(Yu−), Yu− exp−1(g)〉 1{d(id,g)<ρ}

∣∣∣ ≤ Cste ×min{d(id, g)2, 1} ,

et
∫

G
min{d(id, g)2, 1} νs(dg) = IE[min{d(Xs, id)

2, 1}] ≤ Cste×min{s, 1} ; donc∫
G×IR+

(
f(Yu−g)− f(Yu−)− 〈df(Yu−), Yu− exp−1(g)〉 1{d(id,g)<ρ}

)
νs(dg)

est dans L1
(
IP (dω)⊗ πΛ(ds)⊗ 1[0,t](u)du

)
. Le théorème de convergence dominée donne

alors la convergence dans L1 de Eε
t vers∫ t

0

∫
G×IR+

(
f(Yu−g)− f(Yu−)− 〈df(Yu−), Yu− exp−1(g)〉 1{d(id,g)<ρ}

)
νs(dg)πΛ(ds) du .

Donc les martingales
(
f(Yt)− f(id)− Aε

t − Eε
t

)
convergent dans L1 . �
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3 Processus d’enroulement dans un groupe

Fixons un groupe de Lie G d’algèbre de Lie G , un sous-groupe fermé Γ de G , une
variété riemannienne M , et un ouvert U de M tel que U soit différent de M et
difféomorphe à (Γ\G)× IR+ .

Notons (x(z), y(z)) ∈ (Γ\G)× IR+ les coordonnées de z ∈ U .

Considérons une diffusion récurrente (Zt) sur M , de générateur L (au sens des
problèmes de martingale). Lorsque Zt est récurrente positive, nous noterons µ sa mesure
invariante normalisée. Notons Ft la filtration canonique de Z.

Faisons l’hypothèse que dans U le générateur L se décompose en produit semi-direct :
il existe une fonction mesurable g de IR+ dans IR?

+ , un générateur Ly sur IR+ , et un
générateur LG sur G tels que L = Ly + g ◦ y × LG dans U . Précisément, Ly

s’écrit Lyh(y) = a(y)h′′(y) + b(y)h′(y) , pour a, b boréliennes bornées sur IR+, LG s’écrit
LG =

∑r
j=1 Y

2
j pour certains champs de vecteurs lisses et invariants à gauche Y1, .., Yr sur

G, et enfin pour toutes fonctions de classe C2 , f sur IR+ et F sur Γ\G , nous avons dans
U :

L
(
(F ◦ x)× (f ◦ y)

)
= (F ◦ x)× ((Lyf) ◦ y) + ((gf) ◦ y)× ((LGF ) ◦ x) .

L’enroulement dans G associé au passage de la diffusion Zt dans U est naturellement
défini comme la solution θt de l’équation différentielle stochastique :

dθt = θt ◦ dVt , où Vt :=
∫ t

0
1U(Zs)x(Zs)

−1 ◦ dx(Zs) .

Posons at :=
∫ t

0
1U(Zs)g(y(Zs))ds , et soit τt := inf{s > 0 | as = t} son inverse à

droite.

yτt est alors une diffusion sur IR+. Notons Lt son temps local en 0, d’inverse à droite Λt .
C’est un subordinateur dont l’exposant caractéristique sera noté ψ . L0

t := Lat est un temps
local de ∂U pour la diffusion Zt ; son inverse à droite est évidemment Λ0

t := τΛt . Notons
Xt := θτt l’enroulement dans l’échelle de temps τt , et ϕt := θΛ0

t
= XΛt l’enroulement

dans l’échelle de temps Λ0
t .

Proposition 2 La semi-martingale (Xt) est un Fτt-mouvement brownien gauche indé-
pendant de (Λt) , à valeurs dans G , de générateur LG .

Preuve (Vτt) et (yτt) sont des diffusions indépendantes : (yτt) est une diffusion sur IR+ de
générateur 1

g(y)
Ly réfléchie en 0, et (Vτt) est un mouvement brownien sur G de générateur∑r

j=1(Dyi
)2 où yi := Yi(id). Or, du fait que (Vt) est constant là où (at) l’est, il est clair

que dXt = Xt ◦ dVτt . Xt est donc indépendant de yτt , et donc de Λt. �

Proposition 3 Notons P̂ désigne la mesure d’Itô des excursions dans U du processus
Z· (ou dans IR+ du processus y· := y(Z·) ), et notons ζ le temps de retour en 0 de (yt)
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et la durée de vie d’une excursion. Fixons la normalisation de la mesure P̂ (et donc du
temps local) de sorte que Ê(ζ) = 1 . Nous avons alors pour tout α ∈ IR+ :

ψ(α) = −C−1 d

dη
|η=0 IEη

(
exp

[
− α

∫ ζ

0
g(ys)ds

])
avec C := − lim

α↘0
α−1 ψ0(α)

en notant

ψ0(α) =
d

dη
|η=0 IEη(e

−α ζ) .

N.B. : ψ0(α) est l’exposant caractéristique du subordinateur inverse du temps local en
zéro de la diffusion yσt , où σt := inf{s ≥ 0, |

∫ s
0 1U(Zs)ds ≥ t} .

Preuve La formule exponentielle pour le processus ponctuel de Poisson des excursions
entrâıne aussitôt (voir par exemple ([B2], proposition 9.1)) :

ψ(α) = Ê
(
1− exp

[
− α

∫ ζ

0
g(ys)ds

])
.

Notant τ η le temps d’atteinte de η , nous avons (voir par exemple ([RW], VI.48.1))

Ê
(
1− e−α ζ

)
= lim

η↘0
Ê
(
1{τη<∞}IEη

[
1− e−α ζ

])
= lim

η↘0
P̂ (τ η <∞)×

[
1− IEη(e

−α ζ)
]

= lim
η↘0

(C η)−1 ×
[
1− IEη(e

−α ζ)
]

= −C−1 d

dη
|η=0 IEη(e

−α ζ) ,

pour une certaine constante C dépendant de la normalisation de P̂ , et de même

Ê
(
1− exp

[
− α

∫ ζ

0
g(ys)ds

])
= −C−1 d

dη
|η=0 IEη

(
exp

[
− α

∫ ζ

0
g(ys)ds

])
.

Enfin

1 = Ê(ζ) = lim
α↘0

↗ Ê
(1− e−αζ

α

)
= − lim

α↘0
(Cα)−1 d

dη
|η=0 IEη(e

−α ζ) . �

Remarque 1 La relation IE
( ∫ t

0
1{Zs∈U}ds

)
= IE(L0

t )× Ê(ζ) précise la normalisa-

tion du temps local résultant de celle fixée pour P̂ dans la proposition 3 ci-dessus, (L0
t )

étant l’inverse de (Λ0
t ) à droite, c’est à dire le temps local correspondant à la mesure

d’excursions P̂ : nous avons IE(L0
t ) = IE

( ∫ t

0
1U(Zs)ds

)
.

En particulier, nous avons dans le cas ergodique : lim
t→∞

L0
t/t = µ(U) presque sûrement.
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Notons πΛ la mesure de Lévy du subordinateur (Λt) , de sorte que, selon la formule
de Lévy-Khintchine pour les subordinateurs (voir [B1, III.1]), dans le cas de sauts purs,
nous avons pour tout r ∈ IR+

ψ(r) =
∫

IR+

(1− e−ru)πΛ(du) , et
∫

IR+

min{1, u} πΛ(du) <∞ .

La théorie de Krein (voir [B2, corollaire 9.7]) fournit une unique mesure mΛ sur IR+

telle que

πΛ(ds) =
(∫ ∞

0
e−usmΛ(du)

)
ds et

∫ ∞

0

mΛ(du)

u(1 + u)
<∞ .

Le résultat qui suit est maintenant une conséquence des propositions 1 et 2 :

Théorème 1 ϕt est un processus de Lévy de mesure :∫
IR+

νs(dg)πΛ(ds) =
∫ ∞

0
Ru(dg)mΛ(du) ,

où νt et Ru désignent respectivement le semi-groupe et la résolvante du générateur LG.

4 Exemples

4.1 Le plan

M est ici le plan privé de 0 , U est la boule ouverte (pointée) de centre 0 et de rayon
R, de sorte que G = IR , Γ = Z , Γ\G ≡ S1 .

Prenons pour Z· le mouvement brownien de IR2, i.e. pour L le demi-laplacien 1
2
∆ de IR2.

En coordonnées polaires ∆ = Lr + r−2 ∂2

∂θ2
, où Lr =

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
.

Changeant IR+ en ]0, R] , nous sommes dans le cadre envisagé dans cet article, avec
g(r) = r−2 .

D’après la section 3, (ϕt) est le processus de Lévy à valeurs dans IR qui a pour exposant
caractéristique λ 7−→ ψ(λ2/2) .

Proposition 4 Nous avons pour α,R ∈ IR+ (Iν désignant la fonction de Bessel usuelle) :

ψ0(α) = R−1
√

2α
I1(R

√
2α )

I0(R
√

2α )
et ψ(α) = R−2

√
2α .
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Preuve Nous nous ramenons au cadre de la section précédente par le changement de
variable y = log(R/r) , et nous appliquons la proposition 3 avec ζ = inf{t > 0 | rt = R} :

ψ0(α) = −C−1 do

dη
IERe−η(e−α ζ) , et ψ(α) = −C−1 d

dη
|η=0 IERe−η

(
exp

[
− α

∫ ζ

0

ds

r2
s

])
.

Pour α > 0 , cherchons f lisse sur ]0,+∞[, bornée près de 0, telle que

Mt := f(rt)× exp
[
− α

∫ t

0
r−2
s ds

]
soit une martingale. Or nous avons drs = dbs + 1

2rs
ds , pour un brownien réel (bs) , et

donc la formule d’Itô montre aussitôt que Mt est une martingale locale ssi

f ′′(r) +
1

r
f ′(r)− 2α

r2
f(r) = 0 .

On trouve ainsi f(r) = r
√

2α, et en appliquant le théorème d’arrêt :

IER e−η

(
exp

[
− α

∫ inf{t>0 | rt=R}

0

ds

sin2 ϕs

])
=
f(Re−η)

f(R)
= e−η

√
2α .

De même, pour le calcul de ψ0(α) nous voulons h lisse sur ]0,∞[ et bornée près de 0
telle que h(rt) e

−α t soit une martingale, et donc telle que h′′(r) + h′(r)/r− 2αh(r) = 0 .

Les solutions bornées près de 0 sont proportionnelles à h(r) = I0(r
√

2α ) , I0 désignant la
fonction de Bessel usuelle, de sorte que le théorème d’arrêt nous donne :

IER e−η

(
exp

[
− α inf{t > 0 | rt = R}

])
=
I0(Re

−η
√

2α )

I0(R
√

2α )
,

et donc

− d

dη
|η=0 IERe−η(e−α ζ) = R

√
2α

I ′0(R
√

2α )

I0(R
√

2α )
= R

√
2α

I1(R
√

2α )

I0(R
√

2α )
= R2α+O(α2) .

Finalement nous avons C = R2 , d’où le résultat. �
On en déduit :

Corollaire 1 (ϕt) est un processus de Cauchy (de paramètre R−2 avec notre normali-
sation, voir la proposition 3).
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4.2 La sphère

M est ici la sphère S2 (de rayon 1) privée d’un point o , U est la boule ouverte (pointée)
de centre o et de rayon ε ∈]0, π[ , de sorte que G = IR , Γ = Z , Γ\G ≡ S1 .

Prenons pour Z· le mouvement brownien de S2, i.e. pour L le demi-laplacien 1
2
∆ de S2.

Introduisons les coordonnées polaires de pôle o sur S2 ⊂ IR3 : (cosϕ×σ , sinϕ) , où
σ décrit S1 et ϕ décrit [0, π] et représente la distance riemannienne à o .

Dans ces coordonnées ∆ = Lϕ + (sinϕ)−2 ∂2

∂σ2 , où Lϕ est l’opérateur de Legendre

Lϕ = ∂2

∂ϕ2 + cotg ϕ ∂
∂ϕ

.

Changeant IR+ en ]0, ε] , nous sommes dans le cadre envisagé dans cet article, avec
g(ϕ) = (sinϕ)−2 .

D’après la section 3, (ϕt) est le processus de Lévy à valeurs dans IR qui a pour exposant
caractéristique λ 7−→ ψ(λ2/2) .

Proposition 5 Nous avons pour tous ε ∈]0, π[ et α ∈ IR+ : ψ(α) =

√
2α

4 sin2(ε/2)
, de

sorte que (ϕt) est un processus de Cauchy (de paramètre (2 sin(ε/2))−2 dans la normali-
sation de la proposition 3).

Preuve Nous nous ramenons au cadre de la section précédente par le changement de
variable y = log(ε/ϕ) , et nous appliquons la proposition 3 avec ζ = inf{t > 0 |ϕt = ε} :

ψ0(α) = −C−1 d

dη
|η=0 IEεe−η(e−α ζ) , et ψ(α) = − d

dη
|η=0 IEε e−η

(
exp

[
−α

∫ ζ

0

ds

sin2 ϕs

])
.

Pour α > 0 , cherchons f lisse sur ]0, π[, bornée près de 0, telle que

Mt := f(ϕt)× exp
[
− α

∫ t

0
sin−2 ϕs ds

]
soit une martingale. Or nous avons dϕs = dbs + 1

2
cotg ϕs ds , pour un brownien réel

bs , et donc la formule d’Itô montre aussitôt que Mt est une martingale locale ssi

f ′′(ϕ) + cotg ϕ× f ′(ϕ)− 2α (sinϕ)−2 × f(ϕ) = 0 .

Le changement de variable f(ϕ) = H(tg (ϕ/2)) donne t2H ′′(t)+ tH ′(t)−2αH(t) = 0 ,

et donc les solutions bornées près de 0 sont proportionnelles à f(ϕ) = (tg (ϕ/2))
√

2α .

Le théorème d’arrêt nous donne ensuite :

IEε e−η

(
exp

[
− α

∫ inf{t>0 |ϕt=ε}

0

ds

sin2 ϕs

])
=
f(ε e−η)

f(ε)
, et donc ψ(α) =

ε
√

2α

C sin ε
.
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De même, pour le calcul de ψ0(α) nous voulons h lisse sur ]0, π[ et bornée près de 0
telle que h(ϕt) e

−α t soit une martingale, et donc telle que

h′′(ϕ) + cotg ϕ× h′(ϕ)− 2αh(ϕ) = 0 .

Classiquement, h doit être proportionnelle à G(cosϕ) , avec G = P 0
ν fonction de Legendre

solution de (1− u2)G′′(u)− 2uG′(u)− 2αG(u) = 0 et ν tel que ν(ν + 1) + 2α = 0 .

Nous avons donc (avec [MOS] page 171)

ψ0(α) = −C−1 do

dη

h(ε e−η)

h(ε)
=
ε h′(ε)

C h(ε)
= − ε (sin ε) (P 0

ν )′(cos ε)

C P 0
ν (cos ε)

= ν ε
(cos ε)P 0

ν (cos ε)− P 0
ν−1(cos ε)

C (sin ε)P 0
ν (cos ε)

.

Puisque 1 = Ê(ζ) = lim
α↘0

α−1ψ0(α) = − 2 ε
(cos ε)P 0

0 (cos ε)− P 0
−1(cos ε)

C (sin ε)P 0
0 (cos ε)

=
2ε

C
tg (

ε

2
) ,

nous obtenons C = 2ε tg ( ε
2
) , d’où le résultat. Nous avons en outre

ψ0(α) = ν cotg ε×
(cos ε)P 0

ν (cos ε)− P 0
ν−1(cos ε)

2 (sin ε)P 0
ν (cos ε)

. �

Lemme 1 (Voir [F1], lemme 8) Si (ϕt) est un processus de Cauchy de paramètre p et
si (At) est un processus tel que At/t converge en probabilité vers une constante c , alors les
lois marginales de dimension finie de (ϕAst/t , s ≥ 0) convergent vers celles d’un processus
de Cauchy de paramètre pc .

On en déduit le théorème de Spitzer relatif à la sphère (voir par exemple [F1]).

Corollaire 2 La loi de θt/t converge lorsque t→∞ vers la loi de Cauchy de paramètre
1/4 (indépendamment de ε ). Il en est de même pour les lois marginales de dimension finie
de (θst/t , s ≥ 0) , et conjointement pour les enroulements autour d’un nombre fini de
points de la sphère, qui sont asymptotiquement indépendants.

Preuve Prenant α = λ2/2t2 , nous avons pour tout λ ∈ IR :

IE(exp[
√
−1 λ

t
ϕt]) = exp

[
− |λ|

4 sin2(ε/2)

]
.

Pour revenir à l’échelle de temps usuelle, utilisons la remarque 1 : nous avons par ergodicité
convergence presque sûre de L0

t/t vers µ(U) = sin2(ε/2) , de sorte que selon le lemme 1
ci-dessus le comportement asymptotique de l’enroulement θt est celui de ϕt sin2(ε/2) . Donc
pour tout s ∈ IR+

lim
t→∞

IE(exp[
√
−1 λ

t
θst]) = exp [− |λ| s/4] .

Pour l’indépendance asymptotique des enroulements θj
t autour d’un nombre fini de

points o1, .., ok de la sphère, il suffit de noter que les processus de Cauchy correspondant
ϕj

t sont indépendants conditionnellement aux temps locaux L0,j
t , conditionnement qui

disparâıt à la limite. �
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4.3 Pointes hyperboliques réelles

M est ici une variété hyperbolique réelle de dimension d + 1 et de volume fini, (Zt)
est son mouvement brownien, µ est la mesure de volume normalisée, G est le groupe IRd,
que nous identifions avec son algèbre de Lie, le sous-groupe parabolique Γ est un réseau de
IRd, et U est un voisinage horocyclique d’une pointe P de M. Choisissons pour modèle le
demi-espace de Poincaré, de façon que la pointe P soit en ∞, et notons h la hauteur (> 0
suffisamment grande) à laquelle se trouve la section ∂U dans le modèle choisi. L est le demi-
laplacien hyperbolique, et donc LG est le demi-laplacien euclidien de IRd, g(y) = y2 , et

Ly = y2

2

∂2

∂y2
+ (1−d)y

2

∂

∂y
, de sorte que lors de chaque excursion dans [h,∞[ yt = h ewt−d t/2 ,

où w désigne un mouvement brownien réel issu de 0. (Xt) est un brownien de IRd issu de

0, indépendant de (yt) , et θt =
∫ t

0
ysdWs , lors de chaque excursion.

Nota Bene : par rapport aux notations générales introduites dans la section 3, nous avons
changé IR+ en [h,∞[, afin de respecter les notations usuelles du demi-espace de Poincaré.

4.3.1 Exposants caractéristiques, mesures de Lévy et de Krein

Nous pouvons encore dans le cas présent calculer les exposants caractéristiques ψ0 et ψ .

Proposition 6 Nous avons pour tout α ∈ IR+ :

ψ0(α) =
(√

2α+
d2

4
− d

2

)d
2

et ψ(α) =
d h
√

2α

2
×
Kd/2−1(h

√
2α )

Kd/2(h
√

2α )
.

La mesure de Krein mΛ du subordinateur (Λt) est donnée par

mΛ(ds) =
8d

π2

(
(J2

d/2 + Y 2
d/2)(

h
2

√
s )
)−1

ds .

Preuve Changeons y en y − h , et appliquons la proposition 3, ζ désignant le temps
d’atteinte de h par le processus (yt) (issu de h+ η) :

ψ0(α) = −C−1 do

dη
IEh+η(e

−α ζ) , et ψ(α) = −C−1 do

dη
IEh+η

(
exp

[
− α

∫ ζ

0
(ys)

2ds
])
.

Puisque ys = (h + η) ews− d
2
s lors de chaque excursion partant du niveau (h + η) , la

formule de Cameron-Martin donne :

IE(h+η)(e
−α ζ) = IE

(
exp

[
− α inf{s > 0 |ws − d

2
s < log h− log(h+ η)}

])

= (1 +
η

h
)

d
2 IE

(
exp

[
− (α+ d2

8
) inf{s > 0 |ws < − log(1 +

η

h
)}
])

= (1 +
η

h
)

d
2
−
√

2α+ d2

4 ,
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d’où ψ0(α) =
(√

2α+
d2

4
− d

2

)
/(hC) , et par suite C = 2/hd .

D’autre part cherchons une fonction régulière f bornée près de +∞ et telle que

Ms := exp
(
− α

∫ s

0
(yu)

2du
)
× f(ys) définisse une martingale. Nous avons

Ms = f(y0) +martingale+ 1
2

∫ s

0
e−α

∫ r

0
(yu)2du

[
f ′′(yr) + 1−d

yr
f ′(yr)− 2α f(yr)

]
× (yr)

2 dr .

Nous devons donc avoir f ′′(y) + (1− d) f ′(y)/y − 2α f(y) = 0 .

Posant H(y) := y−d/2 f(y) , nous obtenons H ′′(y) +H ′(y)/y − 2αH(y) = 0 .

Par conséquent H est une fonction de Bessel modifiée, bornée près de +∞ .

Donc f(y) = c yd/2Kd/2 (y
√

2α ) . Finalement nous obtenons

IE(h+η)

(
exp

[
− α

∫ ζ

0
(ys)

2ds
])

=
f(h+ η)

f(h)
= (1 + η/h)

d
2 ×

Kd/2((h+ η)
√

2α )

Kd/2(h
√

2α )
.

La valeur de ψ en découle, étant donné que d
2
Kd/2(y) + yK ′

d/2(y) + yKd/2−1(y) ≡ 0 :

ψ(α) = C−1
√

2α×
Kd/2−1(h

√
2α )

Kd/2(h
√

2α )
.

Selon Ismail [I], nous avons

|λ|
Kd/2−1(|λ|)
Kd/2(|λ|)

=
16

π2

∫ ∞

0

|λ|2 dt
t(|λ|2 + 8t)(J2

d/2 + Y 2
d/2)(

√
t )

=
16

π2

∫ ∞

0

∫ ∞

0

(1− e−|λ|
2 s/8) e−st ds dt

(J2
d/2 + Y 2

d/2)(
√
t )

=
16

π2

∫ ∞

0

∫ ∞

0

(1− e−|λ|
2s/2)e−st ds dt

(J2
d/2 + Y 2

d/2)(
1
2

√
t )

.

Ainsi

ψ(α) =
8d

π2

∫ ∞

0

∫ ∞

0

(1− e−αh2s)e−st ds dt

(J2
d/2 + Y 2

d/2)(
1
2

√
t )

,

et donc la mesure de Lévy πΛ est donnée par

πΛ(ds) =

8d

π2

∫ ∞

0

e−st dt

(J2
d/2 + Y 2

d/2)(
h
2

√
t )

 ds ,
d’où le résultat. �

Remarque : un calcul un peu plus sophistiqué donne la loi conjointe de ζ et de
∫ ζ
0 (ys)

2ds :

IE(h+η)

(
exp

[
− ρ ζ − α

∫ ζ

0
(ys)

2ds
])

= (1 + η/h)
d
2 ×

K√
2 ρ + d2/4

((h+ η)
√

2α )

K√
2 ρ + d2/4

(h
√

2α )
.

Du fait que LG est le laplacien euclidien de IRd, nous déduisons par simple composition
la première partie de la proposition suivante.
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Proposition 7 (i) Le processus des enroulements (ϕt) du brownien (Zt) dans un voisi-
nage horocyclique U d’une pointe de la variété hyperbolique réelle M (sectionnée à la
hauteur h) est le processus de Lévy à valeurs dans IRd ayant pour exposant caractéristique

IRd 3 λ 7−→ d
2
h|λ| × Kd/2−1(h|λ|)

Kd/2(h|λ|) .

(ii) La mesure de Lévy ν du processus de Lévy (ϕt) est donnée par :

dν(x) =
16d

π2
(2π)−d/2

∫ ∞

0

K d
2
−1(|x|t) td/2

(J2
d/2 + Y 2

d/2)(
h t

2
√

2
)
dt

 |x|1− d
2 dx ,

où Jd/2 et Yd/2 désignent les fonctions de Bessel usuelles.

Preuve de (ii): D’après le Théorème 1, la mesure de Lévy du processus des enroulements
(ϕt) est donnée par

dν(x) =
8d

π2

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−
|x|2
2s e−st (2πs)−d/2

(J2
d/2 + Y 2

d/2)(
h
2

√
t )

ds dt

 dx

=
8d

π2

∫ ∞

0

[( |x|√
2t

)1− d
2

∫ ∞

0
e−

|x|
√

2t
2

( 1
s
+s) ds

(2πs)d/2

]
dt

(J2
d/2 + Y 2

d/2)(
h
2

√
t )

 dx
=

8d

π2

∫ ∞

0

[
2(2π)−d/2

( |x|√
2t

)1− d
2K d

2
−1

(
|x|
√

2t
)] dt

(J2
d/2 + Y 2

d/2)(
h
2

√
t )

 dx
=

16d

π2
(2π)−d/2

∫ ∞

0

K d
2
−1(|x|t) td/2

(J2
d/2 + Y 2

d/2)(
h t

2
√

2
)
dt

 |x|1− d
2 dx . �

Remarque 2 Lorsque d = 1 , 1
(J2

1/2
+Y 2

1/2
)(z)

= π z
2

, K d
2
−1(x) = e−x

√
π
2x

, et donc

dν(x) = h
√

2
π x2 : nous retrouvons une mesure de Lévy de processus de Cauchy.

4.3.2 Résultat asymptotique

Particularisons suivant la dimension, et utilisons la remarque 1.

Notons que dans les coordonnées (x1, .., xd, y) du demi-espace de Poincaré la mesure de
volume est proportionnelle à y−d−1dydx1..dxd , et que U est isométrique à (Γ\IRd)×[h,∞[ ,
h représentant la hauteur à laquelle on a sectionné la pointe P pour obtenir le voisinage
horocyclique U . De sorte que

lim
t→∞

L0
t/t = µ(U) = κ

∫ ∞

h
y−d−1dy = κh−d/d ,
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κ étant une constante dépendant du volume global de la variété M .

Le comportement asymptotique de l’enroulement (θt) produit par (Zt) dans U est
donc (en loi) celui de (ϕκ h−d t/d) .

Si d = 1, étant donné que
Kd/2−1

Kd/2
≡ 1 , nous voyons que le processus des enroulements

(ϕt) est un processus de Cauchy de paramètre h/2 . Nous retrouvons ainsi via le lemme 1

que lim
t→∞

exp
(√
−1 λ t−1 θts

)
= exp(−|λ|κ s/2) , et donc que t−1 θts converge au sens des

marginales de dimension finie vers un processus de Cauchy de paramètre κ/2 . Nous
retrouvons le résultat donné dans [ELJ], et appliqué au flot géodésique.

Ceci n’est plus vrai en dimension supérieure.

Si d = 2 :
Kd/2−1

Kd/2
(y) = y log( 1

y
) +O(y) , d’où lim

t→∞
IE
[
e
√
−1 λ· ϕst√

t log t

]
= e− |λ|

2h2d s/4 .

Nous retrouvons le résultat [F2] de convergence (au sens des marginales de dimension finie)
de l’enroulement normalisé (t log t)−1/2θts vers un mouvement brownien plan isotrope de
variance κ/4 , indépendant de la hauteur h .

Si d ≥ 3 :
Kd/2−1

Kd/2
(y) ∼ y

(d−2)
, et donc lim

t→∞
IE
[
e
√
−1 λ·ϕst√

t

]
= e−

|λ|2h2d s
2(d−2) .

De sorte que l’enroulement normalisé t−1/2θts converge (au sens des marginales de di-
mension finie) vers un mouvement brownien isotrope (de IRd) de variance κh2−d/(d− 2) ;
ce qui correspond à des enroulements de variance asymptotique proportionnelle à h2−d ,
logiquement dépendants de la hauteur h, étant donné que nous sommes ici dans le cas d’un
théorème central limite.

Par ailleurs nous avons Ka/Kb ∼ 1 en +∞ pour tout (a, b), et donc pour tout d ∈ IN∗ :

lim
h↗∞

IE
[
e
√
−1 λ·(h−1 ϕt)

]
= e− |λ| d t/2 ,

ce qui signifie que la loi asymptotique lorsque h → ∞ du processus d’enroulements nor-
malisés (h−1 ϕt) est toujours celle du processus de Cauchy isotrope de paramètre d/2 .

4.4 Pointes hyperboliques complexes

Nous supposons ici que IH = IHd
C est l’espace hyperbolique complexe de dimension

(complexe) d , avec d ≥ 2.

Nos références sont surtout [HP1], [HP2], [G].

Les deux modèles les plus classiques sont celui de Siegel et le projectif :

IHd
C = {(w, z) ∈ Cd−1 × C | 2Re(z) > |w|2} = {P (w,w1, w0) ∈ PCd |Q(w,w1, w0) < 0} ,

où Q(w,w1, w0) := |w|2 − w1w0 − w0w1 , pour (w,w1, w0) ∈ Cd−1 × C× C .

Le bord de IHd
C est

∂IHd
C = {(w, z) ∈ Cd−1 × C | 2Re(z) = |w|2} ∪ {∞} .
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Les coordonnées horosphériques de (w, z) ∈ IHd
C\{∞} sont (ζ, v, y) ∈ Cd−1 × IR × IR+

définies par : ζ = w , v = −2Im(z) , y = 2Re(z)− |w|2 . (Donc z = (y + |ζ|2 − iv)/2 ).

La norme de Cygan est définie par : ‖(ζ, v, y)‖ :=
√
|y + |ζ|2 − iv| .

Le groupe de Heisenberg Hd est Cd−1 × IR muni de la loi :

(ζ, v) · (ζ ′, v′) := ( ζ + ζ ′ , v + v′ + 2Im(ζζ ′ ) ) .

On l’identifie à ∂IHd
C\{∞} via (ζ, v) ≡ (ζ, v, 0) . Il conserve ∞ et agit sur IHd

C\{∞}
par translation à gauche sur chaque horocycle basé en ∞ :

(ζ, v) · (ζ ′, v′, y) := ( ζ + ζ ′ , v + v′ + 2Im(ζζ ′ ) , y) .

Repassant aux coordonnées (w, z) de Siegel, cela donne : (ζ, v) ≡ (ζ, (|ζ|2 − iv)/2) , et

(ζ, v) · (w, z) := (w + ζ, z + wζ̄ + (|ζ|2 − iv)/2 )) .

Le groupe unitaire U(d − 1) conserve ∞ et agit sur IHd
C\{∞} par rotation de la

coordonnée ζ . Le produit semi-direct H(d) des deux groupes Hd et U(d− 1) constitue
le groupe des isométries de IHd

C qui conservent l’orientation, ∞ , et chaque horosphère

{y = y0} .

Fixons le système de coordonnées usuel sur Cd−1 :

ζ = (ζ1, .., ζd−1) , avec ζj = xj +
√
−1 yj pour 1 ≤ j < d .

La mesure de volume de IH est proportionnelle à

y−d−1 dy dv dx1..dxd−1 dy1..dyd−1 .

L’algèbre de Lie de Hd est engendrée par ∂
∂x1
, ∂

∂y1
, .., ∂

∂xd−1
, ∂

∂yd−1
, ∂

∂v
, avec pour seuls

crochets non triviaux [ ∂
∂xj
, ∂

∂yj
] = 2 ∂

∂v
.

Pour tout s > 0 notonsHs l’homothétie complexe définie par : Hs(ζ, v, y) =
(

ζ√
s
, v

s
, y

s

)
.

C’est une isométrie, qui vérifie Hs

(
(ζ, v) · (ζ ′, v′)

)
= Hs(ζ, v) ·Hs(ζ

′, v′) .

Donnons-nous 2d mouvements browniens réels standards indépendants :

x1
s , .. , x

d−1
s , y1

s , .. , y
d−1
s , ws , βs .

Le mouvement brownien d’Heisenberg est la diffusion dégénérée de générateur 1
2
∆ , où

∆ := y2 ∂
2

∂y2
+ (1− d)y

∂

∂y
+ by∆K ,
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∆K :=
d−1∑
j=1

[( ∂

∂xj

+ 2yj
∂

∂v

)2
+
( ∂

∂yj

− 2xj
∂

∂v

)2]

=
d−1∑
j=1

( ∂2

∂x2
j

+
∂2

∂y2
j

+ 4yj
∂2

∂xj∂v
− 4xj

∂2

∂yj∂v
+ 4(x2

j + y2
j )
∂2

∂v2

)
étant le laplacien de Kohn sur Hd , et b > 0 étant un paramètre arbitraire.

Nous retrouvons les notations de la section 3, en prenant

L = 1
2
∆ , Ly =

y2

2

∂2

∂y2
+
(1− d

2

)
y
∂

∂y
, g(y) = y , LG =

b

2
∆K .

Lors de chaque excursion dans [h,∞[ nous avons ys = h exp
(
ws − d

2
s
)

.

Soit Bs = (ζs , 2As) :=
(
x1

s +
√
−1 y1

s , .. , x
d−1
s +

√
−1 yd−1

s , 2
d−1∑
j=1

∫ s

0
(yj

t dx
j
t − xj

t dy
j
t )
)

le mouvement brownien du groupe G = Hd , où As =
d−1∑
j=1

Aj
s , Aj

s :=
∫ s

0
(yj

t dx
j
t − xj

t dy
j
t ) .

Rappelons la formule d’aire de Paul Lévy : pour tous %, x, y ∈ IR et s > 0

IE
[
exp

(√
−1 %Aj

s

) ∣∣∣ xj
s = x, yj

s = y
]

=
%s

sh (%s)
× exp

(x2 + y2

2s

[
1− %s

th (%s)

])
.

La formule d’Itô montre directement que

Zs ≡
(
Hb−1

[
B
( ∫ s

0
yt dt

)]
, ys

)
est le mouvement brownien (d’Heisenberg) de IH , en coordonnées horocycliques.

4.4.1 Excursions près d’une pointe de IHC

M est ici une variété hyperbolique complexe de dimension 2d et de volume fini, (Zt)
est son mouvement brownien, µ est la mesure de volume normalisée, G est le groupe de
HeisenbergHd, d’algèbre de Lie G ≡ IR2d−1 , et U est un voisinage horocyclique d’une pointe
P deM, que nous plaçons en {y = ∞} . U est isométrique à (Γ\Hd)×[h,∞[ , h représentant
la hauteur à laquelle on a sectionné la pointe pour obtenir le voisinage horocyclique U .
Comme dans le cas hyperbolique réel, nous avons changé IR+ en [h,∞[, pour respecter les
notations usuelles du demi-espace de Siegel. Nous avons encore µ(U) = κ′ h−d/d , pour la
même raison que dans le cas réel (voir la section 4.3.2).

Nous pouvons de nouveau calculer les exposants caractéristiques ψ0 et ψ .
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Lemme 2 La loi de Θ1 =
∫ inf{s|ys=h}

0
yt dt est donnée par : pour tous η, α ≥ 0 , nous

avons (Kd étant l’usuelle fonction de Bessel modifiée) :

IE(h+η)

[
exp

(
− αΘ1

)]
= (1 + η/h)d/2 ×

Kd

(
2
√

2α (h+ η)
)

Kd

(
2
√

2αh
) .

Preuve Pour α, y réels positifs, soient ζ := inf{s > 0 | ys = h} et

f(y) := IEy

[
exp

(
− α

∫ ζ

0
yt dt

)]
.

f est une fonction positive décroissante sur [h,+∞[ , égale à 1 en h, et qui est harmonique
par rapport au semi-groupe de la diffusion (ys) avec potentiel −α Id ; elle doit donc
vérifier :

f ′′(y) +
1− d

y
× f ′(y)− 2α

y
× f(y) = 0 .

Effectuons le changement : f(y) := yd/2H
(
2
√

2α y
)

. Cela donne :

t2H ′′(t) + tH ′(t)− (t2 + d2)H(t) = 0 .

C’est une équation de Bessel, dont une solution positive décroissante sur IR∗
+ est Kd . Le

résultat s’ensuit aussitôt. �

Proposition 8 Nous avons pour tous h > 0 , α ≥ 0 :

ψ0(α) =
(√

2α+
d2

4
− d

2

)d
2

et ψ(α) =
d
√

2αh

2
×
Kd−1

(
2
√

2αh
)

Kd

(
2
√

2αh
) .

Preuve De même que dans la preuve de la proposition 6, changeons y en y − h et
appliquons la proposition 3. Cela donne d’abord

ψ0(α) =
(√

2α+
d2

4
− d

2

)
/(hC) , et C = 2/hd ,

comme dans la proposition 6, puisque le processus (ys) a la même expression exactement
dans les cas réels et complexes, et ensuite, en utilisant le lemme 2 ci-dessus :

ψ(α) = −C−1 do

dη

(1 + η/h)d/2 ×
Kd

(
2
√

2α (h+ η)
)

Kd

(
2
√

2αh
)

 =

√
2αh

hC
×
Kd−1

(
2
√

2αh
)

Kd

(
2
√

2αh
) . �
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Corollaire 3 La mesure de Lévy πΛ du subordinateur (Λt) (autrement dit la loi de
Θ1 sous la mesure d’excursion P̂ ) a pour densité sur IR∗

+ :

s 7−→ 4d

π2

∫ ∞

0

e−st dt

(J2
d + Y 2

d )(
√
ht )

,

où Jd et Yd désignent les fonctions de Bessel usuelles. Donc la mesure de Krein mΛ du
subordinateur (Λt) est donnée par

mΛ(ds) =
4d

π2

(
(J2

d + Y 2
d )(

√
hs )

)−1
ds .

Preuve Nous avons en effet d’après la proposition 8 et d’après Ismail [I], pour tout
% > 0 :

ψ(α) =
4d

π2

∫ ∞

0

% dt

t(%+ t)(J2
d + Y 2

d )(
√
ht )

=
4d

π2

∫ ∞

0

∫ ∞

0

(1− e−% s)e−st ds dt

(J2
d + Y 2

d )(
√
ht )

=
4d

π2

∫ ∞

0

∫ ∞

0

(1− e−%s)e−st ds dt

(J2
d + Y 2

d )(
√
ht )

. �

4.4.2 Résultat asymptotique

Lemme 3 Nous avons pour tout α réel : lim
t→∞

t ψ
(α
t

)
=

αhd

d− 1
, ce qui signifie que

Λt/t converge en probabilité lorsque t→∞ vers hd/(d− 1) .

Preuve Nous déduisons aussitôt de la proposition 8, pour tout d ≥ 2 :

t ψ
(α
t

)
= d

2

√
2αht×

Kd−1

(
2
√

2αh/t
)

Kd

(
2
√

2αh/t
) ∼ d

2

√
2αht×

(√
2αh/t

)1−d
× (d− 2)!(√

2αh/t
)−d

× (d− 1)!
=

αhd

d− 1
�

Corollaire 4 La variable Ht(ϕt) des enroulements normalisés dans Hd converge en loi

lorsque t→∞ vers
(√

b ζ hd
d−1

, 2bA hd
d−1

)
= Hb−1

(
B hd

d−1

)
≡ H d−1

bhd
(B1) .

Donc le processus normalisé
(
Ht(θst)

)
des enroulements dans Hd produits par les excur-

sions du brownien (Zt) dans la pointe U (sectionnée à la hauteur h) converge en loi (au
sens des distributions marginales de dimension finie) lorsque t → ∞ vers le brownien de

Heisenberg
(
H (d−1)hd−1

bκ

(Bs)
)

.
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Preuve La proposition 2 assure que ϕt = Hb−1(BΛt) , avec les notations de la section
4.4, le brownien B et le subordinateur Λ étant indépendants. Par conséquent Ht(ϕt) =
Ht/b(BΛt) a la même loi que Ht/(bΛt)(B1) , qui selon le lemme 3 converge vers H d−1

bhd
(B1) .

Enfin nous savons que Ht(θst) se comporte asymptotiquement comme Ht(ϕκ′h−dst/d) , et
donc converge en loi vers H (d−1)hd−1

bκ′s
(B1) , id est vers H (d−1)hd−1

bκ′
(Bs) . �

Ce résultat signifie qu’il n’y a pas pour IHd
C de résultat d’enroulements singuliers (ana-

logue au théorème classique de Spitzer), quelque soit d ≥ 2 , mais seulement un théorème
central limite, expliquant la dépendance en h du processus limite.

4.4.3 APPENDICE : une extension au cas du Brownien hyperbolique com-
plexe non dégénéré

Étendons ce qui précède au cas où notre Brownien sur le groupe d’Heisenberg est non
dégénéré, par ajout d’une excitation indépendante sur la composante centrale v.

Fixons la métrique de type Bergmann : d`2 := y−2dy2 + d`2y , où

d`2y := (by)−1
d−1∑
j=1

(dx2
j + dy2

j ) + (ky)−2
(
dv + 2

d−1∑
j=1

(xjdyj − yjdxj)
)2
,

avec b > 0 et k > 0 .

La mesure de volume riemannien associée à d`2 est proportionnelle à

y−d−1 dy dv dx1..dxd−1 dy1..dyd−1 .

L’opérateur de Laplace-Beltrami associé est

∆ := y2 ∂
2

∂y2
+ (1− d)y

∂

∂y
+ ∆H , avec ∆H := (ky)2 ∂

2

∂v2
+ by∆K ,

∆K étant toujours le laplacien de Kohn sur Hd .

La formule d’Itô montre directement que

Zs ≡
(
Hb−1

[
B
( ∫ s

0
yt dt

)]
+ k

(
0 , β

( ∫ s

0
y2

t dt
))
, ys

)
est le mouvement brownien de IH , en coordonnées horocycliques et relativement à la
métrique d`2 .

Ce mouvement brownien ne se met plus sous la forme d’un produit semi-direct comme
dans la section 3, mais cependant nous pouvons le considérer de façon assez analogue.

Le lemme 2 et la proposition 8 doivent être modifiés comme suit.
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Lemme 4 La loi de

(
Θ1 =

∫ inf{s|ys=h}

0
yt dt , Θ2 =

∫ inf{s|ys=h}

0
y2

t dt

)
est donnée par :

pour tous η, % ≥ 0 , σ > 0 , notant a := d+1
2

+ %
σ

,

IE(h+η)

[
exp

(
− %Θ1 − σ2 Θ2/2

)]
= (1 + η/h)d e−σ η ×

∫∞
0 e−2σ(h+η)s sa−1 (1 + s)d−a ds∫∞

0 e−2σhs sa−1 (1 + s)d−a ds
.

Preuve Pour %, σ, y réels positifs, soient ζ := inf{s > 0 | ys = h} et

f(y) := IEy

[
exp

(
− %

∫ ζ

0
yt dt −

σ2

2

∫ ζ

0
y2

t dt
)]
.

f est une fonction positive décroissante sur [1,+∞[ , égale à 1 en h, et qui est harmonique
par rapport au semi-groupe de la diffusion ys avec potentiel −% Id − σ2Id2/2 ; elle doit
donc vérifier :

f ′′(y) +
(1− d

y

)
× f ′(y)−

(2%

y
+ σ2

)
× f(y) = 0 .

Effectuons le changement : f(y) := e−σy H(2σ y) . Cela donne :

tH ′′(t) + (1− d− t)H ′(t) +
(d− 1

2
− %

σ

)
H(t) = 0 .

C’est une équation différentielle confluente hypergéométrique (de Kummer), dont une
solution positive sur IR∗

+ est

H(t) = td
∫ ∞

0
e−ts sa−1 (1 + s)d−a ds , avec a :=

d+ 1

2
+
%

σ
.

Ceci se vérifie en observant que(
t
∂2

∂t2
+ (1− d− t)

∂

∂t
+ (d− a)

)[
tde−tssa−1(1 + s)d−a

]
+

∂

∂s

[
tde−tssa(1 + s)d−a+1

]
= 0 .

De plus nous avons

H(t) = td−a
∫ ∞

0
e−s sa−1 (1 + s/t)d−a ds = Γ(a) td−a + td−a

∫ ∞

0
e−s sa−1 [(1 + s/t)d−a − 1] ds

= Γ(a) td−a + td−a
∫ ∞

0
e−s sa−1O

[
(s/t)(1 + s/t)(d−a−1)+

]
ds = Γ(a) td−a × [1 +O(1/t)] .

Une solution de l’équation de Kummer non colinéaire à H est

td ×
∑
j∈IN

Γ(a+ j)

j! (d+ j)!
tj = et × ta−1 × [1 +O(1/t)] ,

ce qui fait que seule (à une constante près) H correspond à une fonction f bornée en
+∞ . Donc nous avons f(y) = c e−σ y H(2σ y) , et

IEh+η

[
exp

(
− %Θ1 − σ2Θ2/2

)]
= f(h+ η)/f(h) . �
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Corollaire 5 Nous avons pour tous h > 0 , % ≥ 0 , σ > 0 , notant a = d+1
2

+ %
σ

:

Ê

[
exp

(
− %Θ1 − σ2

2
Θ2
)
− 1

]
=
hd

2
×
(
d

h
− σ − 2σ×

∫∞
0 e−2σhs sa (1 + s)d−a ds∫∞

0 e−2σhs sa−1 (1 + s)d−a ds

)
.

En particulier

Ê
(
1− e−

σ2

2
Θ2
)

=
hσd

2
×
Kd/2−1(hσ)

Kd/2(hσ)
.

Preuve De même que dans la preuve du corollaire 8, nous avons

2

hd
× Ê

[
exp

(
− %Θ1 − σ2

2
Θ2
)
− 1

]
=

∂

∂η

|η=0IE(h+η)

[
exp

(
− %Θ1 − σ2

2
Θ2
)]

=
∂

∂η

|η=0

[
(1 + η/h)d e−σ η ×

∫∞
0 e−2σ(h+η)s sa−1 (1 + s)d−a ds∫∞

0 e−2σhs sa−1 (1 + s)d−a ds

]

=
d

h
− σ − 2σ ×

∫∞
0 e−2σhs sa (1 + s)d−a ds∫∞

0 e−2σhs sa−1 (1 + s)d−a ds
=
d

h
− σ + 2σ × Ψ′(a, d+ 1; 2σh)

Ψ(a, d+ 1; 2σh)
,

où Ψ(a, d + 1; x) := Γ(a)−1
∫∞
0 e−xssa−1(1 + s)d−ads est la fonction hypergéométrique

confluente (solution de xΨ′′ + (d+ 1− x)Ψ′ − aΨ = 0 ) de Tricomi.

Lorsque % = 0, nous retombons exactement sur le cas de la proposition 6. �

Les définitions de la section 3 et la proposition 2 admettent un analogue :

ϕt := Hb−1

[
B
( ∫ Λ0

t

0
yt dt

)]
+ k

(
0 , β

( ∫ Λ0
t

0
y2

t dt
))

= Hb−1

(
BΛ1

t

)
+ k

(
0 , βΛ2

t

)
=
(√

b ζΛ1
t
, 2bAΛ1

t
+ kβΛ2

t

)
,

où (Λ1
t ,Λ

2
t ) :=

( ∫ Λ0
t

0
yt dt ,

∫ Λ0
t

0
y2

t dt
)

.

Rappelons que (ζt, βt) est le brownien standard de Cd−1 × IR , que At est l’aire de Lévy
associée à ζt , et que (ζt, βt) est indépendant de (Λ1

t ,Λ
2
t ) .

En outre la version bidimensionnelle de la formule exponentielle utilisée précédemment
(voir la proposition 3 et sa preuve) est

Ψ(%, α) = − t−1 log
(
IE
(

exp
[
− %Λ1

t − αΛ2
t

]))
= Ê

(
1− exp

[
− %Θ1 − αΘ2

])
.

La mesure de Lévy associée est πΛ telle que

Ψ(%, α) =
∫
(IR+)2

(1− e−%u−αv)πΛ(du, dv) .

Le lemme 3 est modifié comme suit.
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Lemme 5 Nous avons pour tous %, σ réels : lim
t→∞

t ψ
(%
t
,
σ2

2t2

)
=

%hd

d− 1
, ce qui sig-

nifie que
(
t−1Λ1

t , t
−2Λ2

t

)
converge en probabilité lorsque t→∞ vers (hd/(d− 1), 0) .

Preuve Nous déduisons du corollaire 5, pour σ 6= 0 :

2

hd
× t ψ

(%
t
,
σ2

2t2

)
= σ − t d

h
+ 2t σ ×

∫∞
0 e−2σhs sa (t−1 + s)d−a ds∫∞

0 e−2σhs sa−1 (t−1 + s)d−a ds

= σ − t d
h

+ 2t σ × (2σh)−d−1 d! + (2σh)−d (d− 1)! (d− a)/t+O(t−2)

(2σh)−d (d− 1)! + (2σh)1−d (d− 2)! (d− a)/t+O(t−2 log t)

= σ − t d
h

+
t

h
× d+ 2σh (d− a)/t+O(t−2)

1 + 2σh (d− 1)−1(d− a)/t+O(t−2 log t)

= σ − 2σ (d− a)/(d− 1) +O(t−1 log t) = 2%/(d− 1) +O(t−1 log t) . �

Le corollaire 4 et la fin de la section 4.4.2 restent enfin valables tels quels.
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