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Résumé :  La méthode des plus proches voisins est une
méthode de classification géométrique très utilisée en
reconnaissance de formes, en raison de sa simplicité et
de sa robustesse. Les caractéristiques sont exploitées
dans un espace métrique de représentation,
généralement Rn muni de la distance euclidienne. La
méthode de Keller repose sur une fonction de décision
floue qui met en jeu les distances des protoypes au point
inconnu. Nous proposons une nouvelle règle de décision
floue dans laquelle la contribution d'un prototype ne se
fait pas individuellement , mais collectivement, en
considérant son sous-voisinage, selon la règle : un
prototype est d'autant plus influent qu'il est plus proche
du point inconnu, et qu'il existe des protoypes de la
même classe plus proche que lui. Les essais de
validation sont menés en comparaison notamment avec
la méthode de Keller (avec initialisation nette) sur deux
banques de données standard : la base des 150 iris de
Fischer en auto-validation dans l'espace de
représentaiont de dimension 4,  et la base mnist de
chiffres manuscrits composée d'une base d'apprentissage
de 60 000 caractères et d'une base de test de 10 000
dans l'espace de représentation de dimension 28*28.
Cependant, l’exemple de la base mnist montre que le
gain reste faible, en comparaison des méthodes qui
exploitent les invariances des prototypes par
transformations géométriques ou par combinaison
linéaire des voisins.

Mots-clés : classification,  k plus proches voisins, flou,
Keller, iris de Fischer, mnist.

1 Introduction
Toute méthode géométrique de reconnaissance de

formes nécessite de disposer d'un espace métrique de
représentation des caractéristiques. Le choix se porte
souvent en pratique sur Rn muni de la distance
euclidienne. Les dimensions de cet espace peuvent être
réduites par une analyse en composantes principales,
laquelle peut conduire en outre à un changement
d'échelle, de façon à ajuster les écarts-types selon chaque

direction. Nous n'aborderons pas ici ces questions
d'analyse et de prétraitement des données, qui forment
un sujet d'étude complémentaire.  L'espace métrique Rn

muni de la distance euclidienne est isotrope : la distance
euclidienne entre deux points se conserve pour toute
translation et toute rotation dans l'espace des
caractéristiques. De plus, elle est naturelle au sens de la
vue, nous permettant d'évaluer les distances dans un
plan. La densité de probabilité, qui a la dimension d'une
probabilité par unité de volume, est une fonction de
chaque point de l'espace de représentation. Décider si un
point appartient à une classe équivaut à retenir la classe
qui a la plus forte densité de probabilité en ce point. Le
problème posé en terme probabiliste est donc de trouver
un estimateur fiable de la densité de probabilité relative
de chaque classe en tout point de l'espace de
représentation accessible par un test. Dans une optique
“floue”, c’est le degré d'appartenance à une classe, qui
dépend des grandeurs géométriques de l'espace de
représentation et de paramètres à régler, permet de
décider. Aussi la fonction qui exprime le degré
d'appartenance peut être regardée comme  une densité de
probabilité  à une constante multiplicative près.

Pour estimer la densité de probabilité, on peut
recourir à des méthodes globales paramétriques : on se
donne une forme analytique globale ou semi-globale de
la distribution, et on en estime les paramètres à l'aide de
statistiques. Ainsi une distribution de probabilité peut-
elle être par exemple gaussienne ou de Rayleigh, pure ou
mélangée. A l’inverse, on peut considérer que la densité
de probabilité est une fonction purement locale qui ne
dépend  que d'un voisinage du point où on cherche à
l'évaluer. Dans ce cas, seuls quelques prototypes les plus
proches du point inconnu seront impliqués dans la
décision. En raison de l'incomplétude des données, il est
courant de recourir à une formalisation floue :
l'estimation de la densité de probabilité locale est
remplacée le calcul du degré d'appartenance à une classe.

La méthode que nous proposons est une méthode de
classification, apparentée aux k plus proches voisins, de
type floue. Nous la situerons au sein de la famille de ces



méthodes, puis nous présenterons les conditions
expérimentales de sa validation.

2 Objectifs des méthodes des k-ppv
La méthode du plus proche voisin  [Fix 51][Cover

67] est la méthode locale non paramétrique la plus
simple. On suppose seulement que le voisinage qui
influe sur la décision de classification du point inconnu
se limite à une boule contenant seulement le plus proche
voisin. La densité de probabilité de toutes les classes est
nulle, à l'exception de celle affectée au plus proche
voisin qui est naturellement choisie pour la décision.
Cette méthode en apparence très simple est robuste. Son
erreur est majorée par 2 fois l'erreur minimale  obtenue
par la classification bayésienne, dans les conditions
asymptotiques. Elle permet de reconnaître les formes
lorsque la distribution des classes n'est pas convexe.
L'algorithme de base est facile à écrire et à programmer.
En contrepartie, elle nécessite un grand volume de
données d'apprentissage, ce qui veut dire un grand
nombre de points d'apprentissage à stocker  et à
examiner, autrement dit des ressources mémoire élevées
et un temps d'exécution important dans une
implémentation brute de l'algorithme.

Depuis plusieurs décennies, les chercheurs ont essayé
d'améliorer la méthode, d'une part en réduisant le volume
des données nécessaires et en optimisant les algorithmes
pour réduire le temps de traitement (condensing), d'autre
part en étendant et en enrichissant le contexte local pour
affiner la décision (editing rules). En effet, par exemple,
est-il opportun de choisir le premier plus proche voisin si
le deuxième et le troisième plus proche voisin
appartiennent à une autre classe et sont quasiment à la
même distance que le premier plus proche voisin ? Par
ailleurs, l'erreur ou l'incertitude sur la mesure de chaque
prototype, le nombre insuffisant de points appris, les
erreurs d'étiquetage du professeur, sont autant de causes
qui perturbent les résultats.

Des solutions pour améliorer le taux reconnaissance
ont été explorées dans deux directions complémentaires :
enrichir l’analyse du voisinage  et affiner le critère de
décision,  corriger les données d'apprentissage.
1. Etendre le voisinage à plusieurs points, dans le but

d'affiner la décision, ce qui implique

(a) l'existence d'un critère ou d'une fonction de
décision  (editing rule) : vote majoritaire,
pondération par rapport de distances de Dudani
[DUD 76], degré d'appartenance flou de
Keller[Kel85], évidence de Donoeux [DON 95] ,
voisinage par classe de Hattori [HAT 99],
paramétrique de Arif[ARI 05].

(b) le choix du nombre de voisins k, ou
l'exploitation de plusieurs valeurs de k.

2. Corriger les données d'apprentissage

(a) par lissage flou des étiquettes, afin de filtrer les
incertitudes  Keller [KEL 85],

(b) par modification de l'ensemble d'apprentissage,
en éliminant les points jugés aberrants et/ou en

adjoignant des points jugés manquants, dans le
but de corriger  les erreurs et/ou omissions du
professeur. En particulier, l’exploitation des
invariants lors de transformations géométriques a
débouché sur la méthode de la distance tangente
[SIM 98], et la méthode de l’hyperplan [VIN
01], façons élégantes et très efficaces d’adjoindre
implicitement un grand nombre de prototypes
pour chaque prototype.

Cet article propose une nouvelle règle de décision
(editing rule) dérivée de celle de Keller, et se rattache
essentiellement au premier point cité au-dessus. Seule
l’introduction de la distance angulaire se rattache au
second point. Afin de mieux situer notre apport, nous
rappelons d’abord les règles de décision classiques.

3 Principales règles de décision
La méthode du voteur majoritaire présuppose

l'hypothèse d'une densité de probabilité uniforme à
l'intérieur du k-voisinage, et une valeur de k
suffisamment élevée pour que la densité estimée soit
stable. En pratique, il est rare que ces deux conditions
soient remplies : en effet, le nombre de points
d'apprentissage est non seulement fini, mais encore il est
souhaitable qu'il soit limité pour des raisons de taille des
données à collecter, à stocker et à exploiter. Dans un
contexte de plus faible densité, augmenter le nombre k
entraîne  l'accroissement du volume du voisinage,  ce qui
affaiblit l'hypothèse d'une distribution locale uniforme.
La valeur optimale de k exprime le meilleur compromis
qui concilie distribution uniforme et voisinage peu
dense. Cependant, lorsque la représentation est
clairsemée, il devient plus plausible  de supposer que la
densité de probabilité n'est pas uniforme dans le k-
voisinage. Logiquement, plus un voisin  est proche, plus
il influe sur la décision. La méthode de pondération de
Dudani [Dud76] semble la première à s'inscrire dans
cette optique. La pondération wi du point xi s'exprime
ainsi :
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= si d(x, xk)≠ d(x, x1),

wi=1 si d(x, xk)=d(x, x1)   (1)
où x1 et xk sont respectivement le prototype le plus

proche et le plus lointain.
La méthode de Keller [Kel85] propose de calculer

pour chaque point un degré d'appartenance du point
inconnu, fonction des distances de x à chaque prototype
xj, selon la formulation :
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où uij est le degré d'appartenance du point xj à la
classe Ci . Dans le cas d'initialisation nette, uij vaut 1 ou 0
selon que le point appris xj appartient ou non à la classe
Ci .Dans le cas d'initialisation floue, uij est un degré
d'appartenance flou, associé à chaque prototype, qui



dépend d'un avis d'expertise, ou du voisinage appris du
prototype. Le paramètre m règle l'influence de la
distance.

La méthode de Hattori [Hat99] considère un k-
voisinage pour chaque classe. La fonction de décision
dépend de paramètres à ajuster et des points de ce k-
voisinage.

Dans le cadre d'une approche analytique, Arif [Arif
2005]  a proposé récemment une formulation   du  degré
d'appartenance du point inconnu x à la classe Ci est
proportionnel à 1/(1+1/bi) , avec :
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où xi  est le point de la classe Ci le plus proche de x,
Ni est le nombre de k-voisins appartenant à la classe Ci ,
R(xi) est le rang de classement de xi dans le k-voisinage,
v(x, xi) est une pondération  dépendant du voisinage
restreint à xi et aux points xj plus proches que lui, ayant
pour expression :
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α, β, γ sont des exposants à ajuster en optimisant le
taux de reconnaissance. Arif propose finalement :
α=1, β=1, γ ajustable, afin de réduire à 1 le nombre

de paramètres à ajuster.
Comme on le voit, les méthodes récentes introduisent

au moins un paramètre à ajuster en plus du nombre de
voisins k.  Nous proposons de modifier la méthode de
Keller en remplaçant la distance euclidienne par une
distance qui exploite le sous-voisinage de chaque
prototype.

4 Méthode des sous-voisinages
4.1 Principe de la règle de décision

La démarche que nous proposons participe du
postulat suivant : dans le cas d’une faible densité, la
contribution d'un prototype voisin appartenant à une
même classe est d'autant meilleure que :
1. le prototype est proche,

2. il y a plus de prototypes plus proches que lui
appartenant à la même classe

La contribution d’un prototype interne au voisinage
se fera donc en utilisant une autre distance que la
distance euclidienne, en respectant la règle : un
prototype interne au sous-voisinage et de la même classe
rapproche artificiellement le prototype considéré,
d'autant plus que ce prototype interne  est proche du
point inconnu. Un prototype d'une autre classe n’affecte
pas le prototype considéré.

4.2 Formulation de la règle de décision
Dans la suite, nous donnerons aux formules une plus

grande généralité en attribuant à un prototype xm une
masse floue uim , qui dénote le degré d'appartenance de
xm à la classe Ci. Dans le cas d'un étiquetage net de la

base d'apprentissage, uij vaut 1 si xj appartient à la classe
Ci , 0 sinon.

Nous déduisons des principes énoncés précédemment
une formule de la distance relative à la classe Ci définie
sur le sous-voisinage V(x, xj), notée  Di(x, xj)
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Détaillons les constituants de cette définition de la
distance sur le sous-voisinage .

)x,x(d j est la distance de l'espace métrique,
usuellement la distance euclidienne dans Rn.

)x,u(Card mim)x,x(V,Cx jim∈    représente la masse

des prototypes de la classe Ci dans le sous-voisinage
Di(x, xj) est la moyenne arithmétique des distances

des prototypes de la classe Ci .
Comme il est évident que :

)x,x(Vx)x,x(d)x,x(d jmjm ∈∀≤ ,
la moyenne aithmétique des distances vérifie

l'inégalité qui caractérise le rapprochement virtuel :
)x,x(d)x,x(D)x,x(d jji1 ≤≤     (6)

Ecrivons la formule du degré d'appartenance de x à la
classe Ci avec le même formalisme que la distance de
Keller (cf. relation (3)):
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Dans cette relation la distance euclidienne, qui traduit
l'influence d'un point isolément, a été remplacée par  une
« distance de sous-voisinage ». α règle l'influence de la
distance, comme m dans la formule de Keller. La
signification de α est la suivante : si α est nul, on obtient
la règle du voteur majoritaire ; si α est infini, on obtient
la règle du plus proche voisin. En terme de stockage des
données, la méthode des sous-voisinages repose, comme
la méthode de Keller, sur le tableau des distances
ordonnées des plus proches voisins. Seule l’exploitation
de ce tableau est légèrement plus complexe car il faut
calculer de façon récurrente la distance Di(x, xj).

Notons enfin que, dans cette méthode, comme la
méthode de Keller, le degré d’appartenance à une classe
est une fonction monotone du voisinage :

)x(f)x(f)x(V)x(V )2(
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)2(
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Ci,k <⇒⊂    (8)
Si , dans un premier voisinage, tous les prototypes

sont soit plus proches soit aussi proches du point
inconnu que dans un second voisinage, et si les points
des autres classes sont invariants, le degré
d’appartenance de x est supérieur dans le cas du premier
voisinage. Cela assure la stabilité si l’étiquetage net de
l’ensemble d’apprentissage suffit. Remarquons que cette
propriété n’est pas vérifiée par exemple pour la méthode
de Arif (cf.. (3)): plus le rang de classement est élevé,
plus le degré d’appartenance augmente. Pour ces
méthodes qui ne vérifie pas la monotonie, le réglage des
paramètres permet de s’adapter sans ré-étiquetage au jeu



des données d’apprentissage en « leave one out », mais
rien ne garantit la stabilité des performances sur d’autres
cas.

5 Les iris de Fischer
5.1 Composition

La base des 150 iris de Fischer [Fis36] {IRI 06]
comprend trois variétés de 50 fleurs chacune: Setosa,
Versicolor, Virginica. Les quatre caractéristiques
retenues pour la classification sont : la longueur des
sépales, la largeur des sépales, la longueur des pétales, la
largeur des pétales,  toutes exprimées en centimètres.

5.2 Expérimentation et résultats
Puisque seul l’ensemble d’apprentissage est connu, et

que le nombre de données est assez faible,  les
expériences de reconnaissance sont menées en “leave
one out”: 1-ppV, majoritaire, Dudani, Keller (étiquetage
net), sous-voisinage (étiquetage net), pour des valeurs de
l’exposant α variant de 1/4 à 4.  Le tableau 1 donne le
taux de reconnaissance selon la méthode employée.

K Maj Dud K1/4 SV1/44
1/4

K1/2 SV1/2 K1 SV 1 K 2 SV 2 K 4 SV4

1 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6

2 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6

3 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6

4 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6

5 5 6 5 5 5 5 5 5 5 5 6 6

6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6

7 5 6 5 5 5 5 5 5 5 5 6 6

8 5 6 5 5 5 5 5 5 6 6 6 6

9 6 6 6 6 6 6 5 5 4 5 6 6

10 5 6 5 5 5 5 5 5 6 6 6 6

11 4 6 4 4 4 4 5 4 4 5 6 6

12 5 6 5 5 5 5 5 5 5 5 6 6

13 5 6 5 5 4 4 5 4 4 6 6 6

14 4 6 4 4 4 4 4 4 5 5 6 6

15 4 6 4 4 4 4 5 4 4 6 6 6

Moy 5.20 6.00 5.20 5.20 5.13 5.13 5.27 5.07 5.20 5.60 6.00 6.00

TAB-1 TABLEAU COMPARATIF DES MAL CLASSEES DE LA BASE IRIS

Les mal classées se trouvent toujours parmi les six
mêmes fleurs mal classées par le 1-ppV (colonne
majoritaire, k=1) : 3 Versicolor comme Virginica, et 3
Virginica comme Versicolor. En réalité, 3 fleurs sont
toujours mal classées par toutes les méthodes. On
constate que les performances des deux méthodes sont
proches, avec une préférence pour la méthode du sous-
voisinage lorsque la puissance est plus faible, et pour la
méthode de Keller (étiquetage net) lorsque la puissance
est plus élevée.  En effet, un exposant élevé accentue
l’influence du plus proche voisin dans la méthode du
sous-voisinage ce qui explique son plus mauvais score
qui se rapproche de celui des 1-ppV. Mais cela laisse
espérer une légère amélioration du score par la méthode
du sous-voisinage en comparaison de la méthode de
Keller, lorsque l’exposant n’est pas trop fort. Ce n’est
qu’une indication à poursuivre l’expérience, car le
nombre de mal classés est ici insuffisant pour en tirer
une quelconque leçon statistique.

6 La base mnist
6.1 Composition

La base mnist mise à disposition librement sur
Internet [LEC 06] est composée d’imagettes de chiffres
manuscrits  de taille normalisée 28x28 pixels en 256
niveaux de gris, obtenue par la réunion de deux bases
nist d’imagettes binaires normalisées 20x20, dont le
centre de gravité a été translaté au centre de l’imagette
avec un lissage anti-aliasing. La base mnist comprend
un ensemble d’apprentissage de 60 000 chiffres
manuscrits et un ensemble de test distinct de 10 000
chiffres manuscrits. Notre but n’est pas d’obtenir un
taux de reconnaissance minimal pour valider une
méthode de reconnaissance comme étant la meilleure,
mais de construire une assez bonne méthode qui
fournisse des caractéristiques permettant de comparer la
méthode de Keller et la méthode des sous-voisinages.



6.2 Prétraitement
Nous avons fait subir un prétraitement à chaque

imagette : un redressement vertical par translation anti-
aliasing après détection d’inclinaison de l’axe principal
d’inertie, puis un lissage par un filtrage linéaire
symétrique 1/8(0, 1, 0 ; 1, 2, 1 ; 0, 1, 0), et enfin une
translation des niveaux de gris par soustraction du
niveau de gris moyen. Après transformation, un point
noir de la pseudo-imagette Z ayant pour coordonnées (i,
j) a un pseudo-niveau de gris z(i,j) négatif ; un point
blanc a un pseudo-niveau de gris positif. La masse
claire (négative) pèse autant que la masse sombre
(positive). Nous avons ainsi construit une banque
prétraitée de 60 000 pseudo-imagettes de référence et
10 000 pseudo-imagettes de test.

6.3 Distance angulaire
Dans cet espace de dimension 28x28, au lieu

d’employer la distance euclidienne, nous avons défini et
utilisé une distance basée sur le produit
scalaire normalisé entre deux pseudo-imagettes Z1 et Z2.
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Lorsqu’elle est petite, cette distance s’interprète
géométriquement comme l’angle exprimé en radian
entre les deux vecteurs. Dans le cas présent, les vecteurs
ont comme composantes les valeurs des cellules des
deux pseudo-imagettes dans l’espace de dimension
28x28, car le produit scalaire normalisé calcule le

cosinus de cet angle. Utiliser cette distance pour deux
points proches revient à ramener les points de l’espace
vectoriel sur l’hypersphère de rayon unité.  Cette
distance est invariante par changement d’échelle des
composantes sur un élément Z1 ou Z2, ou les deux, ce
que ne fait pas la distance euclidienne. Son emploi
revient à considérer implicitement tous les points de la
droite 0Zi  comme prototypes supplémentaires.

6.4 Expérimentation et résultats
Afin de bien contrôler la programmation et de

gagner un peu de temps dans l’exécution, nous avons
programmé en langage C. En effet, il faut calculer
60 000 distances par échantillon de test entre deux
images de dimension 28x28. Le temps d’exécution est
légèrement supérieur à 1 seconde par échantillon de
test, soit plusieurs heures pour tester les 10 000
échantillons. Le tableau 2 montre l’influence de la
distance dans la méthode du plus proche voisin : dans le
premier cas, la distance euclidienne après redressement
sans lissage est appliquée, dans le second cas, la
distance angulaire après redressement lissage. Le
tableau 3 présente les résultats comparatifs entre la
méthode de Keller et notre méthode des sous-voisinages
pour un exposant α de valeur 2, avec la distance
angulaire.

Euclidienne sans lissage 244
Angulaire après lissage 197

TAB-2.  MAL CLASSES PAR 1-PPV : INFLUENCE DU TYPE DE DISTANCE

k-ppv 4 5 6 7 8 9 10

Keller 176 177 177 183 175 184 183

Sous-Vois 174 174 175 178 172 178 177

Ecart 2 3 2 5 3 6 6

TAB-3. .  MAL CLASSES : INFLUENCE DE LA METHODE, POUR α=2

Nous constatons une supériorité très légère, mais
uniforme, de la méthode des sous-voisinages sur la
méthode de Keller. L’emploi de l’une comme l’autre
méthode permet d’obtenir un gain significatif (de
l’ordre de 0.2 %) par rapport au simple plus proche
voisin dans les mêmes conditions, dont les fausses
reconnaissances s’élèvent à 197 sur 10 000 (soit 1,97%
d’erreur).

Par ailleurs, pour une méthode de traitement simple,
sans couche neuronale ni machine à support de
vecteurs, les résultats en taux de reconnaissance absolu
sont tout à fait honorables, si on les compare avec ceux
des méthodes simples. Notamment, l’emploi de la
distance angulaire après prétraitement permet un gain

de 0.47% sur le classique 1-ppV avec distance
euclidienne. Cependant, le gain reste faible et les
performances médiocres en comparaison des méthodes
qui exploitent les invariances par transformation
géométrique d’un prototype voisin (méthode de la
distance tangente : 1,1 % d’erreur), [LEC 98] ou par
combinaison linéaire des prototypes voisins (méthode
de l’hyperplan ou  HKNN : 1,2% d’erreur [VIN 01]).
Un tableau comparatif actualisé est disponible à [LEC
06].

7 Conclusion
Nous avons présenté une méthode de classification

de type k-ppV, proche de la méthode de Keller : la



différence est que la distance considérée entre le point
inconnu et un prototype est la moyenne des distances de
tous les points du sous-voisinage . Cette méthode
demande les mêmes ressources mémoire et quasiment le
même temps d’exécution que la méthode de Keller.
Confirmant une légère indication donnée par les essais
sur la banque de donnée des iris, la méthode des sous-
voisinages a fourni des résultats  très légèrement
supérieurs à ceux de la méthode de Keller sur la totalité
de la vaste base mnist. Pour étendre ces premiers
résultats, il resterait à expérimenter la méthode avec un
ré-étiquetage flou. Cependant, le gain demeure très
faible en regard de celui obtenu par l’exploitation des
invariances géométriques. Ainsi, au regard de
l’expérience menée sur la base mnist, il semble que la
méthode floue présentée ici se justifie seulement
lorsque les invariances des prototypes par
transformations géométriques ne sont pas connues ou ne
sont pas exploitées volontairement.
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