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SOMMATION EFFECTIVE D’UNE SOMME DE BOREL PAR
SERIES DE FACTORIELLES

par

Eric Delabaere & Jean-Marc Rasoamanana

Résumé. — Nous abordons dans cet article la question de la sommation effective
d’une somme de Borel d’une série par la série de factorielles associée. Notre approche
fournit un controle de ’erreur entre la somme de Borel recherchée et les sommes par-
tielles de la série de factorielles. Nous généralisons ensuite cette méthode au cadre des
séries de puissances fractionnaires, apres avoir démontré un analogue d’un théoréme
de Nevanlinna de sommation de Borel fine pour ce cadre.

Abstract (Effective Borel-resummation by factorial series). — In this arti-
cle, we consider the effective resummation of a Borel sum by its associated factorial
series expansion. Our approach provides concrete estimates for the remainder term
when truncating this factorial series. We then generalize a theorem of Nevanlinna
which gives us the natural framework to extend the factorial series method for Borel-
resummable fractional power series expansions.

1. Introduction

Le probleme du calcul effectif d’une somme de Borel a déja une longue histoire.
Celui-ci peut étre fait par ce que Poincaré appelait la “méthode des astronomes”
2], et qui n’est autre que la méthode de sommation au plus petit terme que Stokes
employait déja dans son article fondateur de 1857 et qui trouve naturellement
sa place dans le cadre Gevrey [24, B].

Bien d’autres méthodes de sommation ont été développées depuis. Ainsi, 1'u-
tilisation des approximants de Padé fait sont apparition des les années 1970 en
physique mathématique (voir, e.g., [BH]), & la suite notamment de la redécouverte
de la sommation de Borel par le “groupe de Saclay” de physique théorique, avant
d’étre développée d’un point de vue algorithmique dans le cadre Gevrey [27]. Un
point de vue différent, basé sur l'utilisation de transformations conformes, fournit
la méthode exposée dans [[I. Dans la mouvance des idées de Dingle [L]], de Ecalle
2, I3, 4, [, @, 6], et sous 'impulsion de Berry-Howls [2], I'’école anglo-saxonne
d’asymptotique exponentielle a quant a elle developpé 1’outil de I’hyperasymptotique
(voir, e.g., [19, RO}, RT]]) pour lequel la structure résurgente des objets & sommer joue

Classification mathématique par sujets (2000). — 30E15, 40Gxx.
Mots clefs. — Sommation de Borel, séries de factorielles.
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un role central [B, fd]. D’autres méthodes effectives de sommation et des applications
en physique sont détaillées dans [15].

Nous allons nous pencher ici sur la méthode des séries de factorielles. Cette
méthode, en théorie exacte et non approchée, n’est pas nouvelle puisqu’elle remonte
4 Watson [R9], Nevanlinna [[L7] et Norlund [L§], voir aussi [[Lf, R§]. Notre apport
par rapport a la littérature existante sur ce sujet est double. D’une part, ayant en
vue des méthodes effectives, notre objectif sera de fournir des estimations de ’er-
reur commise par sommation partielle des séries de factorielles. D’autre part, nous
proposerons une généralisation de la sommation par séries de factorielles au cadre
des séries de puissances fractionnaires Borel sommables.

La structure de l'article est la suivante. La section ] est consacrée & un certain
nombre de rappels sur la sommation d’une série sommable de Borel par séries de
factorielles. La section [J fournit une approche originale de la sommation par séries de
factorielles, débouchant sur un controle effectif de I'erreur commise par sommation
partielle comme explicité au théoréme B.1. La sommation de Borel de séries de puis-
sances fractionnaires est abordée en section fl, 'objectif principal étant le théoreme
.1 de sommation de Borel fine. Celui-ci fournit le cadre naturel pour la sommation
par séries de factorielles généralisée développée en section [, et son résultat prin-
cipal, le théoreme p.1] Différents exemples illustrent les procédures de sommation
effective.

Notons pour conclure cette introduction que cet article n’a pas pour motiva-
tion de promouvoir telle méthode effective de sommation au dépend de telle autre.
Notre approche est ici de définir les conditions d’applications de la méthode par
séries de factorielles, et donc ses limitations. Enfin, s’il nous semble que dans un
cadre résurgent, et en parallele avec I’hyperasymptotique, les méthodes exposées ici
devraient pouvoir déboucher sur le calcul effectif des coefficients de Stokes, cette
question ne sera néanmoins pas abordée dans cet article, faute pour les auteurs d’y
avoir réfléchi suffisamment.

2. Résultats classiques

Notation 2.1. — Dans tout Darticle :

— Pourr >0et 0 c 327 B, (6) désigne la bande ouverte
s

B,(0) = {¢ € C/d(¢,e"RY) <7},

ol d est la distance euclidienne.
Pour 6 = 0 on notera plus simplement B, a la place de 5,.(0).

— On note A limage du disque ouvert D(1,1) de centre 1 et de rayon 1 par la
transformation biholomorphe

se€ D(1,1) — ¢ =—1n(s) € A.
L’ouvert A vérifie :
By C AC Bz (cf. Fig. m.
— Pour tout A > 0, Ay désignera ’homothétique de A défini par :
Ay=1{X/C €A}
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FIGURE 1. Les ouverts By,o) C A C Bs.

Nous résumons maintenant la théorie classique de la sommation de Borel et de la
sommation par séries de factorielles. Nous renvoyons le lecteur a [[L6, pour les
démonstrations.

2.1. Sommation de Borel. — Nous rappelons tout d’abord le théoreme suivant

de Nevanlinna dit de “sommation de Borel fine” :
+o0 a

Théoréme 2.1. — Soit f(z) = ZZ—Z € C[[z7Y]y une série Gevrey-1. Notons
n=0

" +00 a Cnfl

fQ) = Z ﬁ € C{¢} sa transformée de Borel. Les assertions suivantes sont

n—1)!
n=1
équivalentes :

R ~
1. Il existe r > 0 et 6 € 57 tels que f se prolonge analytiquement a [’ou-
T

vert B.(0). De plus, il existe A > 0, B > 0 tels que pour tout ( € B,(0),
1F(Q)] < APl

2. Il existe r > 0, A > 0, B > 0 et une fonction Sy f(z) holomorphe dans {z €
C/R(ze") > B} tels que, pour R(2¢%) > B et n >0 :

‘ng(z) - i a—Z‘ < Ras(T,AaBana Zeie)
0 =

Br 1! 1

Ros(r, A, Bon,z)=AePrl __~
( ) 2P R(:) = B

De plus, pour R(ze'?) > B,

coei?
) of(@)=a+ [ FOe<de
0
Remarque 2.1. —  — L’hypothese [l) implique que pour tout n > 0,
n!
(3) [an1] < AePr .

— Par l'inégalité de Stirling il vient :
2"t 2e " 12n 1

Ras(r, A, B,n, z) < AePr )
" 2["(R(2) — B)
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n

e " . . .
Comume, & z fixé, W atteint son minimum en n = r|z|, la sommation au plus
r|z
" a
petit terme consiste & approcher Sy f(z) par la somme E —Z avec n = [r|z|] ol
z

k=0
H est la partie entiere.

Définition 2.1. — Dans le théoreme (R.1)), la fonction holomorphe Spf est la
somme de Borel de f relative a la direction 6.

+o0
Remarque 2.2. — Le calcul de la somme de Borel Sy f de f(z) = Z a_z relative a
z
n=0
la direction 6 se ramene au calcul de la somme de Borel sofy de fo(z) = f(ze ) =
+oo inf
Z an — relative a la direction 0 par la relation :

n=0 o
(4) pour tout R(ze?) > 0, spf(2) = Sofo(ze®).
2.2. Sommation par séries de factorielles. — Nous considérons maintenant

la méthode de calcul d’'une somme de Borel par séries de factorielles. Suivant la
remarque .9, il suffit de se concentrer sur le calcul d’une somme de Borel relative &

la direction 8 = 0.
+o0

Notre hypothese de travail est la suivante : la série Gevrey-1 f(z) = Z a_z admet
n=0 o
- +oo a Cn—l
une transformée de Borel f(¢) = Z n

n=1
Pouvert A. On suppose par ailleurs :

m qui se prolonge holomorphiquement a

(5) A >0, 3B >0, V¢ € A, |f(Q)] < AePll.
On notera que, puisque B,y C A, hypothese (B) induit que la somme de Borel
Sof(2) de f est définie holomorphe pour R(z) > B.

L’application ¢ — s = e ¢ définissant une transformation biholomorphe entre
Pouvert A et le disque ouvert D(1, 1), nous pouvons introduire :

(6) o(s) = f(Q)-

L’application ¢ est holomorphe dans D(1,1) et s’identifie dans ce disque & la somme
de sa série de Taylor :

(—1)" d"g

n!  ds"

+o0o
(7) B(s) =Y ba(l—9)", by= (1).
n=0
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D’un point de vue formel, nous pouvons écrire :

+oo +oo
Sof(2) = ao+ /0 FQ)e ™ d¢ = ag + /0 Bl d¢
+o0o
0

+oo +oo 1
= ap+ Z bn/ (1—e )" d¢ = ag + Z bn/o (1—s)"s*"Lds
n=0 n=0

= nlb,
= + .
a0 ngoz(z—i—l)...(z—i—n)

C’est ce développement qui correspond a la sommation par série de factorielles.
Nous référant & Malgrange [[L§], la justification du calcul formel précédent repose
essentiellement sur le point clef suivant :

Lemme 2.1. — Supposons qu’il existe A > 0 et B > 0 tels que V¢ € A, |f({)] <

—+00
b

AePIL Alors pour tout C > max(B, 1) la série Z ’n—g‘ converge.

n=1

Ce lemme conduit alors au théoréme suivant :
Théoréme 2.2. — Awvec les notations précédentes, supposons qu’il existe A >0 et
B >0 tels que V¢ € A, |f(¢)] < AePlel
+oo
, , L'(z)T'(n+1)b,
Alors la série de factorielles ag + ——— converge absolument pour
4 0 nzzo T(z+n+1) J P

R(z) > max(B, 1) et représente la somme de Borel Sof(z) dans cet ouvert.

L’utilisation de ce théoreme nécessite le calcul des coeflicients b, en fonction
des coefficients a,, de la série formelle f. L’algorithme de Stirling [L6] répond a la
question :

Proposition 2.1 (Algorithme de Stirling). —

1 n+1
_ = _1\n—k+1 _
V>0, by =— kzl( D" M s(n, k — 1)a,

ot les s(n, k) sont les nombres de Stirling de premiére espéce.

Remarque 2.3. — Notre définition des nombres de Stirling de premiere espeéce
n—1 n

s(n, k) est celle de [ : H(m —k)= Zﬁ(n, k)",
k=0 k=0

Signalons pour mémoire que le théoreme P.7 admet une réciproque, cf. [L€].

3. Sommation de Borel effective

Nous proposons a présent une justification de la sommation par série de fac-
torielles. Différente des preuves classiques [[[6, R, son avantage réside dans sa

simplicité et le fait qu’elle débouche sur un controéle effectif.
“+o0o
a
Notre hypothese de travail est celle du §R.9 : la série Gevrey-1 f(z) = —Z
z
n=0

admet une transformée de Borel f(¢) qui se prolonge holomorphiquement & 1’ouvert
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A et vérifie la condition (). Nous considérons de nouveau I'application ¢ définie par
(B) et sa série de Taylor (f7).

n
Tirons tout d’abord quelques conséquences de (f]) pour les dérivées d—n(s), s €

s
10, 1]. Par I’égalité de Cauchy et pour s €]0, 1],

n | !
(®) %(s) - Q?Z—w]é (t _(ﬁgt))nﬂdt = sz;m ]é E iﬁ(lt))n-i-l dt.
Dans (f), I'intégration se fait le long d'un lacet dont un paramétrage possible est :
(9) t(a) = s(1+7re"), a€l0,2n], r€]o,1] fixé.
Nous faisons & présent le changement de variable v € D(1,1) — t = e ¥ € A. A
s €]0,1] correspond ¢ = —In(s) € R* tandis qu’au lacet () est associé le lacet
(10) v(a) = ¢ —In(1 +7re'), acl0,2n], 0<r<l1.

L’égalité (§) devient : pour tout ¢ € R* et tout r €]0, 1],
d"¢ & = n!eS(+1) j{ o(e™)
B (

ds™ 2 ¢  %r e~ vtC — 1)ntl
IR S
2ir ) (e vC —1)ntl
B nle™ 2™ (¢ —In(1 +7"ei°‘))da
o2 o (refa)n '
Puisque pour |7| < 1, |In(1 +7)| < —In(1 — |7|) on en déduit par (f) que pour tout
¢ € R et tout r €0, 1],
d"¢
Z 7€
ds™ (e )‘ T 2

e Ydv

n!es

2
/ AeBCn(1-1) gq
0

(11)
<A s
r(l—r)B

Comme 7" (1 — r)B atteint son maximum en r = n 5 swr 10, 1], nous retiendrons
que : +

+ d"(;S —¢ A(’I’L —|— B)n+B TL' (n+B)C

y |5, € > € .
(12) V(eR d"( )| < BB
s n

Ceci établi, considérons maintenant la somme de Borel 5o f(z) de f. Pour tout N >0
et R(z) > B, nous avons
(13)

n Foo _ N —ewn) s
Sof(z) — <a0+z Z+n++11;) ):/0 (¢(e C)_nzzg]bn(l—e C) )e Cd(.

Maintenant par intégrations par parties, en utilisant (f]) et la majoration ([[J) pour
les questions d’intégrabilité,
(14)
N ()T +1)b
s - ") =
0of(2) <a0+nzzo Tzt n+1)

(_1)N+1 /+oo dN—HQS(efC)ef(erNJrl)C a“c.
z2(z+1)---(z+ N) dsN+1
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Par suite, en vertu de ([2) : pour tout N > 0 et R(z) > B,
(n+1)by,
S — | a
of (2 < o+ Z (z —|— n+ 1) >

N+B+1
-  BB(N4+DLNTL z(z+1)- z—i—N!

A (N + B+ 1)N+B+1
< —
~ BB (N +1)N

I'(z)N! ‘
T+ N+ 1)(R(z) - B)|

Nous résumons le résultat obtenu :

oy , . Gn -1
Proposition 3.1. — On suppose que la série f(z) = Z — € C[[z"']]1 admet une
transformée de Borel f(() qui se prolonge holomorphiquement o louvert A, et qu’il

existe A > 0 et B > 0 tels que pour tout ( € A, \f(()\ < AePICl. Alors, pour tout
N>0etR(z)>B

Sof(z) — <a + Z: G +nn++11;) >

A (N+B+1)N+B+1
BB (N +1)N

S RI(A7B7N7Z)

(16)
I'(z)I'(N+1)
I'(z4+ N+1)(R(z) — B)|’
ou Sof désigne la somme de Borel de f, les by, étant déduits des a,, par la proposition

21

La proposition B.1 et le théoréme induisent le résultat suivant :

RI(A,BaNVZ) =

Théoréme 3.1. — On suppose que la transformée de Borel f(¢) de la série f(z) =
400

Z Z—Z € (C[[Z_l]h se prolonge holomorphiquement a l'ouvert Ay, A > 0, et qu’il ex-
n=0
iste A >0 et B> 0 tels que pour tout C € Ay, |f(()| < AePll Alors -

Az)C(n + 1)b)
FAz+n+1)
R(z) > max(B,1/)\), de somme Sof( ), ou Sof désigne la somme de Borel de f,
les bsl)‘) étant déduits des ag‘) = \""La,, par la proposition [2.1.

e pour tout N > 0 et R(z) > B,

n—i—l)b()‘)
Sof( ( +)\Z )\z—l—n—l—l) )

e [a série de factorielles ag + )\Z

converge absolument pour

S Rfact()\v A7 B7 N7 Z)

(17)
Rfact()‘aA,BaN, Z) =
A (N+)\B+1)N+)\B+1

(GBYF (N+ DV

F(Az)L'(N +1)
F'Az+N+1)(R(z) — B)|’
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Démonstration. — Posons ﬁ(() f()x() de sorte que f>\ se prolonge holomor-

phiquement sur A, et V¢ € A, |f>\( )| < Ae*Bl. La fonction f)\ n est autre que
oW

la transformée de Borel de la série formelle f\(z) = Xf <X) = Z Zn—n avec

n=

anA) = \""la,,. Nous déduisons du théoreme P.3 que la série de factorielles a((f‘) +
N (N

I'(z)I 1)b
nEZO (;zz (47—1:4—)1; converge (absolument) vers Sgfx(z) pour (z) > max(AB, 1),

et par la proposition B.1 que pour tout N > 0 et R(z) > AB,

Sofs (2 ( +Z n—l—l)b()\))

I'z+n+1)

< Ri(A,AB,N,z).

A) (N

sont déduits des a;,’ par l’algorithme de Stirling (proposition P.J)).
T(A2)T(n + 1)b5)
F(Az+n+1)
vers So f(z) pour R(z) > max(B,1/)\), et pour tout N > 0 et R(z) > B,

Sof (2 <0+)\Z n—l—l)b()>

ou les b(

Par suite la série de factorielles ag + A Z

converge (absolument)

< AR1(A,AB, N, \2).

)\z +n+1)
O
Le lemme suivant est une conséquence facile de la formule de Stirling.
Lemme 8.1. — Avec les notations du théoréme [3.4, pour R(z) > B,
A AB(1-In(AB)) T\
Rfact()\vAaBaNaz)N < | ( Z)|
NA(%(Z)—B)—1 R(z) —
quand N — +o00.
De la majoration ([[4) (pour A = 1) et de la relation ([J) il découle :
Lemme 3.2. — Awec les notations du théoréme [3.4, pour tout n >0,
A(n + AB)"TAB
(18) 9] < AP
()\B))\Bnn
Rema’r‘que 3 1 — Le lemme B.1] démontre la convergence de la série de factorielles
1) 1
0+ )\Z )\z f:+)1) pour R(z) > B + Y B > 0, celle-ci représentant la

somme de Borel Sof(z) dans cet ouvert.
Ce résultat est plus faible que celui donné par le théoréeme B.1|. Le décalage s’explique

A B)»+B
par la majoration obtenue au lemme B.3, |b,| < % (pour A = 1). Or

A(n+ B)"tB  AeB
(n;—B BL ~ BeB n®, & comparer avec le lemme R
n
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3.1. Un élément de comparaison. — Au vu de la relation By, C A C
Bg, nous allons comparer les estimations des restes Rgs(In(2),A,B,N,z),

Ras(g,A,B,N,z) données par ([l[), et celle du reste Ryf,(1,4,B,N + 1,2)

décrit par le théoréme B.1]. Nous prendrons A =1, B =1, z = 10 + 10i. Le résultat
est décrit par la figure P

2— o
:
D
:
510 15 20 2% 3
0 o
:
:
:
e o
24 B
o a
o ]
: :
o o -
t g EIEI
—4+ ,Po0p000
:
+
*
:
+
*
:
,
+
—6 ° .
0 +
+
O :
+
: +
+
: +
o oy
-8 ° o +++
o L °©
° ?
: :
OOOOOOOQO +

FiGURE 2. Nous avons représenté pour A = B = 1, z = 10 + 107 et
n=0,---,30, par O les points de coordonnées [n,log | Rqs(In(2),1,1,n, 2)|],
par o les points de coordonnées [n, log |Ra5(%, 1,1,n, z)|], par + les points
de coordonnées [n,log |Rfact(1,1,1,n, 2|].

Des exemples d’applications seront donnés dans les sections qui suivent.

4. Sommation de Borel de séries de puissances fractionnaires

La section [ s’occupait de sommes de Borel de séries non ramifiées. Nous allons
a présent nous pencher sur le probleme de la sommation effective d’'une somme de
Borel d’une série de puissances fractionnaires. Cette section a pour but de développer
un analogue du théoréme P.] de ”sommation de Borel fine”.

C Cr,
Notation 4.1. — Par la suite m € N*. Nous noterons par 7 | <resp. | > la
C (G

surface de Riemann ramifiée (resp. la surface de Riemann) & m feuillets de X .
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— Nous identifierons 1'élément z € C}, au couple (|z|,arg(z)) ou |z| € R et

arg(x) € ) 7 et on notera xr = ’x‘eiarg(x) .
m™m
x = retarg(0) ¢ Cr, «— (r,0)= (\x!,arg(m)) e Rt x QWR;LZ
Tl | 7
i =re@eld) c cr (r,@) = (|j;|’arg(x')) c Rt x %

— Pour z € C, et k € Z, on notera z*/™ I'élément de C¥, de module |z*/™| =
|z|F/™ et d’argument arg(z"/™) = % arg(z).

. R
— Pour r > 0 et 8 € —— on notera
2nZ.

D, (f) = n! (B,,(é)) C Cpn, D) =n"" (B:(é)) c Cx.

Pour § = 0 on écrira plus simplement D, = 7~ 1(B,) et DX = 7~ (B%).

~ On note Q = 7 *(A) et pour tout A >0, Qy = 7 *(A,). On définit Q* et QF
de fagon analogue.

— Pour B > 0, on notera P(B) le demi-plan ouvert

P(B) = {z € C}, / |arg(2)| < J, R(:) > B}.

4.1. Somme de Borel. — Rappelons quelques définitions et propriétés
élémentaires.
~+o00 a ) " —+o0 a C%—l
Définition 4.1. — Soit f(z) = Y —r € Cllz"m]l et f(¢) = > — sa
gL = r(z)

transformée de Borel. On suppose qu’il existe r > 0 tel que f({) définisse une
fonction holomorphe sur #=*(D(0,7)*), D(0,7)* = D(0,7)\{0}, ot D(0,7) est le
disque ouvert de centre 0 de rayon r.

Soit 6 € %. On suppose qu'il existe un secteur ouvert ¥ (6,e) = {x €
Cr,, arg(z) €]0 —e,0 + €[}, € > 0, tel que f(¢) se prolonge analytiquement

dans ce secteur et :

(19) JA>0,3B>0,YC e X0,e), |F(O)¢C] < AePle,
Alors la fonction
(20) sof @) =ao+ [ FQe e

0

définie holomorphe dans le demi-plan ouvert {z € CJ, / |arg(z) + 6| < g, %(éeié) >

B}, est la somme de Borel de f dans la direction 6.

+oo
Remarque 4.1. — Le calcul de la somme de Borel Sgf de f(z) = Z a—z relative
n=0~"
a la direction 6 € 27}542; se ramene au calcul de la somme de Borel Sgfy de fy(z) =
) too a. e~ tnb/m
f(ze ) = Z ———— relative & la direction 0 par la relation :
zm

n=0

So.f(2) = Sofo(ze™).
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La remarque [i.1] permet de se limiter & I’étude de la sommation de Borel pour la
direction 6 = 0, ce que nous ferons dans la suite.
Proposition 4.1. — On se place dans le cadre de la définition [f.] avec § = 0. Soit
0<d<m/2etp>1. On note
m uB
Psu(B) ={z € G, /|arg(2)| < 5 =4, |2] = m}

Alors il existe C > 0 tel que

21 Vze€ P, (B),YN >0 -~ an < orvmE (L4 )

( ) VIS 57#( )7 = U, SOf(Z)_nZ:OZ_:‘ = W
m—1 a

Démonstration. — Quitte a raisonner avec f(z) — Z _Z on peut supposer que
n=0 zm

aj=0,7=0,--- ,m—1.50it 0 <b<ret N>m.Pour z € Ps,(B),

Sof (2 /f e d¢ = /f Z<d<+/ Q)= dc.

Par I’holomorphie de f(() sur 7w (D(O, r)*) on peut écrire

b oo b .mq
ry —2( _ an(m —2(
f) fQetac= 3 [T

puis
b e N an,
/Of(C)e -3 =
N oy pne -
> G;C(ﬂ e Y /Q"C e dg.

n=N+1

En posant ¢ = bt on obtient :

n=m
N n 00 o0 o 1
_Z anl;m/ pre—lo=abt gy o E —anbnm/ tm—Lem 2 gt
F(—) 1 F(E) 0

n=m m n=N+1

Dans chacune des intégrales on peut majorer gm 1 par ¢m. On obtient ainsi :

P e o | (= laalor ) T +1)
/o f(Q)e Cdﬁ_ng;nz_n < (Z (%) ) pUFN/m () L+ N/m

n=m
Comme z € Ps,(B) implique que R(2) > sin(0)|z| > B, on en déduit 'existence
d’une constante ¢ > 0 tel que pour tout z € Ps ,(B),

N N
—z an 1 Nmr(l—i_ﬁ)
(e CdC—;Z—R < M/ 7‘3’1+N/m'
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Par ailleurs I’hypothese ([L9) implique :
3A>0,3B >0, €X(0,e), |F(O)] < APl
Par suite, puisque £(2) — B > (1 — l) sin(6)|z| > (u — 1)B pour tout z € P ,(B),
B-REb  ,—(1=)bsin(d)]z|
REH-B - (u-1)B

_ch'

Or, pour a >0, e i bsin(d)]z ||z|°‘

e
est maximal pour |z| = ——=————. Donc,

(1- %)b sin(0)

| < <<1 - ﬁ)bsmw)) o

Le résultat annoncé s’en déduit alors par l'inégalité de Stirling et par 1'inégalité
triangulaire. O

Remarque 4.2. — L’hypothese ([[9) faite dans la définition 1], valable dans un
secteur, induit que les estimations Gevrey (R1)) de la proposition [L.] s’étendent & un
secteur d’ouverture plus grande que 7. Ceci implique 'unicité de la somme de Borel.

4.2. Sommation de Borel fine. — Nous allons a présent modifier quelque peu
nos hypotheses afin de démontrer un analogue du théoreme P.I. Par la remarque
[.1 il est loisible de se limiter & 1’étude de la sommation de Borel pour la direction
0 =0.
+oo
Théoréme 4.1. — Soit f(z) = Z a_ e C[[z~ ]]1 une série Gevrey-1 et f(¢) =
n=0~

+00 n_1q
a m 1 1 . .
E n6 € CiHE(C{CE} sa transformée de Borel. Les assertions suivantes sont

= ()

équivalentes :

1. Il existe v > 0 tel que f se prolonge analytiquement a 'ouvert D de C,,. De
plus,

(22) IA>0,3B>0,V¢ e D, |f(O)¢ | < AeBll.

2. Il existe r > 0, B > 0, A; > 0 pour 1 <1 < m et des fonctions Sofi(z)
holomorphe dans R(%) > B tels que, pour R(2) > B,n>1et1<l<m:

‘Sofl(é) -> al’J‘ < Rqs(r, A, Byn, %)
j=1
(23)
+00 ay ;
ol fil2) =) = 0 = Qo)

j=1

De plus, pour R(%2) > B, Sofi(2 / fl Ye * d¢. Par ailleurs

(20 Sof(z) =ap+ /O FOe ™ dc =+ 3 " s0f(2), = € P(B),
=1
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et pour tout z € P(B) etn > 1,

m—1
- N> 2|
25 ‘S z) — —l<gePr——=2 (= max A
(25) of(2) — |l T rm|z|n(R(2) — B) 1<i<m !
Démonstration. — La preuve repose sur un analogue de la “méthode du vecteur
cyclique”. Ecrivons f sous la forme
m , 400 a
o m—1 . N N\ \J o
z) =ap+ Zz m fi(2), ou fi(¢) = Z i g = Wim(i-1)-
I=1 j=1
Puisque pour £k =0,1,--- ,m — 1,
Ui =1 21
(e 2) —ag = Zw_lszfl(,é), avec w=em,
=1
nous pouvons écrire :
m—1 .
2 fi(2) FO2)
m—2 .
z m fo2) M(z)
A - avee fH(2) = f(*™2) — a,
Fm(2) Fni(z)
ou A = e Ay |, Ay = w_(i_l)j, est une matrice m x m de Vander-
monde inversible. Si A ' =B =] --. B;; --- |, alors cela implique :

(26)

m—l
m

z

ZBl(k+1f[ (2), 1=0,---,m—1
k=0

La transformée de Borel de fI*/(2) s’écrivant sous la forme

JHIQ) = 72 fgem2mh),

on en déduit que chaque fI¥1(¢) se prolonge analytiquement sur D et

(27) v e Dy, [FHQC | < AP,
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De (R@) on tire que

( _ L m—1 o
fid) = % * <Z Bz7(k+1)f[k}(C)> ;o l=1 m—1

- P
. m—1 o
fm(Q) = > B,y F(C).
k=0

Ceci implique I’holomorphie de chaque E(C ) sur B,, et par ailleurs,
(28) 34, >0, V¢ € By, [J1(6)] < APl

Le théoreme P.1] s’applique alors & chacune des séries formelles Gevrey-1 f;(2) : pour
R(2) et n > 1,

‘Sofz(é)—; 5| =4 B%m
ou
Sofil: / T dc.
En posant

Sof (2 —ao—i-zz w Sofi(%

on déduit de ce qui précéde que pour tout z € P(B) et n > 1,

m—1 )
||
nl o

ePr———=
e e - B

‘Sof(z) - % a_z

k=0 ~*™

Remarque 4.3. — La propriété (R§) induit, par Cauchy, que pour tout j > 1

Br J! d fi
(29) larym(i—1)l < Ase i (Cal" Al pm(j—1) = ci (0))

En pratique, on remplacera alors la majoration (P5) par une estimation de l'erreur
de la forme : pour R(2) assez grand et n > 1,

m—1 )
- D> Jel
(30) 50(2) = 3 | ~ mas (lavomn) gy

k=0 ”™

Pour les mémes raisons que celles développées & la remarque R, la sommation au
plus petit terme consistera & choisir n = [r[z]].
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4.3. Un exemple. — A titre d’exemple, qui nous servira également d’introduction
A la section [, nous allons considérer la sommation de Borel d’une solution formelle
de I’équation différentielle

d2¢_m3—2x2—3x+4

31 = .
(31) dx? x2
Suivant [[[Q] :
Proposition 4.2. — Soit z(x) = %x% — 2x2. 11 existe une unique série formelle

¥(z) € C[[z"3]], de terme constant égal & 1, telle que

(32) 3(r) = () o)

zZ6

telle que @ soit solution formelle de ’équation (B1). De plus la transformée de Borel
de v définit une fonction analytique sur le revétement universel de C\{0, —2} et est
a croissance exponentielle d’ordre au plus 1 a 'infini.

La série formelle 1(2) de la proposition précédente se calcule a tout ordre :

+o0
Qn

¥(2) :Z k
(33) n=0 %°

128\3 1 (2048\3 1  (34328125\7 1
=1-|—] =—+t(—— | == ] -+
3 23 9 23 373248 z
Comme conséquence de la proposition [[.9, la série formelle ¢)(z) rentre dans le
cadre d’application du théoréme [I.], avec 0 < r < 2 : la série ¢(z) est sommable de

Borel pour z € P(B), B > 0 assez grand, et nous nous proposons ici d’évaluer la
somme Sp1(z). Celle-ci est de la forme

sot(2) =ao+ ) 275 St (%)

. ag;
Di(2) =) 50 0 = o)

Pour l'illustration numérique qui suit, nous choisirons z = 12 (cela correspond a
x =9 dans la proposition [1.9).

4.8.1. Sommation au plus petit terme. — Nous commencons 1’évaluation de
307/1(2)7 z = 127
3n
. ag . .
au moyen des sommes partielles Z — par la sommation au plus petit terme comme
k=0 22

exposé dans la remarque [1.3.
La figure B suggere de choisir n = 24 comme troncation optimale, ce qui correspond
au choix de n = sup [r|z|] (cf. Remarque [L.3). Le calcul donne :

0<r<2

Sow(2z) ~ 0.26256292290 =+ 0.23 x 1077,
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9
5
24
8
4] o
—6 ° :
t
—8- X
o © E +
o ! + +
Q + +
—-10 :] oy i
q ., N + 0 °
g, Php et Tt 0%, 0
T8gggcseane”
2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34
FiGURE 3. Nous avons représenté pour z = 12 et j = 1,---,35, par [J
les points de coordonnées [j,log a;/ ], par o les points de coordonnées
[7, 2|], par + les points de coordonnées [j,log | “Z|].
4.8.2. Sommation par séries de factorielles. — Par la proposition .9 et le théoreme

[.1), les transformées de Borel w(l)(é) des v;)(2) définissent des fonctions holomor-
phes dans le domaine B, pour tout 0 < r < 2, mais également dans le domaine A
pour tout 0 < A < 2/1n(2), et sont a croissance exponentielle d’ordre au plus 1 dans
ces domaines. En vertu du théoreme B.1 :

Il existe B > 0 tel que pour tout 0 < A < 2/1n(2) et toutl = 1,2,3, le développement

\ LT + 1Y)
2 T(AZ+j+1)

Jj=0

converge absolument pour R(2) > max(B, 1) et sa somme représente Soy(%), ou les

coefficients b(]) se déduisent des al( ) — N lalj par Ualgorithme de Stirling.

Evaluons a présent la somme de Borel

3
soU(z) =ap+ Y28 soun(2), z=12,
=1

par 'utilisation des séries de factorielles. On estime chacune des sommes de Borel

" TAST( + 1)bY
301/1(1)(2’) au moyen des sommes partielles )\Z
p= F(Az2+7+1)

. Les majorations
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Valeur de n | Estimation de spi(z) | Estimation de 'erreur
10 0.262562935 0.20 x 1077
14 0.26256292301 0.22 x 1079
18 0.2625629228800 0.45 x 10~ 1T
25 0.262562922877259 0.15 x 10713
33 0.262562922877250882 0.65 x 10~ 16
40 0.2625629228772508441 02x 10718
TaBLE 1. Calcul de sp¢(z) par séries de factorielles pour z = 12 avec
A =2/In(2).

(I7) et ([§) aménent en pratique (pour R(2) assez grand) a estimer 1’erreur commise
par la relation
" TG + 1)) PO)D(n + 1
@) @ -23 ~ Bl D)
F(Az2+7+1) RE)T(A2+n+1)]

En prenant pour A la borne sup 2/ 1n(2) des valeurs théoriquement permises, le calcul
fournit la table fl.

Valeur de n | Estimation de Spt(z) | Estimation de l'erreur
14 0.262562922891 0.24 x 10~10
18 0.26256292287739 0.25 x 10~ 12
TABLE 2. Calcul de Sot)(z) par séries de factorielles pour z = 12 avec A = 4.

Ajoutons, sans tenter de 'expliquer, qu’on observe en pratique une accélération
de la convergence en prenant des valeurs de A au-dela des valeurs théoriquement
permises. Ceci est illustré par la table [J.

5. Sommation de Borel par séries de factorielles des séries de puissances
fractionnaires

L’exemple traité au a illustré comment la méthode de sommation d’une
somme de Borel par les séries de factorielles pouvait étre adaptée au cas d’une série
de puissances fractionnaires. Dans cette section nous allons présenter une variante
plus directe, qui peut étre vue comme une extension de la méthode de sommation
par séries de factorielles.

5.1. Sommation par séries de factorielles généralisées. — Nos hypotheses
+oo
a 1
seront les suivantes : f(z) = E — € C[[z~™]]1 est une série dont la transformée
Zm
n=0

+00 no_1

de Borel f(¢) = Z b e _1+%(C{C %} se prolonge analytiquement & 'ouvert
= (i)

Q*, et de plus :

(35) IA>0,3B>0,YC e, |F(O)¢ | < AeBldl,
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Comme Dl*n(Q) C O, on déduit du théoreme [.1] que la somme de Borel

—+00

so.f(2) = ag + i (Q)e ¢ d¢

est bien définie pour z € P(B) et nous nous proposons de la calculer.

Pour ¢ € O* nous pouvons écrire fsous la forme
~ m _ Li —~ .
fQ =) (1= ) 1q(d)

=1

(36) N
: ¢ TRRRE apmiC” :
q(C) = (ﬁ) > % € C{¢}
—=) B
et observons que pour tout k € {0,1,...,m — 1} nous avons :

! . 2im

Fledme) = STwM (1 — O FIG(E)  avee  w = 5
=1

Nous en tirons la relation :

1-— e_c %_1~ : T %
(1 —e€ C) m lgm—l(C) f(e2i7r(mfl)c)
() =

ouA=| - A - |, A= wi(jfl), est une matrice m x m de Vandermonde
inversible. En notant A™! = B = o By on obtient que pour tout
[=1,---,m et tout ¢ € O,

~ 0 F —¢y1—L . F 2

a(l) = (1—e )" Y~ Biaf(e¥™¢).

k=1

Cette propriété, la définition méme (BA) des g, et les hypotheses faites sur fmontrent
le lemme suivant :

Lemme 5.1. — Pourtoutl=1,--- ,m, g est holomorphe sur A et il existe A; > 0
tel que, V¢ € A, [5i(¢)] < AP,
D(1,1)5,
Soit D(1,1)* le disque ouvert épointé de centre 1 et de rayon 1. Notons v
D(1,1)*

le revétement & m feuillets de D(1,1)*. L’application conforme (eN* - 5= eC e
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D(1,1)* se releve naturellement en une application conforme de * sur D(1,1)F, :
CeENV +— s=eeD(1,1),
| v
(eA* «— s=eCeD(1,1)*

Posons alors, pour s € D(1,1)7, :

®(s) = £(0),  i(3) = Gil<).
Suivant (Bf) 'application ® se décompose sous la forme

m

(37) B(s) = > (1 s)mtey(3)

=1
ot1, comme dans la section R.4, nous pouvons écrire, pour § € D(1,1) :

+oo

(38) ou(3) =Y b\ (1 -5,

§=0
Par conséquent, ® s’écrit sous la forme :
+oo
VseD(L1)), ®(s)=> dny(l—s)m ',
(39) n=1
avec Vie{l,..., m}, VieN, dipm; = by).

Formellement, nous pouvons écrire la somme de Borel de f sous la forme :

+o0 £

+oo .
sof(2) =ao+ F(Q)e ™ d¢ = ap + / Y da(1—e)m e dg,
0 0 n=1
+00 1 " +00 F(%)F(Z)dn
:a0+zdn/(1—8)E_1SZ—1d8:aO+Z—
n=1 0 n=1 P(Z + %)

Cette derniere expression de Sof(z) est justifiée par la généralisation suivante du

théoreme P.J :

formée de Borel f(() = Z anG

= ()
Pouvert Q0 et que
JA>0,3B>0,YC Q¥ [f(O)¢| < AeBl.
Alors la série de factorielles généralisée
oo I'( - )T(2)d,
n=1 F<Z + %)
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converge absolument pour z € P(max(B,1)) et représente la somme de Borel So f(2)
dans cet ouvert.

Démonstration. — La preuve s’appuiera sur deux lemmes préparatoires.
L)) . T(2)

Lemme 5.2. — Vz e C\R™,

m m

Démonstration. — Nous savons par la formule de Stirling que pour z € C\R™,

~ 1
[(2) |2)—4o00 V212" 277, d’olt :

z€C\R™
n ~ n\rn_1 n
F(E) n—+oo V 277(%)7” e m
1 ~ e*tm em e?

T o oy n—t n -
Pt ) " Vam(e+ n) ms Bm(z 4 2)*72 (24 2)"
Or, nous avons les équivalences suivantes :
N sl 1
(4 2 (2

n

n._n ~ n\-on _
o+ 2) 7 e (2) e,
ce qui nous donne I'équivalence souhaitée. O
Lemme 5.8. — Considérons la fonction ®(s) = Z dp(1—s)m~1L,
+o00 ’d ’

Sous les hypothéses de la proposition [5.1, la série Z )
n=1 \m

converge pour tout
C > max(B,1).

Démonstration. — Par le lemme [.] et le lemme P.1] nous pouvons déduire que les

coefficients bgl) définis par (BY) vérifient :

400 |b( )|
VC > max(B, 1), Z ]—C +o0.
j=1
A fortiori, pour tout [ =1,--- ,m,
400 |b(~l)|
VC > max(B, 1), Z z o < too.
=0 U+ )
Par suite, par la définition (BY) des coefficients d,, et par sommation finie sur [,
m +oo | ’ |
VC' > max(B, 1), ZZ g —— < too.
=1 j=0 J + )

Ceci fournit in fine la relation : VC' > max(B, 1),
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Nous revenons maintenant & la preuve de la proposition .1 proprement dite.
+o0 F(%)I‘(z)dn

Pour ce qui est de la convergence absolue de la série ag + ——~-——— pour
= (e 2)
z € P(max(B, 1)), comme par le lemme 5.9 :
Il ~ ny~*
M) a2
"T(z4+2)" +oo dnl'(2) m
+oo .
. . . n\ —R(E)
il suffit donc de voir que pour z € P(max(B,1)) la série E |dy, | <—> converge,
m
n=1

ce qui est une conséquence du lemme f.3.
+o0 F(%)F(z)dn
n=1 F<Z + %)

Sof(z), il s’agit de montrer que dans I’expression

400 1 .
Soldal [ 59 s
n=1 0

nous pouvons permuter ». et [. Il suffit pour cela de montrer que la fonction

Pour voir que la série ag + représente bien la somme de Borel

400
Z |d,,||s* (1 — s)m ! est intégrable sur [0,1]. Or, nous avons les égalités suiv-
n=1

antes (en posant C' = R(2) > max(B, 1)) :

—+o00 1 . 40 1 .
Z|dn|/ (1—s)m Hs*ds = Z|dn|/ (1 - s)m~150"1ds
n=1 0 n=1 0

Or cette derniére série converge comme nous ’avons démontré au point précédent.
Ceci achéve la démonstration. O

Il nous reste pour terminer a déduire les coefficients d,, des a,,. Tout ce que nous

. . . 1
avons & faire est de calculer la décomposition donnée par la proposition p.J pour —,
z

r > 0. Pour z € P(0), nous avons

i — 1 ) /+oo e—uzurfldu
0

2 T(r
de sorte que, avec u = —In(s) -1 /1 s*71 (= In(s))" " 'ds. Pour s €]0,1]
) ) Zr F(?") 0 * ) )
+00 . ;
1 ' (1—s)
nous pouvons écrire —& = Z _‘7 u La série de Taylor,
-5 j+1 4!

<_ infsiyl = :Z:::cr,ju sy,
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se déduit alors de la formule de Faa di Bruno ([H]), et nous obtenons :
1 2! ! )
CT,0:1’ C,nj Z F (5,5’,—14_1,)’]21,
1<p<_7

ou les Bj ), désignent les polynomes de Bell exponentiels partiels ([B]). En permutant
>~ et [ (licite par un calcul identique & celui effectué dans la démonstration de la
proposition @ nous en déduisons que

+oo
S Cr,] VIl g Cr,j .
e Z 11— ds ]ZO F(r)ﬁ(r +J, 2)

__Zcm L'(r+4)I(2)

P(r+j+2)

Nous avons en particulier :

1 Tk =X, Tk
zT_I’(T+z)+]Z:;dT’]F(T+j—|—z)

avec

1! 2! il .
d. . = B (2737"' yI+10 ) P(T+])
" 2 L(r—p) it

1<p<j

En particulier, pour m € N* et [ € N*,

1 I'(2) *i ; I'(2)

= L.i,‘
se Tletqm) 55 T+

Nous en déduisons alors facilement le résultat qui suit :

Proposition 5.2. — Dans la proposition [5.1, nous avons, pour n € N*,
d L + d
= a -.Q,
e\t j>1z;>1 ol
l+jm=n
ou les d,; sont définis par
Bip(5,5: i) | Dl +4)
(40) dr,j = Z (, ) i ’
1<p<j I

les Bj,, désignant les polynomes de Bell exponentiels partiels.

La proposition p.] induit le résultat suivant :

Théoréme 5.1. — Soit f(z) = Z Q—Z € (C[[z*riz]] On suppose qu’il existe A > 0

~ m 1
tel que la transformée de Borel f(¢) = Z —— € CiH%C{C%} se prolonge

analytiquement a 'ouvert %, et que

JA>0,3B>0,YC e Q% [F(O)¢ | < AeBl.
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Alors la série de factorielles généralisée

oo F(%)F()\z)d,(f)
ao—i-)\nzzl F()\z+%>

)

ou les dg‘) se déduisent des ag‘) = Am la, par la proposition [5.3, converge absol-

ument pour z € P(max(B,1/)\)) et représente la somme de Borel sof(z) dans cet
ouvert.

Démonstration. — Elle est similaire a celle du théoreme @ O

5.2. Exemple 1. — Nous reprenons l'exemple de la sous-section [.3. Nous esti-
mons la somme de Borel spi)(z) pour z = 12 au moyen de la série de factorielles
généralisée tronquée

k A
N r<§)r(Az)d,§ )
ag + A Z
k=1 F<)\Z + %)
avec A = 2/In(2) et N = n/3. La comparaison, détaillée par la table [], est faite avec
la “valeur exacte” (voir table []),

“valeur exacte” = 0.2625629228772508441 + 0.2 x 10718,

Valeur de n = N/3 | Estimation de sg)(2) Erreur
10 0.262562936 0.13x 107
18 0.2625629228786 0.13 x 10711
25 0.2625629228772537 | 0.29 x 10~ 14

TaBLE 3. Calcul de spt(z) par séries de factorielles généralisées pour z =
12 avec A = 2/1n(2).

5.3. Exemple 2. — Considérons a présent la somme de Borel

+o0o 1/2
saf@)= [ (1) e
0
de la série Gevrey

s rE+1rk-4 1
f(z) = Z(_l)kﬂ (22\/7—{)(]{ + 1)2) 214k/2

k=0

qui rentre dans le cadre de la proposition [.1, mais pas dans celui des théorémes [4.]]
et p.1], du fait de la singularité en ¢ = e?™ pour la transformée de Borel. Un calcul
direct montre que

Sof(5) = 0.2357006
4 1077 pres. Le calcul & 1076 pres par séries de factorielles généralisées tronquéees

I‘<§)I‘(z)dk

N

avec A = 1, Z —~/ ____ donne la table [ : comme on pouvait le prévoir, la série
%o+

de factorielles généralisée ne converge pas vers la somme de Borel so f(5).
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Valeur de N | Estimation par séries de factorielles
10 0.235584
100 0.159338
TABLE 4.

. . .1- ™
Pour se tirer d’affaire on peut utiliser la remarque [[.] : en prenant § = — (par

exemple), la somme de Borel Syf(z) définit un prolongement analytique de Sof(z)
T 7T[, |z| > 0. Donc spf(5) = Sof(5). Or

pour arg(z) €] — 56
Sof(2) = sofo(ze”)

oy N (5§ + DI(k — 5) 5049

fole) = £ze™) = 3 (D =

k=0
Les théoremes [ et 5.1 s’appliquent & fg, sous réserve de prendre A tel que I'image
de Ay par la rotation de centre 0 et d’angle 6 ne contienne pas 1. On peut prendre
A = 0.6 par exemple. Ceci permet I’évaluation de Sy fy(z) par la série de factorielles

o0 r(g)r(xz)d,@(e)
=1 F()\z + %)
N F<§>F(Az)d§;‘)(0)

généralisée associée . On estime alors Sof(5) en évaluant les

pour z = 5¢%. Le résultat est illustré par

sommes partielles
k=1 I <)\Z —+ %)

la table f], la convergence étant tres lente.

Valeur de N | Estimation par séries de factorielles | —erreur—
50 0.2356902 + 0.50 x 10~°4 0.12x 107%
150 0.2357024 — 0.25 x 107% 0.1 x 107
TABLE 5.
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