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Introduction

UJOURD HUI de nombreuses structures industrielles sont dimensgsnag

fonction de leur comportement vibro-acoustique et pluggéement de leur
comportement en dynamique. Afin de limiter les essais lohgsigeux nécessaires
alavalidation de la conception, il est nécessaire de larepcette phase expérimen-
tale par des simulations numériques. Pour mener correctecette démarche ap-
pelée« virtual testing», il est indispensable de développer des outils de calcul
fiables et prédictifs pour le comportement dynamique desttres. Ce type d'ou-
tils existe et fonctionne bien pour décrire les partiessbaset hautes frequences
de la réponse dynamique dont les caractéristiques dastrédes sur la Figuré.
Par contre la restitution de la réponse compléte, touiquéierement en régime
transitoire, est hors de portée des outils de calcul agtbelsés sur des techniques
élements finis et des schémas d’intégration numéritpreque le chargement et
donc la réponse sont a tres large contenu frequenteekaS est rencontré notam-
ment dans le cadre de la séparation des differentes pafti@ lanceur par choc
pyrotechnique. Les stratégies de calcul manquent éziment de robustesse car
la partie moyennes frequences est généralement ignet&lles conduisent a des
temps de calcul prohibitifs. Cette question de I'élabioratde stratégies de cal-
cul performantes et robustes en dynamique transitoirerespriorité industrielle :
il s’agit de diminuer le colt des calculs tout en restitulantotalité du contenu
frequentiel, basses et moyennes frequences, de lagépon

On utilise en général la méthode des éléments finis f[gsuralculs dynamiques
transitoires. Dans le cas d’'un choc violent en terme de conteequentiel, une
modélisation extremement fine des phénomenes assaeemoyennes frequences
est primordiale. En effet, bien que les oscillations agsEiaux moyennes fré-
quences soient tres petites, la vitesse et I'énergietigué peuvent étre tres im-
portantes et par conséquent non négligeables. Ces pigg®s sont de petite lon-
gueur d’onde, ainsi, en considérant la discrétisateressaire en regard du nombre
d’onde, les modeles éléments finis comportent un grantbne de degrés de liberté
et par conséquent la discrétisation en temps requierguiefine : le temps de cal-
cul associé devient tres importaBdthe 1995 Belytschkoet al. 200q. Une étude
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sur la qualité de la solution obtenue lorsqu’on fait aeia frequence, basée sur une
estimation de I'erreur en pollution et en dispersion, megue la qualité de la solu-
tion se dégrade plus vite que prévingnburg et Babuska 199 eraemaekeet al.
1999. En effet les erreurs faites sur chaque longueur d’ondausautent si bien
gu’il faut faire une erreur moindre pour maitriser I'errdmale. Par ailleurs si I'on
s’intéresse a un temps d’observation de la réponse phg le nombre de pas de
temps augmente, ce qui engendre un temps de calcul proHinitre ce temps de
calcul conséquent, une erreur sur la périodicité deslatsans due a un trop faible
nombre de pas de temps et un déphasage des oscillationsexdml’accumulation
des erreurs numériques au cours des pas de temps peureant&trves.

Il s’avere donc essentiel d'utiliser une alternative agpraches classiques,
basées sur la méthode des éléments finis et les schémidgyhtion numeérique,
pour le calcul de la réeponse dynamique transitoire d’'ungcire soumise a un
choc a large spectre. L'approche présentée ici congisteplacer dans le domaine
frequentiel a I'aide des transformées de Fourier, agipgaendue numériqguement
efficace grace aux développements de la transformée uléeFoapide (FFTFast
Fourier Transform. Nous sommes alors amenés a résoudre un probleme ide vib
tion forcée sur une tres large bande de frequences intdua fois les basses et aussi
les moyennes fréquences pour I'étude des chocs. La@oligimporelle est ensuite
reconstruite par transformée de Fourier inverse. Les dieumaines fréquentiels,
basses et moyennes fréquences, ont des propriétés isterstgs : les outils de
résolution appropriés sont par conséquent differePtair prédire la fonction de
réponse en frequence dans I'approche fréquentiellas mwoposons donc natu-
rellement de séparer la plage de frequences étudiéeex mharties : les basses
frequences d’'un coté et les moyennes fréquences ded.dour chacune des deux
plages, nous utilisons la technique de résolution la pliagptee pour celle-ci.

Dans le domaine des basses frequences (BF), les phéaemibnatoires géné-
rés par I'excitation sont de relativement grande longutomde comparée aux di-
mensions de la structure, seulement quelques oscillammsobservables. De plus
la structure a un comportement qualifié de modalles modes propres sont bien
distincts les uns des autres. Par conséquent, le calcld tncttion de réponse
en frequence dans ce domaine ne pose pas de probleme en cengerne la
modélisation et la simulation numérique. Les métho@ssplus utilisées sont les
méthodes basées sur les élements finis (Eienkiewicz et Taylor 2000 Le com-
portement etant modal, il est avantageux de mener leslsadaula base modale
eventuellement complétée de modes statiques.

En ce qui concerne les hautes frequences (HF), les ph&mesrsont de tres
petite longueur d’onde : une centaine d’oscillations saésentes sur une dimen-
sion de la structure. Ainsi il n’est plus approprié de reigades grandeurs locales
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mais plutdt les grandeurs moyennées en espace et erfrégpl approche la plus
utilisée est I'’Analyse Statistique deEhergie (SEA) [yon et Maidanik 196Pqui
donne le niveau énergétique vibratoire moyen par saustste. Cette méthode ne
permet pas d’obtenir une solution prédictive puisqu’ediguiert la connaissanee
priori de facteurs de couplage mesurés.

La plage des moyennes frequences (MF) se situe entre lgsldenaines précé-
demment cités (cf. Figur® : plusieurs dizaines d’oscillations apparaissent sur une
dimension de la structure et la déformée est trés senaibd conditions aux limites
et aux parametres matériaux de la structure. Un comperiemodal est encore
observable mais les modes propres sont difficilement disties uns des autres :
il peut y avoir plusieurs modes par Hertz, ces modes étarlés par 'amortisse-
ment. Ainsi, étendre les méthodes éléments finis eslajpi& puisqu’elles exigent
un raffinement du maillage spatial et conduisent a un problde grande taille et
des difficultés numériquedlienburg et Babuska 1993 eraemaekeet al. 1999.

Le calcul de la base modale est lui aussi hors de porteese @rila densification
modale : il faudrait calculer jusqu’a un millier de modesslméthodes énergétiques
utilisées pour les hautes frequences sont quant a etipgtobales et ne décrivent
pas assez précisément la solution.

FRF (dB)

BF MF HF

Fréquence (Hz)

Figure 1 Fonction de réponse en frequence d'une
structure complexeJhayon et Soize 1998

Pour traiter les vibrations forcées en moyennes frégegncous utilisons la
Théorie Variationnelle des Rayons Complexes (TVRC)pihtiite dansl[adeveze
1994, qui est une alternative aux approches classiques. Qgpr®ehe prédictive,
qui impose que la structure soit divisible en sous-strestiniomogéenes, est définie
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comme suit. Les conditions de continuité en déplacentesti effort aux interfaces
entre sous-structures n’ont pas besoin d’étre vériépsori, mais sont vérifiees
au sens faible par une formulation variationnelle. Cetigvetie formulation varia-
tionnelle du probleme de vibration forcée a une frégqaetonnée autorise I'utili-
sation d’approximations indépendantes par sous-steicRar ailleurs la solution
est supposée bien décrite par la superposition d’un nemlfini de modes locaux,
appelés rayons, qui sont issus de la vérification destimsad’équilibre dyna-
mique et des relations de comportement par sous-stru€egerayons sont a deux
échelles : une échelle lente et une échelle rapide erifonde la variable espace
et de la frequence. L'échelle rapide est traitée arggiment afin de reporter 'ef-
fort numérique sur le calcul des quantités a variati@rgds et conduire ainsi a
un probleme a faible nombre d’inconnues. Ici toutes lesdlions de propagation
des ondes sont prises en compte, les inconnues du probEmhealsrs les am-
plitudes des rayons qui sont associées a I'echelle.|&€ete théorie a d’abord été
développée pour des structures 1-D et pour des plaqusgldatevezest al.2001],
puis a prouvé son efficacité pour des assemblages de glaams Rouch et La-
deveze 200[¢t a été étendue aux coques ddRm[iet al.2004. La prise en compte
d’hétérogénéités a également fait I'objet de travdans [adevezeet al. 20034.

Finalement nous proposons d'utiliser les outils suivants :

— pour les basses fréquences, la fonction de réponseegquence (FRH:re-
guency Response Functjaie la structure excitée est calculée par la méthode
des éléments finis. Il est avantageux d’utiliser une badeite construite a
partir des premiers modes propres et complétée par lessratdtiques,

— pour les moyennes fréquences, nous utilisons la TVRC sjuise méthode
adaptée pour obtenir la fonction de réponse en frequenceette plage
frequentielle.

L'objectif de ce travail de these a été d’étudier la &hité de I'approche fré-
guentielle pour le calcul de la réponse dynamique tramsitiune structure sou-
mise a un choc dont le contenu frequentiel s’étendaigyiesix MF. Elle a été
validée tout d’abord sur des structures 1-D puis sur desnalsiages de plaques,
par comparaison avec une approche temporelle classigeea gérmis de montrer
limportance, en terme énergétique, de la prise en conlgganoyennes frequences
dans la réponse transitoire malgré leurs petites osoitla. L'influence de I'amor-
tissement dans la structure sur le comportement moyenegsences a également
fait I'objet d’études.

Un certain nombre de questions se sont posées au courshdséadoncernant
les parametres, a commencer par le choix de la coupure E#rplages basses
et moyennes fréquences. Les premiers pas ont donc can@ilnaitriser les pa-
rametres de discrétisation de la méthode en fonctiom délicture étudiée et de la
nature de I'impact appliqué a celle-tigdeveze et Chevreuil 20D5

4 Sur une nouvelle approche en calcul dynamique transitoire



Introduction

Par ailleurs, a cause de I'utilisation des transforméeBalrier discretes, nous
nous sommes heurtés a la taille du probleme qui peut eierdr importante si au-
cun soin n'est apporté. En effet le colt de calcul de I'appe fréquentielle dépend
directement de I'echantillonnage en frequence pour leutales FRF, lui-méme
obéissant au théoreme de Shannon pour la reconstruetiggorelle de la solution.
Il est possible de réduire le nombre de problemes de whrdorcée a résoudre
pour la prédiction de la FRF sur la plage MF d’'une part en tanofide la rapide
extinction des ondes moyennes frequences dans les milispersifs amortis et
d’autre part en utilisant la version large bande de la TVR@dvreuilet al. 2004-
2005.

Afin de s’orienter vers une méthode plus adaptée a birsttton des moyennes
frequences dans la réponse transitoire compte tenu de davactéristiques, il est
interessant de considérer I'influence de ces frequerm®sne un niveau vibratoire
global de la structure plutdt que d’en tenir compte en tard quantités locales.
Finalement nous proposons d’appliquer la méthode ad&tdes chocs pyrotech-
niques Chevreuil et Ladeveze 20D5

Les développements ont été implantés dans CORAY NBriplex RAYs for
Medium Frequengy Ce logiciel, élaboré au LMT-Cachan sous MATLAB, permet
a I'origine un calcul prédictif pour les vibrations moyess fréquences sur des as-
semblages de barres, poutres, plaques et coques. Seutlg de$ fonctions de
réponse en fréequence sur la plage BF est réalisé avemgigidl exterieur tel que
MSC.Nastran ou Cast3m et les résultats sont ensuitergg@ans CORAY MF.

La rédaction de ce document reprend la problématique $elganisation sui-

vante en cing chapitres :

— Le premier chapitre présente une étude bibliographétpsetravaux concer-
nant la dynamique transitoire pour les études de chocitletglement un
rapide état de I'art des differentes approches que I'ant p@uver dans la
littérature pour résoudre des problemes de vibratioo&e pour les besoins
d’'une approche frequentielle.

— Dans un second temps, nous exposons I'approche fregliemtioposée. La
résolution d’'un probleme d’évolution en temps est reanpk par un probleme
de vibration forcée sur une tres large bande de freqeené@ee a I'applica-
tion de la transformée de Fourier. La prédiction de la FB&rpes moyennes
frequences utilise la Théorie Variationnelle des RayBosiplexes.

— Le troisieme chapitre rappelle les bases de la TVRC, ouittadaptée aux
calculs moyennes frequences qui permet de construirddi@oapprochée
comme la superposition de modes de vibrations locaux.

— La mise en oeuvre numérique fait I'objet du chapitre sutivae choix des
parametres de la méthode y est étudié. Dans ce chapitaeigsi développée
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Introduction

I'analyse large bande de la TVRC et la prise en compte d’urauwibra-
toire plutdt que de grandeurs locales du contenu MF. Unepapaison avec
une approche classique, utilisant la méthode des élésnfiars associée a un
schéma d’intégration en temps, met en évidence I'agandeutiliser une ap-
proche fréquentielle.

— Enfin sont présentés les premiers développements {application de la
méthode aux chocs pyrotechniques.
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CHAPITRE
Etat de l'art

Nous RAPPELONS sans étre évidemment exhaustifs, les differenteoalets
existantes dans la littérature pour le calcul des remtrsmsitoires et plus
spécifiguement celles des structures soumises a un inmpEciméethodes les plus
connues sont des approches temporelles s’appuyant swhizidee des élements
finis et les schémas d’intégration. Malgré les amétioress apportées par I'utili-
sation des maillages adaptatifs et des decomposition®uaide, I'analyse d’'un
front d’'onde par une telle approche demeure colteuse seades maillages spa-
tial et temporel qu’elle requiert. L'autre famille de méttes résulte d’'une approche
frequentielle pour laquelle nous sommes amenés a ealaok fonction de réponse
en frequence. Les differentes techniques pour résouningrobleme de vibration
forcée selon la plage frequentielle étudiée sonesitén rappelant leurs intéréts et

leurs inconvénients.
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1 Approches temporelles

1 Approches temporelles

Une approche temporelle est tres souvent utilisee pegaoudre un probleme
d’évolution en temps tel que la propagation d’ondes en aygae. La résolution
numeérique du probleme discrétisé de dynamique passergadiscrétisation en
espace et en temps de celui-ci.

1.1 Discretisation spatiale

Classiquement on explore la méthode des éléments fi&isI(Finite Element
Method pour modeéliser le comportement de la structure étufiféenkiewicz et
Taylor 200Q. La FEM part d'une formulation variationnelle du problerde réfé-
rence équivalente aux équations locales. Le domainéoetudié étant discrétisé
en sous-domaines appelés éléments finis (EF), la géienet la solution, le plus
souvent le déplacement, sont approximées par des foisalimforme polynomiales,
qui sont définies sur chaque élément fini : avec cette odethla description de
géomeétries complexes ne pose pas de difficultés. La flation variationnelle per-
met d’obtenir un probleme d’évolution a résoudre :

MU +CU+KU=F (1.1)

avecM la matrice de massé&; la matrice d’amortissemenk la matrice de ri-
gidite. U et F désignent les vecteurs des déplacements et des effmérajisés,
i.e. les quantités aux nceuds des elemdntst U sont les dérivées premiere et se-
conde du déplacement soit la vitesse et I'accélératiea.matrice, C etM sont
généralement des matrices symeétriques et a stockadmapde.

La taille du systeme est associée au nombre de degrésatl(DDL) néces-
saires pour bien représenter le phénomeéne étudiesichocs. Afin de représenter
un champ a fort gradient rencontré lors des chocs, il esessaire d’utiliser une
grande quantité de polyndmes par morceaux pour prégiselution, soit en raffi-
nant le maillage, soit en augmentant le degré des polyepogequi conduit a un
systeme de taille trop grande et trop lourde a gérer.

Etant donné le caractére trés localisé des ondes patipag en dynamique
transitoire, la méthode des élements finis adaptagifomd au besoin d’enrichir
le modele localement en raffinant le maillage uniquementesufronts d’onde de
maniere controlée et automatique. Ces méthodes repssela définition d’'un es-
timateur d’erreu posteriori parmi ceux-ci trois grandes classes de méthodes co-
existent :

— un estimateur construit sur les résidus d’équiliBaljuska et Rheinboldt
1979 sur lequel se basent les travaux éeipry et al. 1999 Tie et al. 2003
pour I'adaptation de maillage dans le cadre de la propagdtmndes,

— un estimateur utilisant le lissage des contrainfesrkiewics et Zhu 1987
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— un estimateur basé sur l'erreur en relation de comporiefi@adeveze et
Pelle 2001 dont I'application aux maillages adaptatifs en dynamitraesi-
toire est trouvée dan€porevits 1998
Par ailleurs, pour des systemes de grande taille, la dégsition de domaine
facilite la manipulation des données et permet de diviedrdvail en plusieurs
problémes de taille réduite.

1.2 Décomposition de domaine en dynamique transitoire
1.2.1 Principe

Ces méthodes sont une alternative a la résolution dugmabcomplet : elles
consistent a diviser le domaine en sous-domaines afin delaear un gros calcul
par plusieurs calculs de taille plus petite. Il est alorssgule de partager les taches
et de tirer parti des ordinateurs a architecture paralbus ne nous intéressons ici
gu’'a quelques méthodes adaptées en dynamique ad'efesichocs.

Dans les approches de décomposition de domaine, le pnebést condensé
sur les quantités d'interface entre sous-domaines ceaqnduit a un probleme de
taille réduite. La majorité des méthodes utiliséesoarg’hui sont des méthodes
sans recouvrement. Nous pouvons citer toutefois les trargaents deBen Dhia
et Rateau 20Q5pour I'extension de la méthode de partition avec recoomenet
Arlequin en dynamique.

Les differentes méthodes se distinguent principalerpastla nature des rac-
cords entre deux sous-structures. Pour les méthodes samgvrement, on peut
distinguer trois types de familles : les approches primdess approches duales,
les approches mixtes. Le probleme d’interface est géedrent résolu de fagon
itérative, ce qui ne nécessite pas la construction ex@liti complément de Schur,
probléme coliteux a résoudre. Par contre I'utilisathme méthode itérative exige
un taux de convergence élevé pour rendre I'approche eficafin d’améliorer la
convergence pour un grand nombre de sous-structures, blepre grossier défini
sur la structure complete est résolu ce qui permet de geospae information glo-
bale sur 'ensemble de la structure.

1.2.2 Approche duale

Dans cette approche, les quantités privilegiées serdfferts : la méthode pro-
posea priori des efforts en équilibre aux interfaces et cherche aelaicontinuité
en déplacements. L'inconnue principale est constitugelgs inter-efforts entre
sous-structures, ici les multiplicateurs de Lagrangeinastaux interfaces.

Dans la FETI Finite Element Tearing and Interconnectjng-arhat et Roux
1991, Farhatet al. 1994, I'algorithme itératif utilisé est un gradient conjugpré-
conditionné projeté. La projection du gradient conjggonstitue le probleme ma-
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croscopique grossier propageant I'information sur lacstme entiere. La conver-
gence de la méthode dépend fortement du choix du prépomaeur Rixen et Fa-
rhat 1999.

1.2.3 Approche primale

A l'inverse, les quantités privilegiées au raccord siehtes déplacements : les
déplacements aux interfaces sont suppag@sori continus et la méthode cherche
a verifier I'equilibre en effort aux interfaces.

La BDD (Balancing Domain Decomposition MethopRoux 1990 Mandel
1993 utilise une technique de résolution similaire a la FETI.

1.2.4 Approche mixte

Dans ces approches, aucune continuité n’est impmpéeri et les déplacements
et efforts sont traités a égalité. Ce sont des approghes’apparentent aux tech-
nigues du Lagrangien augmen@lpwinski et Le Tallec 199D

La méthode proposée dansafleveze 1998utilise pour solveur la méthode a
grand incrément de temps (LATINLArge Time INcremeitqui consiste a recher-
cher la solution a chaque itération sur tout I'espace etaut le temps. Elle asso-
cie a chaque interface une relation de comportement egdrguantités statiques
et cinématiques qui peut étre complexe (contact, fratt@mendommagement ...)
[Champaneyet al. 1997. La version monoéchelle de la stratégie a été appkqu’
avec succes pour I'etude des chocs damsrjoussiet al. 2002 Sen Gupteet al.
2003. Une vision multiechellelfadevezeet al. 200 a été développée en statique
et quasi-statique, en revanche des développements d@itrenétendus en dyna-
mique.

1.3 Disctetisation temporelle
1.3.1 Principe

Les méthodes d'intégration directe sont nombreuses etixradaptées que les
techniques de bases réduites a la représentation de ollativement rapides qui
mettent en jeu des fréquences élevées.

Pour résoudre I'équation d’évolution en temfsl) traduisant I'équilibre dyna-
mique, l'intervalle d’étude est coupé en sous-intepslt. |l est nécessaire d'utili-
ser un schéma d’intégration en temps pour résoudre tersgs I'objectif du schéma
étant de calculer les inconnues au pas de temp4& en fonction des variables au
pas de temps précedemtDans la suite, nous présentons les familles de schémas
d’intégration les plus utilisées.
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Schéma y B
Differences centrées % 0
Accélération linéaire ? %2
Accélération moyenne 3 7

. cpes 2
Accéléeration moyenne modifieel + o 1%

Tableau 1.1Differents schémas de Newmark

Il est a noter gu'il existe des méthodes qui s’affranalgsie la discrétisation
temporelle et s’appuient sur une méthode asymptotiqueerigoe pour déterminer
la réponse transitoire de la structu@ogchelin et Compain 20Q0Toutefois, ap-
pliquées dans le cas ou les variations temporelles sotadeelles demandent a étre
développées pour I'étude des chocs.

1.3.2 Sclemas de Newmark

Les schémas de Newmark pour une intégration d’ordre 2idéént des rela-
tions linéaires entre les inconnues du pas de temp4 et celles du pas de temps
précédenn. lls sont régis par les équations suivantes :

Un+1 - Un + (1 - y)At Un + yAt Un+]_
: 1 . .
UrH_l: Un+AtUn+At2(§—B> Un+AtZBUrH_]_ (12)

Les valeurs prises powret B (cf. Tableaul.l) vont définir les propriétés du
schéma. Le choix d’'une méthode est généralement pastée contenu frequentiel
du chargement appliqué qui fixe la taille du pas de tempsaaiger que la discréti-
sation temporelle n’est pas étrangere a la discratisapatiale de la structure.

Les schémas précis au second ordre des differencegesetrde I'accélération
moyenne sont privileégiés pour les faibles erreurs d’dugé et de périodicité qu'ils
engendrent.

Le schéma des difféerences centrées est un schémaitxpliest adapté pour les
chargements dynamiques rapides et pour le traitement dbpres non-linéaires
puisque la matrice dynamique a inverser est alors diagogtatend le probleme
peu colteux. Cependant ce schéma est conditionnellestedsie : le respect de la
condition de Courant, qui exprime le fait que le signal nd gas se propager de
plus d’un éléement pendant un pas de temps, peut s’avifieilel a vérifier.

Le schéma de I'accélération moyenne est un schémaaditgkt incondition-
nellement stable. En revanche il est nécessaire de calmpérateur inverse. Il est
tres adapté au cas des chargements dynamiques peu rapides
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Malgré leurs attraits, les schémas de Newmark conduésdas difficultés lors-
qu'’il s’agit de représenter des fonctions qui ne sont plifissmment régulieres
comme des fronts de choc. Il est dans ce cas nécessairerdelé hautes fré-
quences qui perturbent la solution. Pour cela, un amontisaéest ajouté : il peut
étre soit associé au comportement du matériau, soit ghaplement associé au
schéma d’intégration lui-méme. Le schéma HHT propteés Hilber et al. 1977
est I'un de ces schémas : il apporte un fort amortissememesiréquences élevéees
sans toutefois dégrader la solution du probleme. Il ®iasi appliquer les formules
de Newmark {.2) a I'equation temporelle discreté.() modifiee en pondérant les
forces élastiques et les forces externes sur I'intendaleemps grace au coefficient
a:

Mgn—i—l + (1_ a)<CU_n+1 + Kun—i—l) + G<CU_n + Kun) = (1_ G)En—i—l + aEn
(1.3)

1.3.3 Methode de Galerkin discontinue

Contrairement aux schémas précédents, la méthode Bek®adiscontinue
en tant que schéma d’intégration temporelle autorisevdembles du probleme,
déplacement et vitesse, a étre discontinues en tempsédta I'ordre zéroj.e.
champs pris constants sur les intervalles de temps, elieqiete s’affranchir des
oscillations numériques occasionnées lors du traitémiem front d’'onde. Toute-
fois ce schéma dissipe énormément et demande unetiiatién tres fine pour bien
représenter les irregularités. La méthode de Galatidoontinue au premier ordre
permettrait de moins dissiper I'information mais apporesurcodt au calcul de par
I'écriture du problemelleclere 200].

Des travaux récentsRjethoréet al. 2009 proposent d’adopter une vision élé-
ments finis du probleme en temps en s’appuyant sur la méeogi¢hque la XFEM
(eXtended Finite Element MethpfBelytschkoet al. 200]] pour traiter les pro-
bléemes discontinus. La TX-FEMI({me eXtended Finite Element Methadilise
une base de fonctions de forme en temps enrichie formantanmiégn de l'unité.
Le schéma est alors équivalent a certaines méthodesalieki®h discontinues, le
nombre de pas de temps est inférieur a celui utilisé aa®sthémas de Newmark
et les oscillations numériques sont grandement at&nué&a TX-FEM est adaptée
pour le traitement des discontinuités en temps et notarhl@echocs.

1.4 Conclusion

De nombreuses contributions visent a faciliter et a reiadcessible la résolution
d’'un probleme de choc en utilisant les éléements finis @slthémas d’intégration
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temporelle. La décomposition de domaine réduit et partagout de calcul. Néan-
moins pour les problemes de dynamique transitoire, lbsl&s en temps et en es-
pace sont couplées au regard de I'etude de la propagatiode: I'effort numérique
a apporter peut &tre tres variable d’'un endroit a uneadirla structure selon que le
champ varie fortement ou lentement a ces endroits. Afinttitaper les méthodes
de décomposition de domaine, il est donc avantageux diaetochaque sous-
domaine a avoir son propre maillage spatial, sa disat#is temporelle et son
schéma numérique les plus appropriés : ceci a fait ltadgedéveloppements dans
[Gravouil et Combescure 200Combescure et Gravouil 200Zombescuret al.
2003 qui permettent l'utilisation de maillages incompatiblesle couplage de
schémas implicites et explicites.

Cependant, ces méthodes reposent toutes sur des techuigqutégration en
temps qui rendent I'étude des chocs tres coliteuse psgigré les aménagements
apportés a la FEM et aux schémas d’intégration, ellegeex un maillage EF et une
discrétisation temporelle extrémement fins. Par aiiepour I'étude des chocs, les
schémas d’intégration présentent soit des oscillatmrmeériques qui perturbent la
solution soit une dissipation trop forte pour bien repnésela réponse. Enfin, le
raffinement des maillages est accompagné de difficultg®niques liés a la disper-
sion et a la pollutionlfhenburg et Babuska 199®eraemaekeet al. 1999.

Afin de s’affranchir de l'intégration temporelle et des sisunumeériques as-
sociés, il est possible de réécrire le probleme temptereeference en un probleme
qui dépend de la frequence : c’est cette approche que hoisigsons d’adopter. Un
rappel des techniques utilisées pour I'approche frétigimest fait dans la section
Suivante.

2 Approches frequentielles

Avec le développement de la transformée de Fourier rafitéfd, Fast Fou-
rier Transforn) [Brigham 1988, I'analyse dans le domaine fréquentiel utilisant la
transformée de Fourier discrete est un moyen efficaceldeleala réponse dyna-
mique transitoire d’un systeme linéai@lpugh et Penzien 1993ssue de la trans-
formée de Fourier de 'integrale de Duhamel, cette apgpeast également la plus
adaptée dans les situations pour lesquelles des paespdtysiques dépendent de
la frequence et il est alors plus facile de calculer la fmmctie réponse en frequence
gue la réeponse impulsionnelle. Cette technique est agement utilisée pour les
etudes sismiques pour lesquelles les contenus freqexi I'excitation et de la
réponse sont élevés et pour lesquelles les propréééeraction sol/structure ou
fluide/structure sont dépendantes de la frequence.
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2.1 Nouveau probéme de vibration forceea résoudre

L'approche fréquentielle consiste a réécrire le peoik de dynamique tran-
sitoire sous la forme d’'un probléme variationnel en esgeaguence. Pour cela
est appliquée la transformée de Fourier a toutes lestg@suaépendant du temps
pour obtenir des quantités qui dépendent de la frequé&edaisant, le probleme a
résoudre devient un probleme de vibration forcée suhamele de frequences.

Finalement, nous sommes amenés a calculer des fonct@orspdnse en fré-
quence (FRF) sur une large plage de frequences. Pour lesahdcs, il est néces-
saire de prédire cette FRF pour les basses frequencesegesment et surtout
pour les moyennes fréquences qui interviennent gésément dans le traitement
des chocs. Les sectios2 et 2.3 rappellent les differentes approches existantes
pour la résolution d’un probleme de vibration forcée.

2.2 Meéthodes issues des bassegfluences

Les approches BF s’appuient sur les caractéristiquesttigtnde frequentielle :
— les phénomenes sont de grande longueur de variation,
— les modes propres sont peu nombreux et bien séparés.

Elles sont pour la plupart basées sur les techniquesegitsinis.

2.2.1 Approches bases sur leeléments finis standards

2.2.1.1 Principe La FEM, dont le principe a été rappelé dans la secfidnp
utilise des fonctions d’approximation polynomiales. Pane sollicitation harmo-
nigue de pulsatiow, la formulation variationnelle de la méthode permet déuiit
des relations entre les déplacements généraligées inconnues aux nceuds des
éléments, et méne a la résolution d’'un systeme linéa

[—w?M +iwC+KU =F (1.4)

avecM la matrice de mass&; la matrice d’amortissemeni la matrice de rai-
deur.U etF désignent les vecteurs des déplacements et des eftorésajisés. En
utilisant I'hypothése de Basile sur I'amortissement,sit possible de calculer les
premiers modes propres associés aux plus petites frégsigmmopres du systeme
a résoudre. La solution approchée est alors projetééesisous-espaces propres
associés. L'avantage de I'analyse modale est ainsi den@amie probleme a la
résolution d’'un systeme diagonal de faible dimensiorsgue pour les BF, seules
quelques dizaines, voire quelques centaines de modesstifiibien représenter la
solution.

Bien que tres répandue et présentant de nombreux aesnfagur le traite-
ment des basses frequences, l'utilisation de la méthedeétbments finis pour
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les moyennes frequences pose certaines difficultés.fEBnadin de représenter des
champs désormais tres oscillants en vibrations MF, iflfail utiliser une grande
quantité de polyndmes par morceaux pour approcher ldisoli titre d'illustra-
tion, on peut montrer qu’'une borne majorante de I'erreuroise est donnée par
la somme de I'erreur d’approximation &h et I'erreur de pollution ek(kh)2P due

a la dispersion numérique qui engendre une erreur sureletewrs d’ondellhen-
burg et Babuska 1995Deraemaekeet al. 1999, k désignant le nombre d’onde de
'équation d’Helmholtz h la taille des éléments gt le degré des polyndmes des
fonctions de forme. Cette erreur montre que pour bien sgnter la solution, la
taille des élements est liee a la longueur d’onde.

Mailler a kh constant est suffisant pour I'eétude des basses frequenaissne
suffit plus pour les moyennes fréquences pour lesquebeselir de pollution de-
vient prédominante : il faudrait respecter un maillagél¥ constant (poup = 1)
ce qui rend excessivement coliteux le probleme a traiter.

L'autre idée afin de diminuer I'erreur consiste a augmefdedegré d’inter-
polation des polyndmep (p-methods Seulement, outre le colt du probleme qui
augmente, la méthode EF est rapidement confrontée adessiumeériques. Dans
la pratique, seulp = 1 ou 2 sont utilisés.

Par ailleurs, monter en fréquence nécessite un nombissard de modes propres
dans I'analyse modale. La densité modale augmentantr@raévec la frequence,
I'extraction de ces modes propres devient de plus en pltisikif

Enfin, la solution décrite a I'aide de grandeurs poncasetjue sont les déplace-
ments généralisés devient hypersensible aux moindegtep variations des pa-
rametres structuraux et des conditions limites. Cettergesn est donc inadaptée
pour la description des phénomenes MF.

2.2.1.2 Antliorations apportées pour diminuer I'erreur Il s’agit ici de pro-
poser des améliorations liees au traitement du maillagengduire les erreurs d’ap-
proximation et de dispersion.

La premiéere idée pour diminuer I'erreur est d’adapter &liage en optimisant
la taille des éléments finis a la dynamique locale. Podizice, des estimateurs d’er-
reura posterioriont été développés pour évaluer I'erreur locale pas structures
[Ladeveze et Pelle 20D#&t pour I'acoustiqueBouillard et Ihlenburg 1999Irimie
et Bouillard 200]. Dans les zones a grande erreur, la discrétisation #staa soit
en divisant les élementf{method, soit en augmentant le degré des polyndbmes
(p-method, soit en combinant les deukg-methogl.

Les élements finis stabilisés, la GL&dlerkin Least Squarget GGLS Ga-
lerkin Gradient Least Squargssont une réponse a la diminution de l'erreur de
pollution due a la dispersion numériquedrari et Hughes 1992Harari et Haham
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1998 Grosh et Pinsky 1998La méthode ajoute a la formulation EF classique un
terme supplémentaire correspondant au résidu de Iteoue’équilibre intérieur.
Ce terme dépend d’un parametre caractéristique duagailjui peut étre déterminé
de facon a minimiser I'erreur de pollution pour des dii@ts de propagation pri-
vilegiées.

Contrairement aux méthodes GLS et GGLS, la QSFBEM4si Stabilized Finite
Element Methopstabilise les EF non pas en intervenant sur la forme variaglle
mais en agissant sur les matrices issues de la formulatitatieanelle Babuska
et al. 1995.

2.2.1.3 Methodes de éduction Pour traiter les MF, la prédiction d’'un nombre
important de modes propres est nécessaire et la base galiéagst menée la suite
des calculs est donc conséquente. L'idée est de réduméle de la base sur laquelle
est projetée la solution afin de diminuer les temps de calcul

[Morand 1992 et [Mercier 1993 proposent de réduire la taille de la base mo-
dale en projetant la solution uniquement sur les modes gsogui maximisent
I'opérateur d’excitabilité soit les modes qui partiaipde plus dans la réponse.
L'intérét de la réduction de la base modale par cette agp est limitée en MF
car elle nécessite la connaissance préalable de la batserentiere.

Une approche alternative est d’utiliser un autre espaceraieqgion que les
modes propres classiques. DaBoigze 1998un opérateur d’énergie relatif a une
bande de fréquences est défini et la solution est progetékes premiers modes de
cet opérateur. Il a pour particularité d’admettre un nosrdenombrable de valeurs
propres qui tendent rapidement vers zéro. Cette méthodel@e a la théorie des
structures flouesJoize 198ppermet de prendre en compte la complexité structu-
rale par une approche probabiliste. Da@h@yon et Soize 1998 ne synthese de
I'approche peut étre trouvée. Cette approche permeddigng le nombre de degrés
de liberté, cependant elle repose sur une description ER&pessite un maillage
fin pour obtenir une solution correcte.

2.2.1.4 Methodes de é@composition de domaine Ces méthodes consistent a
sous-structurer le domaine afin de remplacer un gros cadculpsieurs calculs de
taille plus petite.

Une premiere méthode de sous-structuration en dynaneisfua synthese mo-
dale par composant (CM&omponent Modal synthe}igHurty 1963 : les modes
propres de chaque sous-structure sont recherchés enseevédase pour la re-
cherche de la solution approchée de la structure entiesedifferentes méthodes
se distinguent par le traitement spécifique des interfacesrfaces fixesCraig et
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Bampton 1968 interfaces libresijicNeal 197], interfaces non compatible&§-
rhat et Geradin 1994Le calcul des modes par sous-structures nécessite dapen
un maillage tres fin des que I'on monte en fréequence et umbme de degrés de
liberté du probleme final encore trop élevé. La méthald.S (Automated Multi-
level Substructuringpropose une optimisation de la sous-structuration pdegeit
les calculs Bennighofet al.2004.

La méthode de condensation de variables de Guyan est eneadive a la CMS
[Guyan 1965 Irons 1965 Sandberget al. 200]]. Elle consiste a séparer les degrés
de liberté (DDL) en deux groupes : les maitres et les esslalva condensation
statigue consiste a négliger la contribution dynamicee@DL esclaves. La qualité
de la solution dépend alors fortement du choix des maétrdes esclaves.

La FETI introduite dansHarhat et Roux 199%st la méthode duale de decom-
position de domaine présentée préalablement danstiars@c2. L'application a la
vibration des plaques et coques peut étre trouvée drambdt et Mandel 199&t a
I'acoustique dansTezauret al. 2001].

2.2.1.5 Bilan Toutes les méthodes évoquées précédemment sonepesses

pour améliorer les calculs en termes de qualité et de. co&épendant elles sont
toutes basées sur la méthode des eléments finis et dertedwnc a la méme dif-
ficulté des que I'on sort du domaine basses frequencerepl&sentation polyno-
miale par morceau de la solution n’est pas adaptée a laipsc de phénomenes
fortement oscillants. Les approches suivantes tenterétandre a ce probleme.

2.2.2 Eléments finis enrichis

Les €léments enrichis tirent parti de la connaissanpdori de la forme de la
solution recherchée a savoir le caractere tres ostilla la solution et la complexité
structurale. L'idée est alors d’enrichir les fonctionshiese utilisées afin de repro-
duire ces oscillations. Les techniques citées ici serdjsint les unes des autres
par la nature des fonctions ajoutées et la facon dont stiesintroduites et traitées
dans la méthode.

2.2.2.1 Eléements finis herarchiques Les élements hiérarchiqueddrariet al.
1994 sont une amélioration dgsmethodgDey 2003 dont ils sont issus. lls per-
mettent une réutilisation a I'ordie+ 1 des matrices de masse et de raideur élémen-
taires issues de l'ordrp. Le calcul est accéléré mais I'enrichissement est &mit
du fait de l'apparition des problemes numériques pouraddees trop élevés/fest

et al. 1997. [Beslin et Nicolas 199/ropose de coupler le traitement hiérarchique
a I'ajout d’espaces sinusoidaux pour monter en frégeiedmtroduction de fonc-
tions oscillantes sous la forme de produits de fonctiongmimhes et de fonctions

18 Sur une nouvelle approche en calcul dynamique trarssitoir



2 Approches fréquentielles

trigonométriques permet d’affiner la solution et de réelles problemes de condi-
tionnement rencontrés dans [esnethodgLeung et Chan 1998

2.2.2.2 Celldiscretization Cetalgorithme discrétise le domaine en cellules dans
lesquelles la solution est recherchée sous la forme deaupsadle polyndmes et de
fonctions exponentielles complexé&arpenstadt 1999Les conditions de continuité
de la solution entre chaque cellule sont assurées parceatibm. Les résultats sont
sensibles au choix des interfaces et des points de colbocati

2.2.2.3 Eléments finis multiéchelles Ici la solution est recherchée comme la
somme d’'une composante calculable associée a I'echailesiere en espace et
d’'une composante non calculable associée a I'échelée[finghes 199p Cette
approche vise a prendre en compte I'effet de la contribuéid’€chelle fine sans
pour autant la calculer et permet ainsi d’'améliorer la SofuEF classique qui ne
donnerait que la composante associée a I'échelle gressies EF. Pour cela la
stratégie s’appuie sur la construction d’'une formulatianiationnelle multiéchelle
de la composante calculable dans laquelle I'effet de la azapte non calculable
est prise en compte par I'ajout d’'un terme supplémentaigrobléme est résolu
a l'aide de fonctions de Green qui s’annulent sur le bord&éements grossiers
généralement remplacées par des approximations poiwhes pour un point de
vue numeérigue@berai et Pinski 1998Pour des problemes 2-D ou 3-D, I'ajout de
fonctions nulles sur le bord ne permet pas une bonne appabdximde la solution
sur les frontieres des éléments.

Dans Francaet al. 1997, Franca et Macedo 19%8a méthode des fonctions
bulles sans résidus (RFBResidual Free Bubblg¢sésout le probleme multiéchelle
élément par élément ce qui rend la technique plus géménais engendre des cal-
culs plus colteux puisque l'utilisation de fonctionsulles» nécessite un calcul
pour chaque fonction EF.

2.2.2.4 Exploitation de laPUM La PUM (Partition of Unity Method utilise un
recouvrement du domaine initi@ par un ensemble de maillag€s. A chaqueQ;
sont définies des fonctions d’enrichissemengt des fonctiong; qui vérifient la
partition de I'unité :5; ¢; = 1 surQ. L'approximation est recherchée sous la forme
Yi¢ivi [Melenk et BabuSka 199Thintérét de la PUM est de donner localement
sur Q; une bonne approximation de la solution. Pour le problemeéielenholtz,
[Melenk et Babuska 199Fatroduisent des fonctions de type ondes propagatives
ou de Bessel radiales comme fonctions d’enrichissement.

La FEM associée a la PUM donne naissance a deux grandeetadiap-
proches, la GFEMGeneralized Finite Element Methpdt la XFEM (Xtended
Finite Element Methadqui se distinguent principalement 'une de l'autre parleu
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mise en ceuvre et I'obtention des fonctions d’enrichissenigans les deux mé-
thodes, si les fonctions d’enrichissement ne sont paséssj\alors on retrouve la
FEM classique. Dans la GFEMsfroubouliset al. 2001], les fonctions d’enrichis-
sement sont construites numériguement en résolvarécadlle fine un panel de
problémes aux conditions limites élémentaires danste znrichie ; ces fonctions
forment un« handbooks et permettent de traiter des détails structuraux comme
les inclusions ou les trous. Les fonctions d’enrichissendlenla XFEM sont des
fonctions adaptées au traitement des discontinuitésetides et sont quant a elles
obtenues analytiquement en décrivant la géométriedaddamment du maillage
[Moéset al. 1999 Belytschkoet al. 2001].

L'utilisation de la PUM permet une simplification du maileagais I'intégration
numeérique des nouvelles fonctions introduites coltesoiplus cher que celle des
fonctions classiques. Par ailleurs, des probléemes deitimmiement surviennent
pour des frequences un peu élevées.

2.2.25 DEM La DEM (Discontinuous Enrichment Methp@ést une méthode
de Galerkin éléments finis discontinue avec multiplivgedele Lagrange dédiée aux
applications qui présentent de forts gradients ou dedlatszns rapides Farhat
et al. 2001- 2003. Les fonctions d’enrichissement sont calculées anggiment
et sont non nulles sur le bord : la continuité est assuréé€ipaoduction de mul-
tiplicateurs de Lagrange. Ces fonctions sont des ondesagabipes comme celles
utilisées pour la PUM, mais elles sont ajoutées aux fonstide base EF standards
et non multipliées avec les polynémes.

Des exemples numériques montrent I'efficacité et la rsase de la méthode
notamment en vibroacoustique mais elle ne permeaaori de tenir compte des
directions de propagation privilégiées et omet les oal@dsord pourtant nécessaires
pour I'étude des poutres et des plaques.

2.2.2.6 Bilan Pour exploiter les méthodes d’enrichissement en moyefiaes
guences, les fonctions de base doivent étre capables dsegper la solution d’ou
I'idée d’introduire des fonctions oscillantes. Ellesipettent de réduire la taille des
problemes traités mais leur intégration est souveatase.

2.2.3 Methodes de€lements de frontere

La BEM (Boundary Element Methdatonsiste a ne mailler que les bords de
la structure afin de réduire le nombre de degrés de lijBd@erjee et Butterfield
1981, De Langre 1991l La formulation intégrale de la frontiére établit ureni
entre les champs intérieurs et les quantités sur le bardhatrice obtenue, de petite
taille puisque seule la frontiere est discrétisée, &shp et non symétrique ce qui
engendre une perte d'efficacité de la méthode. De pluiidation de fonctions de
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Green dans la BEM apporte certes un plus par rapport aux @oigs, mais leur
extraction et leur manipulation se révelent délicates.

2.2.4 Methodes sans maillage

Un maillage fin pour éviter les problemes de dispersionsdanFEM étant
colteux, I'approche EFGMHlement Free Galerkin Methdd’affranchit de cette
étape Belytschkoet al. 1994 et ne requiert qu’un nuage de points sans connectivité
entre eux. La méthode nécessite I'utilisation de fomdide forme construites selon
la méthode des moindres carrés mobiles (ML8Mying Least Squares Methpet
formant une partition de I'unitd_fancaster et Salkhaushaus 1p&% solution peut
étre décrite par approximation polynomiale ou sinuatgdce qui, dans le second
cas, élimine la dispersion dans certaines directions.application aux problemes
de vibration a été réalisée darojillard et Suleau 1998Suleauet al. 200Q et
montre que les erreurs de dispersion sont nettement nreidiea répartition iden-
tique des nceuds, avec la EFGM qu’avec la FEM. Cependantjpeie est basée
comme la FEM sur une discrétisation nodale, le nombre de BIjmente avec la
frequence étudiée pour obtenir une représentatiasfaisante de la solution. Lors-
gu’elle est couplée a la FEM, I'efficacité de la EFGM egblexée en statique pour
la prise en compte d’hétérogénéités localisées marafructure : seules les zones
contenant une hétérogénéité sont traitées saasriillées, ce qui diminue ainsi la
sensibilité de la reponse au maillag@groix et Bouillard 200B

2.2.5 Methodes deléments continus

Cette méthode utilise des solutions analytiqgues ou carelytiques sur des
sous-domaines simples (poutres, plagues rectangulaijggur construire les ma-
trices de raideur qui, une fois assemblées, donnent laugaik la structure entiere
[Fleuret et Duforet 1997Casimir et Duforet 1997 Cette méthode, utilisée en cons-
truction navale, est tres performante en terme de quadité les basses, moyennes
et hautes fréquences mais reste limitée aux cas de géessEmples.

2.2.6 Methodes de Trefftz

Les méthodes de Trefftz utilisent des fonctions de ba$aidé sur tout le do-
maine de la sous-structure considérée et vérifiant ersat I'équation dynamique
et la relation de comportement : la solution est repr&septr la superposition de
ces fonctions. Il reste alors a vérifier les conditions bumites et de transmission.
Les amplitudes des fonctions de base, inconnues du prebkont déterminées de
maniere a satisfaire au mieux les conditions de bordeggata méthode de col-
location, aux moindres carrés ou a une formulation viemaielle. L'avantage des
méthodes de Trefftz est qu’elles permettent de traiterpdeblemes a frequence
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elevée avec un nombre réduit de DDL. La complétude dsplee de Trefftz joue
un réle majeur dans cette méthodojurgeon et Herrera 198 Herrera 198} ce-
pendant malgré cette propriété, I'utilisation de sesfmns conduit a des matrices
de petites tailles mais trés mal conditionnées, raisarr faguelle I'approche est
peu utilisée.

Les T-elementsont une approche qui lie la démarche de Trefftz et la FEM : la
méthode de Trefftz est adoptée élement par élendeoiisek et Wroblewski 1996
Qin 200Q Stojek 1998 Monk et Wang 1999 Harariet al. 1999- 200]. On peut
considérer la PUM et la DEM comme faisant partie fiedementsCe concept per-
met de limiter les problemes de conditionnement, les ginas complexes peuvent
étre prises en compte en les structurant, les singuwagiég@meétriques ou de char-
gement sont traitées par un enrichissement adéquat detsdios et ne nécessitent
aucun raffinement de maillage.

Pour des problemes de vibroacoustique, la WB/EYe Based Technigua été
développée dandesmet 1998 Desmetet al. 2002 Pluymerset al. 2003. La
structure n’est pas discrétisee comme pourTliedementamais est decomposée
en élements de grande taille par rapport a la dimensida d&ucture. Les fonc-
tions de base particulieres utilisees améliorent ledd@nnement des matrices.
Cette approche conduit a des matrices de petite taillegdegt non symétriques.
L'intégration numérique sur les bords colite cher en Mle ebnditionnement de la
matrice en HF se dégrade du fait de la discrétisation deditutles (seules certaines
directions de propagation sont prises en compte).

2.3 Meéthodes issues des hautessfquences

Pour décrire la reponse en vibrations hautes frequeiieass généralement ad-
mis qu’il n’est pas indispensable de représenter la smiutcalement car elle n'a
aucun sens physique puisque trop sensible aux parameétpsileme et le calcul
nécessiterait un trop grand nombre de degrés de libedé grandeurs moyennées
suffisent.

2.3.1 Methodes baées sur Ienergie

2.3.1.1 Analyse statistique de &nergie La SEA (Statistical Energy Analysjs
[Lyon et Maidanik 196Pest la méthode de référence, dans le domaine des HF (im-
plantée dans des codes industriels comme AutoSEA ou conk8€AR dans le
domaine aérospatialfocletet al. 1999) au méme titre que le sont les éléments
finis pour les BF. Elle vise a prédire les niveaux vibratsides differentes par-
ties d’'une structure en décrivant la solution a l'aide dangeurs énergétiques
constantes par sous-structure et par bande de frequddaes.la SEA, la struc-
ture est découpée en sous-structures. Ensuite des pegnemts de modes sont
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construits tels que statistiguement le niveau de chacumgmespes de modes soit
semblable : la méthode repose donc sur I'hypothese dame densité modale dans
la bande de fréquences étudiée. Chaque groupe de mddessesié a un DDL :
le probleme a résoudre issu de I'equilibre énergitigst par conséquent a faible
nombre de DDL. Cet équilibre se traduit par un bilan de @arise dans lequel la
puissance injectée a une sous-structure par des fortaseexes, aléatoires et sta-
tionnaires sur de larges bandes de frequences, est@&tatomme de la puissance
dissipée dans cette sous-structure par amortissemeat&tpdiissance transmise a
I'ensemble des sous-structures voisines avec lesqudlikesst connectée, appelée
puissance de couplage. L'hypothese forte de la SEA esptésentation de la puis-
sance de couplage entre deux sous-structures : elle ests@gproportionnelle
a la difference de leurs énergies par mode, le facteurrdpoptionnalité étant le
coefficient de couplage.

La résolution du probleme avec la SEA est peu colteusanallg ne fait in-
tervenir qu’'un faible nombre de DDL. Un autre avantage de &hade est de
s’appuyer sur une analyse globale de la structure dont lestig@s déduites sont
peu sensibles aux variations des parametres de la seudioutefois, ces quan-
tités sont trop globales en espace et en frequence powndionner finement la
structure notamment dans le domaine des MF. Par aillewsplefficients de cou-
plage ne peuvent &tre connus explicitememiriori que pour des géométries tres
particulieres et sont souvent déterminés expérinkemt@ant ce qui fait de la SEA
une méthode non prédictive. Pour des structures complée® travaux deMlaxit
et Guyader 20(ls’attachent a évaluer ces coefficients en couplant uaeesfie
d’échantillonnage modal avec I'approche SEA a l'aide dethndes éléments fi-
nis. Pour certains régimes d’excitation, le concept ddficoents de couplage n’est
méme plus réalisteMace 1994 Enfin I'application de la méthode aux MF est
délicate puisque I'hypothese de la densité modalegrasde n’est plus forcément
vérifiée.

2.3.1.2 Methode de diffusion de Ienergie La technique EFA Energy Flow
Analysig est une extension de la SEA qui lui apporte un aspect |&=b} et al.
1977, Buvailo et lonov 1980 Elle permet de décrire de maniére continue les va-
riables énergétiques et se base sur une hypothese dertwoplité entre le flux
d’énergie et le gradient de la densité d’énergie soit iat@ion de comportement
de type diffusion de la chaleur (loi de Fourier). L'équikbénergétique conduit a
une équation portant sur la densité d’énergie analadigzuation de la thermique,
la méthode peut alors s’appuyer sur des codes de calctheken thermique. Dans
[Nefske et Sung 1989Nohlever et Bernhard 199Papproche a été appliquée a des
structures 1-D et dan8puthier et Bernhard 1994 des structures 2-D particulieres
pour lesquelles I'hypothese de relation de comportemetyk diffusion de la cha-
leur reste valide. Cependant I'analogie avec la thermidgest pas deémontrée pour
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des sollicitations et des géomeétries quelconquesdley 1995 Ichchou et Jeze-
quel 2001 Ichchouet al.2001].

2.3.1.3 Analyse ondulatoire de Energie La WIA (Wave Intensity Analysis
[Langley 1992 est une généralisation de la SEA dans laquelle le charopdd’s
n'est plus supposé diffus mais est directionnel gracen&cdduction d’'un champ
d’ondes aléatoires propagatives dans les sous-strgottirde coefficients de cou-
plage qui varient selon les angles d’'incidence aux intedatorsque les champs
non diffus sont prépondérants, la WIA est plus précise QUSEA mais elle ne
fournit pas de description spatiale de la répartitiorr@egque.

2.3.1.4 Methodesénergetiques simplifiees Issues des méthodes énergétiques
générales (GEMGeneral Energetic MethgdLase et al. 1994, la SEM (Sim-
plified Energy Methopl[Le Bot 1998 propose de pallier les insuffisances de la
méthode de diffusion de I'énergie en s’attachant a doane représentation locale
des phénomenes. Le bilan de puissance est écrit aussabimtérieur des sous-
structures qu’au niveau de leurs couplages. La SEM a #éitgeeatavec succes pour
les structures et les salles acoustiques sans toutefeigrédictive puisque demeure
le probleme des coefficients de couplage non comrusori.

2.3.2 Autres nethodes

2.3.2.1 [kveloppements asymptotiques Cette technique consiste a regarder les
tendances de la solution quand on fait varier les parasigtracturaux ou la fré-
guence dans I'équation de la dynamig@&pyon 198P La méthode WBKJ (Went-
zel Kramers Brillouin Jeffreys) permet de savoir si les neogeopres recherchés
sont locaux ou globauxdibert 1984. Ces méthodes permettent de mettre en évi-
dence la sensibilité de la solution a la position de I'eadddn et a des hétérogénéités
sans pour autant avoir a résoudre les équations. Lepiations restent limitées

a des géomeétries simples non industrielles.

2.3.2.2 Methode de I'enveloppe Puisque la méthode des éléments finis échoue
a évaluer des réponses fortement oscillantes en mogesirteautes frequences, la
Mean Value MethofiSkudrzyk 1980 Chadwick et Bettess 1993’attache a prédire
I'enveloppe des amplitudes des résonances et des antiagces des fonctions de
transfert. Cette quantité est a grande longueur de i@miah espace, les équations
obtenues peuvent alors étre résolues par la techniquel@hesnts finis.

La CEDA (Complex Envelope Displacement analygiSestieri et Carcaterra
2007 est également une méthode de I'enveloppe sur les d&placts par appli-
cation de la transformée de Hilbert sur I'équation diéhte, les conditions aux
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limites et les excitations. Les équations étant com@ag des techniques d’ap-
proximation ont été elaborées pour obtenir une sahgtable. Cette méthode a été
appliguée a des structures unidimensionnelles.

2.3.2.3 Methode des chemins structuraux La SPA Structural Path Analysjs
repose sur I'hypothése selon laquelle la structure pgatvdie comme un treillis
de poutres Girard et Defosse 199@ans lequel I'eénergie emprunte le chemin le
plus court pour aller d’'un point & un autre. Des matricesiglielité élémentaires,
lissées sur la frequence, sont construites par pout@eessuite assemblées clas-
siguement pour obtenir la matrice de rigidité globale dsttacture. L'application
de cette technique est tres concluante pour les treillgogdres (Girard et Defosse
1993 mais ne peut malheureusement pas s’étendre aux stre@Ddifficilement
assimilables a des treillis.

2.3.2.4 Methode des rayons Ici la réponse de la structure est décrite par le
concept de rayons vibratoires. La RTNRdy Tracing Methoyconsiste a suivre
les rayons de vibration le long de leur parcours par I'étdddeur propagation,
réflexion et transmission entre sous-structures par liesde Snell Descartes de
I'optique géométrique, jusqu’a 'amortissement dedem

Utilisée pour I'acoustiquerokstadt 1968 et 'assemblage de plaqueSHae
et Ih 2001, la RTM permet de connaitre les directions privilegigle transfert et la
répartition spatiale de I'énergie mais a un colt nuqér tres élevé. De plus cette
méthode n’est pas prédictive puisqu’elle requiert lan@ssance de coefficients de
transmission.

2.4 Conclusion

Les approches exposées ont permis de nombreuses avaocgegsoudre les
équations de vibration en moyennes fréquences mais @iésentent encore des
limites.

Les méthodes issues des techniques basses frequenossntgénéralement
sur une discrétisation spatiale du domaine étudié etaglaent a représenter un
champ tres oscillant par une approximation polynomialela conduit a des pro-
blemes de grande dimension, trop lourds a manipuler padine la réponse dans
la plage des moyennes fréquences et présentant desltBSioumériques. De plus
les quantités calculées choisies, souvent le déplatgreent trop sensibles aux
moindres variations des paramétres du probleme. Afin élianer le résultat et
de réduire le codt, I'introduction de fonctions oscilles s'impose mais bien sou-
vent toutes les directions de propagation ne sont pas @isesmpte ou sinon de
maniere discréte ce qui conduit a un mauvais conditiorerd des matrices.
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1 Etat de I'art

Pour leur part, les méthodes issues des hautes fréequbasess sur I'énergie
S’attachent bien a représenter une quantité a granmgguéur d’onde et peu sen-
sible aux variations structurales. Cependant elles sanest trop globales et non
prédictives puisqu’elles s’appuient sur la connaissaleceoefficients de couplage
déterminés expérimentalement ou par des calculs camgttaires.

Toutefois cet état de I'art permet de dégager les poimts glour construire un
outil prédictif pour I'étude des moyennes frequences :

— la méthode doit étre prédictive : I'inconnue priviieg est le déplacement

plutdt que I'énergie,

— pour que le nombre de DDL soit faible, elle doit introduiesdonctions de
base a deux échelles : I'échelle rapide représentacdriactere oscillant est
connue explicitement et le calcul ne porte que sur I'éehelhte,

— elle doit étre applicable a toute géomeétrie,

— elle doit permettre le calcul sur une bande frequentplieque la solution &
une fréquence fixe a peu de sens en MF.

La Théorie Variationnelle des Rayons Complexes (TVR@or&l a ces be-

soins : les bases de I'approche sont présentées dangligrel3a
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CHAPITRE
Méethode propoge

U LES DIFFICULTES NUMERIQUES rencontrées lors de [lutilisation des
méthodes classiques temporelles, la méthode proposgégtude d’'un choc
est une approche frequentielle dans laquelle le largesoonen frequence dans la
réponse transitoire est pris en compte. La transformé&edeer est appliquée aux
guantités qui dépendent du temps dans le probleme dypene référence pour
obtenir des fonctions de la frequence, ce qui nous améadcaler des fonctions
de réponse en fréequence. Lefficacité de la méthodersétiarée en choisissant la
technique de résolution adéquate en fonction de la plageeduences étudiée : les
éléments finis pour les basses frequences et la TVRC psundyennes frequences.
Les développements de la FFT ont permis de rendre cettec@pprompétitive.
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2 Méthode proposée

1 Probleme de gférence en dynamique

Le probleme a résoudre est un probleme dynamique doysdthese des petites
perturbations et tel que le comportement des matériaue ggaire. Le milieu
étudié occupe a l'instant initial un domaigede frontieredQ. L'étude est menée
sur I'intervalle de tempf), T] étudié, et le milieu est soumis aux actions extérieures
suivantes pour toutappartenant §, T| (cf. Figure2.1) :

- une densité de déplaceméhy sur la partied;Q de la frontieredQ,

- une densité surfacique d’effolty sur la partied2Q de 0Q qui est la partie
complémentaire dé; Q,

- une densité volumique d’effoift, sur tout le domain€.

Fd

01Q
Figure 2.1 Probleme dynamique de référence

Les chargements varient dans le temps, ce qui impose detenpte des quan-
tités d’accélération.

Pour tout pointM appartenant &, les déplacementd (M,t) sont soumis aux
conditions initiales =0 :

Q\tzo =Uo
du

_— — U
dt t=0 ~°

ouU, etU, sont des données.
L'état du matériau est décrit par la relation de compusdast :

o=Ke(U)+nKe(U)
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1 Probleme de référence en dynamique

ou K est I'opérateur de Hooke;, est I'opérateur des contraintesest I'opérateur
des déformations avegU ) = [GradJ |sym. Dans la suite de nos travaux, un amor-
tissement qui depend de la frequence est introduit classiquemest iqv> 0,
pour que le probleme de référence ait ainsi une solutioque. D’autres relations
de comportement plus complexes peuvent étre prises emdéoatson. De méme,
des modeles d’amortissement plus fins peuvent étre ais@&mtroduits. Toutefois,
les modeles performants utilisant la notion de dérivaetionnaire s'écrivent trés
simplement en formalisme fréquentiel.

Le repéere de référence est supposeé galileen. Le @mubbui traduit I'évolution
du milieu sur|[0, T] en élasticité linéaire peut &tre formulé comme suit :
trouverU (M, t) € %™ eta(M,t) € ST}, pourM € Q ett € [0, T], qui vérifient :

— les conditions initiales :

YMeQ  Uy_o=Ug (2.1)
du :
i 2.2)

— les équations de liaison :
vtel0,T] Uz o =Uq (2.3)
— I'équation d’équilibre :
vt O, T[, VU e Uy (2.4)

2 -
/pd Y Urdo = — /Tr e (U ]dQ—i—/ f 0O+ [ FaU*dS
0,Q

p désigne la masse volumique, ici supposée constanteamntaau temps,
— larelation de comportement :
o =KegU)+nKeU) (2.5)

Up est le sous-espace d@° Tl associé a la valeur nulle dé, sur la frontiere
01Q.
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2 Méthode proposée

2 Analyse frequentielle du probleme de eférence

2.1 Formulation fréquentielle du probleme

Dans I'approche fréquentielle, le probleme de dynaminaiesitoire est réécrit
sous la forme d'un probleme variationnel en espace-gage. Ainsi, la trans-
formée de Fourier est appliquée a toutes les quantéperitiant du temps pour
obtenir des fonctions de la frequenoaue I'on note "

f(o0) = /+°° f(t)e et 2.6)

—00

Le probléme de référence s’écrit alors :

A

trouver(U(M, w),a(M,w)), pourM € Q etweR, vérifiant :

— les équations de liaison et les conditions initiales :

-0
=iad (2.7)
— I'équation d’équilibre :

VYwe R, VU™ e U (2.8)

/—prQ.Q*dQ:—/ Tr[ars(Q*)]dQ+/ fAd.Q*dQnL/ F,U"ds
Q Q Q— 9,0

— larelation de comportement :
&= (1+in)Ke(U) (2.9)
Le probleme peut &tre réécrit en privilegiant le dgiment :
trouverU (M, w), pourM € Q etweR, tel que :

Uso=Uyg

VweR,YU™ € Uy (2.10)
[ {-paf0.0" + (1) TriKe(0)e(0")] }d =
Q

/ f.0"dQ+ [ Fa0%ds
Q— 0,Q
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2 Analyse fréquentielle du probleme de référence

Pour une valeur dev fixée, le probleme précédent s’identifie a un probleme
de vibration forcée dont l'unicité de la solution peuteémontrée facilement. Les
quantités en jeu sont définies dans I'espace des complexes

Pour mener a terme I'approche en fréquence, il est néresde résoudre le
probleme précédent pour une large plage de frequelicer] qui contient les
basses et les moyennes fréquences.

Par conséquent nous calculerons finalement les fonct®regmbnse en fréquence
ﬁij (w) du systeme poune [0, ], définies dans le cas de I'élasticité linéaire par :

1>

a
Xi(w) = ,Zl i () .E)j(oo) (2.11)
avec :
— X la transformée de Fourier de la réponse au point colant
- E“J. la transformée de Fourier daglifferents chargemenigxj supposeés ici en
nombre fini.p. peut &tre un effort surfaciquéy; (ou un effort volumique

jdj) appliqué sur une zong

2.2 Principe de I'approche propoge

Dans le cas des chocs a large spectre, le calcul des FREtdoihené sur une
grande bande de frequend®sw/¢]. Pour les basses frequences, les codes de calcul
actuels sont tres performants. Par contre, il n’en est easéme pour les vibrations
en moyennes frequences dont la modélisation et le cadotibes questions toujours
largement ouvertes.

La démarche que nous proposons pour résoudre la formmlat fréquence du
probleme de référence consiste a scinder la plageedeérices utiléD, /] en deux
parties Ladeveze 2003

- les basses frequencis ],

- les moyennes fréquencise, W'¢|.

En dehors de cette plage de frequences, les énergi¢gjaieeet de déformation
sont supposées négligeables.

Remarque.

En réalité, I'utilisation de la FFTRast Fourier Transforrjy implique de calculer
la FRF suf—w/¢, w'¢]. Pour les frequences négatives, la réponse est le conjugué
de celle calculée pour les frequences positises= —w™ :

by (—w") = hyj(w") (2.12)

ou * désigne le conjugué.
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2 Méthode proposée

2.2.1 Calcul pour la plage basses équences

Pour la plage basses frequen@@sy.|, la FRF est obtenue grace a la méthode
des éléments finis. Le comportement du milieu étant meddlasses fréquences, il
est avantageux d’utiliser une base réduite construitatrglesm premiers modes
propres de la structure éventuellement complétéee pamuedes statiques. Avec
cette approche standard (cf. par exemplathe 1995 Deraemaekeet al. 2003),
le champ de déplacement est représenté par :

UM, w) Za. M)+ Z bj ( (2.13)

ou ¢i (M) sont les modes propres de la structur¢’ ?([M) sont les modes statiques.

Pour prédire correctement les FRF sur la plijex], la base réduite contient
au moins les modes proprgls(M) tels quewy; < 2.

Les¢.(M),ie{1,2,....m} etg’j (M), je{1,2,...,q} sont par construction ortho-
gonaux par rapport au produit scalaire en énergie cinétiq

2.2.2 Calcul pour la plage moyennes fquences

En ce qui concerne la plage des moyennes fréquences domdalisation et
le calcul posent des difficultés, nous choisissons dadilila Théorie Variation-
nelle des Rayons Complexes (TVRC) introduite ddreslpveze 1996qui est une
méthode bien adaptée a ce calcul [sog; ¢].

Les bases de la TVRC sont présentées au chapitre

2.3 Retoura la solution temporelle

Une fois les FRFﬁij (w) sur[0,w/¢] déterminées dans les zones d'intérét de la
structure, elles sont multipliées par les transformé@egabrierpj(w) des charge-
mentspj (t).

Le retour a la réponse temporelle se fait finalement pasfaimée de Fourier
inverse :

oo .
Xi(t)o0 = — / % (@)% doo

2n
l +o00 a A
/ z R (00).p, () | €de (2.14)
En pratique, la réponse de la structure n’est recherch&m quelques points

ou globalement sur des parties de la structure, ainsi leratta réponse temporelle
n'est pas tres codteux.

32 Sur une nouvelle approche en calcul dynamique trarssitoir



2 Analyse fréquentielle du probleme de référence

La FFT est une technique numeérique efficace pour appligsetransformées
de Fourier discretes rendant I'approche dans le domadgeéntiel numériguement
performante. L'utilisation de la FFT et de la IFFIhgerse Fast Fourier Transform
n'alourdit donc que tres Iégerement le calcul, puisdessentiel du colt de calcul
provient de la prédiction des FRF.
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2 Méthode proposée
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CHAPITRE

La Theorie
Variationnelle des
Rayons Complexes

ANS LA RESOLUTION du probléme de vibration forcée sur la plage moyennes

frequences que requiert I'approche frequentielle paudynamique tran-
sitoire, nous utilisons la Théorie Variationnelle des &ay Complexes (TVRC)
qui est une méthode prédictive dédiée pour le calcul desations moyennes
frequences. Cette théorie construit la solution appreatomme la superposition
de modes de vibrations locaux. Ces modes locaux sont desdiesioscillantes qui
contiennent toute I'information a variation rapide et stmaités analytiquement.
Tout I'effort numérique de la stratégie est donc conaestrr le calcul des ampli-
tudes de ces fonctions qui sont des quantités a variagioie.| Par conséquent le
nombre de degrés de liberté du systeme est faible, ceoqtiilbue a la performance

de la TVRC.
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1 Probleme de réféerence

1 Probleme de eference

1.1 Probleme de vibration forcee

Afin de simplifier la présentation, nous présentons le j@role d’un assemblage
de deux sous-structures, mais cette formulation peutfaght étre généralisée aun
assemblage de sous-structures. Soient deux sous-struct@asdS, etdSetdS
les frontieres dé& et S respectivement. Nous étudions les vibrations harmomsique
de ces deux sous-structures a une frequencedfiXeutes les quantités peuvent étre
définies dans le domaine complexe : une amplitQdd) est associee @M )&,

dyS a,S'

Figure 3.1Probleme de référence de vibration forcée

Les excitations appliquéesS{(cf. Figure3.1) sont :

- un champ de déplacemduy, sur une parti@y Sde la frontieredS,

- une densité d’effort surfacique, sur une parti@r SdedS,

- une densité d'effort volumiqugd sur tout le domain&,
ouUy, Fyq, id sont les amplitudes des quantités définies dans le doroaimplexe.
Des quantités similaires sont définies p&ur

Nous définissons pour la sous-struct8ie couple déplacement-contrairgte-
(U, o) et I'espace correspondasyy tels que :

Ueu (champ de déplacement & énergie firié (S)]3)
cES (champ de contrainte & energie fini€(S)]3)

pr =divo+f surS (3.1)
o= (1+in)Kez(U) surS

r=-wyu surS
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3 La Théorie Variationnelle des Rayons Complexes

ou K est I'opérateur de Hooke, la masse volumique &t le coefficient d’amor-
tissement (qui dépend de la frequence). Le sous-espagg @ssocié af nul est
notéSad,0- De facon similaire, nous introduisons les espatgget.s’aq 0.

Le probleme de référence peut étre formulé comme suit :
trouver(U(M),as(M),MeS) et(U'(M),o'(M),MeS) tels que :

s=(U,0) € Sad §= (' 0") €S ad
U=UgsurdyS U =UjsurayS
on=FgqsuroeS on =FjsurdpS  (3.2)
U=U'surl
on+ao'n =0surl

1.2 Cas des plagues minces de Kirchhoff-Love

Nous nous placons dans le cas des plaques minces de Kirtidvef, ho-
mogenes et isotropes, d’épaisseude masse volumique, sans effort volumique
et de coefficient d’'amortissement structugales équations classiques de vibration
harmonique forcée formulées dans les complexes pouakede la flexion et de la
tension sont détaillées respectivement dans les pariagsasuivants.2.2et1.2.3

1.2.1 Notations

En se placant dans le cas isotrope, la relation de compertesrecrit :

VE ) E

o =Ke=ATr(e)l+20  avech = o= 501y

(3.3)

ou A et u sont les coefficients de Lamg, = (1+in)Ep est le module d’Young
complexe ev le coefficient de Poisson.
Si I'on pose I'état de contrainte plane (CP) :

cN)'xx cN)'xy 0 Exx Exy 0
o= |0yx Oy O|,onaalorsz= [&yx &y O |.Onnote lapartie plane des
0O 0 O 0 0 g

opérateurs & = mom eté = mem avecn I'opérateur de projection plan.
La relation de comportement peut alors se mettre sous laeform

VE ~E
12 P = 5y
Sous les hypotheses de Kirchhoff-Love (KL), le déplacenpeend la forme :

U(x,y,2) = U (u,w) = u(x,y) +W(X,y)e, — zgradw(x,y). u est la partie plane av
est la partie hors plan du déplacement.

=Kcpg = )\CPTF( )]I+2pcp$ aveCicp = (3.4)
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1 Probleme de réféerence

On peut alors décomposet de la fagon suivante :

ne(U) = (u) — zGrad gradv = g(U) +zx(W) (3.5)

x etg sont les opérateurs de courbure et de tension.
Les relations de comportement généralisées en flexien &tnsion s’écrivent
alors :

M = %KCPX(W) (3.6)
N = eKcpg(u) 3.7)

Dans la suitet etn sont les vecteurs tangent et normal aux bords de la plaque.

1.2.2 Pour la flexion

Le probléme de référence en flexion a résoudre est :
trouver les champs de déplacement hors plan et de moweit) et (w,M’) qui
vérifient :

— les équations d’équilibre
e intérieur
div(divM) = —pew?wsurS  div(divM') = —p'dw?W surS (3.8)
o de bord (moments et efforts tranchants imposés)

nMn = Mg surdy,S AM'n’ = Mg surdm,S (3.9)
ndivM + (tMn),t = Kq surdx,S ddiviM’' + (t'M'n’),p = K{ surdk,S

e de coin

Continuité daMn aux coins anguleux dgs
Continuité d&'M’'n" aux coins anguleux d@S (3.10)

— les équations de liaison

W=Wg Surdy,S W =W, surdy,S
W,n = Wng SUr Oy, S Win= Wq SUrdy, ,S (3.11)
— les conditions d’interface parfaite
w=w surl
W,n= W, surl
nMn+n'M'n =0 surl” (3.12)
ndivM + (tMn) ¢ +n'divM’ + ('M'n) v = 0 surl
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3 La Théorie Variationnelle des Rayons Complexes

— les relations de comportement

3
M = %chx(w) surS M = i(—ZKé:px(V\/) surS (3.13)

1.2.3 Pour la tension

Le probleme de référence a résoudre en tension Blécri
trouver les champs de déplacement dans le plan et de tefusiin et (u',IN') qui
vérifient :

— les équations d’équilibre
e intérieur

divIN = —pew’u surS diviN' = —p'dw’u surS (3.14)
« de bord (efforts dans le plan imposés)
Nn = eTy suror,S N'n’ = €Ty surdr, S (3.15)
— les équations de liaison
U=uy surdyS U=uy surgyS (3.16)

— les conditions d’interface parfaite

u=u surl
Nn+Nn'=0 surl (3.17)
— les relations de comportement
N = eKcpg(u) surS N = &Kgpp(U) surS (3.18)

2 La formulation variationnelle associeea la TVRC

2.1 Presentation dans le caséayéral

La formulation variationnelle, introduite danisgdeveze 1996et utilisée dans
la TVRC, fait intervenir des quantités de type puissancestQune formulation
mixte qui utilise comme espace admissilslg les couples déplacement-contrainte
(U, o) définis par I'équationd.1) : ainsi les équations d’équilibre et la relation de
comportement sont vérifiees exactement par sous-steud@ette formulation glo-
bale traduit les conditions limites en déplacement et &rtehinsi que les condi-
tions de continuité sur qui sont quant a elles vérifiees en moyenne. La formuiatio
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2 La formulation variationnelle associée ala TVRC

variationnelle des rayons complexes est une extension r@ipgmes de vibration
forcée de la formulation introduite pour des problemestdéique dansljadeveze
1983 avec une variante pour les conditions d’interfageg¢hardet al. 1993.

La formulation s’écrit :
trouvers= (U,0) € Sag ets = (U',0’) € 5] 4 tels que :

Re{—iw{ son(U—U3d + [ (on— Egaucd +
ouS 0rS

S’ (U —U/{)dl + o'n’ —F4)8U dlI+ 3.19
[ U U [ (el —Eau (3.9)

%/(6@—60’9’)@* —U") +(en—o'n)(8U* —6U’*)dl] } =0
-
V(0U,00) € Sad0 v(3U',80") E.S'/adyo

La formulation étant écrite dans les complexegARdésigne la partie réelle &t
le conjugué de la quanti&

Remarques.

— Il est facile de démontrer que la formulation variatioleest équivalente au
probleme de réféerence, sigdevezeet al. 2007 :
« le probleme de référence a une solution,
o les opérateurs de Hoolk etK{, sont definis positifs,
« les coefficients d’amortissement sont tels qug’ > 0.

— La nouvelle formulation variationnelle a un sens pour lesbfgmes mal
posés ; un déplacement et une distribution d’effort patie¢re imposés sur
une méme partie du bord. Le terme correspondant est alors :

1 H * * *
ERG{—IOO{ aLSBo;Q(Q —Qd)dl—i—/aLS(o;Q—Ed)ég dl]} (3.20)

— Laformulation variationnelle peut s’écrire dans le casgénéral, ave¥ =
(U,o) x (U',0"), sous la forme :

a(V,0v) =L(dV) YV €Sad0 X Sado (3.21)

La TVRC peut encore se mettre sous la forsAenaud 2000:
trouvers= (U,c) € Sag ets = (U, 0’) € §'4q tels que :

5(Ep(U) +E'p(U")) + < [ﬂ 5 [Sﬂ > - (LD,é LS,D (3.22)

V8SE Sago  VOS €5 ado
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3 La Théorie Variationnelle des Rayons Complexes

ou Ep est la puissance dissipée due a I'amortissement quiltsfisr conven-
tion dans une sous-structuse

Ep(U) = 5 [ nTriKoe(U)=(U")Jds (3.23)

Lp est une forme linéaire dépendant des données assati@mrgement et
(.,.) est une forme bilinéaire antisymétrique, définie sur¢amfierel” entre
sous-structures qui veérifigl, v) = — (v, u*).

La partie symétrique de la forme bilinéaire associéa &iofmulation s’ex-
prime en fonction de la puissance dissipée du systemepstrdi donc direc-
tement de 'amortissement. C’est elle qui assure 'uaidi’la solution.

2.2 Cas des assemblages de plaques
Dans la cas des plaques minces de Kirchhoff-Love, la forimui@ariationnelle
s’écrit :
— pour la flexion : trouvetw, M) € Saq et (W, M’) € §. ; tels que :
Re{ —iw
[ (nMn—Mg)dw*d —/ (K — Kg)w*dl
aMdS aKdS

+ M/ (W — W *dl—/ K/ (W —w,)*dl
A A

/ SMN(Wn—Wog)'dl — [ 3K (w—wg)*dl
B S By S

+ (MR’ —Mg)dw,n"dl — / (K —Kyow d  (3:24)

6|\/|d8 6Kd8
— Y [Mawa - Y [(EMN)EwW, ]
coins dedS coins dedS

+% /r 3(NMNn — n'M'n’) (W, —W) )* — 8(K — K') (w—w/)dl
+3 M-+ I3t W) (<-4 KOS wl | | =0
V(3W,8M) € Sago V(W ,dM’) €5 ag0
0l Sad €t.$)4 sont 'ensemble des couples qui vérifient les équatire ét

(3.13.

— pour la tension : trouveiu, N) € Saq et (u,IN) € 8. ; tels que :
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3 Les approximations a deux échelles

Re{—iw[ ONN(u—uy)*dl + (Nn—eTy)ou“dl
0uyS 07,S

+ ON'n' (U’ — ug)*dl + / (N'n’ — &Tg)8u™dl (3.25)
0y S o7,3

+%/5(ND—N’D')(!—!’)* - (an+N’n’>5(u+g’>dl} } =0
.
V(3U,8N) € Saqo  V(3U,8N') €5 ad0

0l Saq €t.S)4 sont 'ensemble des couples qui vérifient les équatiBrisy) et

(3.19.

3 Les approximationsa deuxéchelles

3.1 Principe

Afin d'écrire une formulation approximée de la TVRC, il agtcessaire de
définir les sous-espacey, et 57, , (respectivemens’hy et.S'hy o) de Sad et Sado
(respectivemens’sq et.S’ad,0) poiJr chaque sous-structure. La solution approchée
vérifie alors le probleme :
trouvers’ = (UN oM e sh, ets" = (U, o™ € 50 tels que :

5(ED(gh) + E’D(g’“)) + < E@ 8 E@ > - (LD,6 E;D (3.26)

vod' e sty V8" e S g0

La TVRC introduit des approximations a deux éche(lg$, o") a fort contenu
mécanique, définies en identifiant trois zones : la zor&rigure, la zone de bord
et la zone de coin. Par exemple, dans le voisinage d’'un pgi& solution est
supposée localement bien décrite par la superpositiommbmbre infini de rayons
de vibration (ondes propagatives et ondes évanescedb@g)in pouvant s’écrire :

UN(X,Y, k) =U"(X, k)&

o"(X,Y,k) = o"(X, k)Y (3.27)
ou X etY représentent le vecteur positiof,eétant associé aux variations lentes et
Y aux variations rapides. Plus précisément, les termasifeelu vecteur position

X varient lentement quand bouge le long de la structure, tandis que les termes
associés au vecteur positi¥nvarient rapidement quard bouge k est le vecteur
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3 La Théorie Variationnelle des Rayons Complexes

d’onde caractérisant le rayon de vibration. Pour que cgsns(U", o") soient ad-
missibles, ils doivent appartenir a I’espaﬁ% et doivent vérifier 8.1) dans le cas
général, 8.8) et (3.13 dans le cas des plaques en flexion3e1{) et (3.18 dans le
cas des plaques en tension. Nous obtenons ainsi des pesBiak.

3.2 Rayons de vibration
3.2.1 Plaque en flexion

Considérons les déplacements de flexion hors plahune plague mince ho-
mogene isotrop&. Dans le cadre de la modélisation de Kirchhoff-Love, lg®res
de vibration doivent satisfair&(8) et (3.13 pour étre admissibles. Le déplacement
w de la fibre neutre de la plaque dans la direction perpendieuala plaque est
alors gouverné par I'équation de la dynamique :

Eoe3

0= i _ 2
l2(1_\}2)(1+|r])AAW pew w surS (3.28)

ouA est I'opérateur Laplaciertp le module d’Youngn I'amortissement aveg <
1. Les rayons de vibration sont recherchés sous la forme :

W(X,Y, k) = Wh(X, K)e-* (3.29)

ouw! est un polyndme de degréen X. Dans la suite de I'étude, nous nous place-
rons dans le cadre des rayons de vibration d’'ordne 8 Q) : WB est un polyndome
constant en Xk est un vecteur du plan de la plague a composantes complexes
K — Kr + Ky
kyr + ikyi
nons I'équation d’'onde :

} . En introduisant.29 dans 8.28 dans le cas isotrope, nous obte-

2_ 4 12p(1-v)e? 1
(kk)? =K'= Eo(1+in)e? _(1+in)ké

On peut en déduire les differentes familles de champs gensaconsidérées
dans le cas des plaques.

La premiere famille de rayons sont les rayons intériewisogt un comporte-
ment propagatif et sont définis par le vecteur d’onkle-:—ikv avecve R?, ||v|| = 1.
L'équation .30 montre quek appartient a un cerclg; de rayonky défini par les
propriétés matériau, I'eépaisseur de la plaque etdguence. Toutes les directions
de la plaque sont prises en compte en parcourant tout lee€grf. Figure3.2).

De la méme fagon, on cherche des champs associés a udéaarmales, et
de tangente, qui soient évanescents sekgyguand on s’éloigne de ce bork(> 0

(3.30)
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Figure 3.2 Domaine d’admissibilité des rayons
intérieurs

etkyr = 0). k doit appartenir a une courli& représentée dans la Figuse3. Tous
les rayons de bord dont la vitesse de propagation est éuii@ria celle des rayons
intérieurs sont pris en compte en parcou@nt

ko

Figure 3.3 Domaine d’admissibilité des rayons de
bord

Enfin les rayons de vibration de coin correspondent a desédanescentes,
localisées au niveau des coins de la plaque c’est-a-déekg > 0 etky, > 0.

La Figure3.4montre quelques exemples de rayons de flexion admissiblgs po
une plague isotrope homogene.

3.2.2 Plaque en tension

Considérons les déplacements dans le pldinne plague mince homogéne iso-
tropeSdans le cadre de la modélisation de Kirchhoff-Love. Le®resyde vibration
doivent satisfaire3.14) et (3.18 pour étre admissibles. Le déplacemantérifie
alors I'equation de la dynamique :
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3 La Théorie Variationnelle des Rayons Complexes

Figure 3.4Rayons intérieurs, de bord et de coin pour
une plaque homogéne

div(eKcpe(u)) = —pew’u surS (3.31)
Pour les ondes planes, les rayons de vibration sont redegesdus la forme :
u"(X,Y, k) = ufi(X, k)&t (3.32)

ol ul est un vecteur de polyndmes de degrén X. Comme précédemment, nous
considérerons uniquement les rayons de vibration d’d@dre= 0) dans la suite de
I'étude :gg est constant en X est un vecteur du plan de la plague.

Nous pouvons distinguer deux familles de rayons dans leqeda plaque : les
ondes de pression et les ondes de cisaillement.
Les ondes de pression sont recherchées @jeclinéaire au vecteur d'onde:

h cosp _,_|cosh . .
Up = Uop [sinq)} etk =kp {sinq)}' En introduisant$.32 dans 8.289 dans le cas
isotrope, I'équation d’onde obtenue est :
&= pA—VvH)e?
Eo(1+in)

Les ondes de cisaillement dans le plan de la plague sont gedles recherchées

—sin
avecu orthogonal au vecteur d'onde: uf} = ugp { S ¢] etk = kp {cosq)}

cosb sing

(3.33)

L'équation d’onde s’écrit alors :

2o 2p(1+V)w?

ST Eo(1+4in) (3.34)

Les ondes de pression et de cisaillement sont des ondesgptoes et les
equations §.33 et (3.34 montrent quek appartient respectivement aux cerdBes
et Cs définis par les propriétés matériau et la frequenceaté®les directions de la
plaque sont prises en compte en parcourant les ceZslesCs (cf. Figure3.5).
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Cr

Figure 3.5 Domaine d’admissibilité des rayons de
pression et de cisaillement

3.3 Le probleme discitise

A

Le déplacement de chaque point d'une sous-structureeztrg par la base
des rayons complexes admissibles. Les inconnues sont [ditades généralisées
UN(X,k), soitwll(X,k) dans le cas de la flexion ef(X,k) pour la tension, de la
base (un polyndme d’ordmeen X et une quantité a grande longueur de variation).
Tenir compte de toutes les directiopisle I'ensemble des courbes admissililese
traduit par une intégrale s@. Dans le cas ou I'on se restreint aux rayons d’ordre
0, la solution est recherchée sous la forme :

h . h (9)Y
UP(X,Y) = /k LB K(9))e* (3.35)

Afin d’obtenir un probleme de dimension finie, I'intégrgke35 peut étre dis-
crétisée et les amplitudes)(X, k(¢)) considérées constantes par secteur angulaire :
un(x, Ep) (cf. Figure3.6). La distribution angulaire des ondes pour tous les points
de la sous-structure est supposée bien décrite par dsttiution angulaire dis-
continue.

Une fois la discrétisation choisie par sous-structuréeMRC mene a un systeme
d’équations linéaires dans le domaine complexe :

Ky =gn (3.36)

ouKN =K+ ZzhetE" = L1, KD estla matrice d’amortissement symétrique définie
positive associée & la puissance dissifge Z" est la matrice associée a la forme
bilinéaire(.,.) définie telle quez" ' * = —z"; LN est le vecteur associé & la forme
linéaireLp ; U est le vecteur correspondant aux amplitudes inconnuegiasso
aux polyndmes complexés (X, Ep). L'équation 3.36) a une solution unique. Ce-
pendant, bien que l'inversibilité de la matrike(et, par conséquent, l'unicité de la
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3 La Théorie Variationnelle des Rayons Complexes

Figure 3.6 Amplitude continue (a gauche) et ampli-
tudes discrétisées (a droite)

solution) soit prouvée, un soin tout particulier doiegéipporté au calcul numérique
car cette approche peut conduire a un mauvais conditioenede la matricé .

4 Convergence de la TVRC

4.1 Vibrations hors plan

Les possibilités de la Théorie Variationnelle des Ray@omplexes ont été tres
largement démontrées sur des assemblages de plaguesies @our les vibrations
de flexion dansljadeveze et Arnaud 2000Ladevezeet al. 2001, Rouch et La-
deveze 200B Des comparaisons avec des codes élements finis inglsstrontrent
gue la TVRC est une méthode prédictive pour les vibratimngennes frequences
a un colt faible. DansHiou et al. 2004, on peut trouver I'extension de la TVRC
aux assemblages de coques. Enfin la méthode a été étanioeoduction des
hétérogénéités dans la structure ddrelpvezeet al. 20034.

4.2 Vibrations dans le plan

L'étude des vibrations planes de la plaque fait I'objettddes récentes. Les
premiers pas pour le cas d'une plague peuvent étre trodemés Fourcis 200b
Pour illustrer les performances de la TVRC dans ce cadrecamgparaison entre
les résultats issus de la TVRC réalisés avec CORAY MFsetdsultats d’un calcul
eléments finis réalisé avec MSC.Nastran est effectueane plaque en aluminium,
soumise a une excitation harmonique dans le plan de la@)aqunt la géométrie et
I'environnement sont présentés dans la Figuie

Sur les Figures.8 et 3.9 sont tracées, respectivement pour des excitations har-
moniques aux frequences 3000 Hz et 6000 Hz, les déforunides le plan selon
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4 Convergence de la TVRC

Caractéristiques mécaniques :
2m h =0.006 m

E = 70 MPa

v=0.3

p = 2800 kg.m-3

1m Fx=Fy=1N.m'1

S

Figure 3.7 Caractéristigues géométriques et
matériaux de la plaque en aluminium

X et selon Y des réponses obtenues grace aux deux méthoeesiéformées sont
tracées avec la méme échelle.

La comparaison vise a mettre en évidence I'évolution dienlore de degrés de
liberté utilisés dans les deux approches avec la fracpidre maillage éléments finis
utilisé dans MSC.Nastran a été choisi de facon a obteaméponse a convergence.
Pour les deux fréquences d’excitation étudiées, lex dgproches donnent des
résultats tres similaires.

La Figure3.10représente 'amplitude maximale de la déformée s&ast Y
pour les sollicitations harmoniques a 3000 Hz et a 6000rHoection du nombre
de DDL utilisés dans chacun des deux codes de calcul. Al@$anombre de DDL
dans CORAY MF (72 rayons de pression et 72 rayons de cisahém’évolue qua-
siment pas avec la frequence, celui-ci explose lors didi$ation du code éléments
finis MSC.Nastran pour converger en amplitude. En effetééhmode des EF donne
une allure de la déformée de la réponse forcée correee an maillage méme
grossier, mais I'amplitude n’en reste pas moins erronéemiaillage n’est pas raf-
finé en fonction de la fréquence d’excitation. Le gain emis de nombre de DDL
est donc tres significatif avec la TVRC.

Son application aux assemblage de plagues est d’autanpaogetteuse mais
elle demande encore des développements dans le cas dasovibplanes.
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3 La Théorie Variationnelle des Rayons Complexes

CORAY MF (144 DDL) Nastran (78246 DDL)

4 MSC Patran 8.93-09
%10 cinge: Detault, Freq.=3000., Displacements, Translational, X Component, (NON-LAYERED)

E Deform: Default, Freq =3000,, Displacemegis, Transiational, 103456 7.96-08
£ 6.09-09
6.02:09
" 5.05-09
408-09
4 3.11-08
214-08
& 1.17-09
2.04-10
. 7.65-10
1.73-09
% 2.70.09

1-09
3.67-08
- -4.64-09

Y

5308 -5.61-09

¥A1400 1200 Min -5.81-09 @Nd 2586
default_Deformation
Max 1.11-08 @Nd 81
x10° MSCPatran 657-09
Fringe: Default, Freq <3000, Displacements, Translational, ¥ Gomponent, {NON-LAYERED)
§  Delorm: Default, Freq <3000, Displacemants .Transiational,

577-09
4.97-08
4.18-09
3.38-09
2.58-08
1.79-09

9.88-10 |

1.81-10

-6.06-10

-1.40-08

55509 2.20-09

-3.00-09

-3.79-09

-4,59-09

5708 -5,30-09
default_Fringe

/ / Max 6.57-09 @Nd B1
141400 41400 Min -5.39-09 @Nd 3969

default_Deformation

Max 1.11-08 @Nd 81

Figure 3.8Comparaison des solutions CORAY MF et
MSC. Nastran a 3000 Hz
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4 Convergence de la TVRC

CORAY MF (144 DDL) Nastran (4926726 DDL)

s MSC Patran 2005 2.01-08
%10 Fringe: Default, Freq.=6000., Displacements, Translational, X Companent, (NON-LAYERED)

lj' Deform: Default, Freq.=6000., Displacenjgnis,T ranslational, 181-08

123456
1.61-08

1.41-08
1.21-08
1.01-08
801-09
6.01-08
4.01-08
201-09

-1.08-11

20108

-4.01-09

05 6.01-09

-8.01-09

-1.01-08
default_Fringe
/ Max 2.01-08 @Nd 1
ati00 1400 Min -1.01-08 @Nd 181847
default_Deformation
Max 4.16-08 @Nd 1

4 %

WSC Patran 101-08
«10° Fringe: Default, Freq.=6000., Displacements, Translational, ¥ Component, (NON-LAYERED)

Deform: Default, Freq.=6000., Displacenjgnys,Translational, 880-09

b 23456
7.45-08
6.00-09
4.68-09
3.31-09
1.94-09
57510
-7.80-10
-2.16-09
-3.53-09
-4.89-08
-6.25-10
-7.65-08

-8.00-09

0108 -1.03-08
default_Fringe

g x d Max 1.01-08 @Nd 321
Yatoo 1400 Min -1.03-08 @Nd 1

default_Deformation :
Max 4.16-08 @Nd 1

Figure 3.9Comparaison des solutions CORAY MF et
MSC. Nastran a 6000 Hz
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3 La Théorie Variationnelle des Rayons Complexes

-8 3000 Hz

1.2

Amplitude maximale
o o
o ™
‘ :

I
~
T

0.2r

—— CORAY MF - Composante X

= = =CORAY MF - Composante Y

MSC.Nastran — Composante X

— — —MSC.Nastran - Composante Y
L

L L
10 10* 10° 10°

Nombre de DDL

(a) Courbe de convergence pour une excitation forcée @ B0

x 10

-8 6000 Hz

Amplitude maximale

T
—— CORAY MF - Composante X
= = = CORAY MF - Composante Y
MSC.Nastran - Composante X
- — — MSC.Nastran - Composante Y

10* 10 10
Nombre de DDL

(b) Courbe de convergence pour une excitation forcée 8 60

Figure 3.10 Courbes de convergence de I'ampli-
tude maximale des déformées obtenues avec les deux

codes de calcul CORAY MF et MSC.Nastran
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CHAPITRE
Mise en ceuvre de la
methode

' APPROCHE PROPOBE dans le domaine frequentiel requiert la mise au point

de parametres, a commencer par le choix des deux plagesgqiehces. Cette
étude sera détaillee dans ce chapitre. Par ailleursi@esloppements numériques
de la méthode mettent en ceuvre les versions discretesats$ormées de Fourier,
ce qui fixe le nombre de calculs de problemes de vibratiotea effectuer pour
obtenir la fonction de réponse en frequence et pour readre la solution dans
le domaine temporel sans recouvrement d’'une période suivante. Deux tech-
niques sont proposées et appliquées pour réduire le reodebcalculs TVRC sur la
plage des moyennes fréquences.
Limportance du contenu moyennes fréquences est miseidar&e au travers de
quelques exemples, ainsi que l'efficacité de la méthode.
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1 Choix des parametres

1 Choix des paranetres

1.1 Choix des bandes de &quences

La bande de frequences étudjBeuy] est divisée en deux parties : les basses
frequences0, wx] et les moyennes fréquencles;, wy.]. Le premier probleme a ré-
soudre dans la démarche proposée porte donc sur le cheixialex plages de
frequences étudiées : quelle limik@ prendre entre les basses et les moyennes
frequences; comment choisi¥, pour avoir suffisamment d'information frequen-
tielle et donner une réponse correcte.

Pour répondre a ces questions, nous allons étudieniéntie des deux bandes
de frequences afin d’établir un critere que nous utitiesmpar la suite pour le choix
de ces plages.

Pour la plage BF, la méthode des éléments finis avec tiedusur la base mo-
dale est utilisee pour prédire la FRF. Quant a la plage@ll€,est gérée grace a la
TVRC.

1.1.1 Structure étudiee

Linfluence dewy et oy, est étudiée sur la géométrie illustrée sur la Figute
Cet exemple correspond a un longeron pouvant étre treuvén chassis de voiture
constitué d’'un assemblage de douze plaques. Il est sammschoc a I'extrémité
gauche et les déplacements sont bloqués a I'extréiriée.

Propriétés mécaniques  Points (dimensions en métres)

Vp4 E=2.1e11 Pa p1 =0. 0. 0.28
v=03 p2 =0.3246 0. 0.28

A p = 7800 kg/ms p3 =0.3246 0.05 0.28
1ms p4 =0. 0.05 0.28
p5 =0. 0. 0.8
p6 =0.2754 0.  0.18
p7 =0.2754 0.05 0.18
p8 =0. 0.05 0.18
p9 =0.5246 0.  0.08
p10 = 0.52460.05 0.08
p11=047540. 0.

p12 =0.47540.05 0

pi3=1. 0. 0.08
pl4=1. 005 0.8
pi5=1. 0. 0.

Figure 4.1 Description de l'assemblage de douze
plagues soumis a un impact
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4 Mise en ceuvre de la méthode

Le chargement caractérisant I'impact et 'amplitude de spectre obtenu par
transformée de Fourier sont décrits dans la FiguPe 'impact est modélisé par un
sinus verse d’'une dur&e= 1 ms.

10 x10°3
5
z o
<Ll
= =
L
05 - % 1 2
emps (10 s) Fréquence (10° Hz)

T=1ms

Figure 4.2 Représentations temporelle (a gauche) et
frequentielle (a droite) du chargement

Les réponses seront observées au niveau des deux pattdrdalis®s sur la
Figure4.1: I'un se trouve pres de la source et I'autre plus pres deblstrement.

1.1.2 Influence dew.

Dans un premier temps, I'influence dg est étudiée avew, = 2000 Hz fixée.
La Figure4.3 montre les vitesses matérielles pour des points situés ldg deux
patchs et pour trois valeurs differenteswle: w. = [300 Hz 450 Hz 600 HZ.

Comme nous pouvions nous y attendre, le choigga’'affecte pas la qualité de
la réponse. En effet, le contenu frequeni@eky,] des trois réponses est identique,
seule la facon de calculer la fonction de réponse en &écgel est differente mais
dans tous les cas cette FRF est calculée sur la méme pldgdences totale.

Toutefois, le choix dex. agit sur le colit du calcul : une fréquenwogtrop grande
nécessite une base réduite trop colteuse pour le cadallBRF suf0, w| et peut
engendrer des difficultés numériques rappelées darsi®s2.2.1du chapitrel.

En pratiquew. est choisie telle qu’'a partir de cette frequence, les mate
viennent locaux. Iciy est pris égal a 450 Hz, la solution du probleme de vibratio
forcée a cette frequence est représentée sur la Fgdrex. = 450 Hz correspond
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1 Choix des parametres

10 Vitesse du point (0.03,0.02,0.28)

= wC = 300Hz
3l = = =wc = 450Hz
wc = 600Hz

Vitesse (m/s)

% 0.01 0.02
Temps (s)
(a) Patch 1
10 Vitesse du point (0.75,0.02,0.08)
4 T

—wC = 300HZz
= = =wc = 450Hz
——wc = 600Hz

Vitesse (m/s)

0.01 0.02
Temps (S)

(b) Patch 2

Figure 4.3 Vitesses pour trois valeurs d&
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4 Mise en ceuvre de la méthode

eégalement a la fréequence a partir de laquelle les mogleessifient comme cela
peut étre observé sur les FRF moyennes en vitesse sur lespaéchs (cf. Fi-
gure4.5). C’est donc la frequence limite au-dela de laquelle lalig@ de la FRF
calculée est trés sensible au maillage spatial EF et psécent au-dela de la-
guelle nous considérons appartenir au domaine des mayéragiences. Pour le
longeron, I'obtention de la FRF sux. = [0,450 HZ requiert déja le calcul des 50
premiers modes propres de la structure.

Figure 4.4 Représentation globale de la déformée
pour une excitation forcée a 450 Hz

Amplitude des FRF

Path 1
Patch 2

10 I I I I I I I I I
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Fréquence (Hz)

Figure 4.5 FRF moyennes en vitesse sur les deux
patchs
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1.1.3 Influence dew,

La Figure4.6 montre l'influence dev, i.e.l'effet du contenu fréquentiel pris en
compte dans la réponse sur la qualité de celle-ci. Lessé®pour des points situés
dans les deux patchs sont tracées pour trois valeucs. @ une valeur constante
wx = 450 Hz.wy; prend les valeurs suivantesy, = [1500 Hz2000 Hz 3000 HZ.

107 Velocity of the point (0.03 0.02 0.28) in patch 1
X

——w'c = 3000Hz
3l = = =w'c = 2000Hz| |
w’'c = 1500Hz
oL
—_
L
E 1f
=
(O]
? of
(0]
=
> 4l
_2 L
3l
_4 L
0 0.01 0.02
Temps (s)
(a) Patch 1
10 Vitesse du point (0.75 0.02 0.08)
4 T
——w'c = 3000Hz
3L = = =w'c =2000Hz| |
——w'c = 1500Hz
@ 7
S
=
o 1f
1)
[%]
2o
>
_1 L
_2 L
-3

0.61 0.02
Temps (s)

(b) Patch 2

Figure 4.6 Vitesses pour trois valeurs d&
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4 Mise en ceuvre de la méthode

Cette comparaison montre bien que le contenu frequenisebp compte dans
la réponse joue sur la qualité de la vitesse calculéeaetzgnséquent, sur 'énergie
cinétique. Afin d’évaluer la plage de fréquences néesgour restaurer la réponse
temporelle, le maximum de I'énergie cinétique sur lesdeatchs pendant le temps
d’observation est tracé sur la Figuter en fonction du contenu fréquentiel pris en
compte pour le calcul de la solution.

Energie cinétique (J)
1X 107 x 10710

Patch 1
Patch 2

08r

0.6+

Patch 1
Patch 2

0.4r

0.2+

0 s s s 0

500 1000 1500 2000 2500 3000

Plus haute fréquence dans la réponsé(Hz)

Figure 4.7 Courbe de convergence de I'énergie
cinétique des patchs en fonction de la plage de
frequences prise en compte w(]

Sur la structure étudiée, la bande de frequences rdoesd suffisante pour
produire un niveau d’énergie correct ¢8t2000 Hz ; cette plage est repérée par
une ligne verticale sur la Figure7.

wy, = 2000 Hz est le double de la fr'equen%sequi caractérise le signal d’entrée
de type sinus verse. Lamplitude du spectre de ce signahgtiglre4.2montre que
la plage de frequence®, 2000 HZ permet de tenir compte de I'essentiel du contenu
frequentiel du chargement. C’est ce critere qui seramhésis retenu pour choisir
wy.. Dans le cas particulier d’un sinus verse de dir&@ppliqué a la structure nous
prendronsy, = 2.

1.1.4 Choix retenus

Finalement le choix des plages basses et moyennes frézgisara désormais
dicté par les criteres suivants :
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— W est choisie telle que I'excitation harmonique a cettgdience commence
a déformer localement la structure et telle que les moeleessifient a partir
dewx,

— o), est fixée en fonction du chargemeid(: doit permettre de tenir compte de
I'essentiel du contenu fréquentiel de celui-al.(= % dans le cas d’un sinus
verse).

1.2 Le probleme discitise dans I'approche frequentielle
1.2.1 Discgtisation spatiale

1.2.1.1 Plage BF Comme suggéré dans la sectibAdu chapitre2, une méthode
élements finis classique avec réduction sur la base rapdfectuée a l'aide de
MSC.Nastran, est utilisée pour obtenir la fonction deoréege en frequence sur la
plage des basses frequences. Afin de prédire une FRF pri@base réduite est
construite a partir des = 50 premiers modes propres de la structure avec la pul-
sation du dernier mode telle qu&, = 2w, W etant la plus haute fréequence pour
laquelle la FRF doit étre obtenue par la FEM. Cette basenssiite complétée avec

le mode statique de flexion.

Le maillage est discrétisé selon la regle classique déaga en éléments finis
pour les vibrations permettant d’assurer une erreur velatent faible en phase et
en amplitude : au moins 10 éléments linéaires par longdieade sont requis pour
le calcul du dernier mode propnede la base réduite d’'une structure 2-D.

Les estimations du nombre de DDL nécessaires, en respéatargle des 10
éléments par longueur d’onde, et du nombre de modes@enfiour la base réduite
sont resumées et comparées dans le Taldldauour I'utilisation de la méthodes EF
sur[0,wg| = [0,450 HZ d’une part et suf0, wy.] = [0,2000 HZ. Exécuter le calcul
de la FRF suff0,2000 HZ avec les EF est cher et peut conduire a des difficultés
numeriques.

Plage de fréequences|0,450 HZ [0,2000 Hz
Nombre de DDL 2019 336 1G
Base réduite 51 modes 500 modes

Tableau 4.1Caractéristiques du maillage EF de I'as-
semblage de douze plaques pour le calcul de la FRF

1.2.1.2 Plage MF Pour des structures complexes, la TVRC se révele étre bie
adaptée pour la prédiction de la FRF sur la plage des megdnequences. Elle est
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4 Mise en ceuvre de la méthode

performante car l'introduction d’approximations a dexohélles permet de n’uti-
liser que peu de DDL méme pour des frequences élevéesalcal est mené en
introduisant de maniere fine les directions privilégiéle chaque plaque. La struc-
ture étudiée (cf. Figuré.l) est divisée en 12 sous-structures et 32 modes intérieurs
et 5 modes de bord par bord sont utilisés par sous-strudterealcul de la FRF sur

la plage MF est effectué avec la logiciel dédieé CORAY ME.Tableaut.2résume

la discrétisation spatiale pour la bande MF.

Plage de fréequences [450 Hz 2000 HZ
Nombre de sous-structures 12
Nombre de rayons (DDL) 624

Tableau 4.2Caractéristiques de la discrétisation spa-
tiale de I'assemblage de douze plaques avec la TVRC

1.2.2 Discgtisation fréquentielle

Pour rendre la formulation fréquentielle plus commodée ekt formulée de
maniere numeérique et utilise la FFT qui est une technidfieaee permettant de
calculer les transformées de Fourier discretes. Or leredr utilisation, elles sup-
posent le chargement;(t) périodique de périod&,. Ce temps d’observatiof,
doit &tre choisi méticuleusement de sorte que la réptrassitoire de la structure
amortie s’éteigne avant la fin de cet intervalle de tempda permet de minimi-
ser les perturbations sur les conditions initiales de fp@mnge di au recouvrement
temporel.

Le recouvrement temporel, illustré sur la Figdr8, est issu de la discrétisation
de la réponse en frequenggd) : la multiplication de ce signal continu par un
peigne de Dirac de périodg = T—lo se traduit par une convolution de la réponse
temporellex (t) avec un autre peigne de Dirac de péridde le signal de sortie
est alors converti en un signal périodique de périggdesi a la fin de ce temp¥,
le signal n’est pas nul, alors il vient perturber les comwdisi initiales de la période
Suivante.

Dans I'approche frequentielle, une attention partendidoit donc étre accordée
au choix de I'échantillonnage fréquentiel intervenaantslle calcul de la FR@F.,— (o),
cet échantillonnage dépendant directement du tempssédiuationT,. Les pulsa-
tions wy pour lesquelles la FRF est calculée doivent &tre chotsiéss quew, =
n(2mf,) avecf, = T—lo et T, tel que la réponse de la structure soit négligeable a la fin
de ce temps.

Si la structure est peu amortie ou bien si le chargement egt &ors I'eéchantil-
lonnage fréquentiel est tres fin et le calcul de la FRF diauplus colteux. Dans la
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Domaine fréquentiel Domaine temporel

A

[X(o)] x(t) N
>
£
<
o
(&}

[0) t
Transformée
X (Muttiplication) de Fourier 3k (Convolution)
inverse

Ao) A(t)
c
1 T
2 Recouvrement temporel
‘O PN . " .
I3} da a la discrétisation
2
e 11T, I To t

Figure 4.8 Recouvrement temporel

section2 de ce chapitre, nous verrons comment le nombre de calculsCTpdRt
étre réduit pour I'obtention de la FRF sur la bande des mioge fréquences.

Des contraintes supplémentaires interviennent pourdixcte I'échantillonnage
frequentiel. En effet, le nombre de pas de fréequeNaioit étre une puissance de
2 pour pouvoir utiliser la FFT et bénéficier de son effigacide plusN doit étre
choisi de fagon a bien décrire le chargement avec le pasndesTe = % Selon le
théoreme de Nyquist-Shannon, la frequence d’échantibgefe = Tie d’un signal
doit étre égale ou supérieure a deux fois la frequenaemmale f,,ax cOntenue dans
ce signal pour le convertir a une forme numérique :

fe Z meax (41)

Par exemple, un sinus verse est bien représenté avec ag mpas de temps sur
une période du sinus.

Une fois la FRF discrete calculée q0rw], elle est prolongée avec des zéros
jusgua la frequence de Nyqui$tyquist= %fo, puis étendue aux frequences néga-
tives selon I'équationq.12).

La transformée de Fourier rapide inverse (IFFT) est applcau spectrg () =
ﬁij (n)Pj(wn) de laréponse en temps pour rétablir la solution dans leagiwariem-
porel. Avant d’appliquer la IFFTX (wy,) est multiplié par une fenétre de Hanning
dans le domaine fréquentiel afin d’éviter les oscillasialues au phénomene de
Gibbs qui apparaitraient dans le domaine temporel avetemétre de type échelon
(cf. [Brigham 198).
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4 Mise en ceuvre de la méthode

2 Reconstruction de la Eponse temporelle

2.1 Exigences duea la discrétisation du probleme fréequentiel
2.1.1 Temps d’observationly

Pour reconstruire la reponse temporelle correctemenbétles bonnes condi-
tions initiales, il faut &tre tres vigilant sur le choix techantillonnage frequentiel
pour le calcul de la FRF, par conséquent il faut bien chéesiemps d’observation
To qui doit étre tel que la réponse soit négligeable avalfiinlale T, (cf. section
1.2.9.

Comme nous l'avons vu au chapittela réponse temporelle s’obtient par I'e-
guation @.14) qui peut &tre réécrite sous la forme :

Xi (t t>0—/ (Zh”t—T P, ))dt 4.2)

L'équation ¢.2) est appelée intégrale de convolution généralememwe sous
le nom d'intégrale de Duhameg; (1) est le chargemerjtethy; (t — 1) estla réponse
impulsionnelle,i.e. elle exprime la réponse du systemeiea une impulsion de
valeur unité appliquée epa l'instantt = 1.

Ainsi, pour un chargemenp;(t) appliqué a une structure, la dur&g de la
réponse est la somme de la dufigedu chargement et de la durg&ede la réponse
impulsionnelle;T, étant propre a la structure et indépendante des forqgémjapes
a celle-ci.

Malheureusement, pour des structures tres faiblementte®dl, grand) ou
pour des chargements de longue durge drand), le temps d'observation total
To = Th+ Tp est tres long et du coup l'obtention de la FRF tres colaediditre
d’exemple, le Tablead.3 résume le nombre de problemes de vibration forcée
a résoudre pour prédire la réponse de I'assemblage deedalaques faiblement
amorti (T grand) soumis a un cho@{ =T petit) décrit dans la Figuré. 1.

Plage de frequences BF MF
Méthode base réduite : 51 modes TVRC : 624 rayons
Plage fréquentielle [0,450 HZ [450 Hz 2000 HZ

Nb. d’échantillons frequentiels 451 1551

Tableau 4.3Nombre de calculs a effectuer pour I'ob-
tention de la FRF de I'assemblage de douze plaques
sur les deux plages de frequences
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Des méthodes ont été développées pour pallier le pnobldes conditions ini-
tiales et réduire de fagon considéraljdors de I'utilisation de I'approche fréquen-
tielle pour le calcul de la réponse dynamique transitddiius citerons les principes
de trois méthodes et leurs inconvénients dans notre chelede :

— les fonctions de Green,

— la ImFT,

— l'amortissement artificiel.

Cette liste n’a pas la prétention d’étre exhaustive.

2.1.2 Fonctions de Green

Une premiéere méthode consiste a retrouver le déplacetmaasitoirex(t) a par-
tir de la réeponse au chargement périodique Wel¢tsos et Kumar 1983Veletsos
et Ventura 198} i.e.:

X(t) = y(t) + (1)

avece(t) le déplacement correctif représentant les effets dedittons initiales non
satisfaites. Il peut étre exprimé sous la forme :

e(t) = g(t)e(0) +h(t)€(0)

g(t) eth(t) sont les déplacements dus respectivement a un déplate&mna une
vitesse unitaires initiaux. Ces fonctions, appeléestions de Green, sont connues
analytiquement pour un systeme a un degré de liber@etefinies dangjlough

et Penzien 1993¢(0) et €(0) sont les valeurs initiales dgt) et de sa dérivée
déterminées par :

£(0) =x(0) —y(0)

€(0) =x(0) —¥(0)
Cette méthode peut étre appliquée aux systemes &phgdDDL en se ramenant,
par synthese modale, a plusieurs systemes a un DDL.

Notre approche frequentielle ne nous permet pas d’utiésgfonctions de Green
connues analytiquement pour des systemes a un DDL puligilisation de la
TVRC empéche la decomposition du systeme en plusieusssgstemes a un DDL.

2.1.3 ImFT

Une autre approche, proposée davisfisuret al. 200(q, est l'utilisation de la
Implicit Fourier Transform(ImFT) qui réduitT, a T,,. Le déplacement discret en
tempsx peut &étre obtenu par une opération matricielle :

x—le
_Np
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p est le chargement discret et toutes les opérations rexp@e appliquer la DFT
(Discrete Fourier Transforfnet la IDFT (nverse Discrete Fourier Transfomnsont
considérées de facon implicite dans la mategce

e=EHE~"

La DFT et la IDFT sont exprimées respectivement dans lesiceaE* et E.
H est la matrice diagonale de termes diagondgx1 m1 = H(wm), avecH (w) la
FRF.eest une matrice de Toeplitz donc seule la premiere colonasarbd’étre cal-
culée. Par ailleurs, 'auteur montre ggegéduite a sa partie triangulaire inférieure,
suffit a représenter la solutictpourvu que le temps d’observatidgp soit choisi au
moins égal al}, respectant ainsi la causalité de la répofigsne dépend plus des
caractéristiques des forces appliquées mais uniquetiesrpropriétés mécaniques
de la structure étudiée, elle est donc appropriée pétude de structures amorties
sollicitées sur des temps tres longs.

L'extension aux systemes a plusieurs DDL se fait sur lesdannées modales
ce qui rend cette approche inapplicable dans notre appratieles mémes rai-
sons citées dans le paragraphe précédent. De plus, nosgplacons dans le cadre
d’étude de la réponse dynamique transitoire de strustoee amortiesT, grand)
soumises a des chocs tres coufis ( la ImFT ne réduirait que de fagon négligeable
le temps d’observation dans ce cas.

2.1.4 Amortissement artificiel

La méthode proposée dart$mar et Xia 199Bforce la réponse a s’éteindre en
introduisant un amortissement artificiel® sur la structure au travers de la réponse
impulsionnellen(t) et sur le chargemen(t), avecD un réel positif :

hp(t) = e Pth(t)
Po(t) = e ™' p(t)

Laréponse temporelle issue de l'integrale de Duham@) peut étre reformulée
en fonction dehp(t) et pp(t) :

X(t) = e /0t ho(t — 1) po (t)dt

En montrant quép (w) = h(w—iD), on obtient I'expression de la réponse sui-
vante dans le domaine temporel :
1

too .
X(t) :eDtET/_w A(w—iD)pp ()€ dw
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L'amortissemenD contrdle le recouvrement temporel et est choisi tel qa’a |
fin du temps d’observatiof, I'exponentiel décroissante est de I'ordre du centieme
de la valeur au début de la période :

e DTo __ 1

100

L'avantage de cette technique est qu’elle est performaataersur les structures
non amorties et qu’elle autorise le temps d’observalipa n’étre que legerement
supérieur a la durée de la réponse désirée. Cedi, §tail et Beck 199Bévoque
les difficultés numériques associées au choix du coeffi€ : s'il est choisi trop
grand, alors des oscillations de forte amplitude apparaten fin de temps d’obser-
vation. Ces oscillations peuvent étre génantes potud&des chocs puisqu’il s’agit
de ne pas confondre des oscillations numériques avec t#abens moyennes
frequences étudiées. Par ailleurs I'utilisation dentatissement artificiel passe par
le calcul de la FRF pour des fréequences complexesD, ce qui n’est pas toujours
possible avec les codes EF industriels.

Dans les paragraphes suivants sont proposées deux teekrixploitables dans
notre approche frequentielle permettant de réduire mbre de résolutions de
problemes de vibration forcée sur la plage des moyengégsiénces.

2.2 Variante utilisant les propriétes des moyennes &éguences
pour la reconstruction temporelle

2.2.1 Principe

Lorsque la structure étudiée est un milieu dispersif diyadors il est possible de
réduire le nombre de pas de fréquence pour le calcul de FadisRréte sur la plage
des moyennes fréequences. En effet, le temps nécessairgpe les oscillations
deviennent négligeables est alors beaucoup plus courtggmnoyennes frequences
gue pour les basses frequences.

Ainsi, dans I'équation4.3), grace a la linéarité des transformées de Fourier, la
réponse temporelbgt) peut étre vue comme la superposition de deux composantes,
xge(t) et xme(t), qui correspondent respectivement aux contributions desds
frequencesgr (w) et des moyennes frequencgs: (w).

1 [ . 1 [+ .
XUrz0 =5 / Rer (0)d*dar+ - / R ()&%t doo

=XgF(t) +Xvr (1) (4.3)
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Les deux composantegg(t) et xur (t) sont calculées indépendamment avec
'approche fréequentielle et ne sont superposées quiendie calcul séparé des
deux composantes est avantageux car lors du calowg@), les BF sont mises de
cOté et seules les MF sont prises en compte. Il est dondlppeste tirer parti de la
rapide extinction de ces oscillations MF dans le domaingtesi pour raccourcir
considérablement le temps d’observatilors de l'utilisation des transformées
de Fourier discretes et réduire I'échantillonnagefientiel de la FREyvg sur la
bande des moyennes fréquences.

2.2.2 Exemple

La superposition des composantes BF et MF est appliguassemblage de 12
plaques de la Figuré. 1.

Puisqu’une IFFT est effectuée, nous avons utilisé unétferde Hanning pour
chacune des deux plages de fréquences afin d'éviter lesopEnes de Gibbs
présents lors de l'utilisation d’'une fenétre rectandleur ne pas perdre I'ampli-
tude de la FRF autour de, les deux fenétres de Hanning des BF et des MF se
chevauchent sur une plage de fréequences comid@@eHz 450 HZ tel qu'illustré
dans la Figurel.9.

[\

sl 3
>

55 ;
400 2000  Hz

Figure 4.9 Fenétres de Hanning des deux plages de
frequences BF et MF

Les temps nécessaires pour que les ondes s’évanouissentadstructure étu-
diée, avec un amortissement structuyat 0.02, sont :

— To =1 s pour les basses frequences,

— To = 0.1 s pour les moyennes frequences.

Afin de vérifier que la fenétre temporellg= 0.1 s est assez large pour exécuter
la IFFT pour la contribution MF, les résultats sont congsapour deux fenétres
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temporelles difféerentes sur cette plage de fréquencemegart nous avons choisi
To = 0.1 s qui permet de tirer parti de la rapide extinction des omdegennes
fréquences et ainsi de réduire le nombre de calculs, ettr@gart nous avons
pris To = 1 s qui est le temps requis par les ondes basses frequenges gve-
nir négligables et par conséquent le temps d’observatisnpar défaut dans notre
exemple si la superposition n’est pas utilisée. Le choigetedeux fenétres tempo-
relles differentes mene aux echantillonnages frégielsrdonnés dans le Tabledut
et les réponses correspondantes sont tracées sur l& Bigar

Discrétisation 1 2
Temps d’'observatio, 1s Ql1s
fo=f =+ 1Hz 10Hz
Nombre de calculs 1601 161

Tableau 4.4Deux échantillonnages fréquentiels de la
plage MF[400 Hz 2000 HZ : sans (1) et avec (2) la
technique de superposition

Les réponses sont identigues, nous pouvons donc désocalaller les deux
composantes, issues des contributions BF et MF, sépat@neduire ainsi le colt
de calcul de la composante MF. Finalement les échantiéiges frequentiels rete-
nus pour les deux plages de fréquences sont proposésedaaisiéaut.5.

Plage de fréquences (0,450 HZ [400 Hz 2000 HZ
Durée d’extinction des onddg 1s Qls
fo=% =+ 1 Hz 10 Hz
Nombre de calculs 451 161

Tableau 4.5 Echantillonnage frequentiel global de
I'approche en fréquence avec la technique de super-
position

La réduction du temps d’observatidg et donc du nombre de calculs pour les
MF est tres intéressante surtout lors de I'applicatiohiajgroche fréequentielle aux
systemes non linéaires. En effet I'eétude de tels sysgeoonduit a I'échange de
données entre les domaines frequentiel et temporel, @dekcnombreux calculs de
FRF et de nombreuses exécutions de la IFFT.
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«10° Vitesse du point (0.03,0.02,0.28)
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Figure 4.10 Réponses obtenues pour deux fenétres
temporelles differentes, soit deux discrétisations
frequentielles differentes, sur la plage MF
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2.3 Amélioration qui prend en compte I'analyse large bande de
la TVRC

Puisque la FRF doit étre calculée sur une trés grande pladgréquences, il est
commode d’utiliser la TVRC sur une large bande.

2.3.1 Calcul TVRC sur une bande de fequences

L'objectif est de prédire la solution sur une plage de figncesB de frequence
centralewy, et de largeurog. Il faut donc trouvet qui vérifie :
KMwU (@) = F"(w)  VeoeB=[wn— %;QH %} (4.4)
L'idée est d'introduire une approximation a deux éckelen fonction dew.
Toute quantité, y compris I'opérateuk "(w) et le chargemenE"(w), peut étre
réécrite suwe B de la maniéere suivante :

|
a(w) = ZlQr (w)Ar (on) (4.5)

ou A, est supposé constant dBirSi nécessaire, une meilleure approximatiorde
peut &tre construite en le prenant linéaire par exengplest une fonction qui varie
rapidement en fonction de et est de la forme :

Qr(w) = 2o

ou g, est une valeur discrete{r§|r = —N,—N+1,...,0,1,2,...,N}. En pratique,
20nN¢E est égal au nombre maximal de longueurs d’onde en espaseymastructure.
& ouN est un parametre qui caractérise la qualité de I'appnakion a deux échelles
(4.5 (N ~ 100 a 1000).

Plusieurs techniques ont été développées pour diétermne approximation de
U sous la forme de I'equationt(5) [Ladevezeet al. 20031. Ici nous utilisons la
version introduite dand_pdeveze et Riou 2005

Pour cela nous étudions le comportement de I'exponeatiette quantité peut
étre développée en série de Taylor a I'orkréa matriceK" et le vecteur charge-
mentF" peuvent étre approximés comme suit :

k

K" () = Z)Kkmn)(co—wn)" (4.6)
k=
k

FMw) = 5 Fylon)(w—on)*
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4 Mise en ceuvre de la méthode

La valeur moyenne sur la plage de frequerBest définie de la maniére suivante :

()= o

La matriceK N et le vecteug" s’écrivent alors :

(KM 4+ AK (w) (4.7)
(E") +AF ()

K" ()
EN(w)

Selon les développements de Taylérd, nous avons :

>

=
=
£

Il
M =

DK i(60n) (00— 00n)" (4.8)

x
=~
o

A (0n) (00— @)
0

>
M
=
£
I
~
I

U peut étre défini avec une approche identique :
UM(w) = (UM + AU (w) (4.9)
Sur la plageB, les équations4(4), (4.7) et (4.9 peuvent étre reformulées :
(K" +aK | [(U) +2U] = (E") +AF (4.10)

L'équation @.10 fait intervenir des termes d’amplitudes tres diffeesmtimpor-
tantes pour certains et petites pour d’autres. En utilisaméthode des perturba-
tions, les termes des differents ordres peuvent étreifaEnet I'equation 4.10
s’écrit alors pour les ordresO et 1 :

(KM W) = (EM ordre 0 (4.11)
(KMAU = —AK (U) +AF ordre 1

avecAU égal a:

k
AU = Z)Auk(m(w—m" (4.12)
k=

Finalement le déplacement retenu sur la plBgst :

U = \U) +pau (4.13)
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2 Reconstruction de la réponse temporelle

ouA ety minimisent I'erreur définie par les approximations dahg () :
1 T -1
E2— —/ [Eh—th] [KQ} [Eh—th} dw (4.14)
Wg /B D

[KQ} p €st la diagonale de la partie symeétriquekdequi est & variation lente.

Remarques.

- Seule la matricéK") doit étre inversée dans I'analyse large bande, ce qui
rend cette technique intéressante.

k correspond a I'ordre du développement de Taylor, c’eseld parametre
devant étre choisi de fagcon a assurer la qualité de ldisal

L'énergie dissipée moyenne est :

A2 Tih W2 Tih
o= (UKL + 5~ [ AUTKIAUd (4.15)

A, L peuvent étre des fonctions de

L'analyse large bande de la TVRC a été testée sur desqmoetisur des assem-
blages de plaques darisadeveze et Riou 2005

2.3.2 Utilisation de I'analyse large bande

La mise en place de I'analyse large bande dans I'approelgeéritielle pour la
dynamique transitoire est étudiée sur une structurelsiognstituée d’'une plaque
libre en aluminium avec un choc en flexion sur un bord (cf. Fegul1).

La plage de fréquences pour le calcul de la FRF est divisésre suit :
— les BF :[0,w¢| = [0 Hz,2000 HZ, elles sont traitées par la méthode des élé-
ments finis avec le calcul des 516 premiers modes propres;
— les MF :[w;, ux] = [2000 Hz 20 HZ, elles sont prises en compte par la TVRC
avec 68 rayons dont 32 rayons intérieurs et 9 rayons de lzordqud.
La coupurex, = 2000 Hz entre les deux domaines correspond a une répamse fo
déja fortement oscillante représentée sur la Figute

L'amortissement est choisi de type hystérétigke= Eo(1+in) avecn le coef-
ficient d’'amortissement structural constant. Pour deugwal den, le temps d’ex-
tinction Ty des ondes de la plage des moyennes frequences et le nomtes de
fréquence s’en suivant dans cette plég@00Hz20kHZ sont décrits dans le Ta-
bleau4.6. Sans I'analyse large bande, les pas fréquentiels camelgmt au nombre
de calculs TVRC a effectuer pour prédire la FRF.
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Propriétés mécaniques
E=70.10°Pa

v=0.3

p = 2800 kg.m™3

n = 0.001

Dimensions
Lxlxe=2mx1mx6.10%m

Chargement selon Z

X ”“” l T=0.1ms

Figure 4.11Description de la plaque libre soumise a
un choc

Figure 4.12 Réponse forcée de la plaque libre a
2000 Hz
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2 Reconstruction de la réponse temporelle

Sur la Figuret.13sont tracées les FRF, moyennées sur la plaque, obtenures d’
part de facon discrete a chaque fréquence avec la TVRIGetre part par utilisa-
tion de I'analyse large bande pour des valeurs de I'ordreédeldppemenk allant
de 0 a 5. L'amortissement dans cet exemplanest0.001, ce qui est le cas le plus
défavorable pour I'approximation par analyse large bamgisque les pics de la
FRF sont alors tres pointus, et la bariglest prise égale a 8 Hz.

. Zoom
x10”’ x10”’

T
ordre 0
ordre 1
ordre 2
ordre 3
ordre 4
ordre 5 i
----- Référence

T
ordre 0
ordre 1
12r ordre 2 g 6k
——ordre 3
ordre 4

ordre 5 B 5F
----- Référence

Zoom b 4l

FRF
FRF

] U

0
2000 2050 2100 2

. . . . . . 0 I | I I I I R
50 2200 2250 2300 2350 2400 2450 2500 2120 2125 2130 2135 2140 2145 2150 2155 2160

Fréquence (Hz) Fréquence (Hz)

Figure 4.13 Analyse large bande de la TVRC pour
differents ordres de développement

L'ordre k = 5 semble conduire & une bonne approximation. Si la b&hdst
choisie plus grande, alors I'approximation au cinquiemtE@peut diverger comme
cela apparait déja legerement sur la FRF autour de B220

Le nombre de calculs TVRC est réduit de facon considerpbur la prédiction
de la FRF dans I'approche fréquentielle pour la dynamicaesitoire. La réduction
est d’autant plus grande lorsque I'amortissement dansuatate est faible, grace a
I'utilisation de I'analyse large bande comme cela estm@&sdans la derniere ligne
du Tableau!.6.

Sur la Figure4.14sont tracées les vitesses matérielles en un point de du@la
avec la FEM dans Cast3m (sans amortissement) et avec |lappifoequentielle
utilisant I'analyse large bande dans CORAY MF (pour un aresement trés faible
n = 0.001). Les courbes sont semblables méme si les tous premgents de
la réponse obtenue avec I'approche frequentielle ptesé de petites oscillations
résiduelles dues au recouvrement temporel.

L'exploitation de I'extension de la TVRC a I'analyse largande donne des
résultats tres satisfaisants. Elle est tres utile pttude dynamique transitoire
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4 Mise en ceuvre de la méthode

Amortissement) 0.001 Q01

Durée d’extinction des onddg 2s Q2s
Nombre de pas de frequence sur la plage MF 36 186 10°
Nombre de calculs TVRC sans analyse LB 36 13.6 1¢°
Nombre de calculs TVRC avec analyse LB~ 210 2 1¢°

Tableau 4.6Nombre de calculs TVRC avec ou sans
I'analyse large bande (LB)

de structures faiblement amorties par I'approche frétjeks car elle permet de
réduire le colt de calcul de fagon conséquente.

x107* Vitesse du point (0.37,0.64,0)

Cast3m
——— CORAY MF (large bande)

Vitesse (m/s)
o

Figure 4.14 Comparaison des approches temporelle
et frequentielle avec I'analyse large bande
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3 Importance des moyennes fquences

Dans cette section, la structure étudiée est le longezoritdlans la Figurd. 1.
Elle sert de support pour montrer I'importance de la prise@mpte du contenu
moyennes frequences dans la réponse.

3.1 Contribution des moyennes fequences

En I'absence de la prise en compte des moyennes fréequeansdalréponse,
les oscillations d’énergie cinétique importante duees frequences sont tuées, le
niveau de I'énergie cinétique est alors erroné comnmeeaeu &tre observé sur la Fi-
gure4.7. La méme observation peut étre faite pour I'énergieafemhation au vu de
la Figure4.15sur laquelle est tracée le maximum de I'énergie de déition sur les
deux patchs pendant le temps d’observation en fonction giate de frequences
prise en compte dans la réponse.

Energie de déformation (J) 1071
15

x107
6

—— Patch 1
Patch 2

Patch 1
Patch 2

. . . . 0
500 1000 1500 2000 2500 3000

Plus haute fréquence dans la réponse (Hz)

Figure 4.15 Courbe de convergence de I'énergie de
déformation des patchs en fonction de la plage de
frequences prise en compgte w]

Ainsi, les moyennes fréquences interviennent largeradatois dans I'énergie
cinétique et I'énergie de déformation. En effet, les kiR deux patchs tracées sur
la Figure4.5montrent que :
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4 Mise en ceuvre de la méthode

— le mode global de flexion, dessiné dans la Figfi&5 est fortement excité
avec le chargement choisi, il correspond au premier pic deRB aw =
756 Hz;

— de plus, de nombreux autres modes de fréquence pluseatewitribuent lar-
gement au contenu des FRF. De fait, vu I'aspect local du einaegt d'impact
sur la structure mince, des modes moyennes fréquencesmubsaux sont
excités. Les modes les plus excités par le chargemenilkmitées sur la Fi-
gure4.17.

Figure 4.16 Mode a la frequence 76 Hz

Dans cet exemple, la majeure partie de I'énergie cinétigduite dans le patch
1, situé pres du chargement, est due aux moyennes fréga@mme cela peut
étre observe sur la Figure7. A titre d’exemple la vitesse d’un point de ce patch
est tracée sur la Figure 18 La composante de la vitesse intégrant uniquement la
contribution des basses frequences est égalemenetpmé mettre en évidence
'importance du contenu moyennes fréquences.

Le milieu étant dispersif, les vitesses de propagationaheles MF sont plus
élevées que les celles des ondes BF. Les moyennes fi@gistamortissent donc
plus rapidement que les basses frequences : la propodiative entre les conte-
nus MF et BF est de I'ordre de2dans le patch 2 plus éloigné de I'impact (cf.
Figure4.19), elle est plus faible que dans le patch 1 dont le rapporteeéidd
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(a) Mode a 790 Hz

(c) Mode a 1220 Hz (d) Mode a 1470 Hz

Figure 4.17 Modes locaux de fréquence élevée et de
contribution importante dans la reponse

(g Vitesse du point (0.03 0.02 0.28)

4 T T T

—BF+MF
—BF

3H 4

Vitesse (m/s)

-1 4

2 o1 02 03 04 05
Temps (s)

Figure 4.18Importance des MF sur le patch 1
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(x10°* Vltesse du pomt (0.750. 02 0.08)

— BF+MF
BF

1/
"r vn

Vitesse (m/s)

I I I
O .1 0.2 0.3 0.4 0.5

Temps (s)

Figure 4.19Importance des MF sur le patch 2

3.2 Influence des lois d’amortissement

Si 'amortissement décroit avec la frequence, alardrgie cinétique due aux
ondes moyennes fréquences est d’autant plus importamrieo®s une loi d’amor-
tissement de type dérivée fractionnaire telle que :

we [0, wy n=0.02
a
wW> Wy n= 0.0Z(%)

avecuwy = 400 Hz. Le maximum de I'énergie cinétique sur le patch 1daen le
temps d’observation est tracé sur la Figarg0en fonction du coefficier.

Plus I'amortissement décroit rapidement avec la fraqaeplus I'énergie ciné-
tique totale dépend des moyennes frequences. Si les meydrequences sont
laissées de cOté, une grande partie de I'énergieigunest ignorée surtout pour
des valeurs de proches de 1i.e. pour une décroissance forte de I'amortissement
avec la frequence.

Cet exemple met I'accent sur I'importance de la prise en ¢erdp la plage
des moyennes frequences dans le calcul de la réponse.e@@srds ne peuvent
donc pas étre ignorées puisqu’elles apparaissent da&grande proportion dans la
vitesse et I'énergie cinétique. Ignorer les MF condai&ain sous-dimensionnement
des structures d’un point de vue énergétique.
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<107 Maximum de I'énergie cinétique sur le patch 1

3.5

T T
= Solution avec le contenu BF
= Solution avec le contenu BF + MF

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(04

Figure 4.20 Courbe de convergence de I'énergie
cinétique sur le patch 1 en fonction de

3.3 Avantage de I'approche féquentielle

L'avantage de I'approche fréquentielle pour la résoluti’un probleme de dy-
namique rapide est de connaitre la réponse jusqu’anletidn des oscillations. En
effet le probleme discret resumé dans le Tablé&pour 'assemblage des douze
plagues permet de prédire la réponse de la structure swesigrand intervalle de
temps.

En ce qui concerne les approches temporelles qui utilissns¢hémas d’inté-
gration numeérique, la réponse transitoire de la mémestre est connue pas a pas
et requiert au moins 7000 pas de temps pour prédire la solutte nombre de
pas de temps est évalué selon la regle des 7 pas de temipsumimécessaires a
représenter la forme sinusoidale du chargement et 700Pgranettent d’atteindre
le temps d’observatiof, = 1 s. De plus, un maillage spatial plus fin dans toutes les
directions constitué de 336 1@DL est nécessaire et coliteux.

Pour de telles structures complexes, la construction dhase réduite suf-
fisamment riche en modes pour traiter la dynamique rapidsastent hors de
portée. Dans ce cas, l'intégration numérique est meireetement sur les matrices
éléments finis conduisant a un colt de calcul d’autamg gkand.

Dans notre approche, I'extension du contenu fréquenéieequiert que peu de
calculs TVRC. Les colts des approches temporelle et én@iglle pour la structure
constituée de I'assemblage de douze plaques soumis apacireont comparées
dans le Tablead.7.
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Approche TD FD
Base réduite Base réduite TVRC
DDL EF 336 16 201G
Modes propres 500 50
Rayons complexes 624
Nombre de calculs 7000 451 161
Taille du probleme 700@ 500 451x 50+ 161x 624
=3500 16 =1231C

Tableau 4.7 Tailles des problémes numériques pour
les approches temporelle (TD) et frequentielle (FD)

La méthode dans le domaine frequentiel fait interversgrtdensformées de Fou-
rier discretes effectuées graces aux algorithmes IEkiilisation des IFFT rend
les approches fréquentielles efficaces pour I'étude @psnses dynamiques tran-
sitoires des systemes linéaires amor@$olgh et Penzien 1993Dans le cas de
systemes non linéaires, de nombreuses IFFT doivenappkguées. La réduction
du nombre de calculs TVRC selon les techniques dévelsiées la sectiof se
révele indispensable.

4 Prise en compte adape des moyennes &guences

Jusqu’a présent, dans I'approche frequentielle comams dlapproche tempo-
relle, les déplacements et vitesses ont été calcuaddment en des points précis
de la structure. L'approche dans le domaine des frequergesert le calcul de la
FRF en ces points d'intérét sur une tres large bandesdgiénces. Cependant, dans
la plage des moyennes fréquences, la distribution spatialléplacement ou de la
vitesseq(X) n’a pas de sens d’un point de vue mécanique puisque la sépEoan
point précis et a une frequence donnée est tres seraill moindres variations des
parametres de la structure et des conditions limites.

La prise en compte du contenu MF dans la réponse par un nweaioire est
donc plus significatif que leur prise en compte par des giénltbcales. Pour cela
nous définissons les quantités effectives qui sont destig@samoyennées en espace
définies sur un domairg, de dimensions supérieures a une longueur d’onde. Au
voisinage d’un poinKy, les quantités effectives associées sont définiestelle :

i) = g [ aas 416
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Ces quantités sont a grande longueur d’onde et par caasédeaucoup moins
sensibles aux variations des parametres d’entrée.

Sur I'exemple de la plague libre décrite dans la Figufel pour I'analyse large
bande, la réponse est calculée grace a I'approchadrégglle avec :
— pour la plagé€0, wx£ ], la FRF locale en ce point,
— pour la plagdwett,20 kHZ), la FRF effective (déplacement ou vitesse effec-
tifs) en prenant pour domairg, la plagque entiere.

Si nous observons une quantité effective telle que Ig@eecinétique sur la
plaque, alors une FRF effective depuis les basses jusquiayennes frequences
suffit pour traduire le niveau vibratoire global de la stuet(cf. Figure4.21: en
pointillés, I'énergie cinétique en fonction dg¢ s incluant tout le contenu fréquentiel
[0,20 kHZ avec, sur{wetf,20 kHZ, utilisation des quantités effectives; en trait
continu, I'énergie cinétique incluant uniqguement lageld0, wet ] en fonction de
Weff).

N

-
©
T

-
(=2
T

1.4F

1.2

0.8-

Maximum de I'énergie cinétique (J)

BF
BF + MF effectif | |

I I I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

i x10*
Fréquence (Hz)

Figure 4.21 Courbe de convergence de I'€nergie
cinétigue en fonction de la prise en compte des MF

Regardons maintenant une quantité locale telle que lasgtau point de co-
ordonnéeq0.369 0.642 0) (cf. Figure4.22; en trait continu noir, la vitesse de
reference avec prise en compte des BF et MF de facon Ipealdrait pointille,
la vitesse incluant les MF grace aux quantités effecthurdwe 1 1,20 kHZ ; en trait
continu clair, solution avec uniquement les BF §u2000 H2). Si la frequence
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Weff €st prise telle quex s = W = 2000 Hz, les résultats sont tout a fait satisfai-

sants. Par contre 6l €St choisie trop petiteyx s = 500 Hz, la vitesse est moins
précise.

x10"

——BF +MF
= = = BF + MF effectif (weff=2000Hz)
—— BF (wc=2000Hz)

Vitesse (m/s)
o

!
)
T

—4F

-6

. . . . . . . . . )
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Temps (s)

() wef = 2000 Hz

x10"

——BF +MF
= = = BF + MF effectif (weff=500Hz)
4 —— BF (wc=2000Hz)

Vitesse (m/s)

(b) wesf =500 Hz

Figure 4.22 \Vitesse matérielle du point
(0.369,0.642 0) avec prise en compte en moyenne
des MF
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Lors du calcul de la réponse transitoire d’une structurergse a un choc avec
I'approche fréquentielle, il convient de tenir compte destenus basses et moyennes
frequences de la fagon suivante :

— pour la plage BRO, wy], les FRF locales sont calculées aux points discrets

étudiés;

— pour la plage MRux, o], les FRF effectives (calculées avec la sous-structure

sur laquelle est située le point d’intérét p&y) suffisent a intégrer les pro-
prietés des moyennes fréquences dans la réponse.
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CHAPITRE
Premiers
developpements pour
les chocs
pyrotechniques

LES DEVELOPPEMENTS NUMERIQUES ainsi que les criteres de choix des pa-
rametres de la méthode ayant été définis au chapigeédent, I'approche
frequentielle est maintenant appliquée au cas des chyrogéephniques dans le
cadre de la séparation de la coiffe sur les lanceurs. Leugaxpyrotechnique est
modélisée par un chargement défilant et le calcul de lectre en dynamique est
réalisé a I'aide de I'approche proposée.

Par ailleurs des comparaisons en termes de colts de caltulealisées entre les
approches temporelle et frequentielle pour des tempssdivition de la réponse
assez grands.
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1 Choc pyrotechnique

1 Choc pyrotechnique

1.1 Contexte

Les lanceurs, destinés a mettre les satellites sur orthitwent etre le plus
confortable possible afin d’éviter une détériorationndatériel lors du lancement.
Le client détermine le choix du lanceur en fonction desHdj@ations en niveau de
choc permettant de caractériser le niveau de confort dielaret concoit le satel-
lite en respect des spécifications. L'orientation du ctsgiXera vers le lanceur qui
nécessitera des équipements moins colteux.

La majorité des séparations sur Ariane 5 se fait par déeg@yrotechnique car
elle a I'avantage d'étre tres fiable. Elle est réaliséeg a un cordon pyrotechnique
placé dans un logement et est amorcée par des entaillaad@udécoupe s’effectue
d’un seul coté du cordon, elle est dikemono-ruptures, si elle est faite des deux
coOtés alors elle est appeleebi-rupture». La découpe« mono-ruptures sollicite
plus la structure radialement que la découga-ruptures.

Les chocs pyrotechniques issus des differentes sépasades étages sont tres
contraignants dans la définition du confort. lls engentlies propagations d’ondes
au niveau énergétique tres élevé et au contenu fréspiéres large. Il est donc pri-
mordial de connaitre au mieux les phénomenes de décetuge propagation jus-
gu’'aux équipements afin de dimensionner correctementerasetls et de proposer
des technologies atténuant les niveaux d’énergie dessdods de leur propagation.

Le pdle« chocs pyrotechniques est un programme de recherche, lancé par le
CNES et regroupant industriels et universitaires (CNESDEAMBDA, SNPE, Al-
catel, Dassault, LMT-Cachan, ECP, CNAM), qui vise a tri@asur les thématiques
Suivantes :

— les effets sur les équipements,

— le choc a la source,

— la propagation, les liaisons, I'atténuation.

C’est dans le dernier theme que le LMT-Cachan a réalisétdwaux de re-
cherche et plus précisément sur la caractérisation geo@agation des ondes de
choc a travers les liaisons entre les étagesroussiet al. 2002 Boucardet al.
2003.

1.2 Separation de la coiffe par choc pyrotechnique

La coiffe, constituée de deux demi-coiffes, assure lagmtain du matériel em-
barqué, appelé charge utile, pendant le vol atmospbheériglle est larguée pendant
le vol des qu’elle est sortie de I'atmosphere (cf. Figbr®. Sa séparation est as-
surée par deux dispositifs pyrotechniques :

— I'un horizontal (HSS),
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5 Premiers développements pour les chocs pyrotechniques

— lautre vertical (VSS).

Figure 5.1 Séparation de la coiffe pendant le vol
(ESA/D. Ducros)

La fusée ayant encore a ce moment une accélération terger il est nécessaire
d’éjecter les deux demi-coques de la coiffe radialementaiielles ne restent pas
sur la trajectoire du lanceur. Les deux dispositifs pyrotegues doivent donc com-
muniquer aux deux parties de la coiffe I'impulsion nécéssa leur degagement
latéral.

La découpe pyrotechnique horizontale (HSS) a ce niveawW@sc soit une
découpe mono-rupture soit une découpe bi-rupture aveertailles présentant une
inclinaison pour assurer I'éjection des bases des deux-deiffes sur les cotés. La
séparation de la coiffe est par conséquent une ruptursailicite la structure en
grande partie radialement : elle est donc la séparatiofaguiobjet d'études de re-
cherche concernant le choc a la source et la propagationé&puisque les ondes
de flexion sont a haut niveau d’énergie et risquent d’endager I'équipement em-
barqué.

Pour la séparation de la coiffe, la détonation est effsegimultanément a deux
endroits diamétralement opposés sur le lanceur (cf.reig). L'explosion se pro-
page ensuite de chaque coté a une vitesse d’environ 7196 aans le cordon.
Cette vitesse, supérieure a la vitesse des ondes dansgess; génere des ondes
qui se propagent de biais comme nous allons le voir.

1.3 Geéonetrie et chargement

Des essais ont été congus au sein du p@bocs pyrotechniquespour valider
les simulations. lls sont réalisés sur des structur@sines e€lémentaires constituées
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1 Choc pyrotechnique

2

/| Détonateurs

Figure 5.2 Séparation de la coiffe par deux cordons
d’explosif

de deux plaques séparées par I'éprouvette contenaotrderm pyrotechnique (cf.
Figure5.3) :
— la plaque inférieure non instrumentée : elle simule |gipa&jectée, ici la
coiffe ;
— la plague supérieure en aluminium de dimensionslrm x 6 mm représen-
tant le lanceur : elle est instrumentée a l'aide d’aea@tietres et de jauges de
déformation mesurant I'ambiance vibratoire au sein dddqye sur quelques

milliemes de seconde apres la découpe.

Des travaux pour identifier le choc a la source ont étes@&anotamment dans
[Derumaux 200@par une technique de déconvolution. Les résultats nrrohtjue
les temps caractéristiques de I'impact sont de I'ordrexjgslet de forme complexe.
L'objectif de notre étude est de montrer le potentiel dppiache frequentielle pro-
posée, nous nous contentons donc de simuler le choc panusnarse d’une durée

T =15ps.

Au vu de la description des essais, les simulations numésigont effectuées
sur la structure décrite sur la Figuset :
— la géomeétrie : plaque libre en aluminium de Zrh mx 6 mm;
— le chargement : une composante sefopour simuler les ondes de flexion
et une selorY pour simuler les ondes planes. Le choc est représenténpar u
sinus verse d’'une dur@le= 15 us se propageant sur le bord libre a la vitesse
V =7100 ms L.
Dans la suite, les réponses seront observées au niveaaintude mesure J
repéré sur la Figurg.4.
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Plaque instrumentée

3883838338388383838883888
Eprouvette de découpe
3838388388388 883888838¢8

Plaque non instrumentée

Figure 5.3 Description des essais

Propriétés mécaniques
E=70.10° Pa

v=0.3

p = 2800 kg.m™

N = 0.001

Dimensions
Lxlxe=2mx1mx6.10%m

Chargement selon Y et Z
T=15ps
V=7100m.s’

Coordonnées de la jauge J
(0.369, 0.642, 0)

Figure 5.4Plague soumise a une charge défilante
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2 Traitement de la charge défilante avec la TVRC

2 Traitement de la charge dfilante avec la TVRC

Le choc pyrotechnique est un chargement qui se propageitetseV sur le
bord. Pour la simulation numérique, il s’agit donc d’apgpkr une charge défilante
de la formef(t — ). Dans le domaine des fréequences, le chargenfignt )
se traduit par un effort harmonique en espace apres tramséode Fourier selon
I'équation 6.1) :

oo . o .
/ f(t—\fl)e—'“dt: —'wv/ F(t)e ot

—00 —00

= e 1% f(w) (5.1)

Dans l'approche fréquentielle proposée pour simulerdgpagation des ondes,
le traitement de la charge défilante passe donc par le cdlank fonction de
réponse en fréquence avec comme effgft) un chargement harmonique en es-
pacep;j(w) = -0y f () tel que cest illustré sur la Figures.

Figure 5.5 Effort harmonique en espace

Dans la TVRC, la solution est décrite par la superpositiemydantités a deux
échelles selon I'équatioi® (2) :

U(X,Y, k) =U(X, ke (5.2)

Il est alors tres facile de gérer le chargempy(iw) harmonique en espace sur
la plage des moyennes fréquences puisque ce type de clergpeut lui-méme
adopter le format a deux échelles utilisé dans la TVRCagapt :

U(X,k) = f(w)
K=iw

|
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5 Premiers développements pour les chocs pyrotechniques

3 Comparaison avec lI'approche temporelle

L'objectif est de montrer pour cet exemple relativementgergue la simula-
tion par I'approche fréquentielle donne de bons résuatprenant la méthode des
eléments finis pour référence.

3.1 Description du moctle dans I'approche temporelle

La modélisation éléments finis de la plaque a été séaliavec Cast3m. Le
schéma d’intégration numérique de ce code de calculeesthiéma de Newmark
des differences centrées qui est un schéma explicite.

La plage de frequences d’intérét considérée danlagwation des chocs pyro-
techniques eg200 Hz 50 kHZ. La discrétisation temporelle est choisie de maniere
a converger vers la solution continue tout en ayant le mgiltemps CPU. Elle
est prise de maniere a bien représenter les ondes issug®d, un pas de temps
At = 1.5 ps est donc privilegié. Selon le theoreme de Shannométpuence maxi-

male observable est : 1

1:max: ﬂ

Avec le pas de temps choisi, la frequeniggyy est bien supérieure a la plage de
frequences qui nous intéresse dans le choc pyrotechnique
La discrétisation spatiale est directement liée a laréissation temporelle. Un
tres bon compromis entre la qualité de la solution et lepteiste calcul est de se
rapprocher au mieux de la condition de Courant (conditiostdhilité des schémas
explicites)r > 1 avec : I
A

r=—
cAt

Al est la taille des éléments etla célérités des ondes. Dans le cas de la plaque
en aluminium, la célérité des ondes est de I'ordre de 58601, ce qui pour un
rapportr = 1 entraine une taille de mailtd = 7.5 mm. Le Tableal.1résume la
discrétisation retenue.

Approche temporelle Discrétisation spatiale Disceéten temporelle
Taille des éléments Al =7.5mm At =15ps
Taille du probléme 213 fDDL 3300 pas de temps

Tableau 5.1Discrétisation du probléeme de choc py-
rotechnique avec I'approche temporelle sur une durée
d’observationT, = 5 ms
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3.2 Description du mockle dans I'approche fiequentielle

Dans la démarche fréquentielle, les plages de fréqeesmet prises telles que :
— [0, ] = [0,2000 Hz,
— [, W] = [2000 HZ 130 kHZ.

Sur la plage des BF, la fonction de réponse en frequenaakstiée grace a la
méthode des éléments finis réduits sur la base modaktittge des 516 premiers
modes propres.

La plage des MF est traitée indépendamment grace adarihVariationnelle
des Rayons Complexes qui est effectuée, pour cette pregtiéde, avec une seule
sous-structure. Pour les ondes de cisaillement hors p2&alyons intérieurs et 33
rayons de bord par bord sont nécessaires. Pour les ondessigom et de cisaille-
ment dans le plan de la plaque, 36 rayons de pression et 64 agocisaillement
sont requis.

Le pas frequentiel est pris égal ®Mz. La TVRC est utilisée avec son extension
large bande suB = 8 Hz. Le nombre total de calculs TVRC est donc réduit a 16000
sur la plagd oy, o] = [2000 Hz 130 kHZ.

Approche frequentielle BF MF
DDL 516 modes 360 rayons
Nombre de calculs 4 %0 16 1G°

Tableau 5.2Discrétisation du probleme de choc py-
rotechnique avec I'approche fréquentielle

3.3 Premiers resultats
3.3.1 Propagation des ondes de flexion

La vitesse de découpé = 7100 ms~! géneére des ondes de flexion se propa-
geant de biais dans la plaque.

La Figure 5.6 montre la propagation des ondes obtenue avec les approches
temporelle et fréquentielle lors de I'application de Ipact défilant : les ondes de
flexion dans une plaque étant dispersives, les ondes megdraguences se pro-
pagent plus vite que les basses frequences.

Les Figures.7 et 5.8 comparent d’'une part les déformations sur une jauge de
surfaceS= 1 mn? placée en J et les déplacements hors plan en J, et d’autre pa
les vitesses et les accélérations matérielles hors gad obtenus avec un code
élements finis classique, ici Cast3m, et avec la demdrélqeentielle.
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(@ TD (b) FD

Figure 5.6 Propagation des ondes pyrotechniques de
flexion a l'instantt = 0.3 ms

Les réponses sont trés semblables pour des quantiEs qele le déplacement
et la grandeur moyennée qu’est la déformation. Elles smritaussi comparables
sur des grandeurs dérivées telles que la vitesse eel@edion.
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<10° Jauge J

Deformation ZZ

Temps (s) X 10*5
(a) Déformation ZZ

«10™ Point J (2)

—TD

Deplacement (m)

-10
0

. .
0.5 1 15
Temps (s) X107

(b) Déplacement selon Z

Figure 5.7 Comparaison des déformations de la

jauge placée en J (de surfaGe= 1 mn?) et des

déplacements hors plan en J obtenus par les approches
temporelle (TD) et frequentielle (FD)
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« 107 Point J (Z)

15

——FD

Vitesse (m/s)

0.‘5 i 15
(a) Vitesse selon Z

Point J (2)

500

Acceleration (m/s2)

Temps (s)

(b) Accélération selon Z

Figure 5.8 Comparaison des vitesses et des
accélérations hors plan en J obtenues par les
approches temporelle (TD) et frequentielle (FD)
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3.3.2 Propagation des ondes planes

La vitesse de découpe génere deux familles d’'ondes daian de la plaque :

— les ondes de pression ou ondes primaires, appelées gndes P

— les onde de cisaillement (shear) ou ondes secondairesgapmndes S.

Ces deux types d’onde se propagent a des vitesses diffgrenleur vitesse de
propagation en contraintes planes dans la plague mince est :

Au(p+A) E
— pour les ondes =\ ==\
g "=\ purn) | pa-v?)
— pour les ondes Sc; = g

avech et les coefficients de Lameé.

[Graff 1991 montre qu’au sein des ondes de chaque type, les ondes de mode
égal a 0 ont la méme vitesse de propagation : elles ne sandippersives. Seules
les ondes de modes supérieurs sont dispersives. Par expownl les ondes S, la
condition de frequence minimale pour I'existence des sridemoden estf > f,
avec:

_nes

f_ s
"7 2e

Pour le cas de la plaque en aluminium d’épaissesré mm etcs = 3101 ms1,
on a f; = 258 kHz. Cette fréquence est bien supérieure a la plageedaences
qui nous intéresse. Il peut étre montré gqu'’il en est denm@our les ondes P. Par
conséquent, dans notre étude seules les ondes non dispets mode O seront
considérées pour la propagation des ondes pyrotectsfjares.

Lors de la découpe, les ondes P et S se propagent avec ueeqoesst égale
au rapport des vitesses de propagation et de la vitessecdag®/ = 7100 ms ™.
Pour la plague en aluminium étudiée, on obtient :

— Cp=5268 ms~1, 'onde de pression a une pente égale 0

— Cs=3101 ms 1, 'onde de cisaillement a une pente dd4

Ces pentes sont schématisées sur la Figufequi montre la propagation des
ondes planes obtenue par les deux méthodes, temporele{Ti@quentielle (FD).

Les déformations, déplacements, vitesses et actieiésalans le plan sont tracés
sur les Figure$.10a5.13

Les courbes issues des deux approches TD et FD ont des aloiiasires,
toutefois celles obtenues avec I'approche frequentieieentent plus d’oscillations
tant sur les déformations et déplacements que sur legitRsadérivées.
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(@ TD (b) FD

Figure 5.9 Propagation des ondes pyrotechniques
planes a l'instant = 0.15 ms
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«10”7 Jauge J

—TD
——FD

Deformation XX

(a) Déformation XX

(x10” Point J (2)
4
~ 2r
E
€
g
50
(5]
<
[=%
[
e
_al
-6 . .
0 0.5 1 15
Temps (s) X107

(b) Déplacement selon X

Figure 5.10 Comparaison des déformations de la

jauge placée en J (de surfaGe= 1 mn?) et des

déplacements plans selon X en J obtenus par les ap-
proches temporelle (TD) et frequentielle (FD)
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Vitesse (m/s)

Temps (s) =
(a) Vitesse selon X

Point J (X)

—TD
——FD

Acceleration (m/s2)

200!
0

0.5 1 1.5
Temps (s) -3

(b) Accélération selon X
Figure 5.11 Comparaison des vitesses et des

accélérations plans selon X en J obtenues par les ap-
proches temporelle (TD) et fréequentielle (FD)

102 Sur une nouvelle approche en calcul dynamique traresitoi



3 Comparaison avec I'approche temporelle

(10° Jauge J

— 7D
——FD

0.5F q

Deformation YY

0.5 1 15
Temps (s) X107

(a) Déformation YY

«10™ Point J (Y)

4.5

Deplacement (m)

——FD

0.5 1 15
Temps (s) X107

(b) Déplacement selon Y

Figure 5.12 Comparaison des déformations de la

jauge placée en J (de surfaG= 1 mn?) et des

déplacements plans selon Y en J obtenus par les ap-
proches temporelle (TD) et frequentielle (FD)
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«10™ Point J (Y)

14

—TD
12 ——FD | 4

10r q

Vitesse (m/s)
N

0 0.5 1 15
Temps (s) X107

(a) Vitesse selon Y

Point J (Y)

Acceleration (m/s2)

400 : .
0 0.5 1 15
Temps (s) =

(b) Accélération selon Y
Figure 5.13 Comparaison des vitesses et des

accélérations plans selon Y en J obtenues par les ap-
proches temporelle (TD) et fréequentielle (FD)
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3.3.3 Cait des simulations

La demarche dans le domaine des frequences permet diolaegponse sur
une duréd, = 2 s. Pour chaque approche, le colt du calcul pour atteiedssrps
d’observation de 2 s est resumé dans le Tabteau

Approche TD FD
MEF Base réduite TVRC
DDL 213 1C 516 360

Nombre de calculs 1333 30 410° 16 16

Tableau 5.3Taille des problémes pour les approches
temporelle (TD) et frequentielle (FD) sur une durée
d'observationl, =2 s

La simulation doit étre effectuée sur un tenmigsassez long pour prédire les
perturbations au pied de la charge utile dans le lanceurs Bancas I'approche
frequentielle apparait bien moins colteuse au vu duebali.3 puisqu’il s'agit
d’effectuer, pouil, =2 s :

— plus d’un million de résolutions du probleme d’évotutien temps sur un

maillage de 213 1DDDL pour I'approche temporelle,

— 20 1@ résolutions de problémes de vibration forcée pour ltappe frequentielle

dont 4 1& grace a une base réduite formée des 516 premiers mooieepr
et 16 1@ grace a la TVRC avec 360 rayons complexes.

3.3.4 Influence de I'amortissement

Dans l'approche fréquentielle, il est possible de faireeral’amortissement
hystérétique) et d’observer I'influence de celui-ci sur la réponse. Sti¢ares.14
sont tracées les déformations et les accélérations légrian de la plague selon Y
pour deux valeurs differentes de I'amortissements 0.001 etn = 0.01.

Il est évident que 'amortissement joue un réle importans I'évanouissement
des ondes propagatives : il doit donc étre pris en coradid@r dans les simulations
des chocs pyrotechniques pour prédire correctemergrjg® qui arrivera en pied
de charge utile dans le lanceur.

3.3.5 Influence de la taille de la jauge

Les jauges utilisées pour les essais de chocs pyroteamiguot une surface
active d’environS= 1 mn?. Au vu de la Figure5.15 I'utilisation d’'une jauge
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x107 Jauge J

Deformation YY
U
N

-8 I I I I I I

(a) Déformation YY

Point J (Y)

——n=0.00:.
—n=0.01

100+

Acceleration (m/s2)

100 . . . . . . . . .
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5
Temps (s)

(b) Accélération selon Y
Figure 5.14 Influence de I'amortissement) sur

la déformation YY de la jauge de 1 nfnet sur
I'accélération selon Y
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plus grandeS - 1 cn?, centrée sur le méme point n'affecte pas visiblement la
déformation YY.

4)(10-7 ‘ Jauge J
t ]
h
[ h
2r I It i 1] 1
| "\ [ ] A N
fode TELA N R R R
L, Ny :‘"“l" |",,||'|,||"‘ l\'| W ',':u'l'l
0 ..".,I, HRIBAERTAY! I RTRATY I RIRTEE
z : My W TERAL Wl v |:l.,,' nyn
nhi
s Y LRI HE A
= 1] 1 ' i Y
AT A i
S o 1 i
2 o I
a hor ]
-4 hot ]
N I
] h
L] ]
6L : il
: Jauge (1 mm2)
1 = = =Jauge (121 mm2)
-8 . ;

0 0.5 1 15
Temps (s) X107

Figure 5.15 Déformation YY pour deux tailles de
jauge,S=1 mn? etS= 121 mn?

Sur la Figureb.16est tracée la variation relatig¢S) de la déformation obtenue
avec une jauge de tail®par rapport & une jauge de taile= 1 mn? :

e(S —&(S)
e(S1)
avece(S) la déformation moyenne XX ou YY sur une jauge de teille

Les déformations sur la jauge de surface o diminue environ que de 2%
par rapport & celles obtenues sur une jauge de #.mm

&(S) = (5.4)

3.4 Conclusion

L'analyse du cas tres simple de la plague a montré lesIgtigss de I'approche
frequentielle dans le cas d’impact défilant comme les slpgecotechniques et a mis
en évidence l'efficacité de cette méthode pour des duddservation relativement
longues en terme de codt de calcul.

Néanmoins I'étude demande a &tre approfondie puisgtiksiation d’une seule
sous-structure dans la TVRC est insuffisante. L'influenceattitionnement en plu-
sieurs sous-structures fait actuellement I'objet de wrava

Les essais effectués au sein du p&dlehocs pyrotechniques permettront de
valider les modélisations concernant 'amortissemetdsethocs a la source.
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-0.015
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Deformation YY
Deformation XX
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Figure 5.16 Influence de la taille de la jauge sur la

mesure des déformations
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Conclusion et
perspectives

DANS CE DOCUMENT nous avons utilisé une approche fréquentielle pour cal-
culer la partie transitoire de la réponse d’une structuréaire soumise a
un choc a large contenu en fréquence, cette approche amsarit la possibilité
d’intégrer dans la solution le contenu basses fréquepaedes méthodes éléments
finis classiques mais également et surtout le contenu nm@gefieéquences grace
a la Théorie Variationnelle des Rayons Complexes qui esttechnique dédiée et
prédictive pour le calcul des vibrations forcées en mogsrfréquences.

Il a €&té montré que tenir compte des moyennes fréequegrareka méthode des
éléments finis est coliteux et toutefois nécessaire laczonception des structures.
C’est dans ce contexte que l'utilisation de la TVRC s’egétée étre une alternative
interessante pour le besoin de la prise en compte a ediitrdes MF. En effet c’est
une méthode qui tient compte des caractéristiques des tMfaiaeproduit leur
caractere oscillant grace a I'introductiampriori d’'ondes propagatives et permet de
réduire considérablement le nombre de degrés dedilmétessaires a la prédiction
de la réponse.

L'accent a été mis sur la déemarche pour maitriser leut@&icses parametres de
discrétisation. Des criteres sont nés de cette étudefpoiliter I'utilisation de I'ap-
proche frequentielle proposée. Nous avons égalemenemplace des méthodes
pour réduire le nombre de calculs de vibration forcéefacaier, imposé par le
théoreme de Shannon, en exploitant d'une part les ptwides moyennes fré-
guences et d’autre part en étendant la TVRC a I'analyggelBande rendant la
méthode véritablement efficace.

Les chocs pyrotechniques présents lors des étapes deasép d’'un lanceur
sont des exemples types de structures soumises a dessmgades a large spectre.
Le dernier chapitre montre le potentiel de la présenteaby pour I'application
aux chocs pyrotechniques. Cette étude demande a étrefapgie avec des com-
paraisons expérimentales.

Au cours de la these, la méthode a été introduite daragieiél prototype CO-
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RAY MF initialement développé dans le code de calcul Gas2800 pour I'analyse
prédictive des vibrations MF par la TVRC, puis entieremesprogrammeé sous
I'environnement MATLAB.

A ce stade de I'étude, de nombreux points sont & dévetappe

— La simulation des chocs pyrotechniques doit encore &pligée pour con-
fronter les résultats numériques aux résultats erpEntaux et étudier I'in-
fluence de la sous-structuration de la plaque. L'utilisatle I'extension de
la TVRC aux coquesRiou et al. 2004 permettra de calculer la propaga-
tion des chocs pyrotechniques sur la structure cylindriglues proches de la
géomeétrie des Sylda, envisagée pour la prochaine camepiigssais du pole
« chocs pyrotechniques (cf. Figure5.17).

Figure 5.17Nouvelle campagne d’'essais de chocs py-
rotechniques

— Jusqu’a présent seules les non-linéarités expsrdaas le domaine frequen-
tiel telles que I'amortissement sont prises en compte riecktre demeurant
linéaire par ailleurs. L'extension aux non-linéari#@gprimées dans le do-
maine temporel, telles que les relations de comportemewisen-plasticité,
fait I'objet de futurs développements. Lidée est d'istir la LATIN méthode,
introduite danslladeveze 1998dans le domaine espace-fréquence : I'effort
est alors concentré au niveau des étapes locales au @aggelles les quan-
tites mises en jeu sont transformées en fonction du termgusecaux trans-
formées de Fourier inverses pour vérifier exactemenelasions de compor-
tement.
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— En présence de non-linéarités dans la structure, makilg fréquence donnée
peut générer une réponse a une frequence tres sup&rdans ce cas le choix
du contenu fréquentig, wy;| dans la réponse est a réanalyser.

— Une version complétement multi-échelle et donc palaiie la TVRC est en-
visageable pour remplacer avantageusement la versiogllagbour les struc-
tures complexes.

— Une autre perspective est d’'introduire les aspects sstigh@s qui peuvent
concerner les charges ou la description des parametrésidtuse et de liai-

son Blanzé et Rouch 2005
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