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COHOMOLOGIE DE CHEVALLEY DES GRAPHES VECTORIELS
WALID ALOULOU, DIDIER ARNAL ET RIDHA CHATBOURI

ABSTRACT. L’espace des champs de vecteurs augmenté des fonctions C>° sur R?
est une sous algebre de Lie de I'algebre de Lie (graduée) de 1'espace Tpor, (R?) des
champs de tenseurs sur R? muni du crochet de Schouten.

Dans cet article, on calcule la cohomologie des représentations adjointes de cette
sous algebre de Lie, en se restreignant & des cochaines définies par des graphes de
Kontsevich aériens comme dans . On retrouve les résultats bien connus de

[GH) et [DWI].

1. INTRODUCTION

Notons Tpe, (R?) I'espace des tenseurs completement antisymétriques sur R?. Cet
espace, muni du crochet de Schouten et de la graduation deg(a) = k — 1 si v est un
k-tenseur est une algebre de Lie graduée.

Cette algebre de Lie contient une sous-algebre de Lie intéressante : Vect(R?),
espace des tenseurs de degré négatif ou nul, c’est a dire ’algebre de Lie des champs
de vecteurs £ augmentée de 'espace des fonctions C* f muni du crochet usuel des
champs de vecteurs étendu aux fonctions par:

6, f1=—1f. &l =&f, et [f1, o] = 0.

La représentation adjointe fait de Tp,, (R?) un Vect(R?)-module. Dans cet article,
on va calculer des groupes de cohomologies de ce module.

Plus précisément, nous considérons ici des cochaines ¢ définies comme dans [AGM]
a partir d'une combinaison linéaire de graphes aériens de Kontsevich [[K]. Dans le
cas de Vect(R?), au plus une aréte part d’un sommet de chacun de ces graphes.
L’opérateur de cohomologie peut alors étre défini sur I'espace des graphes, il corre-
spond a une suite d’‘éclatement’ des sommets.

Les cohomologies de Chevalley des champs de vecteurs ont été calculées par plu-
sieurs auteurs. En particulier dans [DWI]], la cohomologie & valeurs dans les formes
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est déterminée explicitement. Dans cet article, notre restriction aux graphes pure-
ment aériens nous permet d’adapter la preuve de [DWI]]. On reformule en particulier
la définition de I’homotopie et on en déduit la cohomologie des graphes aériens. On
retrouve le méme résultat, a savoir que cette cohomologie est donnée par les roues
impaires.

Rappelons que dans le probléme de la construction d’une formalité sur R? au moyen
de graphes, les cohomologies qui apparaissent sont celles de Hochschild, de Chevalley
et de Chevalley-Harrison. La premiere a été calculée dans [AM], la troisieme est nulle

d’apres [[GHJ.
2. NOTATIONS ET DEFINITIONS

Dans cet article, on considere I'espace T, (R?) des tenseurs complétement an-
tisymétriques sur R, Si X désigne 'espace des champs de vecteurs ¢ sur R?, on
construit Tens(R?) comme 'algebre associative libre sur C*(R?) engendrée par les
champs constants 9y, ...,09s. Tpo,(R?) est le quotient de Tens(R?) par I'idéal en-
gendré par {{@n—n®E, £ € X, n€ X} Ty, (R?) est muni d’un produit associatif
A, tout élément de Tpoly(Rd) est une somme de produits de la forme & A -+ A& et
de fonctions f. On peut aussi écrire tout tenseur o de T, (R?) de fagon unique sous

la forme
K . .
w=3" T i el

k=0 il,--.,ik

(On prend la convention que les coordonnées aZ}c)lk sont des fonctions C'*™ et sont

completement antisymétriques en iy, ...,7;. On a donc aussi

K
o= Z Z k! az}c')"ikail ARRRWAN

k=0 i1 <--<iy,

On place sur R? la connexion plate triviale V, c’est & dire la connexion pour la
structure riemannienne usuelle de R¢. On a donc

Vef =&f, Ven=Ve(D>_n'0) =Y (00 (f € C(RY), ¢, neX).

(2

Il y a un prolongement unique de V¢ en une dérivation de Tpe,(R?). On impose
Ve(aAB) = (Vea) NB+an(Vef),

on obtient une solution et une seule définie par
¢

Velm A Ame) = Z(—l)jil(Vy?j) AN A A1

j=1



COHOMOLOGIE VECTORIELLE 3

ou par
Vga = Z (foz“““) 81 VANCIVAY 8%
T1,eenlk

Maintenant, on considere To, (R?) comme une algebre graduée par |a| = k si a est
un k-tenseur et on utilise systématiquement la régle de Koszul. Si § € X, V¢ est une
dérivation de degré 0, le produit A est aussi de degré 0, les formules ci-dessus sont
donc cohérentes avec cette regle. Cependant 'application V : { — V. est maintenant
homogene de degré -1 de X vers Pespace Der (T, (R?)) des dérivations de T, (R?).
On veut la prolonger comme une dérivation.

On cherche donc V : Ty, (RY) — Der(T,e,(RY)) qui la prolonge et telle que

Vars(7) = (=) A (V) + (=1)"P1(Var) A B.

Lemme 2.1. (Le prolongement)

Un tel prolongement existe et il est unique, il est défini par V; =0 si f € C°(R?)
et soit
k

l
Verneng (mA-An) =3 (=1 & A& AGA(Vem) Am AT+ A

i=1 j=1

soit

k
V.03 = Z (—1)"1 Z ot (0, BT Oy AL By Ny ANDy A AD;,.
r=1 i1

,,,,, g

Remarquons que I'on retrouve 'opération notée e dans [AMM]

Vi =aef.

Preuve
Soit & un champ de vecteur et f € C*°(R?). On doit avoir V(re) = Ve ou, pour
tout k-tenseur «,

fVea = Vg (a) = f(Vea) + (=1)"(Vya) AE.

Vo est un k — 1-tenseur. S’il n’est pas nul, on peut choisir £ tel que (Vya) A€ # 0,
ce qui est absurde.

On montre ensuite par récurrence sur k que Vg ., (M1 A -+ - A1) ne peut étre
que ce qui est annoncé. Enfin que 'application V ainsi définie a bien les propriétés
demandées. La formule donnant V.03 est une conséquence immédiate de la premiere
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formule.

Maintenant on a par construction

vfn_vnéz[£7n]7 (gv nEX)

Traditionnellement, pour étendre le crochet des champs de vecteurs en le crochet de
Schouten, défini sur T}, (RY), on choisit la graduation deg(a) = k — 1 si a est un
k-tenseur, le crochet des champs de vecteurs est antisymétrique, de degré 0, il se
prolonge d'une fagon unique en un crochet antisymétrique toujours de degré 0 sur
Thory(RY) qui est une dérivation ’a droite’ c’est a dire en un crochet tel que

[ BAA] = e, B Ay + (=)D A fa, ]
3,a] = —(—1 )deg(a deg(ﬁ)[ O]

(en effet, deg(A) = —1 maintenant). Ce prolongement unique est donné par [f, g| =0
si f et g sont des fonctions, [£, f] = —[f,&] = &f si £ est un champ de vecteurs et f
une fonction et par

k¢
[EAA - Ay A - A1) = ZZ(‘U”HJ*I&/\- . Ez CNGAE AN T A

i=1 j=1
Il vérifie la relation
[ A B, 7] = a A [B,7] + (—1)es@HDdesO [ 4] A B,
Avec nos notations, on peut aussi définir le crochet de Schouten par:
[a, ﬁ] = ( )deg(a \V4 ﬁ ( )(deg(a)+1 deg(3 v o,

Cependant, nous gardons ici la graduation |a| = k si « est un k-tenseur. Le crochet
des champs de vecteurs devient un produit commutatif. On le prolonge donc comme
dans [K| en une opération @) symétrique, de degré -1 vérifiant

Qe B A7) = Qo B) Ay + (=)DE A Q(a,7)
Q(8,a) = (=1)7IQ(a, §).
Lemme 2.2. (L’opérateur Q)

Il y a un prolongement et un seul () du crochet des champs de vecteurs vérifiant
ces relations. Ce prolongement est donné par

Q(aa ﬁ) = vaﬁ + (_1)|aHﬁ|vﬁa'
1l vérifie
QanB,y) = (=1)a AQ(8,7) + (=1)"NQ(a,7) A 5.
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On a
k —~
Q(a’ﬁ) - Z [Z(_l)r ' 21 & ( 5]1 ”) a'lr/\a’lk /\ajl /\---/\8]‘[
i1...9 r=1
e
‘g —~
+ Z(_1>k+5ﬁj1...jg (@-Sail'“ik) 82‘1 VANRRIVAY 8zk N 0j1 VAN 0]»5 SURIVAY 8jz .
s=1
et
[aaﬁ] = (_1)deg(a)Q(aaﬁ)'
Preuve

Supposons que () soit une telle extension. @ étant de degré -1, Q(f,g) =0si f et
g sont des fonctions. Maintenant

Q(&, fn) = Q& fn+ Q& n) =[S, fnl = (€f)m+ fI& 7],
donc Q(&, f) = Q(f,&) = &f = Vef + V€ Lapplication 5 — Q(,3) étant une

dérivation, on montre par récurrence sur ¢ que

J4
QEm A Am) =D (=1 Eml Am A7 Ane.

Jj=1

Par récurrence sur k, on montre ensuite que

Il
il

[P

QEAAem M) = (“1)TIENA L& AGAE I AmA 7T A

i=1
=1

Sl

Ceci nous dit que si Q) existe, elle est unique et que c’est

Qla, B) = Vo + (=1) P17 4a.

Maintenant les propriétés de V montrent que cette formule définit bien une bidéri-
vation symétrique de degré -1, extension du crochet des champs de vecteurs. Les
dernieres formules du lemme sont immédiates.

Reprenons maintenant le choix de signes donné dans [AMM]. Soit o une permuta-
tionde {1,...,n}. On note £(o) sa signature. Sivy,...,v, sont n vecteurs homogenes
d’un espace vectoriel V' gradué par deg, on note €qqq(s)(c) la signature de la permu-
tation que o induit sur les v de degrés impairs. Par construction ces signatures sont
des homomorphismes de groupe. Si C' est une application n-linéaire sur V", a valeurs
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dans un espace vectoriel, on dira que C' est symétrique (resp. antisymétrique) si pour
toute permutation o € S,, et tout vy, ..., v, homogenes,

C(Vo(1)s - -1 Vo(n)) = Edeg(v) (0)C (1, ..., vp)
(respectivement C(Vs(1), - - s Vo(n)) = €(0)Edeg(w)(a)C (v1, . ... ,vn)).
Ceci est équivalent a
C(v1, ..o, Vig1, Uiy - . ) = (—1)2e9@degCi) Oy gy

_(_l)dEQ(Ui)deg(Ui+1)C(v1’ o ,Un))

(resp. C(v1, -+ Vi1, Viy o5 V)

pour tout .

Changeons de graduation sur V' et posons |v| = deg(v) 4+ 1. Posons

N0(0) = Edegv) (0)€|(0)e(0).

Si nous nous donnons une application 7 de V" dans {£1} telle que pour tout o et
tout vy, ..., v,

(2.1) T(Vo(1)s - - > Vo(n)) = Mu(0)T(V1, ..., 0p),

alors on peut faire correspondre a toute application n-linéaire deg-antisymétrique C’
une application n-linéaire | |-symétrique C' en posant C' = 7C" ou

Cl(ur, ... 00) =7(v1, .., 0,)C (V1. .., 0).

Un tel choix a été fait dans [AMM] ot on a posé 7(vq,...,v,) = n,(0) ol o est
la permutation rangeant les v; deg-pairs au début, sans changer leur ordre et les v;
deg-impairs en fin sans changer leur ordre.

Du fait de la relation que nous venons d’établir entre [, ] et @), nous posons ici

(o, ... o) = (—1)Zi=(n=ddeglas)

En fait PJ] est vrai pour ¢ = (i,7 + 1) donc pour tout ¢ puisque chaque membre de
P1] définit une action de S,,. On a donc

Q:T[v ]

Définition 2.3. (Cohomologie de Chevalley)

Soit C" une n-cochaine, c’est a dire une application n-linéaire deg-antisymétrique
de (Tpory(R))" dans Tpo, (RY), homogéne de degré deg(C’). Le cobord 'C" de C' est
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par définition Uapplication n + 1-linéaire deg-antisymétrique

(0'C) (g, ... ,an) =

n

D (1) Caeg(e (1,0 2. n) (=)™ [0 (0, . G5 ..., )]
=0

1 . .. i ~ ~
— §Z€deg(a)<l,j,0,...Z...j...n)(—l) T (o, o], gy o @ B )
i#]
Une n-cochaine C' telle que 0'C" = 0 est appelée un cocycle, une n-cochaine de la
forme C" = 0’ A’ est appelée un cobord.

Soit C” une n-cochaine. Posons C' = 7C" et définissons 0C' par

oC =19'C".
Lemme 2.4. (Cohomologie symétrisée)

Une application n-linéaire | |-symétrique C est une n-cochaine, son cobord 0C' est
donné par

(0C) (g, .-y a) =

n

> ea(i,0. i) (=1)CTQ (ay, Clag, . G - )

i=0
1 . O -~ -
—55 €laf(4,7,0,. . 7...]..n)C(Q(ov, o)), 0, .. QG ... QG ..., )
i#£]
Ou bien par

(C) (ag, - - ., ) = i.on)(=1)C=DT  Clag, ... ai...,an)

N
o
L
—
o~
(@)
-

+ (—1)|C‘E|a‘<0 o .n, i)VC(%n_a;__,an)ag
—an‘(’i,j,(),...i...j...n)C(Vaiaj,ozo,...éZi...(i\j...,an).
i)

3. GRAPHES AERIENS ET COCHAINES

Dans cet article, on considere des graphes de Kontsevich, c¢’est a dire des graphes I
ayant des sommets aériens numérotés 1, ..., n, que 'on peut voir comme des points du
demi espace de Poincaré {Jm(z) > 0} et des sommets terrestres, numérotés 1,...,m
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que I'on peut voir comme des points rangés sur 1’axe réel. De chaque sommet aérien ¢
part k; > 0 arétes du graphe. Ces arétes sont des fleches d’extrémité soit un sommet
aérien (on s’autorise des ‘petites boucles’, c’est a dire des arétes de la forme ﬁ) soit
un sommet terrestre. Il n’y a pas d’aréte partant d’'un sommet terrestre appelé "pied’
du graphe et il y a exactement une aréte y arrivant, cette aréte est une jambe du
graphe. Il n’y a pas d’aréte multiple (mais on peut avoir les arétes 5) et j_{ sii# 7).

Fixons un ordre O sur les arétes qui soit compatible avec la numérotation des
sommets aériens c’est a dire tel que les ky premieres fleches partent du sommet 1, les
ko suivantes du sommet 2, etc... On définit alors une application Br o n-linéaire de

Thory(RY) dans lui méme de la fagon suivante :
Bro(ai,...,a,) est nul sauf si a; est un kj-tenseur, as un ko-tenseur,. ..o, un
k,-tenseur.

Dans ce dernier cas, on appelle Deb(i) 'ensemble ordonné des fleches issues de i,
elles portent les numéros a; = (qu’ ki)+1,a;+1,...,a,+k = ngi k;j. On pose:

o Db . taitersttagrng

K3 : (3
Pour un sommet aérien on note Fin(i) 'ensemble des fleches arrivant sur i. Elles
portent les numéros sy, ..., s,. On pose:

aFin(i) = atsl wtsp

Pour un pied (un sommet terrestre), on note Fin(z) I'ensemble des fleches arrivant
sur 7. Cet ensemble contient une seule fleche de numéro s et on pose

8Fm(%) = 0,

Alors on définit Br o(ay, ..., a,) par:

BF,O(ala Sy an) = Z H aFm(i) Oézpeb(i) aFm(i) JARERNA aFm(m)-

1§t1,...,t‘k‘§d =1
(On a posé |k| =k + -+ ky).

Remarque 3.1.

La définition de l'opérateur Br o dépend du choix de l'ordre compatible O. Changer
cet ordre revient a multiplier Br o par le signe noté (O, O0") dans [AGM| de la per-
mutation de l’ensemble des arétes faisant passer de O a O'.

On étend la définition de I'opérateur Br o aux ordres ' non compatibles en posant
BRO’ = E(O, O,)BR@.

Si on se restreint aux graphes vectoriels c’est a dire aux graphes tels que Deb(i) a
au plus un élément, il y a un seul ordre compatible. On numérotera alors les fleches
par le numéro 7 de leur origine.
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Un graphe qui n’a aucun pied et aucune jambe est appelé graphe aérien. Si A est
un tel graphe aérien, on peut le ‘compléter’ en lui ajoutant des pieds et des jambes.
On considérera donc tous les graphes I' tels que, lorsque 1'on retire les pieds et les
jambes de I', on retrouve A. Si (A, O) est un graphe orienté, on considérera tous les
graphes orientés (I, Or) tels que 'ordre induit par Or sur I’ensemble des arétes qui ne
sont pas des jambes soit exatement O. On notera cette propriété (I', Or) D (A, O).

Plus précisément, on reprendra la définition de [AGM]. Partant de (A, O) ou O
est compatible et de m pieds numérotés 1,...,m, on peut construire un graphe I' en
ajoutant m jambes a A (une pour chaque pied). On peut définir un ordre Oy sur les
arctes de I' en rangeant les jambes apres les arétes aériennes, dans I'ordre des pieds.

Si kq,...,k, sont les nombres d’arétes de I' issues des sommets 1,...,net £q,...,4,
k!
le nombre d’arétes de A issues des sommets 1,...,n, il y a I ordres compatibles
possibles Or tels que (I', Or) D (A, Q). On posera: '
=1 0!
Cro=) ) > Hg(on Qo) Br.or.-
m=0 (I,Or)>(A,0)

#{pieds de T'}=m

Lorsque l'on se restreint aux graphes vectoriels, cette somme est finie. La somme
ci-dessus ne contient que des graphes I' ayant m pieds avec:

0<m<n-—|.

Comme il n’y a qu'un ordre compatible sur les arétes de A.

Les cochaines Cjs étudiées dans ce papier sont les symétrisées des applications
Ca,0, c’est a dire des opérateurs associés a des combinaisons linéaires symétriques de
graphes

5= aro(A,0).

A0
Si o est une premutation de n éléments, o agit sur A en permutant ses sommets et
ses arétes par paquets, en gardant 'ordre des arétes issues d’'un méme sommet. On
sait alors ([AGM], Proposition 4.4) que:

Ca,0(s(1), - - Oo(m)) = Epeb(a)(0)Caoan, .. ., ay).
On dira donc que § est symétrique si C5 = Y 5 » aa,0Ca 0 lest, c’est a dire si, pour
tout (A, O),
(o (A),0(0) = €|Deb(A)|AA,0-

Par exemple la roue simple A de longueur 3 est un graphe aérien a 3 sommets
— — —
numérotés 1, 2, 3 et ayant pour arétes {12,23,31}. C’est un graphe vectoriel. La
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symétrisation ¢ de (A, O) est:
5= e(0)(o(A),0(0)) =3 x {12,23,31} — 3 x {13,32,21}.
oES3
Cette symétrisation définit une application Cs qui envoie trois champs de vecteurs

a1, ai, a3 sur la fonction

05(041, Q9, 043) = 382‘304116@'1 a220i2a33 - 38i2a116i1a336i3a22.

4. IOPERATEUR DE COBORD SUR LES GRAPHES VECTORIELS

Dans ce paragraphe, nous définissons directement sur les combinaisons linéaires ¢§
symétriques de graphes aériens vectoriels un opérateur de cobord 0 correspondant a
I'opérateur de cobord pour les cochaines symétriques Cs définies par §. Dans [AGM],
il est montré qu’un tel opérateur défini sur les graphes existe. Dans le cas des graphes
vectoriels, son expression peut étre simplifiée.

Définition 4.1. (Eclatement propre d’un sommet)

Soit A un graphe vectoriel aérien de sommets numérotés 1,...,n. Fizons i et j
tels que 0 < 4,5 < n. On construit une famille de graphes A%, (resp. A};) de la fagon
suvante:

On renumérote les sommets de A en 0,...7...,n (en gardant leur ordre initial),

Si le sommet i est un point isolé (Deb(i) = Fin(i) = ()
- —
On ajoute le sommet j et la fleche ji (resp. i ).

Si le sommet i n'est pas un point isolé

. . . - -
On ajoute un sommet j et une fleche ju (resp. iy ),
—
Si une fleche ia partait de @ dans A, on la garde dans A; (resp. on la remplace

par j_c)L dans Aj;),
On répartit les fleches du graphe A arrivant sur le sommet i entre les sommets j
et © du nouveau graphe A}z (resp. A;j) proprement, c’est a dire de telle facon que:

inf (|Deb(i)| + |Fin(i)|, |Deb()| + |Fin(j)]) > 1.
Remarquons que:

Si i est un sommet isolé, il y a un seul graphe A’;.
Si i est tel que |Deb(i)| + [Fin(i)| = 1 alors il n’y a aucun graphe A’;.
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Si i est un sommet tel que |Deb(i)| = [Fin(i)| = 1, il y a un seul A’,.
En général si |Deb(i)| = 1, il y a 2/Fm®I — 1 graphes A%, si [Deb(i)] = 0 et
|Fin(i)| > 1, il y a 21FmOl — 2 graphes Al

Le méme résultat est valable pour A,

Pour représenter la famille des graphes qu’on vient de définir, on notera:

/ prop / prop
Aji —PP A (resp.Aij -7 A).

Proposition 4.2. (L’opérateur J sur les graphes)

Soit § = > yaaA une combinaison linéaire symétrique homogéne de graphes
aériens vectoriels. Alors
0Cs = Z apnCan
A
avec
0A = — Z 5{|Deb(0)|,...,|Deb(n)|}(ja O, .. j .. ,n) Z A;Z
VE= A/ propA

On peut écrire A autrement. Notons €|pep| la quantité e peyo),

0)],....| Deb(n)|}» alors
OA == [epai(.0. jom) D0 A

i<J A, —PTOPA

Jji i

+ [ (1 = |Deb(5)]) e1pe (4, 0, . . . 7. .., n) — |Deb(j)|eper (4, 0, . .. 7. .., n)]
X Z A;j}

/ prop
Aij -3 A

Preuve
On sait que:

(0Cs) (g, ... o) = Z‘E\aIUv 0...5...n)(=1)I=Dw, Cslag,...a5. .., an)

C A .
+ g ‘ 5‘{—:‘ 1(0...2...1,0)Vy(ap,..a1.an)

— E €la| j,Z,O,ijn)Cg (vajOéi,Oéo,...Oél'...Oéj...7Oén)

=)+ (I)—(I1I).
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Puisque la cohomologie de Cy est déterminée par sa composante dans les fonctions
([AGM]], Proposition 5.2), on ne regarde que les termes qui sont des opérateurs 0
différentiels (des fonctions) dans cette expression.

Les termes de la premiére somme n’apparaissent que si «; est un champ de vecteurs

_ ¢
aj = ,a;0,. On a

(1) :Ze‘od(j,(),...j...,n)Zang(ao,...d\j...,@gai,...,an)
J#i £

Dans le second terme, |Cs| est le nombre |§| de fleches des graphes de §. En revenant a
la définition de Cj, ces termes apparaissent lorsque Cs(ap, ... @; . .., a,) est un champ
de vecteurs. Pour chaque A de ¢, on choisit un sommet j tel que Deb(a;) = 0. Alors:

Calag, ... ... 0n)
= Z E(OF,OO)ZB(F,O)(QO,...,af,...&}...,an)@
(T,0r)>(A,0) Jl

= Z 5‘04(0,...i...j...,n,j)ZB(p,o)(ao,...,aﬁ,...o?i...,an)ﬁg.
(T,0r)>(A,0) 4.l

Donc on obtient puisqu’ici ;| = 0,

(I1) =) (=D)¥en(0,...0.. . j....n5) Y Cslan, .0l @i .., an)0y

J#i ¢
= Zg\a|<j707j ,70205(0(0, 7a]7 O/Zl 7an)a€&z
J#i ¢
:Zg‘O"(j’O"”j""n>ZC5<&O’ s Oég,...éé} ,an)ﬁgal
i ¢ =~

Enfin la derniére somme s’écrit:

(I11) = " e1)(j 3,0, i j.. . ,n)Cs (Va5 00, .. G G0
i#j
:an‘(j,O,...j...,n)ZCg(ao,...,(sz@gai,...d}...,an).
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Appliquons la regle de Leibniz pour les dérivations multiples dans le terme (I17), on

obtient pour chaque A de ¢:

g ~
Calag, ..., 0, ... a5 ..., )
~——
(@)

= H 8Fz‘n(t)05f) eb(t)-aFm(z‘) (Oéfaé%p eb(i))
t#i

=TI ornwas 0 > 0adoupininaci 0
i ACFin(i)

La somme (1) correspond exactement au cas A = (), la somme (I1) au cas A = Fin(i).
Il y a simplification. Posons €|pes| = €{|Deb(0)|.....| Deb(n)|} €t

0CA = —25|Deb\(j70, R ,n)ajiCA = _ZE\DeH(jaOa R 7n)CajiA7
j#i JFi

on peut écrire:

Si Deb(i) = Fin(i) =

A =Ny= > A,

J

! prop
Aji_’i A

Si Deb(i) =0 et |Fin(i)| > 1

0;;Ca = H Opin() 0y ), Z OOy oA

thi ACFin(i)
AZ£D
A#£Fin(i)

= ) Cu,

NIRRT
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Si Deb(i) # 0 et Fin(i) # 0

0;;Ca = H Dpinpyol . Z 3A&§3{z}uFm(i)\Aaf) 0

t#i ACFin(i)

A#£D
- Z CA}i'

Al SPTOPA

Ji i

Si [Deb(i)| 4+ [Fin(i)| = 1

AL PTOPA

Jji i

Finalement on a donc bien:

OA == eipw(j,0,...j....n) > A

i IR ON

Jji 4

D’autre part, on peut regrouper les termes de (I11) autrement:

(I11) = epa)(j,4,0,...0...j...,n)Cs (Va, e, 00, ... Q1 ... G5 ..., )

1<J
+ e (i,5.0,. 0. j. . ,n)Cs (Va,05,a0, .. & .. @) ..., ()
i<j
ou
(II1) Zz—:w (7,0,...7..., )ZCg(ao,...,af@ai,...@...,an)
i<j ¢ T
+Z \azHaﬂq ‘(j,z',(),...i...j...,n)ZC’(g(afagozj,ozo,...@...@...,an).
i<j l

On transforme le second terme ainsi:

Si |a;| =1, ce terme est:

_g‘a|(j,O,...j...,n)ZCg(ao,...,afﬁgaj,...cfj...,an).
¢ v
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Si |aj| = 0, ce terme est:

. " ¢ ~
5|a‘(z,0,...z...,n)ZC(;(ao,...,ai@gaj,...ozj...,ozn).
¢ ™
(1)
En regroupant les deux cas, on obtient le facteur annoncé:

[(1—=aj]) (2,0, .. 7. .. ,n) — |ajlepn (4,0, ... 7. .., n)]

~

¢
Cs(ao, .., 000005, ... Q5 ..., ).
——

De méme pour (1) et (II), on obtient
(D)= eu(j,0,...3...,n) > alCslan, ..., Q... G ..., )
— ~~~
1<) l (Z)
+ [ (1 = |aj]) ay(i,0,. .. 2. ..,n) = |yl (4,0, ... 5. .., n)]
Zafc(;(ao,...,84%,...@...,%)
¢ )
(i)
et
(ID) =) ew(i0,...j...,n) > Cslag,..., ab .. ;... 00) 00y
i<j ¢ ~
+z—:a|(z’,0,...i...,n);Cg(ao,..., o e O )0y
(i)
En faisant le méme calcul que ci-dessus, on simplifie les termes qui se correspondent
dans (1), (II) et (I1I) et on obtient la formule annoncée.

Remarque 4.3.
On a retrouvé le cobord défini dans [AGM]. En particulier, si 0 est symétrique, 09
est aussi symétrique.

On pose bien entendu

Définition 4.4. (Espaces de cohomologie)

Une combinaison linéaire symétrique & de graphes vectoriels aériens est un cocycle
si 30 = 0, un cobord s’il existe une combinaison linéaire symétrique [ telle que
0= 0p.

L’espace Z" des n-cocycles est l'espace des combinaisons symétriques de graphes
vectoriels ayant n sommets et qui sont des cocycles.

L’espace B™ des n-cobords est l’espace des combinaisons de graphes qui sont les
cobords de combinaisons symétriques de graphes ayant n — 1 sommets.
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Le n®™ espace de cohomologie des graphes H™ est le quotient de l'espace Z™ par
l’espace B™.

5. SYMBOLE D’UN GRAPHE

Soit A un graphe aérien vectoriel de sommets numérotés (1,...,n). On peut dis-
tinguer six classes de sommets i:

Classe 1: les sommets i tels que |Fin(i)| > 1 et |Deb(i)| = 0. On appellera ordre
de i le symbole r; ou r; = |Fiin(i)|,

Classe 2: les sommets i tels que |Fin(i)| > 1 et |Deb(i)| = 1. On appellera ordre
de i le symbole r;" ou r; = |Fin(i)),

Classe 3: les sommets i tels que |Fin(i)| = 1 et |Deb(i)| = 1. On appellera ordre
de i le symbole 1T,

Classe 4: les sommets i tels que |Fin(i)| = 1 et |Deb(i)| = 0. On appellera ordre
de i le symbole 1,

Classe 5: les sommets i tels que |Fin(i)] = 0 et |Deb(i)| = 0. On appellera ordre
de i le symbole 0,

Classe 6: les sommets i tels que |Fin(i)| = 0 et |Deb(i)| = 1. On appellera ordre
de i le symbole 0.

On ordonne les ordres des sommets en posant:
ri>rf>1T>1>0>0 et >0y &>y (%)
L’ordre O(A) d'un graphe A est le mot formé par les ordres de ses sommets:
O(A) = (0(1),...,0(n)).
On ordonne les ordres des graphes en utilisant I'ordre lexicographique, en respectant
(*gi d = > A aal est une combinaison linéaire symétrique de graphes vectoriels, on

définit 'ordre de ¢ par:

O(9) = Maz{O(A), aa # 0}
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et on appellera symbole de § la combinaison linéaire non symétrique:
o5 = Z apA.
A
0(A)=0(5)

Comme ¢ est symétrique, son ordre a la forme:

O0) = (r1, . Tho—1s s A, 17, 1,1, 0_,...,0,0,...,07)
(k1) (k2) (k3) (ka)
avec

+ +
P> Ty > T, T > >

(on peut avoir ky = 1 ou ky = ko, etc...)

Proposition 5.1. (Le symbole de 99)

Soit § une combinaison linéaire symétrique de graphes aériens vectoriels, d’ordre

0(9) =

(rl,...,rko,l,'r’,;,...,7’7{1_1, 11t 1, 0 ,...,0,07 ...,07).
(k1) (k2) (k3) (ka)
Alors chaque graphe X' apparaissant dans 06 est d’ordre au plus:
O@W)® 1t =
(i Tho—ts T s A 17, 1,1, 0 ,...,0, 0 ,...,07)
(k1) (k2+1) (k3+1) (ka+1)

Si O(90) = O(8) @ 17, alors le symbole de 99 est:

JagZ—ZCLA Z €‘Deb|(j,0,...j...,n) Z A;Z

A€o 1<j A’,iﬂfrOpA
0<i<ko J
k1<j<ks
. ~ / /
+ E €|Deb‘(],0,...j...,n)|: E Al — E Aij}
i<j Al PPN Al PTOPA
ko<i<ki J J
k1<j<ko
. ~ / /
+ E 5|Deb\(.7707---j-"7n)|: E Aji — E Aij:|'
i<j A/ PTOPA Al PTOPA
k1 <i<kg n vt
k1<j<ks

Preuve
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Si A est un graphe de  qui n’apparait pas dans le symbole oy, alors les ordres
des graphes A;j et A}z qui se contractent sur A sont tous strictement plus petits que
O(d) @ 1*. Regardons donc seulement les A de o5.

Fixons un couple (i, j) avec i < j. Il est clair que dans la décomposition de 0A,
les graphes A" = A, ou A" = Aj; sont d’ordre:

Si0 <1< kg, alors

O(A;Z) :(T’l,,<7“z—]€—|—1),, /{Z+ ,) (1§]€<7’l)
(i) (4)
Donc O(A);) < O(0) © 17 et I'égalité n'est vraie que si k = 1et ky < j < hy. Iy a
r; graphes A’ dans ce cas. D’autre part:
_ +
O(A}) = (r1, .-, k:' ooy (ri—k+1),...) (1<k<mr).
@ (7)
Donc O(A};) < O(§) @ 17. 1l n’y a aucun graphe Aj; dans ce cas.
Si kg <1< kq, alors
O(A;Z):(Tl,,O“Z—k—'—l)Jr,, I{ZJF ,) (1 gkgn)
(i) (4)
Donc O(A);) < O(0) @ 17 et I'égalité n'est vraie que si b =1et ky <j < hy. llya

r; graphes A’ dans ce cas. D’autre part:

OA) =(r,.... ko, (i—k+1)7 ) (1<k<m)
@ ()
Donc O(A};) < O(9) @ 17 et 'égalité n’est vraie que sik =7 et by <j <ky. Ilya
un seul graphe A}, dans ce cas.
Siky <1 < ko, alors
n — + +
O(A)—(rl,...,\lr,... \1,)_1,)
i j

Donc pour et seulement pour ¢ < j < ky, O(A") = O(0) & 171 et il y a un seul graphe
A’; et un seul graphe A}; dans ce cas.

Si ko < 4, pour tout j >, on a O(A") < O() @ 1T.

Définissons maintenant I’opérateur d’homotopie.
Définition 5.2. (L’homotopie)

Soit A un graphe vectoriel de sommets (0,...,n), ayant des sommets i tels que
|Deb(i)| = |Fin(i)| = 1 (des sommets i d’ordre 11). On définit le graphe h(A) ainsi:
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_}On considére 1y, le plus grand des indices i d’ordre 17. La fléche issue de iy est
ipa. Le graphe h(A) est le graphe de sommets (0,...1...,n) obtenu en comprimant

la fleche 1ga et en identifiant les sommets ig et a au sommet a.
Si A n'a pas de sommets d’ordre 17, on pose h(A) = 0.
On prolonge h linéairement a [’espace des combinaisons linéaires de graphes.

Proposition 5.3. (Symbole et homotopie)

Soit § une combinaison linéaire symétrique de graphes vectoriels d’ordre

O(5) =

+ + + + — —
(71 s Tho— 1 T 0 T A e 17, 11, 0,050, 07 ,...,07).
(k1) (k2) (k3) (ka)
Par abus de notations, on pose:
0o — Z CLA/A/
A'€ds
oAN=0@)e1t
St 85 = ZA’ CI,A/A/.
Notons enfin §(0,...ky...,n) la combinaison linéaire de graphes A dont on a

renuméroté les sommets en (0,...ky...,n). Alors

h(o5)(0, . --kj2 co,m) = Uah(gé)(o, . ..k;g )

—eDeb|(k2,o,...152...,n)<Z rit > (ri—1)> 05(0,.. ky...,n).

0<i<ko ko<i<ki
Preuve

On reprend les notations de la proposition précédente. Le dernier ¢ d’ordre 1" dans
09 est ky. On écrit donc:

U@&I_ZCLA{ Z 8\Deb|(k2,0,...l$2...,n) Z AVEp

Acos i<j Al PTOPA
0<i<ko 2t
Jj=k2
. « /
+ E 5\Deb|<j,07---]---7n) E Ajz‘
i<j Al PTOPA
0<i<ko /
k1<j<kz
A / /
-+ E 8|Deb‘(/{?2,0,.../{}2...,n)[ E Akﬂ-— E Alb}
koijilﬂ Akﬂ_’fMPA A21192 _{TOPA

Jj=k2
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-+ Z e\Deb|(j,O,...j...,n)[ Z A;z_ Z A;]:|

i<j AL ST A Af—TPA
k0§i<k;1 [3 [3 1, [3
k1<j<kz
A ! !
+ E 5|Deb\(k2707---k2---7n>[ E Akgi_ E Aum}
i<j Al SPTOPA Al SPTOPA
k‘l S’i<k22 kot (3 iko (3
J=k2
. ~ / /
+ E 8\Deb|<]707"'j"'7n>|: E Aji — E Ai]}}'
T / prop ! prop
" ifi]w Aji_>i A Aij_)z’ A
k1<j<ko

Appliquons h, on obtient:

h(cas) = — Z QA{€|Deb\(k32,0, .. .kjg co,m)

A€os
(Z r; + Z (ri—1)+ Z (1—1)>A(0,...k;2...,n)+ Teste}.
0<i<ko ko<i<ki k1 <i<ks

Le reste est composé de termes de la forme h(Aj;) ou h(A};) avec i < j < ko. Par
construction, h étant la compression de la fleche issue du sommet ky dans A%, (resp.
Aj;), il réalise une bijection entre les ensembles

[A, AL =P A) SN (B

i

Bj; —{"" h(A) }

7

<resp. entre les ensembles

YR YR

(A, A =7 A} o (B BT M)} )

~

ot BY; (resp. Bj;) est unAgraphe de sommets numérotés (0,...ky...,n) et h(A) a

pour sommets (0,...7...ky...,n).
Dans reste, chacun des termes correspondant est affecté du signe

e\Deb|(j,O, .. j .. ,n).
Ce signe coincide avec le méme signe calculé en supprimant l'indice ks:
5|Deb(A’)|(j> 0, .. j .. ,n) = 5|Deb(h(A’))\(j> 0, .. j .. ,n).

Donc

~

reste = —0an(oy) (0, .. ka ..., n).
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6. COHOMOLOGIE DES GRAPHES VECTORIELS

Disons qu’un sommet ¢ d'un graphe vectoriel A est simple si [Fin(i)| < 1.

Proposition 6.1. (Le symbole d’un cocycle ne contient que des sommets simples)

Soit 0 une combinaison linéaire symétrique de graphes aériens vectoriels. On sup-
pose que & est un cocycle (06 = 0). Alors il existe un cobord 9 tel que le symbole
os—gp de d — OB ne contient que des graphes A dont tous les sommets sont simples.

Preuve
Puisque § est un cocycle, h(oss) = 0. Dire que o5 contient au moins un graphe
possédant un sommet non simple, c’est dire que dans O(d), k; > 0. On a alors:

0:—5‘Deb|(k2,0,...k;2...,n) ( Z r; + Z (T‘i—l)> 06+(78h(a5)-

0<i<ko ko<i<ki

Le coefficient a de o5 est non nul. Puisque o5 n’est pas nul, on en déduit que h(oy)
n’est pas nul, donc ky > ki, il existe des sommets d’ordre 17 dans les graphes A de
gs.

Posons f; = —iS (h(os)). D’abord par construction, les graphes apparaissant dans
S(h(os)) mais pas dans h(os) sont d’ordre strictement plus petit que les graphes
apparaissant dans h(oys), ou:

Oh(o5) = OS(h(0s))-
Ensuite on a vu que pour calculer le symbole de 94, on ne considérait que les graphes
du symbole de § donc:
O0h(05) = T05(h(0s)) = —A00p
Alors,
a, 0B — gs.
Autrement dit 6; = § — dF; a un ordre strictement plus petit que O(9). Si le
symbole de §; a des graphes avec des sommets non simples, on peut recommencer

cette opération. Au bout d’un nombre fini d’étapes, on arrive sur une combinaison
de graphes 6 — 03 dont le symbole ne contient que des sommets simples:

O6—-08)=@0r,...,17,1,...,1,0,...,0,07,...,07).
Donc tous les graphes de 6 — 9 n’ont eux aussi que des sommets simples.

Définition 6.2. (Les roues)

Une roue symétrique Ry de longueur k est le symétrisé de la roue simple qui est le
— — P E———

U
graphe Ay ayant k sommets {1,... k} et les k fleches {12,23,... (k— 1)k, k1}.
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Lemme 6.3. (La cohomologie des roues)

Les roues symétriques de longueur paire sont nulles, Ro, = 0.
Les roues impaires sont des cocycles ORor1 = 0 qui ne sont pas des cobords.

Preuve
Soit Ay, une roue simple de longueur paire. Soit ¢ la permutation circulaire o =
(1,2,...,2k). Alors

6(0’) = €|Deb\(0-) =—-1

et 0(Agk) = Ag,. Donc Ry = S(Ag) = 0.
Par contre les roues R, de longueur impaire ne sont pas nulles. En effet si on
suppose la dimension de I'espace R? assez grande, 'opérateur

o Z2k+1
CR%H(Oq, o, Q) = E e(o) E al2k+l 0(1 8@10‘0(2 al2kaa(2k+1)

0€Sok11 1<y g1 <d

Cet opérateur est le cocycle non trivial (?*+1) de [DWT]]. Comme il n’est pas nul, le
graphe correspondant n’est pas nul non plus.

Soit A un graphe apparaissant dans la roue symétrique Royy1. Les graphes Aj; et
A’; apparaissant dans A sont tous des roues de longueurs 2k + 2 (a I'ordre de leur
sommets pres). Comme JRgy 1 est symétrique, on a donc dRg, 41 = 0.

Supposons que Ry, 1 = 9f. Il est clair que 3 ne contient que des graphes ayant 2k
sommets tous d’ordres 17. Donc 3 est une combinaison linéaire de roues de longueur
paire, § = 0, ce qui est impossible. Ry 1 n’est pas un cobord.

Lemme 6.4. (Les graphes a roues)

Si A est un graphe dont toutes les composantes connexes sont des roues de longueurs
impaires, alors le symétrisé de A est nul si deux composantes connexes ont la méme
longueur, sinon S(A) est au signe pres le symétrisé du graphe:

Ay Ay A=+ A Ay,
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dont les fleches sont:
—

—_— D E———
{12,...,(/&1 "Dk,

(k1+1)(k1+2)7a(k1+k2_1)(k1+k2)7(k1+k2)(k1+1)a7
(k;l+~-~+/<;p,1+1)(/<;1+~-~+/<;p,1+2),...,(k1+-~-+kp)(k1+~-~+k:p,1+1)}

et by < kg <--- < k.

Preuve
Si deux composantes connexes de A sont des roues de méme longueur 2k + 1, de
sommets numérotés {iq,...,%ox11,J1,-- -, Jjokt+1}, alors la permutation

o= (i1,51) - (2k+1, Jok+1)

est impaire et laisse A invariant, donc le symétrisé de A est nul.

Il est clair que si les composantes connexes de A sont toutes des roues de longueurs
impaires différentes, il existe une permutation des sommets de A qui le transforme
en Ap, AAg, A== NAy, avec by < ky < --- < k. On notera abusivement:

S(A) = Ry ARiy A+ A Ry .
Lemme 6.5. (La cohomologie des graphes a roues)

Tous les graphes a roues R = \!_| Roy,+1 sont des cocycles qui sont linéairement
indédependants dans [’espace de cohomologie.

Preuve
D’abord chacun de ces graphes est un cocycle, ensuite si une combinaison linéaire
de ces graphes symétriques est un cobord (3 jail; = J/3), en se plagant sur un espace

R? de dimension assez grande, on obtient une combinaison linéaire d’opérateurs

; A g(Qki‘i‘l))
>o (A

qui est un cobord pour la cohomologie de Chevalley de 'algebre de Lie des champs
de vecteurs sur R? & valeur dans les fonctions (les O-formes). Ceci n’est possible que
si chaque a; est nul d’apres [DWT].

Définition 6.6. (Les lignes)

La ligne symétrique L, de longueur  est le symétrisé de la ligne simple Ay, graphe
—

— —
de sommets{1,...,0+1} et de fleches {21,32,..., (£ + 1){}. Par convention, la ligne
Lyg est le graphe a un sommet {1} et sans fleche.
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Lemme 6.7. (Cohomologie des lignes)

Les lignes symétriques de longueur impaire Logy1 sont des cobords.

Le symétrisé d’un graphe contenant deux lignes de méme longueur impaire est nul.

Les lignes symétriques de longueur paire Loy ne sont pas des cocycles, plus préci-
sément, on a:

OLoy = Logy1.

Preuve
Prenons une ligne simple A,. Si £ > 0, dans le calcul de 0A,, on éclate les £ — 1
sommets qui ne sont pas les extrémités de la ligne:

8AZ:_Zg‘DeH(jaow"j"'?g_'_1> Z A;Z

i£j AL LPTOPA,

Jji 4

Pour chaque couple i # j, il y a un seul graphe A’;. A T'ordre des sommets pres, on
obtient a chaque fois une ligne de longueur ¢ + 1.

On cherche donc dans le cobord de L, les lignes simples Ayy;. Ces lignes ne
peuvent provenir que de I’éclatement du sommet ¢ de la ligne simple A, avec les
sommets {0,...2+1...,¢+ 1} et pour j =i+ 1. On obtient donc

¢ ¢
- <Z€Deb|<i + 1707 o+l 7£+ 1)) AZJrl = - (Z(_1>Z> AZJrl
i=1

i=1
_ 0 si ¢  est pair,
Agyp si £ est impair.

En symétrisant, on obtient:
OLap11 =0, 0Ly = Lapt.

Si A contient deux composantes connexes qui sont des lignes de méme longueur
impaire 2¢ + 1, de sommets numérotés iy, ..., a9 €t ji, ..., Jors2, la permutation

o= (i1,51) .. (2042, Joo+2)

est telle que:
5|Deb\<0') =-—1 et U(A) = A.
Donc le symétrisé S(A) de A est nul.

Lemme 6.8. (Les graphes a lignes)

St A est un graphe dont toutes les composantes connexes sont des lignes, si le
symétrisé S(A) de A n'est pas nul, c’est au signe pres le symétrisé du graphe:

(A’gmgl o A’;g) Aot Aoyt A ANgg iy (b < by < - < L)
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Les sommets de ce graphe sont rangés dan ’ordre naturel (par exemple Agg désigne
un graphe ayant ky(20 + 1) sommets formé d’une union de k; lignes de longueur 2/,
en numérotant d’abord les sommets de la premiere ligne, puis ceur de la seconde,
etc...)

Preuve

Si le symétrisé de A n’est pas nul, pour chaque longueur impaire, il y a au plus
une composante connexe de cette longueur. Les composantes de longueur paire (y
compris 0) peuvent apparaitre plusieurs fois. Modulo une permutation des sommets,
A est donc bien un produit de lignes comme annoncé.

Notons abusivement le symétrisé de ce graphe

k
(L’gOL’;l N .LQg) Looyn A Logys1 A+ A Lng 41

Lemme 6.9. (La cohomologie des graphes a lignes)

Considérons le graphe a lignes:

(1) ()

Si pour chaque @, k; # 0 implique qu’il existe j tel que i = {;, alors

¢ q
0 (H Lgi) (/\ Lzzjﬂ) = 0.
i=0 j=1
Sinon

1 q l q
9 <H ng) (/\ L22j+1> = Z k. (H Lg;) L§;71L2r+1 A </\ L22j+1> # 0.
i=0 j=1

r=0 i#r J=1

La cohomologie des graphes a lignes est triviale.

Preuve
Il résulte des calculs précédents et du fait que les lignes de longueur paire peuvent
permuter avec toutes les autres lignes sans changement de signe que:

l q ¢ q
o (H L’;;:) < A L%ﬁl) => k (H L';;) L Loy A ( A L%.H) .
i=0 j=1

r=0 1#r Jj=1

Donc si pour chaque 7, k; # 0 implique qu’il existe j tel que ¢ = ¢;, alors

£ q
9 (H L’;;:) (/\ L%.H) =0.
i=0 j=1
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S’il existe 7 tel que k; > 0 et il n’y a pas de j tel que ¢ = ¢}, le graphe n’est pas un
cocycle car si r # s,

q q
(H Lgi) Lg;_lL%Jrl A (/\ Lzzjﬂ) # (H L’;;) L§§_1L23+1 A\ (/\ L%ﬁl) i
i#r j=1 i£Ss j=1

En particulier le graphe a lignes simples

-1 a
(H A’;;) Agﬁ_lAzul A (/\ Azsz)
i—0

J=1

n’apparait qu’une seule fois. Le second membre n’est pas nul.

Si un graphe a lignes
p q
L= <H LQ;:) </\ L%.H)
i=1 j=1

est un cocycle, 2¢, + 1 est la plus grande longueur des graphes apparaissant dans L

etonasip=14¢
1 p—1 q—1
L=(-1)9"9 Lk | Lt Loy,
( ) kp + 1 (g 21) 2p 3 2041

et sip </,

p q—1
L=(-1)"9 (H L’;;:) Lo, (/\ L%ﬁl) .
i=1 =1

La cohomologie des graphes a lignes est donc toujours triviale.

Théoréme 6.10. (La cohomologie de Chevalley des graphes)

La cohomologie de Chevalley des graphes vectoriels est donnée par les roues de
longueur impaire. Plus précisément, pour tout n, une base de H"™ est donnée par

p
{Rgml A Rypys1t A+ A Rogr,  avec ky < hy <+ <hy, > (2ki+1) = n} .

i=1

Preuve

D’apres la proposition B.1], tout cocycle § est cohomologue & un cocycle § — 9
dont le symbole ne contient que des graphes avec des sommets simples. On suppose
maintenant que J a cette propriété. Chaque graphe de ce symbole est donc une union
de composantes connexes qui sont soit des roues simples de longueur impaire soit des
lignes simples. Le nombre de lignes est d’ailleurs fixé, égal au nombre de 0.

On définit un nouvel ordre sur les graphes de ce type en posant:

O/(A) = (El,...,ﬁp,rl,...,rq)
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ou les ¢; sont les longueurs des lignes et les r; celles des roues. On range ces sym-
boles en posant ¢; > r; pour tout ¢ et j, on range ces ordres de graphes par I'ordre
lexicographique sur les symboles.

L’ordre de § est

O'(0) = Max{O'(A), A apparaissant dans os}.

On a donc O'(0) = (1,...,0p,11,...,1q) avec b4 > Lo, ... .11 > 19 > ..., les seuls ¢;
répétés sont pairs, les r; sont tous impairs. Le nouveau symbole de § est

o5 = Z apnA.

Supposons qu’il existe un indice ¢ tel que ¢; est pair et ¢; + 1 n’appartient pas a
{l1,...,¢;_1}. Appelons iy le premier indice pour lequel ceci se produit.
Si A apparait dans § mais pas dans S(os), on a vu que:

O(9A) < O(8) @ 1.

D’apres les lemmes précédents, si A apparait dans S(os) mais pas dans S(of), alors
le nouvel ordre O'(S(9A)) est strictement plus petit que

O/<5)@[20] = (617...,61'04-1,...,£p,7’1,...77’q).
(io)

En effet, pour calculer A, on procede a des éclatements soit dans les lignes soit dans
les roues. On ne retient que les éclatements qui ne disparaissent pas par symétrisation.

Enfin si A apparait dans S(o%), le nouvel ordre de S(0A) est toujours inférieur ou
égal a O'(6)®|ig), car on utilise les lemmes précédents, en procédant a des éclatements
successivement des sommets des lignes et des sommets des roues.

On a donc avec nos notations habituelles:

S(O’Zg) = a( H Lgl> ( /\ Lgl> A (/p\ RJ>

S(O'(I%) =a H Lgl, LgiOJrl N ( /\ Lgl> N </\ R]> 7£ 0.

l; pair l; impair

1#£1i0
Ceci est donc impossible, il n’existe pas de i tel que ¢; soit pair et ¢; + 1 n’appartient

pas a {El, ce 7&—1}-

et
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On en déduit en particulier que s’il y a des lignes, ¢; est impair et en retranchant
a 0 le cobord de

p
ﬁ = a < H L&) Lél—l /\ Lgi AN </\ Rj>
4; pair l; impair Jj=1
i>1

on obtient un graphe § — 93 dont le nouvel ordre est strictement plus petit que celui
de . En répétant cette opération, on se ramene au cas ou le symbole de d ne contient
que des graphes a roues impaires. Alors S(os) est un cocycle et 'ordre de 6 — S(os)
est strictement plus petit.

On recommence cette opération jusqu’a annulation de l'ordre des cocycles cons-
truits. On obtient :

0= 85 + Z am...quh ARRRRA qu-
T1yeyTq

La cohomologie est donc engendrée par les graphes a roues de longueurs impaires.
On a vu que ces graphes sont linéairement indépendants.
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