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Fonction zéta des hauteurs des variétés
toriques non déployées
Height zeta functions of nonsplit toric varieties

David BOURQUI

Abstract : We investigate the anticanonical height zeta function of a (non
necessarily split) toric variety defined over a global field of positive characteristic,
drawing our inspiration from the method used by Batyrev and Tschinkel to deal
with the analogous problem over a number field. By the way, we give a detailed
account of their method.

Résumé : Nous étudions la fonction zéta des hauteurs anticanonique d’une
variété torique (non nécessairement déployée) définie sur un corps global de carac-
téristique positive. Nous nous inspirons pour cela de la méthode utilisée par Batyrev
et Tschinkel pour traiter la situation analogue en caractéristique zéro, méthode que
nous rappelons d’ailleurs en détail.
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1 Introduction

1.1 Position et origine du probléme

Soit V' une variété projective définie sur un corps global K, i.e. un corps de
nombres ou le corps de fonctions d’une courbe projective, lisse et géométrique-
ment intégre, définie sur un corps fini. Soit H une hauteur exponentielle
relative & un fibré en droites ample. Alors pour tout réel B le nombre

nv(B) = #{z € V(K), H(z) < B} (1.1)

est fini. Si ’ensemble V(K) est dense pour la topologie de Zariski, la quan-
tité ny y(B) tend donc vers U'infini quand B tend vers l'infini. Une question
naturelle est alors d’essayer de décrire le comportement asymptotique de la
quantité ny g (B), en d’autres termes le comportement asymptotique du nom-
bre de points de hauteur bornée. On cherche notamment & interpréter cette
description en termes de la géométrie de la variété V. C’est 'objet d’un pro-
gramme initié par Manin et ses collaborateurs, qui s’est révélé extrémement
riche et ouvert : pour la vérification des prédictions de Manin pour des classes
particuliéres de variétés, des techniques trés diverses ont pu étre employées.
Ces prédictions (raffinées par Peyre puis Batyrev et Tschinkel) sont main-
tenant établies pour plusieurs classes de variétés. Nous renvoyons le lecteur
aux textes [Pe5| et [Pe6] pour un état général de la question aux alentours de
2003 et les références de nombreux travaux sur le sujet. On pourra également
consulter [Bro| pour un état des lieux récent concernant le cas des surfaces.

Soulignons que la trés grande majorité de ces travaux se placent dans le
cas ot K est un corps de nombres. Ici nous nous intéressons au cas ot K est
de caractéristique non nulle, cas encore peu exploré dans la littérature. Avant,
toute chose, nous allons préciser I'une des prédictions de Manin concernant
le comportement asymptotique de ny g (B), dans le cas ou le corps de base
est un corps de nombres. Elle peut s’énoncer de la maniére suivante.

Question 1.1

Soit V' une variété projective et lisse définie sur un corps de nombres K.
On suppose que la classe du faisceau anticanonique est a 'intérieur du cone
effectif, et que I'ensemble V(K des points rationnels de V' est dense pour
la topologie de Zariski. Soit t le rang du groupe de Néron-Séveri de V. Soit
H une hauteur relative au faisceau anticanonique. Existe-t-il un ouvert de
Zariski non vide U de V' et une constante C' > 0 tels qu’on ait

nU,H(B) ~ CB log(B)til ? (12)

B—+400



La restriction & un ouvert U éventuellement strict de V' est nécessaire en
raison de l’existence possible de fermés acccumulateurs, dont un prototype
est donné par les diviseurs exceptionnels sur les surfaces de del Pezzo.

Soulignons que bien qu’il ait été démontré que la question 1.1 avait une
réponse positive pour de large classes de variétés, un contre-exemple di a
Batyrev et Tschinkel montre que la réponse a cette question est négative en
général (le contre-exemple porte sur la puissance du logarithme apparaissant
dans la formule (1.2), cf. [BaTs3]).

Il existe une version fonctionnelle immédiate de la question 1.1 : il suffit
de remplacer dans 1’énoncé I’hypothése «K est un corps de nombres» par
«K est un corps global de caractéristique positivey. Cependant, la nature
«dispersée» de ’ensemble des valeurs prises par les fonctions hauteurs dans
le cas fonctionnel entraine qu’une formule du type (1.2) ne pourra jamais étre
vérifiee. Plus précisément, cet ensemble de valeurs sera typiquement inclus
dans ¢Z ot ¢ est le cardinal du corps des constantes. On a donc dans ce cas

VneN, nygy (q’”%) =ny.u (¢") (1.3)

et une formule du type (1.2) entrainerait alors aussitot la contradiction /g =
1.

Pour obtenir une version fonctionnelle satisfaisante de la question 1.1,
on remarque que le comportement asymptotique de ny, gy (B) est étroitement
lié, par des théorémes taubériens, au comportement analytique de la série
génératrice

Conls) = S Hx)™ (1.4)

zeU(K)

(s désignant une variable complexe), que I’on baptise fonction zéta des hau-
teurs. Un des moyens couramment utilisés pour obtenir une formule du type
(1.2) est d’ailleurs d’étudier d’abord le comportement analytique de cette
fonction, puis d’appliquer un théoréme taubérien adéquat, tel que le résultat
suivant.

Théoréme 1.2
S’il existe un ouvert U non vide tel que (y u(s) converge absolument pour
R(s) > 1 et un nombre réel € > 0 tels que la fonction

s+ (s — 1) Cuu(s) (1.5)

se prolonge en une fonction g holomorphe sur Iouvert {R(s) > 1 — ¢}, et
vérifiant g(1) # 0 alors la formule (1.2) est vérifiée pour cet ouvert U avec
O = 9

t—1)"




La question qui suit peut alors étre vue comme une version fonctionnelle
de la question 1.1.

Question 1.3

Soit V' une variété projective et lisse définie sur un corps global K de car-

actéristique positive. On suppose que la classe du faisceau anticanonique est

a lintérieur du cone effectif, et que I'ensemble V(K) des points rationnels

de V' est dense pour la topologie de Zariski. Soit t le rang du groupe de

Néron-Séveri de V. Soit H une hauteur relative au faisceau anticanonique.
Existe-t-il un ouvert de Zariski non vide U de V tel que la série

Cua(s)= > Hx)™* (1.6)
zeU(K)
converge absolument pour R(s) > 1 et, pour un certain € > 0, se prolonge en
une fonction méromorphe sur I'ouvert {R(s) > 1 — ¢}, qui a un pole d’ordre
tens=17

Naturellement, et en accord avec les remarques déja faites, méme si cette
question admet une réponse positive, on ne pourra pas appliquer le théoréme
1.2. En caractéristique non nulle, la fonction zéta des hauteurs a d’autres
poles que 1 sur la droite R(s) = 1, ne serait-ce que ceux provenant de la
périodicité de H.

Dans le cas des corps de nombres, Peyre a été le premier dans [Pel| & pro-
poser (moyennant quelques hypothéses supplémentaires sur la variété V') une
expression conjecurale de la constante C' apparaissant dans la formule (1.2).
Cette expression conjecturale dépend d’invariants géométriques et arithmé-
tiques de la variété V', ainsi que du choix de la hauteur. Elle a ensuite été
raffinée par Batyrev et Tschinkel, et adaptée au cas fonctionnel par Peyre
dans [Pe3]. Nous rappelons la définition de la constante de Peyre raffinée a
la section 2.3. Nous la noterons C7, .

On a ainsi des versions raffinées des questions 1.1 et 1.3.

Question 1.4

Soit V' une variété projective et lisse définie sur un corps de nombres K.
On suppose que la classe du faisceau anticanonique est a 'intérieur du cone
effectif, et que I'ensemble V(K) des points rationnels de V' est dense pour
la topologie de Zariski. Soit t le rang du groupe de Néron-Séveri de V. Soit
H une hauteur relative au faisceau anticanonique. On suppose en outre que
V' vérifie les hypothéses nécessaires pour que la constante de Peyre raffinée

V. soit définie.
Existe-t-il un ouvert de Zariski non vide U de V tel qu’on ait

ny.u(B) 5 vy B log(B)! 7 (1.7)



Remarque 1.5 : A la connaissance de I'auteur, dans tous les cas oil on
sait montrer que la réponse a la question 1.1 est positive, on sait également
montrer que la réponse a la question 1.4 est positive. O]

Question 1.6

Soit V' une variété projective et lisse définie sur un corps global K de car-
actéristique positive. On suppose que la classe du faisceau anticanonique est
a lintérieur du cone effectif, et que I'ensemble V (K) des points rationnels
de V' est dense pour la topologie de Zariski. Soit t le rang du groupe de
Néron-Séveri de V. Soit H une hauteur relative au faisceau anticanonique,
On suppose en outre que V vérifie les hypothéses nécessaires pour que la
constante de Peyre raffinée CY, ; soit définie.

Existe-t-il un ouvert de Zariski non vide U de V tel que la série

Cwa(s)= Y H(x)™* (1.8)

zeU(K)

converge absolument pour R(s) > 1 et, pour un certain € > 0, se prolonge en
une fonction méromorphe sur I'ouvert {R(s) > 1 — ¢}, qui a un pole d’ordre
t en s = 1, et vérifiant

tim(s —1)'Gur(s) = (1 = DI Gy 7 (1.9)

Concernant la question 1.6, le cas des espaces projectifs est traité par Wan
dans [Wal|, montrant ainsi une formule figurant déja dans [Se2|. Le cas des
variétés de drapeaux, qui englobe le précédent, a été traité indépendamment
par Peyre dans [Pe3], et Lai et Yeung dans [LaYe| (sans interprétation de
la constante dans ce dernier cas, c’est-a-dire que seule la question 1.3 est
considérée).

Dans ce texte, on étudie la question 1.6 pour une variété torique pro-
jective et lisse définie sur un corps global de caractéristique positive, non
nécessairement déployée.

Une de motivations de ce travail est que le probléme analogue sur les
corps de nombres a déja été traité avec succés', qui plus est de deux maniére
différentes : Batyrev et Tschinkel ont démontré dans [BaTsl]| et [BaTs2| que
la réponse a la question 1.4 était positive pour les variétés toriques, en ex-
ploitant la structure de groupe du tore pour utiliser des techniques d’analyse
harmonique. Par la suite Salberger a redémontré dans [Sa] le résultat dans un
cadre plus restreint (variétés toriques déployées, définies sur Q, de faisceau
anticanonique globalement engendré) mais par une méthode complétement

LC’était également le cas pour les variétés de drapeaux.



différente basée sur I'usage de la description explicite des torseurs universels
au-dessus des variétés toriques.

Dans [Bol] et [Bo2|, nous avons montré comment, en s’inspirant de la
méthode de Salberger, on pouvait montrer que la réponse a la question 1.6
était positive pour les variétés toriques déployées définies sur un corps de
fonctions quelconque (sans hypothése sur le faisceau anticanonique).

Dans ce texte, nous adaptons au cas fonctionnel "approche utilisée par
Batyrev et Tschinkel dans [BaTsl| et [BaTs2|, pour étendre le résultat aux
variétés toriques non nécessairement déployées. La sous-section suivante dé-
taille cette adaptation.

Ce texte contient également une présentation détaillée de la démonstra-
tion du résultat de Batyrev et Tschinkel, les deux démonstrations étant
présentées en paralléle. La raison de ce choix est au moins double : tout
d’abord, il permet de bien mettre en évidence les analogies et les différences
qui existent dans le traitement du calcul de la fonction zéta des hauteurs
des variétés toriques entre le cas des corps de nombres et le cas des corps
de fonctions. Ensuite, pour autant qu’il nous soit permis d’en juger, ce choix
peut s’avérer utile a ceux qui désirent comprendre en détail la démarche de
Batyrev et Tschinkel, les articles [BaTs1] et [BaTs2| pouvant s’avérer d’un
abord un peu ardu et elliptique pour le lecteur non averti.

Remerciements

Je remercie chaleureusement Antoine Chambert-Loir, Jean-Louis Colliot-
Théléne et Emmanuel Peyre pour leurs remarques, corrections et suggestions
concernant ce texte. J’ai envers le rapporteur une reconnaissance tout parti-
culiére pour sa lecture minutieuse et ses innombrables corrections et sugges-
tions.

1.2 L’adaptation de la méthode de Batyrev et Tschinkel
en caractéristique positive

Dans cette section, nous résumons briéevement la méthode utilisée dans
[BaTs2| et [BaTsl|, en expliquant quelles parties de la démonstration néces-
sitent une modification en caractéristique non nulle.

La premiére étape consiste a définir explicitement un systéme de hau-
teurs puis a l’étendre a l’espace adélique associé au tore. La construction
est strictement la méme dans le cas fonctionnel. Elle est rappelée dans les
sections 4.2 (nous corrigeons au passage une erreur de Batyrev et Tschinkel
dans la définition des hauteurs locales pour les places ramifiées) et 4.5.



A ce stade, il faut déja noter que la topologie de 'espace adélique as-
socié au tore a des propriétés différentes dans chacune des deux situation.
Moralement, en fait, la situation est plus agréable en caractéristique positive :
beaucoup des groupes topologiques mis en jeu sont compacts (notamment,
le point 3 de la proposition 3.24 n’est valable qu’en caractéristique positive).

Disposant des fonctions hauteurs sur ’espace adélique associé au tore,
lequel est un groupe abélien localement compact, I'idée cruciale de Batyrev
et Tschinkel est d’appliquer la formule de Poisson afin d’obtenir une représen-
tation intégrale de la fonction zéta des hauteurs. Pour ce faire, il faut établir
I'intégrabilité de la transformée de Fourier de la hauteur, laquelle se décom-
pose en produit de transformées de Fourier locales. On utilise dans le cas des
corps de nombres une expression explicite pour presque toutes les transfor-
mées de Fourier locales (cf. le théoréme 5.27), et des majorations adéquates
pour les transformées de Fourier restantes. La formule explicite décrivant
presque toutes les transformées de Fourier locales est la méme dans le cas
fonctionnel. En ce qui concerne les transformées de Fourier locales aux places
restantes, leur continuité suffit pour assurer la convergence dans le cas fonc-
tionnel, cependant nous avons besoin de quelques renseignements sur la forme
des fonctions obtenues (cf. la sous-section 5.4.3).

Le choix d’un scindage du groupe des caractéres du tore permet alors de
montrer que la fonction zéta des hauteurs s’obtient par intégration (sur un
espace vectoriel réel dans le cas arithmétique, sur un produit de cercles dans
le cas fonctionnel) d’une fonction qui posséde une expression en terme de
produit de fonctions L de Hecke; cf. le corollaire 5.48 pour le cas des corps
de nombres (cf. également [BaTsl, Theorem 3.1.3] et [BaTs2, page 46]), et le
corollaire 5.54 pour le cas fonctionnel. Il faut «maitriser» le comportement
analytique de le fonction sous I'intégrale, et dans le cas des corps de nombres,
on a besoin pour cela d’un controle uniforme sur les bandes verticales des
fonctions L, obtenu par Rademacher via le principe de Phragmen-Lindel6f
(proposition 5.43 et [BaTs1, Theorem 3.2.3]). Dans le cas fonctionnel, ’holo-
morphie de la fonction L (., x) quand le caractére y est non trivial est suff-
isante.

Pour déterminer les propriétés analytiques la fonction zéta des hauteurs, il
s’agit maintenant de comprendre comment I'intégration modifie le comporte-
ment analytique de la fonction sous I'intégrale (cet étape n’apparait d’ailleurs
pas dans le cas des tores anisotropes). C’est 1'objet de la proposition tech-
nique de Batyrev et Tschinkel ([BaTs2, Theorem 6.19]). La démonstration
procéde par des applications successives du théoréme des résidus. Dans ce
texte, nous utilisons une version raffiné du résultat die & Chambert-Loir et
Tschinkel (théoréme 6.2).

La transposition directe du lemme technique et de sa démonstration en



caractéristique non nulle s’avére difficile & mettre en ceuvre, car bien que la
compacité des espaces topologiques mis en jeu simplifie un peu les choses,
rendant inutiles des hypothéses du type controle uniforme sur les bandes ver-
ticales (indispensables en caractéristique zéro), les fonctions zétas des hau-
teurs en caractéristique non nulle s’avérent posséder plus de poles sur la droite
R(s) = 1 que ceux provenant de la périodicité de la hauteur. Ce phénoméne
est méme déja visible dans le cas des variétés toriques déployées. Prenons en
effet 'exemple du plan projectif éclaté en un point : en notant ¢ le cardinal
du corps des constantes, la formule de la page 355 de [Bol| montre que la
fonction zéta des hauteurs anticanonique s’écrit dans ce cas

Cu(s) = f1(a7") Ce(Bs =2)Ce(Zs = 1) + faq™") Ce(2s = 1) + f3(¢™), (1.1)

ou, pour i = 1,2,3, s — f;(¢"*) est holomorphe sur le domaine R(s) > 3 et
s+ f1(g~*) ne s’annule pas sur ce domaine. Ainsi ’ensemble des poles situés

sur la droite R(s) = 1 contient {1 + §ffg’;}kez, bien qu’on puisse vérifier
2im

que la fonction zéta des hauteurs n’est pas 3 logq—périodique. Rappelons que
dans le cas de la caractéristique zéro, Batyrev et Tschinkel montrent que le
seul pole de la fonction zéta des hauteurs des variétés toriques sur la droite
R(s) =1 est s = 1. La gestion des poles supplémentaires en caractéristique
non nulle se révéle vite étre trés délicate (voire ingérable. ..) si on veut suivre
«au plus prés» la méthode de Batyrev et Tschinkel.

C’est pourquoi, pour aboutir & une version fonctionnelle du résultat tech-
nique utilisé dans le cas des corps de nombres, nous exploitons la périodicité
des fonctions mises en jeu pour les exprimer en terme de séries de type
combinatoire. Les techniques utilisées pour évaluer le comportement de ces
séries par intégration sont alors similaires a celles employées dans [Bo2|. Nous
aboutissons ainsi aux lemmes 7.10, 7.12 et 7.14 qui sont le pendant en car-
actéristique positive du lemme technique de Batyrev et Tschinkel.

Le comportement analytique de la fonction obtenue aprés intégration est
essentiellement décrit par une suite exacte de Z-modules libres de rang fini
(cf. les énoncés du théoréme 6.2 et du lemme 7.8). La suite exacte mise en jeu
n’est pas exactement la méme dans le cas des corps de nombres ou dans le
cas fonctionnel. Dans les deux cas, elle provient de la construction suivante :
la résolution flasque du groupe des caractéres du tore par le groupe de Picard
de la variété torique (i.e. la suite exacte (4.11)). induit par dualité une suite
exacte de tores algébriques; on considére alors I'image de cette suite exacte
par le morphisme degré (définie a la section 3.3). La différence essentielle
vient alors du fait que le morphisme degré est surjectif dans le cas des corps
de nombres mais pas dans le cas fonctionnel (cf. le lemme 3.15) ou il est
seulement de conoyau fini.

10



La derniére étape de la démonstration consiste a calculer explicitement le
terme principal de la fonction zéta des hauteurs au point critique s = 1, et a
vérifier s’il coincide avec la prédiction de Peyre. On a besoin d’un théoréme
d’Ono sur le nombre de Tamagawa d’un tore algébrique (théoréme 3.41),
lequel théoréme a été démontré dans [On3| pour tout corps global, mais a
cependant dii étre corrigé par Oesterlé dans le cas de la caractéristique non
nulle, en introduisant un facteur correctif dans la définition du nombre de
Tamagawa (ce facteur correctif provient de la non-surjectivité du degré en
caractéristique non nulle). On a besoin également de résultats de Colliot-
Théléne et Sansuc, démontrés pour tout corps global également, et permet-
tant d’obtenir le lemme 3.32. On peut donc ici reprendre la ligne de calcul
de Batyrev et Tschinkel, ce qui est fait dans la partie 8. Notons que dans le
cas fonctionnel, le défaut de surjectivité du degré fait intervenir au cours du
calcul des termes non triviaux (correspondant & des cardinaux de groupes
finis) qui n’apparaissent pas dans le cas des corps de nombres. Dans une
version précédente de ce texte, 'auteur affirmait que I'un de ces termes non
triviaux subsistait dans ’expression finale du terme principal de la fonction
zéta des hauteurs (il s’agit de l'invariant K défini a la sous-section 3.8.4),
«montrant» ainsi que la constante prédite par Peyre et Batyrev-Tschinkel
n’était pas la bonne dans ce cas. Les calculs avaient été menés en supposant
a tort que le groupe intervenant dans le point 3 du lemme 5.41 était trivial.
Une fois ce point corrigé, on s’apercoit que tous les termes supplémentaires
intervenant en caractéristique non nulle dans le calcul du terme principal de
la fonction zéta des hauteurs se simplifient, et que I'expression obtenue est
bien celle attendue.

2 Rappels et notations

2.1 Quelques notations

Nous fixons ici quelques notations utilisées dans ’ensemble du texte.

On note [E] le cardinal d’un ensemble fini F.

Pour tout réel «, on note R, I'ensemble {z € R, x > a}. On définit de
meéme de maniére évidente les ensembles R>,, R<, et Rg,.

On note, pour tout corps K, K une cloture algébrique de K et K* la
cloture séparable de K dans K.

Soit N un groupe abélien. On note NV le dual algébrique de N, c’est-
a~dire le groupe abélien Hom(N, Z). L’accouplement naturel entre N et NV
sera noté (., .).

Soit M un autre groupe abélien et f : M — N un morphisme de groupes
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Pour tout anneau commutatif unitaire A, on note Ny le A-module N ®z A
et fa le morphisme de A-module f ® Id : M4 — N4 induit par f.

Pour tout anneau commutatif unitaire A, on désigne par A* le groupe
des éléments inversibles de A.

Si N est un Z-module libre de rang fini, et U est une partie de Ngr, on
note

T(U) % {s € Ng, R(s) € U} (2.1)

le domaine tubulaire au-dessus de U.

2.2 Rappels sur les corps globaux

Dans tout ce texte, on appellera corps de fonctions un corps global de
caractéristique positive, i.e. une extension K de type fini et de degré de
transcendance 1 d’un corps fini. Le corps des constantes de K est la cloture
algébrique du sous-corps premier de K dans K. Il sera noté Fg. Le choix
d’une base de transcendance séparable de K sur Fg permet alors d’iden-
tifier ' & une extension finie séparable du corps des fractions rationnelles
en une indéterminée F (7). Il existe en outre une courbe projective, lisse
et géométriquement intégre définie sur Fy, unique & isomorphisme prés, et
notée Cg, telle que K s’identifie au corps de fonctions de Ck.

On adopte dans ce texte la convention suivante : on fixe un corps fini k
dont on note ¢ le cardinal. On supposera alors, dans tout ce texte, que les
corps de fonctions considérés ont un corps des constantes qui contient k. Pour
un tel corps de fonctions K on note g le cardinal du corps des constantes,
et dy son degré absolu, c’est-a-dire que dj vérifie ¢, = q9x.

Soit, K un corps global, i.e. un corps de nombres ou un corps de fonctions.
Dans tout ce texte, on dira étre dans le cas arithmétique si le corps de base est
un corps de nombres et dans le cas fonctionnel si ¢’est un corps de fonctions.
Dans le cas arithmétique, on note disc(K) le discriminant absolu de K et
dans le cas fonctionnel on note gk le genre de K, c’est-a-dire le genre de Ck.

On note Pk 'ensemble des places de K, et Pk s (respectivement Pk )
I'ensemble des places finies (respectivement archimédiennes) de K. On iden-
tifiera toujours un élément v de Pk ¢ a I'unique valuation normalisée qui le
représente, i.e. 'unique élément de v dont le groupe de valeurs est Z. Dans
le cas fonctionnel, on a Px = Pk s et Pk s’identifie & 'ensemble des points
fermés de la courbe Cg.

Pour v € Pk, on note K, le complété de K en v. Pour v € Pk ¢, on note
également O, I'anneau de valuation de v, et k, le corps résiduel de v.

Pour v € Pk «, on désignera abusivement par O} le sous-groupe de K
constitué des éléments de valeur absolue 1.
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Dans le cas fonctionnel, on note aussi

fo=[ky: Fg] (2.1)

le degré résiduel «absoluy.

Le cardinal de k, sera noté g,. Dans le cas fonctionnel, il est égal a q,f(”.

On normalise la mesure de Haar dz, sur K, de la maniére suivante : si
v est finie, on choisit dx, de sorte qu’on ait la relation f dx, =1, si v est
archimédienne et K, = R, dx, est la mesure de Lebesgue usuelle et si K, est
isomorphe & C on prend dx, = 1dz dz.

Si S est un sous-ensemble fini de Px contenant Pg o, on note

v S

l'anneau des S-entiers de K.
Soit v € Pk . Pour x € K, on note

2], = ¢, (2:3)

Siv e Pk \ Pxy, ||, désigne la valeur absolue usuelle sur R si K, = R, et
le carré de la valeur absolue usuelle sur C si K, est isomorphe a C.

Avec ce choix de valeur absolues, on a, pour tout v € Pk et pour tout a
de K,, d(ax), = |al|, dz,. Pour tout z € K* on a |z|, = 1 pour tout v € Pg
sauf un nombre fini et la formule du produit

IT 1=l = 1. (2.4)
vEPK
La fonction zéta de Dedekind de K, notée (g, est définie par la formule

()= ] -0 (2.5)

vEPK ¢

ol s est une variable complexe. On dispose des résultats classiques suivants
sur le comportement analytique de (k.

Proposition 2.1
1. Dans le cas arithmétique, la série définissant (x(s) converge absolument
pour R(s) > 1 et se prolonge en une fonction méromorphe sur C tout
entier, avec un pole simple en s = 1. La fonction (s—1) (x(s) se prolonge
en une fonction holomorphe sur 7 (R.y).
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2. Dans le cas fonctionnel, la série définissant (x(s) converge absolument
pour R(s) > 1 et se prolonge en une fonction méromorphe sur C tout
entier, avec un pole simple en s = 1, et sans zéro pour R(s) # % De
plus (k(s) est une fraction rationnelle en q, °, plus précisément on a

P(q.°)

Ck(s) = - — (2.6)
(1 —ax")(1—ax")
ot P est un polynome.
Dans le cas fonctionnel, on note Zx la fraction rationnelle vérifiant
Vs € T<R>1), ZK(q;s) = CK(S). (27)

Nous faisons a présent quelques rappels sur une généralisation naturelle
de la fonction zéta de Dedekind : les fonctions L d’Artin.

Soit K un corps global et M un Z-module de rang fini muni d’une struc-
ture de Gal(K®/K)-module discret, c’est-a-dire une représentation

p: Gal(K®/K) — Aut(M). (2.8)

se factorisant & travers un quotient fini de Gal(K®/K).
Soit GG un tel quotient, qui est donc le groupe de Galois d’une extension
finie galoisienne L de K. On a une représentation

p: G — Aut(M). (2.9)

Soit v une place finie de K, GG, un groupe de décomposition au-dessus de
v et I, le groupe d’inertie correspondant. Soit

po : Gy/I, — Aut(M™) (2.10)

la représentation déduite de p. Soit Fr, € G, /1, le frobenius. On pose, pour
tout nombre complexe s tel que R(s) > 0,

1
— det(1 — p,(Fr,) ¢ %)

ce qui est bien défini et ne dépend ni du choix de G, ni du choix de G. Si v
est une place archimédienne, par commodité d’écriture, on notera L, (s, M)
la fonction constante égale a 1.

Exemple 2.2 : Si M est de rang 1 et p est la représentation triviale, alors
pour toute place v finie on a L,(s, M,p) = (1 — ¢;%)"!, en d’autres termes
L,(s, M, p) coincide avec le facteur local en v du produit eulérien définissant
la fonction (k. OJ

L,(s, M, p) (2.11)
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Proposition 2.3
1. Le produit eulérien
s [] Lo(s, M, p) (2.12)

VEPK

converge normalement sur tout compact de T (R~1), et définit donc
une fonction holomorphe sur 7 (R-1), notée L(s, M, p).

2. La fonction L( ., M, p) se prolonge en une fonction méromorphe sur C,
ayant un pole d’ordre rg (MPGNETKDY on g = 1.

Démonstration :  Le résultat est vrai si p est la représentation triviale,
d’aprés 'exemple 2.2 et la proposition 2.1. Si p est irréductible et M est de
rang supérieur a 2, d’aprés [Ar, Satz 3] le résultat est encore vrai et L( ., M, p)
se prolonge en fait en une fonction méromorphe sur tout le plan complexe
qui est holomorphe et inversible au voisinage de 1.

Dans le cas général, soit G un quotient fini de Gal(K®/K) a travers lequel
p se factorise. On a une décomposition

Mc = MEY D & M, 2.13
LT 219
ou, pour i € I, M; est un sous-espace p(G)-stable de dimension supérieur a
2 et la représentation p; : G — Aut(M;) est irréductible. On a alors pour
toute place finie v

1 rg(Mp(G))
L,(s,M,p) = (1 — _8) HLU(S, M;, pi). (2.14)
T iel
Le résultat en découle. O
On pose
(M, p) = lim(s — 1)y EO ) L 0 p) (2.15)

Par la suite on notera trés souvent L, (s, M) (respectivement L(s, M), respec-
tivement ¢(M)) en lieu et place de L, (s, M, p) (respectivement L(s, M, p),
respectivement (M, p)) lorsque la représentation p sera clairement indiquée
par le contexte.

On énonce a présent deux lemmes élémentaires sur ces fonctions L.

Lemme 2.4
Soit
0 — My — My — Ms — 0 (2.16)
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une suite exacte de Gal(K®/K)-modules discrets qui sont libres de rang fini
en tant que Z-modules. On a alors pour toute place v de K

Vs € T(R>0) s LU(S, Mg) = LU(S, Ml) LU(S, Mg) (217)
En particulier, on a
Vs € T(R>1), L(S,Mg) :L(S,Ml) L(S,Mg) (218)

et
U(Ms) = £(My) ((Ms). (2.19)

Lemme 2.5

Soit L/ K une extension finie galoisienne de groupe G, H un sous-groupe de
G, K' le corps global K. Alors, pour toute place v de K et tout s € 7 (Rsy),
on a

Lu(s. 26/ = ] - _1q_8 (2.20)
wEP 1 w
wlv
En particulier, on a
L(.,Z|G/H]) = (k- (2.21)
et
U(Z|G, H]) = Ress—1 Cir(s). (2.22)

2.3 Hauteurs d’Arakelov, mesure de Tamagawa et con-
stante de Peyre

Dans cette section, nous rappelons briévement la construction des hau-
teurs d’Arakelov sur une variété projective définie sur un corps global a partir
de métriques adéliques sur les fibrés en droites, renvoyant a [Ped, chapitre 2|
pour plus de détails, notamment les preuves omises. Suivant Peyre (|Pel]| et
[Pe3]), nous expliquons ensuite comment une métrique adélique sur le fais-
ceau anticanonique d’une variété projective lisse V' définie sur un corps global
K induit une mesure sur l'espace adélique V(A) associé¢ a V. La définition
générale de ’espace adélique associé a une variété algébrique est traitée dans
[We2, 1.2] et [Oe, L3]. Ici, comme V' est projective, V(Ag) est I'espace

1T v (2.1)

vEPK

muni de la topologie produit.
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Enfin nous rappelons comment la mesure ainsi construite sur V(A ) per-
met alors, si V' vérifie des hypothéses supplémentaires, de définir la constante
C7 i apparaissant dans les questions 1.4 et 1.6. La encore, nous renvoyons a
[Pel] et [Pe3] pour plus de détails.

Soit V' une variété projective, lisse et géométriquement intégre définie sur
un corps global K, et soit £ un fibré en droites sur V. Si v est une place de
K, une métrique v-adique sur L est la donnée, pour tout point K,-rationnel
z : Spec(K,) — V, d'une norme v-adique ||.|[, , sur £(x) = 2*L (rappelons
que l'on a en particulier ||as||, , = |al,|[s|[,, pour tout s de L(x) et tout a
de K,), telle que pour tout ouvert de Zariski U de V' et toute section s de £
sur U, 'application
(2.2)

z = [[s(2)]], .

est continue sur U(K,) pour la topologie v-adique.

Remarque 2.6 : Siwv est une place finie de K, la donnée d’un modéle projectif
V de V sur Spec(Q,) et d’'un modéle L de £ sur V définit de maniére naturelle
une telle métrique. Soit en effet © € V(K,). Par le critére valuatif de propreté,
x définit un point ¥ : Spec(O,) — V. Le O,-module Lz = Z*L est alors libre
de rang 1. Soit sy un générateur. Le changement de base O, — K, induit
un isomorphisme naturel de £(z) sur Lz ®o, K,, qui permet de définir une
norme v-adique sur £(z) par la formule

5
Vs e L(x), |ls]l, = -

. (2.3)

0ly
Comme deux générateurs de Lz se déduisent I'un de ’autre par multiplication
par un élément inversible de O,, cette définition est bien indépendante du
choix de sg. O

Une métrique adélique sur L est alors la donnée d’une famille (||.||,)veps
de métriques v-adiques sur £ vérifiant la condition suivante : il existe un
ensemble fini S de places de K contenant les places archimédiennes, un mod-
éle projectif V de V sur Spec(QOg), et un modéle L de £ sur V, tels que
pour presque tout v de Px \ S la métrique ||.||, est définie par le couple
(V Xspec(0g) SPec(Oy), £ Xspec(0g) Spec(Oy)).

Donnons un exemple d’une métrique adélique sur £ lorsque L est engendré
par ses sections globales. On fixe une base {sq, ..., s,} du K-espace vectoriel
H°(X, L). On pose alors, pour tout v € Py, pour tout z € V(K,) et toute
section locale s de £ ne s’annulant pas en x

() ) . (2.4)
s(@) |,

sl = Mo
Il est & noter que cette définition ne dépend pas du choix de la base de
HY(X, L).
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Lemme 2.7
La famille de métriques v-adiques ainsi définie est une métrique adélique sur

L.

Définition 2.8
Cette métrique adélique sera appelée métrique adélique standard sur L.

Soit a présent £ et £ deux fibrés en droites sur V', et (||.||,)vep, (respec-
tivement (|[.||")vep, ) une métrique adélique sur £ (respectivement L).

Pour toute place v de K, on définit ainsi la métrique v-adique produit
11|, @]-|[, sur L&L' : pour tout z € V(K,), tout s € L(z) et tout s’ € L'(z),
on pose

(L1, @ L) (s @ 8) =I5l 151l (2:5)

On définit également la métrique v-adique duale ||.|| sur £7! : pour tout
r € V(K,) et tout s € L7!(x), on pose
(s, s)|
11, = 2, 2.6)
15[l

oll s est un élément quelconque de L(z) \ {0}.

Lemme 2.9
(1], ® ||'||;)v673K est une métrique adélique sur L @ L', et (||.||Z)U6PK est
une métrique adélique sur L.

Soit & présent L une extension finie de K. On suppose donnée une métrique
adélique (||.||)vep, sur Ly. Pour tout v € Py, soit V une place de L divisant
v. On identifie V(K,) & un sous-ensemble de V(Ly) Soit  un élément de
V(K,). On pose alors, pour tout élément s de £(x),

1
sll,o = llsllyr ™" (2.7)
Lemme 2.10

La métrique (||.||,)vep, ainsi définie est une métrique adélique sur L.

Une hauteur d’Arakelov sur V est un couple (£, (||.||,)) oit £ est un fibré
en droites sur V et (|.||,) une métrique adélique sur L.

Soit (L, (]|.||,)) une hauteur d’Arakelov sur V. Soit z € V(K) et s une
section locale de £ qui ne s’annule pas en z. Presque tous les facteurs du

produit infini
IT ls@l. (2.8)

vEPK
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sont égaux a 1; le produit infini converge donc et sa valeur ne dépend pas du
choix de s, d’apreés la formule du produit. On la note H.(x) : c’est la hauteur
(exponentielle) du point x associée a la hauteur d’Arakelov (£, (||.]|,))-

Soit V' une variété algébrique projective et lisse de dimension d définie
sur K, et ([[.]|,),cp, une métrique adélique sur le faisceau anticanonique. On
note H la hauteur associée.

Pour tout v € Pk, une telle métrique définit une mesure wy,,, sur V(K,)
(on rappelle qu’on a choisi une normalisation de la mesure de Haar sur K,
cf. la section 2.2).

Nous supposons a présent que que la variété V vérifie les hypothéses
suivantes (ce sont les hypothéses énoncées dans [Pe3, 2.1]) :

1. la classe du faisceau anticanonique de V" appartient a I'intérieur du cone
effectif de V';

2. le groupe Pic(V?®) (ou V® =V xx K®) est un Z-module libre de rang
fini, et coincide avec Pic(V) (ou V =V xx K);

3. les groupes de cohomologie H'(V, Oy ) et H*(V, Oy ) sont nuls;

4. si £ est un nombre premier distinct de la caractéristique, la partie p-
primaire de Br(V) est finie.

De telles hypothéses sont vérifiées en particulier par les variétés toriques
projectives et lisses (cf. [Pe3, Remarque 2.1.1.] et [Pe2, Exemple 2.1.4]).

Pour des variétés vérifiant ces hypothéses, la mesure de Tamagawa sur
I'espace adélique V(A ) est donnée par la formule?

wy = ¢ dimv) £ (Pic(V?)) H Ly (1, Pic(V®)) L wy,, (2.9)

vEPK

ou l'on a posé, pour tout entier d > 0,

e = { disc(K)~2 dans le cas arithmétique, (2.10)

U=9)d qans le cas fonctionnel.
Nous sommes & présent en mesure de définir la constante Cy; ; apparais-
sant dans les questions 1.4 et 1.6.
On définit en fait trois constantes a partir des données précédentes.

L’invariant o*(V') est défini comme

a*(V):/ " e~ Wev') gy (2.11)

2Un des points délicats de la construction est de montrer la convergence du produit ;
ceci nécessite d’'une part la formule de Weil reliant volume v-adique et nombre de points
sur le corps résiduel, d’autre part les conjectures de Weil prouvées par Deligne.
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ot Cer(V') C Pic(V)R est le cone effectif de V,

Cet(V)Y ={y € Pic(V)k, Vo elq(V), (y,x)=0} (2.12)

et dy est la mesure de Lebesgue sur Pic(V')% normalisée par le réseau Pic(V)V.

L’invariant G(V') est défini comme
B(V) = [H'(K,Pic(V*)] . (2.13)

Enfin on définit
7 (V) =y (V(K)) . (2.14)

en d’autre termes 7 (V') est le volume pour la mesure wy de I’adhérence de
I’ensemble des points rationnels de V' dans I'espace adélique V(Ak).
La constante C7, j; est alors égale par définition a m Cy.u ol

Cvu = a*(V)B(V) 7 (V). (2.15)

Soulignons que la nécessité d’introduire la constante F(V) a été mise en
évidence par le résultat de Batyrev et Tschinkel sur les variétés toriques.

3 Tores algébriques

3.1 Quelques rappels

Soit K un corps. Un tore algébrigue défini sur K (de dimension d) est
un groupe algébrique T défini sur K tel qu’il existe un isomorphisme de
K-groupes algébriques

Te — (G, x)" (3.1)

Si T est un tore algébrique défini sur K, on dit qu'une extension L de K
déploie T s’il existe un isomorphisme de L-groupes algébriques

Ty, — (Gpr)? (3.2)

Par [On2, Proposition 1.2.1], si T est un tore algébrique défini sur K il existe
une extension séparable finie L de K qui déploie T. En particulier il existe
une extension galoisienne finie L. de K qui déploie T

Soit T' un tore algébrique défini sur K de dimension d. On note X (T)
le groupe des caractéres de T, i.e. le groupe des morphismes de K®-groupes
algébriques de Txs vers Gy, gs. C’est un Z-module libre de rang d, sur lequel le
groupe Gal(K®/K) agit continiment, et qui dépend fonctoriellement de T'. Si
L est une extension galoisienne de K qui déploie 7', 'action de Gal(K*®/K)
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sur X (T') se factorise a travers Gal(L/K). En outre le foncteur qui a un
tore algébrique T" associe X (7T') définit une équivalence entre la catégorie des
tores algébriques définis sur K et la catégorie des Z-modules libres de rang
fini muni d’une action continue de Gal(K®/K). Si L/K est un extension finie
galoisienne, cette équivalence induit une équivalence entre la catégorie des
tores algébriques défini sur K et déployés par L et la catégorie des Gal(L/K)-
modules qui sont libres de rang fini comme Z-modules.

Soit T" un tore algébrique défini sur K et déployé par une extension finie
galoisienne L de K, de groupe de Galois G. Alors pour toute K-algébre K’
le groupe T'(K’) des K'-points de T s’identifie canoniquement a

Homg (X (T), (L @k K')) = (X(T)" @ (Lox K))°.  (3.3)

En particulier, le groupe T'(K') des points K-rationnels de 7" s’identifie cano-
niquement a

Homg (X (T), L*) = (X(T)¥ @ L*)“ . (3.4)

Exemples 3.1 : Un exemple immédiat de tore algébrique est fourni par les
tores déployés, c’est-a-dire les groupes algébriques K -isomorphes a un produit
de copies de G, k.

Un autre exemple, important pour la suite, est donné par la situation
suivante : soit K,/K une extension finie séparable, et L/K une extension
finie galoisienne de groupe G contenant Kj. Soit G le groupe de Galois de
L/Ky. Au G-module Z|G /G| correspond, par 1'équivalence de catégories ci-
dessus, la restriction a la Weil de Ky a K de G,,, notée Resk,/x G- En
particulier on a la propriété

(ResKO/K G'm) (K) = (Ko)X . (35)

Un tore algébrique sur K est dit quasi-déployé s’il est isomorphe sur K a
un produit de tores du type Resg, x G,. Un tore algébrique sur K (respec-
tivement un tore algébrique sur K déployé par une extension galoisienne finie
de groupe G) est quasi-déployé si et seulement si son groupe des caractéres est
un Gal(K*®/K)-module de permutation (respectivement un G-module de per-
mutation), ¢’est-a-dire posséde une Z-base stable sous I’action de Gal(K*®/K)
respectivement G).

En fait dans la situation ci-dessus, pour tout tore algébrique T défini sur
Ky, on peut définir la restriction a la Weil de Ky a K de T (cf. [On2, §1.4]),
qui est un tore algébrique défini sur K vérifiant en particulier

(Resg, i T) (K) = T(Ky). (3.6)

Par la suite seul le cas T' = G,,, nous sera utile. O
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Notations 3.2

Soit f : Ty — T, un morphisme de K-tores algébriques. Le morphisme de
Gal(K*/K)-modules X (T5) — X (1) induit fonctoriellement par f sera alors
encore noté f. Le morphisme de groupes Ti(K) — T,(K) induit par f sera
noté fg.

Lemme 3.3
Soit G un groupe fini et M un Z-module libre de rang fini, muni d’une action
de G. 1l existe une suite exacte de G-modules

0—-M-—-P—Q—0 (3.7)

ot P et () sont libres de rang fini en tant que Z-modules, et P est un G-
module de permutation.

Remarque 3.4 : Ce lemme élémentaire nous sera utile dans la preuve des
propositions 3.17 et 3.24. Une version plus fine sera utilisée dans la section
3.8. O

Démonstration : Le dual PY d’'un G-module de permutation P étant
encore un G-module de permutation, il suffit de construire un morphisme de
G-modules surjectif P’ — MY, avec P’ un G-module de permutation. Ceci
peut se faire de la maniére suivante : soit (ei,...,eq) une Z-base de MY
et pour i = 1,...,d, GG; le stabilisateur de e; pour 'action de G. Pour ¢ =
1,...,d, il existe alors un unique morphisme de G-module Z[G/G;] — M"
envoyant G, sur e;. Le morphisme somme ®Z ,Z[G/G;] — M" répond a la
question. [

3.2 L’espace adélique associé a un tore algébrique

Soit K un corps global. On note G,,(Af) le groupe des idéles de K,
muni de la topologie adélique classique, qui en fait un groupe topologique
abélien localement compact. L’injection diagonale G,,(K) — G,,(Ak) iden-
tifie G,,(K) a un sous-groupe discret de G,,(Ak).

Pour tout v € P, on note G,,,(O,) = O) le sous-groupe compact maxi-
mal de G,,(K,) = K. Soit

K(Gn) = [] Gul(0.). (3.1)
vEPK

c’est le sous-groupe compact maximal de G,,(Ag).

Si L/K est une extension finie, G,,(Ag) s’injecte naturellement dans
G,.(Ap). Si de plus L/K est galoisienne de groupe GG, on a une action na-
turelle de G sur G,,(AL) et alors

Gn(AL)Y = G, (Ak). (3.2)
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On note Cx = G,,(Ak)/G(K) le groupe des classes d’idéles de K.

Nous décrivons maintenant la généralisation de ces notions & un tore
algébrique T' quelconque. Bien entendu pour 1" = G,, on retrouvera les déf-
initions précédentes. La construction de I’espace adélique associé a un tore
algébrique T est en fait un cas particulier de la construction générale de 1’es-
pace adélique associé a une variété algébrique définie sur K (cf. [We2, 1.2] et
[Oe, 1.3]). Elle peut se faire de la fagon suivante.

Pour toute place v de K, T(K,) est muni naturellement d’une structure
de groupe topologique abélien localement compact. On désigne alors (abu-
sivement) par T(O,) le sous-groupe compact maximal de T'(K,). En fait, si
S désigne ’ensemble des places de K archimédiennes ou ramifiées dans une
extension galoisienne L de groupe G déployant 1" et S7 ’ensemble des places
de L divisant une place de S, le schéma en groupes

T = Spec (0, ® X(T))% (3.3)

est un modéle de T sur Spec (Og), et pour toutes les places v en dehors de
SonaT(0,)=17(0,), dou la notation adoptée.

L’espace adélique associé a T' est alors le sous-groupe du groupe produit
[IT(K,) décrit par

T(Ak) = {(tv) € HT(KU), t, € T(O,) pour presque tout v € Pk p .

(3.4)
Pour un sous-ensemble fini S de Pk, on considérera aussi T (Ak)s le sous-
groupe de [[T(K,) décrit par

T(Ax)s = {(tv) e [[7(5.), Yo ¢S, t, € T(Ov)} , (3.5)

de sorte que T'(Af) est la réunion des T'(Ak)g pour S décrivant 1’ensemble
des parties finies de Pk.
Comme sous-groupe de [[T(K,), T(Ak) est un groupe abélien. On le mu-

v
nit de la topologie dont une base d’ouverts est donnée par les sous-ensembles

du type
[Tv. x [[7(0.) (3.6)
veS vgS
ou S est un ensemble fini de places de K et, pour v € S, U, est un ouvert de
T(K,). Cette topologie, qui est plus fine que la topologie issue de la topolo-
gie produit sur [[T(K,), fait de T(Af) un groupe topologique localement
compact. On peut alors identifier 7'(K) a un sous-groupe discret de T'(A ).
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On note

VEPK

c’est le sous-groupe compact maximal de T'(Ak).

Si L est une extension finie galoisienne de K déployant T, de groupe
de Galois G, on dispose également, comme pour T(K), d'une description
simple de tous ces groupes en termes du G-module X (7'), pratique pour
manipuler des suites exactes. Pour toute place v de K, on a d’apreés (3.3) une
identification canonique

T(K,) — Homg (X(T), (L ®k Kv)x) . (3.8)
Rappelons que (L ®p K,)™ s’identifie & [[L3. L'identification (3.8) induit
V|v
une identification
7(0,) = Home | X(T), ][ O3 | - (3.9)
V)

Si on choisit une place V divisant v et si on note G, son groupe de dé-
composition, les identifications (3.8) et (3.9) induisent respectivement des
identifications

T(K,) — Homg, (X(T),L%) (3.10)

et
7(0,) = Homg, (X(T),0%) . (3.11)

On peut identifier T(A ) au groupe
Homg(X(T),Gn(AL)) (3.12)
muni de la topologie induite par celle de G,,(A), et K(T') au groupe
Homeg (X (T),K(G,n.1)). (3.13)

Ezemple 3.5 : Soit Ky une extension finie séparable de K, et T = Resg, /x G,.
Alors T(Ak) s’identifie canoniquement & G, (Ag,)- O

Notations 3.6

Soit f : T — Ts un morphisme K-de tores algébriques, et v une place
de K. Le morphisme continu de groupes topologiques To(Agk) — T1(Ak)
(respectivement T5(K,) — T1(K,)) induit fonctoriellement par f sera alors
noté fa, (respectivement f,).
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3.3 Le degré
3.3.1 Définitions

Soit K un corps global. Pour toute place v de K, on a un morphisme de
valuation défini par

G,.(K,) — Z

T, — v(zy)

degg, : (3.1)

si v est finie et
G.K,) — R

x, +—— loglz,|,

degg, : (3.2)

si v est archimédienne. Dans les deux cas, ce morphisme a pour noyau
G..(O,).
On en déduit un morphisme «degré» défini par

degy (w) +— Y log(q,) degy () (3-3)

VEPK

dans le cas arithmétique et

Gm(AK) — 7
degy (2,) X fo degy(z,) - (3.4)

vEPK

Dans le cas arithmétique, le morphisme deg; est surjectif, car le morphisme
degy , est surjectif si v est archimédienne. Dans le cas fonctionnel, deg est
surjectif d’aprés [Wel, VII §5, Cor 6].

Dans les deux cas, le noyau de deg, contient G,,(K) (par la formule du
produit) et K(G,,). Il sera noté¢ G,,(Ax)'.

Soit L une extension finie de K. Dans le cas arithmétique, on a la relation

Dans le cas fonctionnel, on a la relation

dy, degL‘Gm(AK) =dx L : K] degy, (3.6)

ott on rappelle que ¢% et ¢?% représentent les cardinaux des corps des con-
stantes des corps de fonctions L et K respectivement.

Soit & présent T un tore algébrique défini sur K, déployé par une ex-
tension finie galoisienne L de groupe de Galois G. Soit m un élément de
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X(T)€¢, c’est-a-dire un morphisme de K-groupes T — G,, (le morphisme
dual est alors le morphisme de G-modules Z — X (T') qui envoie 1 sur m).
Par composition du morphisme continu ma,. : T(Ag) — G, (Ak) avec
degy on obtient un morphisme continu 7' (A k) — R dans le cas arithmétique
et T(Ak) — Z dans le cas fonctionnel. On note deg, le morphisme défini

o T(Agx) — Hom (X(T)“ R)

3.7
| [ (degyc oma, ) (1) &1)

dans le cas arithmétique, et
T(Ag) — Hom (X(T)€,Z) (3.9)

t— [m > (degg oma,)(1)]

dans le cas fonctionnel. Dans ce dernier cas, le morphisme deg; n’est autre
que le morphisme 6 défini par Oesterlé dans [Oe, 1.5.5], composé avec log,, .
Dans les deux cas, on a degg = degy. Le résultat suivant est immédiat.

Lemme 3.7
Le morphisme deg; est fonctoriel dans le sens suivant : soit

f : T1 — T2 (39)
est un morphisme de K-tores algébriques déployés par L. Le morphisme
[ X(Ty) — X(TY) (3.10)

de G-module associé induit par dualité des morphismes

(XM — (X)), (3.11)
et y Y
frs (X(T)%) p — (X(T)9) g - (3.12)
On a alors
degyp, ofa, = [r o degp (3.13)

dans le cas arithmétique et

degy, ofa, = f' odegy, (3.14)

dans le cas fonctionnel.
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Pour un tore algébrique T quelconque, a 'instar de deg,, deg; se dé-
compose en une somme de degrés locaux, que nous décrivons & présent. Soit
v une place de K, GG, un groupe de décomposition au-dessus de v et m un
éléement de X (T)¢", c’est-a-dire un morphisme de K,-tores Tk, — Gy, K, -
Par composition du morphisme continu m, : T(K,) — G, (K,) avec degg,
on obtient un morphisme continu 7'(K,) — Z si v est finie et T(K,) — R si
v est archimédienne. On note degy, le morphisme défini par

T(K,) — Hom (X(T)%, Z)

b [me (degye, om) ()] (3.15)

si v est finie et

T(K,) — Hom (X(T)%,R)

t — [m — (deng omv)(t)] (3.16)

si v est archimédienne. Dans les deux cas, le noyau de degy, est T(O,).
Notons iz, I'injection continue naturelle de groupes topologiques T'(K,) —
T(Ak).
Dans le cas arithmétique, pour toute place v, le diagramme

1T v

T(K.) T(Ak) (3.17)
llog(%) degr . ldegT
Hom (X (T) %, R) — Hom(X (T)% R)

(ou la fleche horizontale du bas est le morphisme naturel de restriction) est
commutatif, et on a

deg = Y log(q,) degy,,. (3.18)

vEPK

Dans le cas fonctionnel, pour toute place v le diagramme

1T v

T(Ky) T(Ak) (3.19)
lfv degr , ldegT
Hom (X (T) %, Z) — Hom(X(T)¢, Z)

(ou la fleche horizontale du bas est le morphisme naturel de restriction) est
commutatif, et on a

deg, = Z fo degr, . (3.20)

vEPK
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Le noyau de deg; sera noté T(Ag)!. Par la formule du produit, T(K)
est contenu dans T'(Ak)'. Par ailleurs, comme chaque morphisme deg;,, a
pour noyau 7'(0,), T(Ak)' contient K(T'). En outre, T(Ax)' s’identifie au
groupe

T(Ag)' = Homg(X(T), G, (AL)Y). (3.21)

Pour toute partie finie S de Pk, on note
T(Ag)s=T(Axg)s NT(Ax)". (3.22)

On définit & présent une variante du morphisme deg; et des degrés locaux
degr,, qui nous sera utile par la suite. Contrairement a degy, la définition de
cette variante dépend du choix de I'extension L déployant 7. Pour comparer
les deux notions, nous aurons besoin du lemme élémentaire suivant.

Lemme 3.8
Soit M un G-module qui est un Z-module libre de rang fini. Alors la fléche
naturelle

(M) — (M%)" (3.23)
est une injection de conoyau fini.

Démonstration : Le quotient M /MY étant sans torsion, on a une suite

exacte
0— (M/M)Y — MY — (M%) =0 (3.24)

En prenant les G-invariants, on obtient la suite exacte
el
0— <(M/MG)V) — (M) = (M®)" = H' (G, (M/M®))  (3.25)

dont I'avant-derniére fleche est la fleche de I’énoncé. Son conoyau est donc
fini. Soit ¢ un élément de (MY)® = Homg(M, Z) dont la restriction a MY

est nulle. Pour tout € M, Ngz = 3" g.x est un élément de MY et on a
geG

0=¢(Ngx) = [G] ¢(x) (3.26)

donc ¢(x) = 0. Ainsi ¢ est nulle, d’ou U'injectivité (en d’autres termes, le
dual d’un G-module anisotrope est anisotrope). O
On se place dans le cas arithmétique. On considére la suite exacte

0 — Gn(AL)' — Gn(AL) EER — 0. (3.27)

Tensorisons par X (T")" et prenons les G-invariants. On obtient la suite exacte

0 — T(Ax)' — T(Ax) — (X(T))5 (3.28)
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et donc un morphisme
degy; + T(Ax) — (X(T)V), (3.29)

de noyau T'(Ak)'. On notera encore degy ; le morphisme obtenu par com-
position avec le morphisme de restriction (X(T)V)g — (X(T) G); (qui est
un isomorphisme d’aprés le lemme 3.8), On a donc, pour tout ¢ € T(Ag) et
tout m € X(T)%,

<degT,L<x> ) m> = degp (ma,(t)). (3.30)
D’aprés (3.5) on a donc
degy ;= [L : K]degy, (3.31)

ce qui montre en particulier que contrairement au morphisme deg,, le mor-
phisme deg;. ; dépend du choix de I'extension déployant 7'
Remarquons que le diagramme

degrp 1,

T(Ax) Home(X (T), R) (3.32)

|

TL(Ap) Hom(X(T),R)

(ou les fleches verticales sont les inclusions naturelles) est commutatif.
Plac ;ons nous a présent dans le cas fonctionnel. On considére la suite
exacte

0 — Gn(AL)' — Gn(AL) 5 Z — 0. (3.33)
Tensorisons par X (T")" et prenons les G-invariants. On obtient la suite exacte
0 — T(Ag)' — T(Ag) — (X(T)")¢ (3.34)

et donc un morphisme
degy; + T(Ax) — (X(1))7, (3.35)

de noyau T'(Ak)'. On notera encore degy ; le morphisme obtenu par com-
position avec le morphisme de restriction (X(T)¥)¢ — (X(T) G)v (qui est
injectif d’aprés le lemme 3.8), On a donc, pour tout ¢ € T(Ag) et tout
m € X(T)%,

<degT,L(t) ) m> = degp (ma,(t)). (3.36)
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D’aprés (3.6), on a donc la relation

ce qui montre que contrairement au morphisme degy, le morphisme deg;. ;
dépend du choix de ’extension déployant T
Remarquons que le diagramme

degr g,

T(Ax) Home (X (T), Z) (3.38)
Tu(Ay) ——" . Hom(X(T),Z)

(ou les fleches verticales sont les inclusions naturelles) est commutatif.

Tout comme le morphisme degy, le morphisme degy ; peut se décom-
poser (de maniére non canonique) en une somme de degrés locaux, que nous
décrivons a présent.

Soit v une place finie de K, V une place de L divisant v et (G, son groupe
de décomposition. On considére la suite exacte de G,-modules.

0— OF — K3 —5 7 — 0. (3.39)

Tensorisons par X (7')" et prenons les G,-invariants. On obtient la suite ex-

acte
0 — T(0,) — T(K,) — (X(T)")" (3.40)

et donc un morphisme
Gy
degy v+ T(Ky) — (X(T)") (3.41)
de noyau 7(0,). Remarquons que le diagramme

degrp v

T(K,) Homg, (X(T), Z) (3.42)
To(Ly) —="" Hom(X (T), Z)

(ou les fleches verticales sont les inclusions naturelles) est commutatif.
Soit & présent v une place archimédienne, V une place de L divisant v et
G, son groupe de décomposition. On considére la suite exacte de G,-modules.

0—0; — K3l Rr o (3.43)
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Tensorisons par X (7)Y et prenons les G,-invariants. On obtient la suite ex-
acte
0 — T(0,) — T(K,) — (X(T)")g" (3.44)

et donc un morphisme
Gy
degy v« T(Ky) — (X(T)")gr (3.45)

de noyau T(0O,). Remarquons que le diagramme

T(K,) —E . Homg, (X(T), R) (3.46)
To(Ly) — Hom(X(T), R)

(ou les fleches verticales sont les inclusions naturelles) est commutatif.
Dans le cas arithmétique, pour toute place v le diagramme

1T v

7(K,) T(Ax) (3.47)
llog(qv) degr 1 v ldegT,L

Homg, (X (T),R) — Hom (X (T)% R)

(ou la fleche horizontale du bas est le morphisme de restriction) est commu-
tatif, et on a

degT,L = Z log(qv) degT,L,V- (3.48)

vEPK

Dans le cas fonctionnel, pour toute place v le diagramme

1T v

T(K,) T(Ax) (3.49)
lfv degr 1. v ldegT,L
Homg, (X (T),Z) — Hom(X (T)%, Z)

(ou la fleche horizontale du bas est le morphisme de restriction) est commu-
tatif et on a

degT,L = Z Jv degT,L,V- (3.50)

VEPK
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3.3.2 Propriétés du degré local dans le cas d’une place finie

On considére toujours un tore algébrique 1" défini sur un corps global K
et déployé par une extension galoisienne L de groupe G

Lemme 3.9
Soit v une place finie de K non ramifiée dans L, V une place de L divisant v
et G, le groupe de décomposition correspondant. Alors le morphisme

degr v « T(K,) — (X(T)")* (3.51)
est surjectif, et induit donc un isomorphisme
T(K,)/T(0,) — (X(T)"). (3.52)

Remarque 3.10 :  On verra plus loin (cf. la proposition 3.27) que pour une
place finie quelconque le morphisme (3.51) est de conoyau fini. O]

Démonstration : L’argument qui suit est repris de la page 449 de [Dr].
Au vu de la construction de degys ; v, le conoyau du morphisme (3.51) est
le groupe H'(G,, X(T)" ® O3). Or, si v est non ramifiée, Oy est coho-
mologiquement trivial, et comme X ()" est sans torsion, d’aprés [Sel, IX,
§5, Corollaire|, X (T)" ® O3 est encore cohomologiquement trivial, d’out le
résultat. O

Lemme 3.11
Soit v une place finie de K,V une place de L divisant v, G, son groupe de
décomposition et e, 'indice de ramification de v dans L.

On a alors
degr v = €, degp,, . (3.53)
Démonstration :  On a en effet, pour t € T(K,), et pour m € X (T)%,
(degq,z v(t), m) = V(m,(t)) (3.54)
=e,v({x, 1)) (3.55)
= e, (degq,(t), m). (3.56)
[

3.3.3 Propriétés du degré dans le cas arithmétique

Lemme 3.12
Soit v une place archimédienne de K,V une place de L divisant v, GG,, son
groupe de décomposition.

On a alors

degy v = [Lv : K,] degp, (3.57)
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Démonstration :  Soit t € T(K,) et m € X(T). On a

<degTLV > log (|m.,(t |v) (3.58)
= [Lv : K] log (|Im.(t)],) (3.59)

= [Ly : K,] (degy,(t), m). (3.60)

O

Lemme 3.13
Soit v une place archimédienne de K,V une place de L divisant v et G, son
groupe de décomposition. Le morphisme

degs.; v : T(K,) — Homg, (X(T), R) (3.61)

est surjectif.
En particulier le morphisme

degr v : T(K,) — Hom(X(T)% R) (3.62)

est surjectif.

Démonstration : Le morphisme (3.61) est surjectif car il admet pour
section le morphisme

Homg, (X(T),R) — Homg, (X (T),R*) C Homg, (X (T), Ly) = T(K,)
(3.63)
obtenu par composition soit avec ’exponentielle si Ly = R, soit avec le carré
de I'exponentielle si Ly — C.
La deuxiéme assertion vient du fait que le morphisme de R-espaces vec-
toriels

Homg, (X(T),R) — Hom(X (T)“", R) (3.64)
est un isomorphisme, et que le morphisme de restriction

Hom(X (T)%,R) — Hom(X(T)“, R) (3.65)
est surjectif. O

Corollaire 3.14
Dans le cas arithmétique, degy et degy ; sont surjectifs.

Démonstration : Pour toute place v archimédienne, on a d’aprés le
lemme 3.13
degy , v(T(K,)) = Hom(X (T)°, R). (3.66)

33



ce qui montre la surjectivité de degs ; d’aprés (3.48).
Par ailleurs, pour toute place v archimédienne, T'(K,) est un groupe di-
visible, et degy, et degy ; y, sont proportionnels. On en déduit qu'on a

degy,(T(K,)) = Hom(X(T)% R). (3.67)

ce qui montre la surjectivité de deg, d’aprés (3.18). O

3.3.4 Propriétés du degré dans le cas fonctionnel

Contrairement a ce qui se passe dans le cas arithmétique, deg, n’est plus
nécessairement surjectif dans le cas fonctionnel, comme le montre le lemme
suivant.

Lemme 3.15

Soit K un corps de fonctions et L/K une extension finie galoisienne, de
groupe de Galois GG. Soit Ky une extension de K contenue dans L, T le
tore Resg,/x Gm et Go = Gal(L/Ky). Soit dy tel que g, = ¢%, de sorte
que dy = (Z{_;?‘ Alors, via les identifications naturelles T(Ag) = G, (Ak,) et
(X(T)€)Y = Z, le morphisme deg, n’est autre que le morphisme dy degy,,
et son image est dy Z. En particulier deg, n’est pas nécessairement surjectif.

Démonstration : Soit t € G,,,(Ak,). Via l'identification
T(Ag) —— G, (Ag,), (3.68)
il lui correspond I’élément de
T(Ax) = Homg(Z[G/Ga], Gm(AL)) (3.69)

qui envoie Gy sur t. Le Z-module Z[G/Go|¢ est de rang 1 engendré par
> gGy. Le morphisme deg,(t) envoie alors > ¢Gj sur

gEG/Go QGG/GQ
d = du d
€8x H gt = ALK Z egr(gt) (3.70)
g€G/Go 9€G/Go
d, [G]
= deg, (t 3.71
dy,
d,
= do 57" g demn ) (3.73)
= dy deg, (1), (3.74)



la premiére et la derniére égalité venant de la formule (3.6). Le fait que
I'image est dy Z découle alors de existence de diviseurs de degré 1 ([Wel,
VII, §5,Cor 6]). O

Notation 3.16
Dans le cas fonctionnel, on note Dy I'image du morphisme degy.

Proposition 3.17
On se place dans le cas fonctionnel. Le morphisme

degy;, « T(Ax) — (X(T)V)¢ (3.75)

est de conoyau fini, et il en est de méme du morphisme

degy : T(Ag) — (X(T)%)". (3.76)

Démonstration :  C’est un cas particulier de [Oe, 1.5.6.b], ou la preuve
est donnée pour tout groupe linéaire algébrique. Nous donnons ici une preuve
pour les tores algébriques.

D’aprés le lemme 3.3, il existe une suite exacte de G-modules

0—-X(T)—P—Q—0. (3.77)

ou P et ) sont libres de rang fini en tant que Z-modules, et P est un G-
module de permutation. Notons Tp (respectivement Tg) le K-tore de module
de caractére P (respectivement ()).

Le conoyau de la flache (PY)< — (X(T)V) est le groupe H (G, Q) qui
est fini. Comme Tp est quasi-déployé, d’aprés le lemme 3.15 le morphisme
degr, ;, est de conoyau fini. Le diagramme commutatif

Tr(Ax) —T(Ag) (3.78)
ldegTP,L ldegT,L
(PV) ——=(X(1)")°
permet de conclure pour degy ;. Or on a la formule

dp degyp = di [L : K]degy, (3.79)

et (X(T)¥)¢ est un sous-module d’indice fini de (X(T)G)v. On en déduit le
résultat pour deg;. U

Notation 3.18
Dans le cas fonctionnel, on note Cp le conoyau de degy.
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On considére toujours 7" un tore algébrique défini sur le corps de fonctions
K. Les résultats de la fin de cette section donnent des renseignements sur
les groupes Dr et Cr. Soit G le groupe de Galois de K*/K, il contient un
sous-groupe distingué H tel que le quotient G/H s’identifie & & le groupe de
Galois absolu de k. La représentation continue de G dans Aut(X (7)) induit
une représentation continue

0: 6 — Aut (X(1)7™). (3.80)

Soit gr = &/ Ker(o) et dr = [gr]. Ainsi le corps fini & ¢2” éléments est le
corps des constantes minimal d’une extension galoisienne L/K déployant T

Pour tout G-module M, on note Ng la norme sur M, i.e. le morphisme
qui & m € M associe I’élément de M ¢

= Z gm. (3.81)

geG

Lemme 3.19
L’image de NgT(Ap) par degy est dp (X(T) G)v.

Démonstration : Soit
¢ €T(AL) =Hom(X(T),G,.(AL)). (3.82)

Le morphisme degy(Ng@) envoie m € X(T)¢ sur

deg <H<g¢>< ) = degy (Hg d(g~" m) ) (3.83)

geG geG
= degg (H g- (¢(M))> (3.84)

geG
= [ degL (H ) (3.85)
= dr degL(¢<m))- (3.86)

La troisiéme égalité provient de la formule (3.6), compte tenu du fait qu’on a

dr = dp/dg. Ainsi I'image de NoT(A ) par degy est incluse dans d (X(T)¢)".

Montrons a présent que la fleche
Q\V
degr : NeT(AL) — dr (X(T) ) (3.87)
est surjective.
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Soit ¢ un élément de dr (X(T)G)V. On peut construire un morphisme
¢ € Hom(X (T)¢, Gn(AL)) (3.88)
tel que pour m € X(T) on ait

Vm e X(T)C, deg,(p(m)) = wg:). (3.89)

Soit en effet ¢t € G,,,(AL) un idéle tel que deg; (¢) = 1 Choisissons en outre
une base de X (T)¢ (my,...,m,) . Pouri=1,...,7r, (m;) s’écrit dr n; avec
n; € Z. On pose alors ¢(m;) = t".

Comme X (T)¢ est en tant que Z-module un facteur direct de X (7), un
tel morphisme ¢ s’étend en un morphisme

¢ € Hom(X(T), G,,(AL)). (3.90)
On vérifie que pour un tel ¢, on a, compte tenu de (3.89), deg,(Ng ¢) = 9.
O
Corollaire 3.20
Dy contient dp (X (T)%)".
Corollaire 3.21
Si k est algébriquement clos dans L, on a Cr = 0.
Démonstration : En effet dans ce cas on a dpr = 1. ]

3.4 Groupe de classes

Rappelons que pour tout corps global K, C'x désigne le groupe des classes
d’ideles de K.

On considére un tore algébrique défini sur corps global K, déployé par
une extension finie galoisienne L de groupe G.

Le groupe

T(Cp) % Hom(X (T),C}) (3.1)

est isomorphe & T(AL)/T(L). Il est par ailleurs muni naturellement d’une
action de GG. Nous posons

T(Cx) = Homg(X(T),Cr) = T(Cp)C. (3.2)

Cette définition est indépendante du choix de ’extension déployant 7.
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Notons que la suite exacte longue de cohomologie associée a la suite exacte
de G-modules

00— X(T)v ®G,(L) — X(T)v ®RGn(AL) — X(T)v ®CL, — 0 (3.3)
fournit la suite exacte

0 — T(K) — T(Ag) — T(Cx) — H (G, T(L)) — H*(G,T(AL))

(3.4)
et donc la suite exacte
0 —T(Ag)/T(K) — T(Cg) — 11(T) — 0, (3.5)
ou I(T) est le groupe de Tate-Shafarevich de T, défini par
W(T) = Ker (H'(G,T(L)) — H'(G,T(Av)) (36)

cette définition ne dépendant pas du choix de ’extension déployant T
Ainsi le groupe T'(Ak)/T(K) s’injecte dans T'(Ck) mais ne lui est en
général pas égal (pour un exemple avec III(T") # 0 cf. par exemple [CTSa,
p.224, §G.]).
Un cas important d’égalité se produit quand 7" est la restriction a la Weil
de Ky a K de G,,, pour K, extension séparable de K. Dans ce cas, T(Ck)
s’identifie a C'k,. En effet, on a alors, par le théoréme de Hilbert 90,

Cr, = C MK, (3.7)
Bien entendu I’isomorphisme
T(Cx) — T(Ag)/T(K) (3.8)

est encore valable si T est quasi-déployé.

3.5 La dualité de Nakayama

3.5.1 Les groupes de cohomologie a la Tate

Nous effectuons quelques rappels sur les propriétés des groupes de co-
homologie a la Tate, renvoyant a [Sel, Chapitre VIII| pour plus de détails.
Soit G un groupe fini. Pour tout n € Z, on peut définir sur la catégorie des
G-modules un foncteur H"(G, .), a valeurs dans la catégorie des Z-modules,
vérifiant entre autres les propriétés suivantes :

— Pour n > 1, ce foncteur coincide avec le foncteur classique H"(G, . ), n-

éme foncteur dérivé droit du foncteur «points fixes sous G» : M — M@,
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— Si M est un G-module et

Ng : m— Zg.m (3.1)

est la norme, on a H(G, M) =M% /Ng M.
- Si
0— M —M-—M—0 (3.2)

est une suite exacte de G-modules, on a une suite exacte longue
— BN G, M"Y = HY(G, M) — H™(G, M) (3.3)
—s H™(G, M") > H"™Y(G, M) — H" (G, M) ... (3.4)

Pour tout n € Z, PAI”(G, M) est tué par la multiplication par [G].

— Si M est de type fini, pour tout n € Z, ﬁ”(G, M) est fini.

— Si M et M’ sont des G-modules et m et n sont dans Z, il existe une
application Z-bilinéaire

H™G,M)® H"(G,M') — H™"(G,M @ M'). (3.5)

fonctorielle en M et M.
— Pour tout G-module M, le morphisme naturel de G-module

MeM —1Z (3.6)

induit par fonctorialité un morphisme trace

G, Mo MY) — H(G,Z) > 7/ [G]. (3.7)
En composant 'application bilinéaire (3.5) pour M’ = MY = Hom(M, Z)
et n = —n avec la trace, on obtient une dualité parfaite
H™™(G, M) @ H(G,M") — Z] [G] (3.8)

qui permet en particulier d’identifier }AI*”(G, M) au dual Hom (ﬁ”(G, MY), Q/Z)

de }AI"(G, MY (qui coincide avec son dual topologique si ar (G, MY)
est fini), et inversement.
Dans toute la suite, pour tout n € Z, nous noterons H"(G, M) le groupe
H "(G, M), sauf dans le cas ou n vaut explicitement 0, ot nous conserverons
la notation H(G, M) pour éviter toute confusion.
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3.5.2 Enoncé de la dualité de Nakayama

Soit K un corps global et T" un tore algébrique sur K, déployé par une
extension galoisienne L de groupe (. La dualité de Nakayama donne un
moyen simple de calculer la cohomologie du G-module T'(Cp). Le résultat
suivant est une conséquence de [Na, Theorem 3|. La théorie du corps de
classes permet de définir un générateur canonique a du groupe H?*(G,Cp),
appelé classe fondamentale (cf. [HoNa, p.359]).

Théoréme 3.22 (Nakayama)
Le cup-produit par « induit pour tout n € Z un isomorphisme

H" (G, X(T)") = H"™(G,T(Cy)). (3.9)

En particulier les groupes de cohomologie H"(G, T (C)) sont finis pour tout n.

Rappelons que pour tout n le groupe fini H" (G, X(T")Y) s’identifie canoni-
quement au dual Hom(H (G, X(T)),Q/Z) = H (G, X(T))* du groupe
fini H (G, X(T)).

3.6 Cocompacité

Soit K un corps global. Nous notons CL = G,,(Ag)!/G,,(K). Cest
un groupe compact par [Wel, IV§4, Theorem 6]. Soit & présent 7" un tore
algébrique sur K déployé par une extension galoisienne finie L de groupe G.
Posons

T (Ck)" = Homg(X(T),Ch), (3.1)
ce qui ne dépend pas du choix de I’extension L déployant K.

Lemme 3.23
Le groupe H' (G, T(C1)') est fini.

Démonstration : Dans le cas fonctionnel, on considére la suite exacte

0— X(T)V®CL — X(T) @ Oy 2% x(T) — 0. (3.2)

La suite exacte de cohomologie sous G associée fournit la suite exacte
T(Cx) — (X(T))¢ — H'(G,T(C})) — HYG,T(Cp)).  (3.3)
Par dualité de Nakayama, H! (G, T(CL)) est fini et la fléche

T(Cx) — (X(T)") (3.4)
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n’est autre que la factorisation de degs; par T(Ck), son conoyau est donc
fini.
Dans le cas arithmétique, on utilise la suite exacte

0— X(T) & CL — X(T) @ Cp, X X(T), — 0 (3.5)

et un argument strictement similaire (ici degy ;, est d’ailleurs surjectif d’aprés
le corollaire 3.14). O

Proposition 3.24
1. Le quotient T(Ag)'/T(K) est compact.

2. Dans le cas arithmétique, T(Ax)/K(T).T(K).T(Ak)p. .. est fini.
3. Dans le cas fonctionnel, T(Ag)'/K(T).T(K) est fini.

Démonstration : Le point 1 est un cas particulier de [Oe, IV.1.3.], ou il
est montré plus généralement pour un groupe résoluble. Nous donnons une
preuve de ce résultat pour un tore algébrique.

Si T est quasi-déployé, le résultat découle immédiatemment de la com-
pacité de G,,(A)'/G,,(L) pour tout corps global L.

Par ailleurs, si 1" est quasi-déployé. on a un isomorphisme

T (Cx)' = T(AK)'/T(K) (3.6)

En effet, il suffit de le montrer pour T' = Resg,/x G, ot Ky est une extension
de K contenue dans L. Or, par le théoréme de Hilbert 90, on a

() S — o (3.7)

Ainsi, si T est quasi-déployé, T' (C’K)1 est un compact.
Pour T' quelconque, d’aprés le lemme 3.3, il existe une suite exacte de
G-modules
0—-X(T)—P—Q—0. (3.8)

ou P et @ libres de rang fini en tant que Z-modules, et P est un G-module
de permutation. Notons Tp (respectivement Tp) le K-tore de module de
caractére P (respectivement ()).

On a le diagramme commutatif suivant

TP(AK)l/TP(K) —T(Ag)"/T(K) (3.9)
Tp (Ck)' T (Ck)'
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d’aprés lequel il suffit, pour montrer la compacité de T(Ag)'/T(K), de mon-
trer que la fleche Tp (Cx)' — T (Ck)" est de conoyau fini.
Or la suite exacte
0— Q" — P — X(T)" —0 (3.10)
fournit la suite exacte
Tp (Cx)' — T (Cx)' — H' (G, To(Cr)"). (3.11)

D’aprés le lemme 3.23, H' (G, To(Cr)") est fini, d’ou le résultat.

Montrons le point 2, qui, dans le cas ou 7' = G,,, est le théoréme de
finitude du nombre de classes d’idéaux d’un corps de nombres. D’aprés le
lemme 3.13, on a

T(Ak) =T(Ag)" T(Ak)p,.. (3.12)
et il suffit donc de montrer que le quotient,
T(Ax)'/K(T).T(K).T(Ag)p, . (3.13)

est fini. Mais ce dernier groupe est discret, et compact car T(Ag)'/T(K) est
compact d’aprés le point 1.

Montrons & présent le point 3. De fac;on semblable au point 2, il peut
se déduire du point 1 : la compacité de T(Ag)'/T(K) entraine celle de
T(Ak)'/K(T).T(K), et donc la finitude de ce dernier groupe dans le cas
fonctionnel car il est alors également discret.

Cependant le point 3 peut se retrouver directement, en remarquant qu’on

(T(AL))E =T(Ag)", (3.14)
d’oll une injection

T(Ak)'/ (K(Tp).T(L)C — (T(AL)' /K(Tp).T(L)) “

(3.15)

dim(T

Or T(Ap)'/K(Ty,).T(L) n’est autre que (Pic’(Cy)) ). Cest donc un groupe

fini. On en déduit que le groupe
T(Ax)'/ (K(T,).T(L)° (316)
est fini.

Par ailleurs, K(77,) N T'(L) s’identifie & un produit de dim(7") copies du
groupe des fonctions réguliéres inversibles sur la courbe projective Cy,, et est
donc fini. Tl en en donc de méme pour H'! (G, K(T,) N T(L)). Maintenant la
suite exacte

0 — K(T).T(K) — (K(T).T(L))¢ — H"(G,K(T,)NT(L)) (3.17)

(K)
montre que K(7').T(K) est d’indice fini dans (K(T},).T(L))“, d’ot la finitude
de T(Ag)Y/K(T).T(K). O
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3.7 Reésultats locaux

Lemme 3.25 (Ono)

Soit v une place finie de K. Soit 1 — T" — T" — T — 1 une suite exacte de
tores algébriques sur K. Soit L une extension galoisienne finie déployant T,
T" et T”. Si v est non ramifiée dans L/K, le morphisme

T(0,) — T(0,) (3.1)

est surjectif.

Démonstration : La preuve figure dans [Onl, Lemma 4.2.1], nous la rap-
pelons. Soit V une place de L au-dessus de v, et G, le groupe de décomposition
de V. On a

T(O,) = Homg, (X (7)), Oé), (3.2)
T'(0,) = Homg, (X (T"), 03) (3.3)

et une suite exacte
T'(0,) — T(0,) — HYG,, X (T")" @ O}). (3.4)

Or, comme v est non ramifiée, Oy, est cohomologiquement trivial, et
comme X (T")" est sans torsion, d’aprés [Sel, IX, § 5, Corollaire], X (T")" ®
O3 est encore cohomologiquement trivial, d’ott le résultat. O

Soit T un tore algébrique défini sur un corps global K, déployé par une
extension finie galoisienne L de groupe de Galois G. On suppose donnée une
suite exacte de G-modules

0—>X(T)—7>P—>Q%O (3.5)

ot P et @) sont des Z-modules libres de rang fini, et P est un G-module
de permutation. Le but de ce qui suit est de préciser le comportement du
degré local vis-a-vis de cette suite exacte. Comme conséquence, on obtient la
finitude du conoyau du degré local.

Choisissons une base G-stable (n;);e; du G-module de permutation P,
dont on note (n;);es la base duale. Pour 7 € I /G, choisissons en outre un
élément n; de orbite 7. Soit G son stabilisateur. Ces choix permettent d’i-

dentifier P (et PV) au G-module de permutation @ Z[G/G;]. Si on désigne
€el/G

par K; le corps LO7, cette identification iduit un isomorphisme

Tp AN H ReSK;,K Gm (36)
€el/G
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Soit v une place finie de K, V une place de L divisant v et (G, son groupe
de décomposition. Rappelons qu’on note encore V la valuation normalisée
représentant V.

L’isomorphisme (3.6) induit au niveau des K,-points un isomorphisme

Tp(K,) = [] GuKioK) =[] ] Gu(Kw) (37
€el/G 1€l /G wePK,
wlv

Pour 7 € /G, considérons 'application

G/G; — {w € Pk, v|w}

3.8
g N g_l-v|K~,~ ( )

Ce n’est autre que le passage au quotient par ’action de G, d’olt une cor-
respondance entre 7/G, et les places de K; au-dessus de v.

Pour j € 7/G,, nous notons w, la place de K; au-dessus de v donnée par
cette correspondance. On choisit en outre n; un élément quelconque de j.

On pose alors
= >, 7Y, (3.9)
neGy.n;

de sorte que 7; est un élément de (X (T)")C".

Pour7 € I/G et j € 7/G,, on identifie, via I'isomorphisme (3.7), Gy, (K., )
a un sous-groupe de Tp(K,). Soit m,, une uniformisante de K, et e; I'indice
de ramification de w; dans L.

Lemme 3.26
On a la relation

degT,L,v [%(ij)] = €5 Tj. (3.10)

Démonstration : Le morphisme ~ et la décomposition

PSP P o zZn (3.11)

€Gyn;
TEl/Gi€T)Gy T

induisent des morphismes de G,-module

X(T)l @ 7n (3.12)

neGy.n;

qui a leur tour induisent par dualité des morphismes de K ,-tores

RGSij/KU G’m — T (313)
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Pour tout j, ce dernier morphisme induit au niveau des K, ,-points un mor-
phisme
Resij/Kv Gn(Ky) = Gp(Ky,) — T(K,) (3.14)

qui n’est autre que la restriction de v, a Gm(ij).
Il peut donc se décrire comme le morphisme

Homg, ( o Zn, L§) X Homg, (X (T), LY). (3.15)

neGy.n;

On calcule alors v,(m,,) en utilisant la description (3.15).
Via l'identification

G, (K,,) = Homg,( & Zn,Ly) (3.16)

neGy.n;

I'élément m,,, de Gm(Kw].) correspond au morphisme qui envoie n; sur m,,

Son image par 7, est donc 'élément de Homg, (X (7'), Ly) donné par

m— [ ()™ ", (3.17)

nEGv.nj

ou pour n € G,.n; on note g, un élément de G, tel que n = g,.n;.
On en déduit que degyp ; y(7o(my,;)) est Pélément de (X(T)V)C qui a
m € X(T) associe

Ym0 Vigama,) = Y (m,y () Vim,)  (3.18)

neGy.n; neGy.n;
= <m, & Y vv<nv>> (3.19)
neGy.n;
=(m, e; ;) (3.20)
d’ou le résultat. O

Comme conséquence du lemme 3.26, on obtient le résultat suivant, qui
est signalé a la page 449 de [Dr].

Proposition 3.27
Le morphisme

degy v + T(K,) — (X(T)")% (3.21)

est de conoyau fini.
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Remarque 3.28 : Si en outre v n’est pas ramifiée dans L, on a déja vu que
le conoyau est en fait trivial (cf. le lemme 3.9).

Démonstration : Comme Hl(Gv, Q") est fini, la flache (PV)“" — T();
(induite par la restriction de 4 a (PY) “) est de conoyau fini. Cornrne PV
est engendré par les éléments

> onY (3.22)

neGy.n;

pour 7 décrivant /G et j décrivant 7/G,, on voit que le sous-Z-module de
(X(T)V)“" engendré par les 7; pour j € 1/G, et 7 € I/G est d’indice fini
dans (X(T)¥)“". 1l en est donc de méme du sous-Z-module engendré par les
ej 7j. Or, le lemme 3.26 montre que degy  y(7,(Tp(K,))) contient ce dernier
sous-module.

O
Remarque 3.29 : Le raisonnement précédent pourrait permettre en fait de
montrer en une seule fois la proposition 3.27 et le lemme 3.9, en choisissant la
suite exacte (3.5) de sorte que @ soit un G-module flasque (cf. la sous-section
3.8.1). En effet, dans ce cas, la fleche (PY)“" — (X(T)¥)“" est surjective, et
non plus seulement de conoyau fini. Or, si v n’est pas ramifiée dans L, tous
les e; sont égaux a 1, et le raisonnement précédent montre que degy ; y est
surjective. ]

3.8 Résolution flasque d’un tore algébrique et applica-
tions

3.8.1 Rappels et notations

La notion de résolution flasque d’un tore algébrique a été introduite par
Colliot-Théléne et Sansuc dans [CTSal en vue de I’étude de la R-équivalence
sur les tores.

Soit T un tore algébrique défini sur un corps K, déployé par une extension
finie galoisienne L de groupe de Galois GG. Rappelons qu'un G-module M est
dit flasque si pour tout sous-groupe H de G on a H~'(H, M) = 0. Par [CTSa,
lemme 3, page 181] il existe une suite exacte de G-modules

0—X(T)HP—Q—0 (3.1)

ou P et () sont libres de rang fini comme Z-modules, P est de permutation et
@ est flasque (ceci généralise le lemme 3.3). Un telle suite exacte est appelée
une résolution flasque de X (7).
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On fixe pour toute la section 3.8 un tore algébrique 7" défini sur un corps
global K, déployé par une extension finie galoisienne L de groupe de Galois G.
et une résolution flasque (3.1) de X (7). Soit Tp le tore algébrique associé au
G-module P. C’est un tore quasi-déployé. Soit Tt le tore algébrique associé
au G-module Q.

3.8.2 TUn résultat local

On conserve les hypothéses et notations introduites dans la sous-section
3.8.1.

On considére dans cette partie une place finie v de K. On note V une
place de L au-dessus de v et GG, le groupe de décomposition de V.

Proposition 3.30
Si v est non ramifiée dans L/K, le morphisme

Yo : Tp(K,) — T(K,) (3.2)
est surjectif.

Démonstration :  La suite exacte de cohomologie associée a la suite exacte
de G,-modules

1 — To(Ly) — Tp(Ly) — T(Lv) — 1 (3.3)
et le fait que Tp soit déployé, donc que H(G,, Tp(Ly)) soit nul d’aprés

Hilbert 90, montre que le conoyau de , est
HY(G,,To(Ly)) = H(G,,Q" ® L3). (3.4)

La nullité de ce groupe découle de 'application de la dualité de Nakayama
aux corps locaux : celle-ci fournit un isomorphisme

HYG,,Q" @ Ly) — H YG,,Q"). (3.5)
Par ailleurs, v étant non ramifiée, GG, est cyclique, d’ott un isomorphisme
H7Y(G,, Q) — HY(G, Q). (3.6)
Or le groupe HY(G,, Q") est nul car Q est flasque.
O

Corollaire 3.31

On se place dans le cas fonctionnel et on suppose que le tore T est déployé
par une extension L /K non ramifiée. Alors le morphisme Tp(Ag) — T(Ak)
est surjectif.

Démonstration :  Ceci découle de la proposition 3.30 et du lemme 3.25.
O
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3.8.3 Approximation faible

On conserve les hypothéses et notations introduites dans la sous-section
3.8.1.
Soit T'(K) l'adhérence de T(K) dans [[ T(K,) muni de la topologie

VEPK
produit et soit

vEPK
c’est le groupe d’obstruction a 'approximation faible. Il est nul si T" = G,,
et plus généralement si T est quasi-déployé, d’aprés [Ha, p. 334].
Soit p le morphisme T(Ag)/T(K) — A(T) induit par la projection
T(Ag) — A(T).
Pour tout ensemble fini S de places de K contenant les places archimé-
diennes, nous notons

T(Ax)® =T(Ax) () []7(%.). (3.8)
vgS
et g
T =T (O [[7(K.) (39)
ves
(en d’autres termes, T'(K) * est Padhérence de I'imagede T'(K) dans [[T(K,)).
veS

Proposition 3.32
1. On suppose que S contient les places ramifiées dans L/K. On a alors
un scindage

T(K) = (H T(Kv)> « T(K) " (3.10)

vgS

En particulier on a un scindage
TK)NT(Ag) = T(Ax)S x T(K) (3.11)

et les égalités

A(T) = (H T<Kv>) JTK)” = T(AK)/ (TK) N T(Ax)) . (312)

veS

2. La suite
Tp(Ax)/Tp(K) — T(Ag)/T(K) > AT) — 0 (3.13)

est exacte.
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3. Il existe une suite exacte

0 — A(T) — HY(G,Q)* — 1m(T) — 0. (3.14)
En particulier, A(T') est fini et on a
_ [HY(G, Q)]
[A(T)] = ) (3.15)

Remarques 3.33 :
1. Le point 1 est di & Voskresenskii.

2. Dans le cas des corps de nombres, le point 2 est indiqué dans [BaTsl,
Theorem 3.1.1].

3. Le point 3 a été initialement démontré par Voskresenskii en caractéris-
tique zéro et sous une forme légérement différente ([Vo, Thm. 6]). Il est
di sous la forme donnée ici a Colliot-Théléne et Sansuc ([CTSa, Propo-
sition 19 (iB)]). La démonstration qui en est faite ci-dessous reprend, a
des détails de présentation pres, celle des auteurs de [CTSal. Elle figure
dans ce texte d’une part par souci de complétude, d’autre part parce
que les arguments utilisés permettent aussi d’obtenir le point 2.

4. Si on ne suppose plus () flasque dans la suite exacte 3.1, Draxl montre
dans [Dr| que le conoyau du morphisme

Tp(Ag)/Tp(K) — T(Ak)/T(K) (3.16)
est de cardinal (G, Q)
TJL)' (3.17)

Ce résultat permet de retrouver le point 2 & partir du point 3.

Il permet aussi de montrer que les points 2 et 3 ne sont pas nécessaire-
ment vérifiés si on ne suppose plus @) flasque dans la suite exacte 3.1
(contrairement & ce qui est affirmé en haut de la page 3231 de [BaTs4)).

Considérons par exemple le cas ou G est cyclique, et ou la suite exacte
0 — X(T)—P—Q—0 (3.18)
est la suite duale de la suite exacte
0—Ig— Z[G] —Z —0 (3.19)

ou ¢ est 'augmentation ) a, g — > a,.

Comme T est déployé, on a A(T') = 1, et d’apreés le résultat de Draxl le
conoyau de la fleche Tp(Ak)/Tp(K) — T(Ag)/T(K) est de cardinal
(G].
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5. La relation (3.15) nous servira pour le calcul du terme principal de la
fonction zéta des hauteurs dans la section 8.

O

Démonstration :
Comme Tp est quasi-déployé, on a A(Tp) = 0 soit en d’autres termes

[[Tp(K,) = Tr(K). Ceci ajouté au fait que [ [+, est continu pour la topologie
v v
produit montre les inclusions

(m) (H Tpum) . (m) k) CTT. (320)

Or, d’aprés la proposition 3.30, I'image de [[ Tp(K,) par [[y, est [[T(Ky).
vgS v vgS
On en déduit que T'(K) contient [[T(K,), ce qui, compte tenu du fait que
vgS
T(K) est un sous-groupe de [[T(K,), montre I’égalité (3.10). Les égalités

v
(3.11) et (3.12) en découle aussitot.
Pour la suite de la preuve, on considére le diagramme commutatif et exact

0 (3.21)

Tp(Cx) —T(Cx) — H' (G, T4(CL)) —=0

Tp(Ax) —>T(Ax) —2= HY(G, To(AL)) —=0

Tp(K) ——T(K) —— HY (G, Ty(L)) —=0

0 0

La deuxiéme (respectivement troisiéme, respectivement quatriéme) ligne s’ob-
tient & partir de la suite exacte longue de cohomologie tirée de la suite
obtenue en tensorisant le dual de la suite exacte (3.1) avec C, (respective-
ment G,,(A ), respectivement G,,(L)), en prenant les G-invariants, et en
remarquant que :
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— par dualité de Nakayama,
HY(G,P'®CL) — HY(G,P)* (3.22)

et P étant de permutation, H'(G, P) = 0;
~ HYG,Tp(AyL)) et HY(G, Tp(L)) sont nuls; ceci découle du fait que Tp
est quasi-déployé et de Hilbert 90 (si k'/k est une extension finie ga-
loisienne de corps, H!(Gal(k'/k), G,,(k)) = 0; si en outre k est global,
HY(Gal(K'/k), G, (Ap)) = 0).
La premiére (respectivement deuxiéme, respectivement troisiéme) colonne
s’obtient a partir de la suite exacte longue de cohomologie tirée de la suite
obtenue en tensorisant la suite exacte

1 — G,(L) — G,(AL) — Cf (3.23)

par PV (respectivement X(7T)Y), respectivement @V), de la définition de
11(7T) et du fait que Tp étant quasi-déployé, on a 1I(7p) = 0.

Nous allons montrer que le sous-groupe O~ ' (v(H' (G, To(L)) est égal a
T(K) N T(Akg), soit, en d’autre termes, que le groupe A(T) s’identifie au
conoyau de v.

De (3.20) on déduit aussitot I'inclusion

Ker(9) = va, (Tp(Ax)) < TOK) N T(Ax) (3.24)
Du diagramme (3.21) on déduit 1'égalité
O ' (w(HYG, To(L)) = T(K). Ker(9) (3.25)

soit

O (w(HY (G, Ty(L)) C T(K)NT(Ak) (3.26)
Par ailleurs on a vu que 'image de [[Tp(K,) par [[v, était égale a

Or, pour tout v, 7, est ouverte d’aprés [Sa, Proposition 2.7(a)].

Ainsi 'image de [[Tp(K,) par [][7, est ouverte dans [[T(K,).

Mais, d’apres le lemme 3.25, on a

var(Tr(Ak)) = T(Ax)[) <H%> (H%(KU)) : (3.28)
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En particulier, 'image de Tp(A ) par ya, est ouverte dans T(A ) pour
la topologie produit. Or cette image n’est autre que Ker(d). Ainsi le sous-
groupe O~ (v(H' (G, Tp(L)) est ouvert dans T(Ag) (toujours pour la topolo-
gie produit), donc fermé. Comme il contient T'(K), on a

T(K)NT(Ag) C 0 (v(HY(G, Tg(L)) (3.29)
De (3.26) et (3.29) on déduit I’égalité cherchée
0~ (v(H' (G, To(L)) = T(K) NT(Ag) (3-30)

Le fait que le groupe A(T) s’identifie au conoyau de v a deux con-
séquences : d’une part le lemme du serpent et le diagramme commutatif
exact

0 0 (3.31)
Tp(K) T(K) HY(G, To(L)) —0
Tp(Ak) T(Ax) HY(G, To(AL)) —0
Tp(Ax)/Tr(K)  T(Ag)/T(K) A(T)
0 0 0

montrent le point 3.
D’autre part, une chasse au diagramme standard dans (3.21) montre 1’ex-
istence d’une suite exacte

0 — A(T) — HY(G,Ty(CL)) — 1mi(T) — 0. (3.32)

Par dualité de Nakayama, on a un isomorphisme
HY(G, Ty(C1)) = H'(G, Q)" (3.33)
d’ou la suite exacte (3.14). O

Corollaire 3.34
On se place dans le cas fonctionnel et on suppose que le tore T est déployé
par une extension L/K non ramifiée. Alors A(T) est trivial.

Démonstration :  Ceci découle du corollaire 3.31 et du point 2 de la
proposition 3.32. O
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3.8.4 Un invariant des tores algébriques définis sur les corps de
fonctions

On introduit dans cette sous-section un invariant des tores algébriques
définis un corps de fonctions. Cet invariant intervient naturellement dans
le calcul du terme principal de la fonction zéta des hauteurs d’une variétés
torique en caractéristique positive. La question de savoir si cet invariant est
trivial ou non n’est nullement évidente, et a été résolue par Colliot-Théléne
et Suresh. Comme déja indiqué, dans une version précédente de ce texte, il
était affirmé a tort que cet invariant subsistait dans I’expression finale du
terme principal de la fonction zéta des hauteurs des variétés toriques.

On conserve les hypothése et notations introduites dans la sous-section
3.8.1. et on suppose en outre dans cette sous-section que K est un corps de
fonctions, de corps des constantes k. De la résolution flasque (3.1) on tire au
niveau des espaces adéliques la suite exacte

0 — To(Ag) — Tp(Ax) — T(Ag). (3.34)

Enfin, en prenant l'image de cette suite exacte par Iapplication deg, (cf.
section 3.3), on obtient un complexe

®TQ e ®TP S @T. (335)

Lemme 3.35
Le conoyau de la fléeche Dy, — Dy est fini, et il ne dépend pas du choix de
la résolution flasque.

Démonstration :  On a le diagramme commutatif suivant

Dr, Do, Dy (3.36)

L |

(@) —(P€)" —(X(1)%)"

oit les fléches verticales sont de conoyau fini. Par ailleurs le quotient P /X (T)¢
s'injecte dans ¢, et est donc sans torsion. Ainsi le morphisme (P G)v —

(X(T) G)V est surjectif, et donc la fleche
Dy, — Dy (3.37)

P

est de conoyau fini.

Montrons que ce conoyau ne dépend pas du choix de la résolution flasque.
En effet soit P, un G-module de permutation, on obtient & partir de (3.1)
une nouvelle résolution flasque

R 0—X(T)—POP — Q&P —0, (3.38)
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qui induit un morphisme 7T x Tp, — T lequel se factorise en
Tp xTp — Tp — T, (3.39)

ou la premiére fléche est la projection naturelle et la deuxiéme le morphisme
induit par (3.1). On a un isomorphisme naturel Dz, p, — Dr, X Dy, et le
morphisme Dy, X Dz, — Dr, induit par la premiére fleche de (3.39) n’est
autre que la projection naturelle. On a donc

Coker(DTprpl — DT) = Coker(DTP — DT) (340)

Par ailleurs si
0— X(T) — P — Q —0. (3.41)

est une autre résolution flasque de X (7'), par [CTSa, lemme 5|, les G-modules
Q et Q' sont isomorphes aprés addition de G-modules de permutation con-
venables. O
On note X le cardinal du conoyau de la fleche Dy, — D.

Proposition 3.36
On a X7 =1 dans les cas suivants :
— T vérifie Papproximation faible (i.e. A(T) =0)
— T est anisotrope,
— T est déployé par une extension dans laquelle k est algébriquement clos.

Démonstration : Rappelons que 'on désigne par L une extension ga-
loisienne finie déployant 7', et que son groupe de Galois est noté G.
Si A(T') =0, le lemme 3.32 montre que le morphisme

Tp(Ag) — T(Ag) (3.42)

est surjectif. Ainsi K = 1.
Si T est anisotrope, X (T)% = 0, donc Dy = 0, d’ou le résultat.
Supposons T' déployé par une extension dans laquelle k est algébriquement
clos. Alors k est encore algébriquement clos dans la cloture galoisienne d’une
telle extension. On peut ainsi supposer que k est algébriquement clos dans
L. D’aprés le corollaire 3.21 on a Cp = 0, i.e.

Dr = (X(1)€)", (3.43)
et de méme
Dy, = (PC)". (3.44)
Mais, comme déja vu dans la preuve du lemme 3.35, la fleche
(P9 — (X(1)%)" (3.45)

54



est surjective, d’out le résultat. O
Remarque 3.37 :  Le cas ou A(T) = 0 se produit en particulier quand 7" est
quasi-déployé. Plus généralement, d’apreés la suite exacte (3.14), il se produit
si HY(G, Q) = 0. D’aprés [CTSa, Corollaire 2| et la dualité de Nakayama, ceci
est vérifié en particulier quand 7" est déployé par une extension métacyclique?
de K. O

Colliot-Théléne et Suresh ont exhibé dans [CTSu| un exemple de tore
algébrique T' ne vérifiant pas KX = 1, que nous décrivons a présent. Soit
G =7Z/2 x Z/2 le groupe de Klein, 7 et o des éléments de G tels que G est
engendré par 7 et o. On note I le noyau de 'augmentation Z[G|] — Z et
Ng 'élément > g de Z[G]. Soit N le sous-G-module de Z[G] défini par

geG

N={neZG), Imelg, on—n=m+71metTn—n=m-+om}
(3.46)
Soit L/K est une extension galoisienne de groupe G et T le tore algébrique
sur K dont le module des caractéres est NV. Alors T s’identifie & un sous-tore
de Resy/x Gy, et T'(K) s’identifie & un sous-groupe de Resy/x G, (K) = L*,
plus précisément

T(K):{yGLX, EI$€LX, NL/K(,I’)::[’ Oyy_lszgj‘ et Tyy_lzajo-aj}_
(3.47)

Théoréme 3.38 (Colliot-Théléne, Suresh)

Soit k un corps fini de caractéristique différente de 2 dans lequel —1 est un
carré et K = k(t) le corps des fractions rationnelles en une indéterminée sur k.
Soit u un élément de k qui n’est pas un carré. Soit L I'extension K (\/ﬂ, \/Z)
C’est une extension galoisienne de K de groupe G. On note o (respective-
ment 7) le générateur du groupe de Galois de K (\/u) /K (respectivement
K (\/f) /K). Soit T le tore algébrique sur K de module de cocaractéres N.
Alors KXt est différent de 1.

La démonstration utilise une résolution flasque explicite de T', et la proposi-
tion suivante, que nous utiliserons a la sous-section 4.2.2 pour montrer que
sur certaines variétés toriques, les hauteurs logarithmique canoniques locales
peuvent ne pas étre a valeurs entiéres.

Proposition 3.39
On conserve les notations du théoréme 3.38.

1. On a Juv't € T(K).

3dont le groupe de Galois est & Sylow cycliques
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2. Soit v la place de K d’uniformisante t, V I'unique place de L divisant
v et GG, son groupe de décomposition. Alors G, = GG, v est ramifiée, et
I'indice de ramification est 2.

3. On a
degr,.. v (Vavt) = Ne (3.48)

et
(X(T))" = Z Ng. (3.49)

Démonstration :  Soit i € k tel que i2 = —1. Alors Nr/ki = i* =1.Or
on a

o (\/ﬂ\/i) (\/a\/;) R (\/a\/g> (ﬁﬂ) I L (3.50)
et

() (04) =) () 1=
Ainsi, d’aprés (3.47), Juy/t est dans T(K), ce qui montre le premier point.

Le deuxiéme point est immeédiat.
Pour le troisiéme point, on note qu’on a le diagramme commutatif suivant

T(Kv) RGSL/K Gm(KU) = LV (352)
ldegT’L’V \LdegResL/K Gm,L,V
(X(T)V) e Z[G]® = Z Ng

dont les fleches horizontales sont injectives.
Pour tout y € L3, on a

degResL/K Gm,L,V(y) = V(y) NG' (353)
Ainsi
degp 1 v (\/E\/E) = degReSL/K Gm,L,V (\/E\/E) =V (ﬁﬁ) N¢ = Ng.
(3.54)
On en déduit aussitot que (X (7)Y)" = Z Ng. O

Comme le G-module P apparaissant dans (3.1) est de permutation, le
début de la suite exacte longue de cohomologie tirée de (3.1) s’écrit

0— X(T)¢ — PY — Q% — HYG,X(T)) — 0. (3.55)
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L’homologie du complexe
Q%) — (PY) — (x(1)%)" (3.56)

est donc de cardinal [HY(G, X (T))].
Le lemme suivant est utilisé dans le calcul du terme principal de la fonc-
tion zéta des hauteurs dans le cas fonctionnel.

Lemme 3.40
L’homologie du complexe

Dr,

o — ®TP e @T (357)

est de cardinal
[H'(G, X(T))] [€r,] [€r] Xr
[GTP] .

Démonstration : Notons H ce cardinal. On a le diagramme commutatif
suivant

(3.58)

0 0 0 (3.59)

0 0 0

ou les verticales sont exactes et les horizontales sont des complexes, en
d’autres termes on a une suite exacte de complexes. Par ailleurs les com-
plexes sont exacts en : Dr,, (QG)V, (X(T) G)V et Cr. Les caractéristiques

. ) LXK 1
d’Euler-Poincaré de ces complexes sont alors, de haut en bas : 5%, CEEa

et % . Comme on a une suite exacte de complexes, on en déduit la re-
lation } 5 . ©r]
Tp

— =1, 3.60

Xr (G, X(T)] [Ery] (61 (300

d’ou le résultat. O
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3.9 Mesure adélique et nombre de Tamagawa d’un tore
algébrique

Si X est une variété algébrique lisse définie sur un corps global K, on
a déja rappelé qu'une métrisation du faisceau anticanonique de X permet,
pour tout v € Pk, de construire une mesure wx, sur l’espace analytique
X(K,). Rappelons aussi que tout choix d’une section globale w partout non
nulle du faisceau anticanonique en fournit une métrisation par la formule

) |s(z)l,

Ve e X(K,), Vsewy (z), |s]l, w@).’ (3.1)
le choix de la valeur absolue | . |, sur wy'(z) étant arbitraire. Si X = G est un
groupe algébrique et w est de plus choisie G-invariante a gauche, les mesures
locales obtenues sont des mesures de Haar a gauche.

Ono, dans 'article [On2|, définit le nombre de Tamagawa d’un tore algé-
brique défini sur un corps global. Dans [On3], il établit une relation simple
entre ce nombre de Tamagawa et certains invariants de type cohomologique
du tore (cf. le théoréme 3.41 ci-dessous), montrant en particulier la rationalité
du nombre de Tamagawa (chose nullement évidente sur la définition initiale).
Cette relation joue un role important dans l'interprétation du terme principal
des fonctions zéta des hauteurs des variétés toriques, dans le cas arithmétique
comme dans le cas fonctionnel. Cependant, dans le cas des corps de fonctions,
il s’est avéré que la définition du nombre de Tamagawa d’un tore algébrique
donnée dans [On2| était incompatible avec la relation du théoréme 3.41. Par
la suite Oesterlé a montré dans [Oe| qu’en introduisant dans la définition
d’Ono un facteur correctif égal au cardinal du conoyau du degré (ce que nous
avons noté Cr), la relation du théoréme 3.41 devenait correcte. Nous rap-
pelons dans cette section la construction du nombre de Tamagawa d’un tore
algébrique, et le résultat principal de [On3|.

Soit T un tore algébrique de dimension d, défini sur un corps global K.
Soit 27 une d-forme différentielle K-rationnelle T-invariante sur 7" (une telle
forme est uniquement déterminée a multiplication par un élément de K*
prés). Cette forme induit donc pour tout v € Pk une mesure de Haar wr,
sur T'(K,).

On a alors pour presque toute place finie v la relation

| o=z (3:2)

T(Oy)

Posons, si v est finie,

(3.3)



et si v est archimédienne

On aura alors

pour presque tout v.
On peut alors définir une mesure de Haar wr sur T(Ag) en posant

Wr = CK dim(T) H dpty (3.6)

vEPK

(cf (2.10) pour la définition de ¢k gim(r))-

Si la forme Qp est changée en A\Qp, ot A € K*, du, est changée en
|Al, i, pour tout v. Ainsi, par la formule du produit, wy ne dépend pas du
choix de la forme Q7.

Notons qu’en particulier

/ Wr = CK,dim(T) H / dpu, (3.7)

K(T) Y T(0y)

est non nul.

A partir de wp, on construit une mesure de Haar sur T(Ag)'/T(K) de
la maniére suivante.

Dans le cas arithmétique, soit dt la mesure de Lebesgue sur (X (7)),
normalisée par le réseau (X (7)¢)Y. Rappelons que degy induit un isomor-
phisme de groupes topologiques

\

degy : T(Ag)/T(Ag) — (X(T)%)g - (3.8)

Soit wr la mesure quotient sur 7T (Ag)/7T(K) induite par wr, T(K) étant
muni de la mesure discréte. Soit wh la mesure sur T(Ag)!/T(K) définie par
la relation
wr = wy . (degz'), (dt). (3.9)
Dans le cas fonctionnel, comme T'(Ak)! est ouvert dans T(A), la re-
striction de wr a T(Ak)' fournit une mesure de Haar sur T(Af)'. Soit wh
la mesure quotient sur T'(Ag)!/T(K).
On pose, dans le cas arithmétique,

WT) = / wr (3.10)

T(Ag)'/T(K)
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et dans le cas fonctionnel
T) =log(ae) ™) [ u, (3.11)
T(Ag)'/T(K)

(rappelons que T(Ak)!/T(K) est compact).
On pose alors, suivant Ono,

T
7(T) = 3.12
(T) = X)) (3.12)
dans le cas arithmétique et, suivant Oesterlé (|Oe, 1.5.9 et 5.12.]),
m(T) = 1 WD) (3.13)

[€r] ((X(T))

dans le cas fonctionnel. Le nombre 7(T) est appelé nombre de Tamagawa du
tore algébrique T

L’objet de I'article [On3|, corrigé par Oesterlé dans le cas fonctionnel, est
la démonstration du

Théoréme 3.41 (Ono, Oesterlé)
On a la relation

_ [HY(G,X(T))]
™(T) = mT) (3.14)

Ce résultat, comme déja indiqué, sera utile lors de I'interprétation du terme
principal de la fonction zéta des hauteurs.

4 Hauteurs sur une variété torique et fonction
zéta associée

4.1 Géométrie des variétés toriques
4.1.1 Variétés toriques déployées

Nous rappelons la construction des variétés toriques déployées. On renvoie
aux références classiques sur les variétés toriques, comme [Fu| et [Od] pour
plus de détails et la preuve des assertions qui suivent.

Soit M un Z-module libre de rang fini et A un cone de Mg. L’intérieur
relatif de A sera noté intrel (A). Le cone dual de A est noté AV et est défini
par

AN E{ye My, VYred, (y,z)>0} (4.1)
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Le cone A dit polyédral rationnel §’il est engendré par un ensemble fini d’élé-
ments de M. Si A est un cone polyédral rationnel, son dual est encore polyé-
dral rationnel. Le cone A est dit strictement conveze si

An—A={0}. (4.2)

Remarquons que A est strictement convexe si et seulement si AV est d’in-
térieur non vide.

On fixe un corps de base L. Soit M un Z-module libre de rang fini et
T, = Spec(L[M]), c’est-a-dire que T}, est le tore algébrique défini sur L
ayant pour groupe de caractéres M.

Soit o un cone polyédral rationnel strictement convexe de M. A un tel
cone est associé une variété affine normale définie sur L

X, = Spec(L[c" N M)), (4.3)

munie naturellement d’une action de 77..

Un éventail de MY est un ensemble fini ¥ de cones polyédraux rationnels
strictement convexes de Mg, vérifiant les conditions suivantes :

— toute face d’un cone de X est un cone de X;

— l'intersection de deux cones de X est une face de chacun des deux cones.

Si o et o sont deux cones de X, les inclusions 0 No’ Coet o No’ C o’
induisent des immersions ouvertes X,no 1, — Xo 1 €t Xonor — Xov 1, qui
sont compatibles avec les actions de T7,. Ceci donne un procédé de recollement
des variétés X, pour o décrivant les cones de X, lequel procédé est com-
patible aux actions de 77, et permet de construire une variété normale Xy, z,
munie d’une action de T}, : c’est la variété torique (définie sur L) associée a
I’éventail .

Un éventail X est dit non dégénéré si ses cones ne sont pas inclus dans un
sous-espace strict de Mg.

Un éventail > est dit régulier si tout cone de X est engendré par une
partie d’'une Z-base de MY, et complet si les cones de ¥ recouvrent Mg. Un
éventail ¥ est régulier (respectivement complet) si et seulement si la variété
Xy, est lisse (respectivement compléte).

Un éventail ¥ est dit projectif si la variété Xy ;, est projective.

Les rayons de ¥ sont les cones de ¥ de dimension 1. On note (1) 'ensem-
ble des rayons de X. Pour @ € (1), on note p, ’élément de MY qui engendre
le monoide a N MVY. Pour tout cone o de ¥ nous notons

o(1)={a e X(1),a C o} (4.4)
(ainsi {0}(1) = @).
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L’application qui & un élément o de (1) associe ’adhérence dans Xy, 1,
de la Tp-orbite fermée de X, ; définit une bijection de (1) sur '’ensemble
des diviseurs irréductibles de Xy ; contenu dans le bord Xy 1 \ 7. Pour
tout rayon «, on note D, le diviseur irréductible ainsi associé a «; c’est un
diviseur T -invariant. On note Py le Z-module libre de base (Dg)acxq);: ce
n’est autre que le groupe des diviseurs de Weil 77 -invariants sur Xy j.

On note également PL(X) le groupe des applications >-linéaires par morceaux
sur MV, c’est-a-dire les applications ¢ : MY — Z telles que la restriction de
© & o N MY est linéaire pour tout cone o de .

On suppose a présent > régulier et non dégénéré. L’application

p— > ¢(pa) Da (4.5)
)

aed(1

est alors un isomorphisme de groupes qui permet d’identifier PL(X) a Ps.
Par la suite nous utiliserons souvent cette identification.

Comme le groupe de Picard de T}, est trivial, ’application qui & un élé-
ment de Py associe sa classe dans Pic(Xy 1), induit une suite exacte

0— L[TL]X/LX S PZ S PiC(XgLL) — O, (46)

ou la fleche L[T}|*/L* — Ps est induite par I'application qui a une fonction
rationnelle associe son diviseur. D’aprés le lemme de Rosenlicht, L[Ty]*/L*
est isomorphe au groupe des caractéres de Ty, c’est-a-dire M, d’ou la suite
exacte

0 — M - Py — Pic(Xy,) — 0. (4.7)

Pour m € M, on a

y(m)= Y (m, pa) Da: (4.8)

aeX(1)

En outre Pic(Xy 1) est un Z-module libre de rang fini.
On a le résultat suivant :

Proposition 4.1
La classe dans Pic(Xy 1) du faisceau anticanonique de Xy, j, coincide avec la

classe du diviseur Y. D,.
a€eX(1)

4.1.2 Variétés toriques non déployées

Nous rappelons a présent la construction des variétés toriques non néces-
sairement, déployées. On se limitera au cas des variétés toriques projectives
et lisses. On se donne un tore algébrique 7" défini sur un corps K. Soit L/K
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une extension finie galoisienne de groupe G déployant T'. Soit ¥ C X (T)%
un éventail projectif et lisse et Xy 1, la variété projective et lisse associée.

On suppose en outre que action de G sur X(7T)g% préserve les cones
de ¥ (on dira alors que ¥ est un G-éventail’). Alors G agit aussi sur le
schéma projectif Xy 1, et on peut donc considérer le quotient de Xy, j, par G.
Ce quotient est une variété Xy définie sur K, qui est une compactification
équivariante projective et lisse de 7" (cf. [Vo, §1]).

Le Z-module Py, est alors muni naturellement d’une action de G, et le
G-module résultant est un G-module de permutation. Par ailleurs, ’action
de G sur les cones de o induit naturellement une action de G sur PL(X) et
I'isomorphisme (4.5) est un isomorphisme de G-modules.

Nous notons 3(1)/G I'ensemble des orbites de (1) sous 'action de G.
Pour chaque a € ¥(1)/G nous choisissons arbitrairement un élément de «,
nous notons p, le générateur de cet élément ainsi que G, le stabilisateur de
Pa; de sorte que le G-ensemble « s’identifie & G/G,. On déduit de ces choix
un isomorphisme

P P Z[G/G.) (4.9)

aEn(1)/G

d’ott un isomorphismes de K-tores

Tpy — H Resy ca /i G- (4.10)
aeX(1)/G

Pour o € 3(1) /G, on notera K, le corps L%, et i, la projection G-équivariante
de Py sur Z[G/G,] induite par I'isomorphisme (4.9). Le morphisme de K-
tores associé est l'injection Resk,/x G, — Tp; induite par I'isomorphisme
(4.10).

Pour a € ¥(1)/G, on note D, = Y Dg. Ainsi (Dy)aex(1)/c est une base

BEa
de PS. On note (DY)aes)/c sa base duale.
La suite exacte de Z-modules libres de rang fini

0 — X(T) - Py — Pic(X5z) — 0 (4.11)

est une suite exacte de G-modules. Il en résulte par dualité une suite exacte
de tores algébriques

0—1Ing — Tp, — T — 0. (4.12)

4On peut montrer qu’un G-éventail projectif et lisse de X (T)y existe toujours, cf.
[CTHaSk].
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Comme Py est un G-module de permutation, on a H'(G, Pg) = 0. Ainsi, en
prenant les G-invariants dans (4.11), on obtient la suite exacte

0 — X(T)Y - P§ — Pic(Xy) — HYG,X(T)) — 0. (4.13)
D’aprés (4.8), on a

Vme X(T)% ~y(m)= > (m, pa)Da. (4.14)
aeX(1)/G

On en déduit qu’on a
Va e X(1)/G, 7Y (DY) = pa- (4.15)
On a en outre le résultat suivant :

Lemme 4.2
Pic(Xx 1) est un G-module flasque.

En d’autres termes, la suite exacte (4.11) est une résolution flasque de X (7).
Démonstration : Dans le cas ou K est de caractéristique zéro, ce résultat
est contenu dans la preuve de la proposition 6 (page 189) de [CTSa|. Le cas
ou K est de caractéristique non nulle en découle. Choisissons en effet un
corps K’ de caractéristique 0 tel qu’il existe une extension galoisienne L/
de K’ de groupe G (rappelons qu'un procédé classique pour construire une
telle extension L'/ K’ est de plonger G dans le groupe symétrique &,, pour n
convenable, et de considérer 'extension Q(T4,...,7,)/Q(oy, ...,0,) ou les
T; sont des indéterminées et les o; les polynomes symétriques élémentaires en
ces indéterminées ; cette extension est galoisienne de groupe &,,, et I’extension
Q(Ty,...,T,)/Q(Ty,...,T,) fournit Pextension cherchée).

Il existe donc un tore algébrique Tp défini sur K’ et déployé par L', et
une compactification lisse et projective Xy, i+ de T, telle que les G-modules
Pic(Xs 1) et Pic(Xx ) sont isomorphe, et d’aprés [CTSal Pic(Xx /) est
flasque.

O

4.2 Hauteurs sur une variété torique
4.2.1 Hauteurs locales

On conserve les objets et notations introduits a la section précédente, et
on suppose désormais que K un corps global.
On a un accouplement naturel

(Vs : PL(Y) x X(T)¥ — Z (4.1)
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linéaire en le premier facteur, et qui prolonge I’accouplement naturel

c’est-a-dire que le diagramme

X(T) x X(T)" Z (4.3)

l'yXId ‘/Id
<7>Z

PL(S) x X (T)

est commutatif.

Soit v une place de K. On va définir un systeme de hauteurs locales en
v. On note V une place de L divisant v et G, le groupe de décomposition
correspondant.

Supposons tout d’abord v finie. Notons e, l'indice de ramification de v
dans I'extension L/K. On définit un «produit d’intersection localy

<JmﬁPuD&Xme—ﬁiZ (4.4)

eU
par la formule
1
<907 t>27v = 6_ <()07 degT,L,V(t)>Z . (45)

On vérifie que cette définition ne dépend ni du choix de V, ni du choix de
'extension L déployant T'. Par linéarité en le premier facteur, on étend (, )y,
en un accouplement

(,)g, : PL(Y)E x T(K,) — C. (4.6)

Lemme 4.3
Le diagramme

< . 7degT,v(')>

X(T)% x T(K,) (4.7)
l/'nyd Id

(Vs
PL(X)% x T(K,) S

€v

est commutatif
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Démonstration :  Soit m € X(T)% et t € T(K,). On a

1
(v(m), s, = — (v(m) , degrv(t)), (4.8)

1
= . <m, degT,L,V(t)> (4.9)

1
= — (m, e, degy,(t)) (4.10)

€y ’

= <m, degT7U(t)>. (4.11)
L’égalité (4.9) vient de la commutativité du diagramme (4.3), et I'égalité
(4.9) du lemme 3.11. O

Supposons a présent v archimédienne. On définit un «produit d’intersec-
tion local»
(,)y, : PL()% xT(K,) — R (4.12)

par la formule

1
(p, s, = Ty K] (@, degrp (1)), - (4.13)

On vérifie que cette définition ne dépend ni du choix de V, ni du choix de
'extension L déployant T'. Par linéarité en le premier facteur, on étend (, )y
en un accouplement

(, )y, : PL(D)E x T(K,) — C. (4.14)
Lemme 4.4
Le diagramme
-, degp ()
X(T) x T, Lot (4.15)
lmd Id
(s
PL(2)% x T(K,) >R
est commutatif.
Démonstration :  Soit m € X(T)¢ et t € T(K,). On a
1
t = — d t 4.16
<7<m)7 >E,v [LV . Ky] <7<m)7 egT,L,V( )>2 ( )
1
= —+—(m, de t 4.17
[LV . Ky] < gT7L,V< )> ( )
1
= — Ly: K, d t 4.1
[LV : Ky] <m7 [ A% v] egTﬂj( )> ( 8)
= <m, degT7v(t)>. (4.19)
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La deuxiéme égalité vient de la commutativité du diagramme (4.3), et la
troisiéme du lemme 3.12. 0

Pour toute place v de K, on définit alors un systéme de hauteurs (expo-
nentielles) locales

PL(X)& x T(K,) — C

Hv : ((p,t) —— exp [log(Qv> <()07 t)Z,v )

(4.20)

Remarque 4.5 : A la présentation preés, le systéme de hauteurs utilisé est le
méme que celui décrit dans [BaTsl, Deﬁnition 2.1.5]. Notons toutefois que
les auteurs de [BaTs1| omettent le facteur - apparaissant dans la définition
(4.5) ce qui, pour les places ramifiées, rend leur définition incorrecte au sens
ol les points 3 et 4 du lemme 4.6 ne sont plus vérifiés. 0

Lemme 4.6
Soit v une place de K, V une place de L divisant v, et G, le groupe de
décomposition correspondant.

1. Pour tout ¢ € PL(X)%, la fonction H,(g,.) est invariante sous I’action
de T(O,).

2. Pour tous 1, py € PL(X)E, on a
Hy(p1 4 ¢a,.) = Holpr, ) Hu(2, ). (4.21)

3. On identifie T(K,) a un sous-groupe de T'(Ly). On a alors pour tout
¢ € PL(X)% et tout t € T(K,)

Hy(p,t) = Hy(sp, )5, (4.22)

4. Soit ¢ € PL(X)Y. 1l existe une unique métrique v-adiques ||.||? sur
Ox () vérifiant

vt e T(K,), Hy(p,t)=([10)|")" (4.23)

ou 1 est la fonction réguliére sur Xy, constante égale a 1 (identifiée a
la section rationnelle canonique du fibré Ox.(y)).

La métrique (||.||7)vep, est une métrique adélique sur le fibré en droites
OXz (90)

Démonstration : (cf. également [BaTsl, Thm 2.1.6]) Les points 1 et 2
découlent immédiatemment de la définition.

67



Pour le point 3, supposons d’abord v finie. D’aprés la commutativité du
diagramme (3.42), on peut écrire, pour t € T(K,) et ¢ € PL(X)%",

log(qv) (¢, degr, v(t)),, = log(qv) (¢, degrp v(t))y (4.24)
[Ly:Kv]

= log (QU . ) <907 degT,L,V(t)>Z (425)

= [Ly: K,] log(q,) (¢, t)s,, - (4.26)

d’otu le résultat.
Supposons a présent v archimédienne. D’aprés la commutativité du dia-
gramme 3.46, on peut écrire pour t € T(K,) et ¢ € PL(X)%,

<§07 degTL,V(t)>2 = <907 degT,L,V(t)>2 (427)
=Ly K e (0 debrun®)s (429
= [Lvi K (e s, (4.20)

d’ou le résultat.

Passons a la démonstration du point 4.

L’unicité de la métrique vient de la densité de T'(K,) dans X5 (K,) et de
la continuité de I'application z — ||s(z)||,, pour toute métrique v-adique
.|, sur Ox, (¢) et toute section locale s de O, ().

D’aprés le lemme 2.10 et la relation (4.22), il suffit de montrer I'existence
de la métrique dans le cas ou le tore T" est déployé.

Comme tout fibré en droites sur Xy, est le quotient de deux fibrés en
droites engendrés par leurs sections, il suffit d’aprés le lemme 2.9 et (4.21) de
montrer ’existence de la métrique pour les ¢ tels que Ox,.(p) est engendré
par ses sections.

On note alors (||.|>")yep, la métrique adélique standard sur O, (¢) (cf.
définition 2.8) et on va montrer

Vo e Pk, VteT(K,), Hyet)= (1| (4.30)

Soit {my, ..., m,} une base de H°(Xy, O(p)) constituée de caractéres de
T (cf. [Fu, Lemma, p. 66]).

Pour n € X(T)Y, Ox.(¢) étant engendré par ses sections, on a alors
d’aprés [Fu, Proposition, p. 68|

o(n) = ,l\/éax (m;, n). (4.31)
Soit d’abord v une place finie de K. Pour t € T(K,), on a

<<,0, degT,K,v(t)>2 = il/([]ax <mi> degT,K,v(t)> = ‘B/gax v(m;(t)) (4.32)

----- r =U,...,7
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soit

, de; v )
Hy(p,2) = a0 "0 _ NMax q2n®) — Max |my(t)]

1=0,...,r 1=0,...,r

(4.33)

Y-
Soit & présent v une place archimédienne. Pour ¢t € T'(K,), on a

p(degy () = Max (m;, degy i, (t)) = Max log|mi(t)|, — (4.34)
soit

Hylp,t) = expl(p, degp e ()y) = Max mi(t)],.  (4.39)

Mais par définition de la métrique adélique standard, on a dans tous les
cas

(LI = Max [mi(1)], (4.36)

d’ou le résultat. O
Remarque 4.7 : Pour tout entier d > 2, notons [d] 'endomorphisme de Xy,
induit par ’endomorphisme ¢ +— t? de T'. Pour tout ¢ € PL(X)%, on a alors
un isomorphisme canonique

[d]"O x4 () = on(@)d- (4.37)

Par ailleurs toute métrique v-adique sur ¢, induit naturellement des métriques
sur [d]*Oxy () et Ox, (¢)? respectivement. La métrique v-adique |[.||? définie
ci-dessus est alors la métrique v-adique canonique sur Ox.(¢), au sens ou
c’est 'unique métrique v-adique sur Oy, (¢) tel que I'isomorphisme 4.37 soit
une isométrie. 0

4.2.2 Remarques sur le cas fonctionnel

Dans le cas fonctionnel, une définition alternative des hauteurs locales
nous sera utile. Soit v une place de K. [’accouplement H, se réécrit

PL(®)& x T(K,) — C

e (p) — gt

(4.38)

Supposons a présent que v vérifie 'hypothése suivante :

Hypothése 4.8
Pour tout ¢ € PL(X) et pour tout t € T(K,), f, (¢, t)s,., est entier
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Pour t € T(K,) on peut alors étendre par linéarité la fonction

PL(X)C¢ — Z

o — fulp, by, (4.39)
en une application
PL(X)¢, — Z®C* =C*
Y o— WLt (440
On obtient finalement un accouplement
6, - PL(Z)gX xT(K,) — C~© (4.41)

(,t) — (o, )

Par ailleurs le morphisme du groupe C vers le groupe C* donné par s — ¢°
induit un morphisme

PL(2)§ — PL(D)S. (4.42)
o — q7 '

et on a
Vo € PL(D)E, VteT(K,), H,(p,t)=8%,(q%,1). (4.43)

L’hypothése 4.8 est vérifiée par exemple si v n’est pas ramifiée. En général,
I’hypothése 4.8 n’est pas toujours vérifiée, comme le montrent le lemme 4.9 ci-
dessous, combiné a la proposition 3.39. Par la suite, pour I’étude de la fonction
zéta des hauteurs, on se placera trés souvent, par souci de simplification, dans
le cas ot I’hypothése 4.8 est vérifiee pour toute place v (ce qui est le cas par
exemple si T est déployé par une extension non ramifiée). On expliquera en
appendice les modifications techniques nécessaires pour adapter le calcul au
cas général.

Lemme 4.9

Soit T un tore algébrique défini sur un corps de fonctions K et L une ex-
tension galoisienne de K de groupe G déployant T'. Soit v une place de K
vérifiant les conditions suivantes :

L. fv =1;
2. v est ramifiée dans L ;
3. G, =G;

4. (X (T)) est de rang 1;
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5. degrpy @ T(K,) — (X(T)V)°" est surjective.

Alors il existe un G-éventail X projectif et lisse de X (T)Y tel que v ne vérifie
pas I’hypothése 4.8.

Démonstration :  Soit m un générateur de (X (7)¥)°". D’apres [CTHaSk]|,
on peut construire un G-éventail > projectif et lisse dont R>qm est I'un des
rayons. Comme R>om N X(T)Y = m et que m est G-invariant, 1’élément
¢ de PL(X) qui envoie m sur 1 et tous les autres rayons sur 0 est dans
PL(X)%. Soit ¢ un élément de T'(K,) vérifiant degy  y(t) = m. Alors on a

p(degrv(t)) = p(m) = 1. Ainsi

oot = o el ol0) = - (4.44)
OJ
4.2.3 Hauteurs globales et fonction zéta des hauteurs
Pour t € T(K) et ¢ € PL(X)& on pose
H(p,t)= ] Hole:t). (4.45)

VEPK

Si  est un élément de PL(X) ¢, d’aprés le point 4 du lemme 4.6 et la défini-
tion (2.8) H(y, .) est la restriction & T'(K') d’une hauteur d’Arakelov associée
au faisceau inversible Ox.. (—y).

On pose alors

Cuie)(5) = > H(p, 1) (4.46)

teT(K)

pour tout s € C tel que la série converge,
Plus généralement, on pose

i) = S Hi-p,1) (4.47)

teT(K)

pour tout ¢ € PL(X)§ tel que la série converge.

4.3 Mesure et nombre de Tamagawa d’une variété torique

On note g 'élément de PL(X) ¢ correspondant au diviseur > aesy/c Da-
D’aprés la proposition 4.1, Ox,, (o) est isomorphe au faisceau anticanonique
de Xy. Ainsi la métrique adélique (]|.||7°) dont provient la hauteur H (o, .)
induit pour tout v une mesure wyy, , sur Xy (k).
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La restriction & T de l'inverse de la section rationnelle canonique de
Ox, (o) est une d-forme différentielle K-rationnelle 7-invariante sur 7". Cette
restriction s’écrit donc a€r, o a € K* et Qp est la forme utilisée dans la
section 3.9 pour la construction des mesures de Haar wr,, sur T'(K,).

D’apres le point 4 du lemme 4.6, on a donc pour tout v € Py

(2 ()72 =lal, Hulwo. ). (4.1)

En vue du calcul du terme principal de la fonction zéta des hauteurs, il faut
comparer les mesures wx,,, et H,(po, . ) wr, sur T(K,). C’est Pobjet de la
proposition 3.4.4. de [BaTsl1|, dont nous rappelons I’énoncé et la démonstra-
tion.

Lemme 4.10 (Batyrev,Tschinkel)
I existe une famille («,) € (R>0)PK avec o, = 1 pour presque tout v et

I] e =1 (4.2)

telle que
VU c PK; ng,v‘T(KU) = Oy Hv(@Ou ) WT,U- (43)

Démonstration : Soient t € T(K,) et U un ouvert de Zariski de T
contenant ¢ tel qu’il existe un K-morphisme étale

f:U— A%, (4.4)
vérifiant (en notant (yi,...,yq) les coordonnées sur A%)
f* (dyl VANRERIVAN dyd) = ﬁil QU, (45)

ol 3 est une fonction réguliére inversible sur U. Ce morphisme induit pour
un ouvert analytique W de U(K,) contenant ¢ et assez petit un isomorphisme
analytique

f:W3f(W)c K% (4.6)
Sur W, la mesure wy, s’exprime alors comme
wrw = 18l (F7), (dyr - .. dya). (4.7)
Par ailleurs, sur W on a
wxsw = 181 (F7), (12 ) 1T dyn- . dya) (4.8)
soit d’apres (4.1)
wxsw =161, (/7). (lel, Holwo. [~ (y))dy: . . dya) (4.9)
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d’otu le résultat. O
Rappelons (cf. section 2.3) que le nombre de Tamagawa de Xy, est alors
par définition

i (X5) = wxe, (Xa(K)) (4.10)

ou

Wiy = Crdim(xs) ((Pic(Xs 1)) ] Lo(1 Pie(Xx ) ™ wxp. (4.11)

vEPK

Lemme 4.11 (Batyrev, Tschinkel)

On a
/ Wxy = / WXy - (412)

T(K)NT(Ak) X5(K)

Démonstration :  C’est la proposition 3.4.5 de [BaTsl]|, énoncée unique-
ment dans le cas arithmétique, mais la preuve marche aussi dans le cas fonc-
tionnel. Nous la rappelons.

Soit Xx(K) * Iadhérence de I'image de Xx(K) dans [] Xu(K,). Rap-

vES

pelons que nous avions noté T'(K) * P'adhérence de I'image de T'(K) dans
[[T(K,). Comme [[T(K,) est ouvert dans [[ Xx(K,), on a

Xo(K) n[[T(K,) = (H T(Kv)> NXo(K)=T(E) (4.13)
veS vES
On a évidemment
Xo(K) € Xo(K)* x [[Xn(K.). (4.14)

vgS

Montrons l'inclusion inverse. Soit Wg un ouvert de Xx(K) S, T un sous-
ensemble fini de P \ S et pour v € T, U, un ouvert de Xx(K,). Il suffit de

montrer que 'ouvert de Xy (K) % x [[ Xs(K,) défini par

v¢S
wEwsx [ Xs(x£,) x [[U. (4.15)
vg SUT veT

rencontre Xy (K).
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Or, pour tout v, d’aprés [PIRa, Lemma 3.2], T'(K,) est dense dans X (K,).
On en déduit que pour v € T, U, rencontre T( ). et que Wg rencontre

[I,cs T(K,). Comme Wy est inclus dans XE(K) Ws rencontre en fait

X)) n[[ 1K) =T(K) . (4.16)

vES

Ainsi W rencontre T(K) ) x [[T(K,). Comme ce dernier ensemble est

vgS
inclus dans Xy (K ) x [[ Xs(K,), WNT(K) ) x [[T(K,) est ouvert dans
vgS vgS
T(K ) x [[T(K,). D’aprés (3.10), ce dernier ensemble coincide avec T'(K).

vgS
On en déduit que W rencontre T'(K).

On a donc montré

Xo(K) = Xs(K) * x [ Xs(k.). (4.17)
v S

Ainsi

/ WXy = / U(?sw” Xz X HWsz; (Xs(Ky))- (4.18)

vgS

X5 (K) Xn(K)®

Comme Xy \ T est un fermé algébrique propre de Xy, I'ensemble (X \
T)(K,) est de mesure nulle pour wy,, , d’aprés [Bki2, 10.1.3 Exemple b) et
10.1.6]. On a donc

/ Wxy = / B wixy X [wox. (T(K)). (4.19)

X5 (K) Xs(K)° vES

Par ailleurs on a

[ ex= | g [un@w) @)

T(K)NT(Ak) TE) ° ves

s s
et il suffit pour conclure de montrer que Xx(K) \ 7T(K) est de mesure
nulle pour ® ) Wo X

Commeng( ) NIIT(K,) =T(K) ", on a
vES
vES veS
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Pour tout v, on a wxy, ,(Xs(K,) \ T(K,)) =0, donc [[ Xs(K,)\ [[T(K.)
veS veS

est de mesure nulle pour ® wxy, ,, d’ott le résultat d’apres (4.21).
vES

0

4.4 Le résultat

Nous sommes a présent en mesure d’énoncer le résultat obtenu par Batyrev
et Tschinkel dans [BaTs2|, ainsi que notre résultat qui en est un analogue dans
le cas fonctionnel.

Théoréme 4.12 (Batyrev, Tschinkel)
Soit K un corps de nombres, L/ K une extension finie galoisienne de groupe
G, et X un G-éventail projectif et lisse. Soit X, la variété torique projective
et lisse, définie sur K, qui lui est associée. C’est une compactification d’un
tore algébrique T'.

Alors la série (y (s o) converge absolument pour s € 7 (R~1) et, pour
un certain € > 0, la fonction

f s (s—1)8Fel=) cp (500) (4.1)
se prolonge en une fonction holomorphe sur le domaine 7 (R~_.), vérifiant
f(1) =a*(Xy) [Hl (G, Pic(XZ,L))} vu (X5) . (4.2)

Nous obtenons pour notre part le théoréme suivant.

Théoréme 4.13

Soit K un corps de fonctions, L/ K une extension finie galoisienne de groupe
G, et ¥ un G-éventail projectif et lisse. Soit X, la variété torique projective
et lisse, définie sur K, qui lui est associée. C’est une compactification d’un
tore algébrique T'.

Alors la série (s o) converge absolument pour s € T (Rsq) et pour
un certain € > 0 se prolonge en une fonction méromorphe sur 7 (R~,_.). Ce
prolongement a un pole d’ordre le rang du groupe de Picard de Xy, en s = 1,
et on a

hm(s — ]_)rg(PiC(XE)) gH (3 ¢0) = O[*(XE) [Hl (G, PiC(XZL))} YH (Xz) . (43)

s—1

Remarques 4.14 :

1. Notre preuve, comme déja indiqué, est fortement inspirée des preuves
de [BaTsl] et [BaTs2|.
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2. Dans le cas arithmétique comme dans le cas fonctionnel, I’ensemble
X5 (K) est bien Zariski dense dans Xy d’aprés [BoSp, Corollary 7.12].

3. Contrairement au cas arithmétique, on ne peut espérer dans le cas
fonctionnel prolonger la fonction s +— (s — 1)8Fe(X=) (4 (s¢y) en
une fonction holomorphe sur un domaine du type 7 (R~;_.). En ef-
fet dans ce cas la fonction zéta des hauteurs a d’autres poles sur la
droite {R(s) = 1}, ne serait-ce que ceux du au fait qu’elle admet des
périodes imaginaires pures. Par exemple, au moins dans le cas o1 la var-
ieté Xy vérifie I'hypothése 4.8 pour toute place v, la fonction (g (s ¢g)

2im a1
est logl(q)—perlodlque.

O

4.5 Stratégie de Batyrev et Tschinkel

Une des idées essentielles de Batyrev et Tschinkel pour étudier la fonction
zéta des hauteurs des variétés toriques est d’appliquer la formule de Pois-
son pour obtenir une représentation intégrale de (y(y). Avant de préciser
ce qui précede, rappelons quelques faits élémentaires d’analyse harmonique
abstraite.

4.5.1 Un peu d’analyse harmonique

On note U le groupe des nombres complexes de module 1. Soit § un

groupe abélien localement compact. Son dual topologique est le groupe topologique,

noté G*, formé de I'ensemble des morphismes continus de G dans U. C’est
encore un groupe abélien localement compact.
Exemples 4.15 : Soit M un Z-module libre de rang fini.

1. Le morphisme qui & m € My associe le caractére
m +— exp (1 (m", m)). (4.1)

est un isomorphisme du groupe topologique Mg sur le groupe topologique
M}, . Par la suite, on identifiera toujours Mj a Mg au moyen de cet
isomorphisme.

2. Le morphisme qui & m" ® z € My} associe
m s 2 (4.2)

est un isomorphisme du groupe topologique My sur le dual topologique
de M. Par la suite, on identifiera toujours M* & My, au moyen de cet
isomorphisme.
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Soit § un groupe abélien localement compact muni d’une mesure de Haar

dg. Soit F' : G — C une fonction de classe L'. Sa transformée de Fourier
par rapport & dg est la fonction FF : §* — C définie par

Vx €5, FF(x)= /F(g)x(g) dyg. (4.3)
g

Il existe alors (cf. [Bkil, Définition 4, p.118 et Théoréme 3, p. 123]) une
unique mesure de Haar dg* sur §* vérifiant la formule d’inversion de Fourier,
c’est-a-dire la propriété suivante : soit F' : G — C une fonction de classe L!
telle que FF est de classe L' sur G*; alors, pour presque tout ¢ de G, on a la
formule

Flo) = [ X9 (FF)00d" () (1.4)
G
La mesure de Haar dg* sera appelée mesure duale de la mesure de Haar dg.
Moyennant Iidentification canonique de (G*)* a G, on a (dg*)" = dg.
Le lemme suivant donne deux exemples standards de mesure duale.

Lemme 4.16
Soit G un groupe topologique abélien localement compact, et dg une mesure
de Haar sur G.

1. On suppose que G est compact, de sorte que G* est discret. Alors dg*

est la mesure de Haar sur G* pour laquelle chaque point a pour masse
1

2. On suppose que § = Ng ott N est un Z-module libre de rang fini et
que dg est la mesure de Lebesgue sur Nr normalisée par le réseau N.

Alors dg* est la mesure de Lebesgue sur Ny normalisée par le réseau
NV, divisée par (27)8W).

Démonstration :  On applique (4.4) en prenant pour F l'indicatrice de G
dans le premier cas, et Papplication (zy,...,x,) — exp (—7(z} + - + 22))
dans le second cas. O

On peut a présent rappeler un énoncé de la formule de Poisson (cf. [Bkil,
Proposition 8, p. 127]).

Théoréme 4.17 (Formule de Poisson)

Soit G un groupe abélien localement compact muni d’'une mesure de Haar dg,
et H un sous-groupe fermé de G muni d’une mesure de Haar dh. Soit dx la
mesure de Haar sur le quotient G/H normalisée par la relation dg = dx dh.

77



On munit le groupe (§/H)" de la mesure de Haar dz* duale de la mesure dz,
et on identifie ce groupe au sous-groupe de G* constitué des caractéres de G
triviaux sur J.

Soit F : § — C une fonction de classe L' et FF sa transformée de
Fourier par rapport a dg. On suppose que FF est L' sur (G/H)".

Alors, pour presque tout g de G, la propriété suivante est vérifiée : la
fonction h +— F(gh) est L' sur 3 et on a la formule

/F(g h)dh = / x(9) FF(x)dz"(x)- (4.5)
I (8/70"
Corollaire 4.18
On conserve les notations et hypothéses du théoréme 4.17. On se donne en
outre un sous-groupe compact X de G, de volume non nul, et on suppose que
la fonction F est K-invariante. Alors la fonction F' est L' sur H et on a la
formule

/ F(h)dh - / FE()dz (). (4.6)

3 (§/%.30"

Remarque 4.19 : Comme X est compact, (§/K.H)" est un sous-groupe
ouvert de (G/H)", et la restriction de dz* a (G/K.H)" est une mesure de
Haar sur (G/XK.H)".

Comme F' est K-invariante, FF'(x) est nulle si x n’est pas trivial sur K.
Ainsi Phypothése que FF est L' sur (/)" équivaut a I'hypothése que FF
est L' sur (G/K.H)" O

Démonstration : D’aprés le théoréme 4.17, comme X est de volume non
nul, il existe un éléement k de X tel que h — F(k.h) est de classe L' sur K
et tel qu’on ait la formule

[ Fenan= [ X @F)0ds 0 (47)
X (8/70"
Comme F' est K-invariante, FF(x) est nulle si y n’est pas trivial sur K. Le
corollaire s’en déduit aussitot. O
4.5.2 Application a la fonction zéta des hauteurs

Pour appliquer ce qui précede a ’étude de la fonction zéta des hauteurs,
on commence par étendre la hauteur en une fonction continue sur 7'(Ak) en
posant pour tout (t,) € T(Ag) et tout ¢ de PL(X)§

H(p,(t,)) = [] Holoto). (4.8)

VEPK
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Ainsi H(¢p, .) est invariante sous Paction de K(T') (ceci sera utile pour an-
nuler beaucoup de transformées de Fourier).

Par la suite, pour tout ¢ de PL(X)&, nous noterons pour alléger I’écriture
H(y) la fonction H (¢, .).

On va appliquer le corollaire 4.18 & § = T'(Ak) muni de la mesure de
Haar wy définie a la section 3.9, H = T'(K), identifié & un sous-groupe discret
de T(Ak) et muni de la mesure discréte, et X = K(7') (notons qu’on a bien

Jwr # 0, cf. la section 3.9).
K(T)

La mesure de Haar sur (T'(Ag)/T(K))* duale de la mesure quotient sur
T(Ak)/T(K), sera notée dy.

Compte tenu du fait que H(—¢) est K(7')-invariante pour tout élément
¢ de PL(X) Y, on déduit immédiatement du corollaire 4.18 le lemme suivant.

Lemme 4.20
Soit ¢ un élément de PL(X) ¢ tel que H(—¢) est L' sur T(Ak). Soit FH(—p)
la transformée de Fourier de H(—y) par rapport a la mesure wy. Supposons
en outre que FH(—y) est L' sur (T(Ag)/K(T).T(K))".

Alors H(—y) est L' sur T(K) et on a la formule

> H(—p,t) = / F H(—¢)(x) dx. (4.9)

teT(K) (T(Ax)/K(T) T(K))"

Remarque 4.21 :  Si H(—p) est intégrable, la fonction FH (—¢) est continue
sur T(Ag)*, et donc sa restriction a (T'(Ag)/T(K))" est intégrable sur tout
compact.

Or, dans le cas fonctionnel, (T'(Ax)/K(T).T(K))" est compact. Ainsi
dans ce cas I'intégrabilité de H(—¢) entraine automatiquement I'intégrabilité
de FH(—yp). O

Le but de la partie suivante est de montrer, via un calcul explicite des
transformées de Fourier locales en presque toutes les places et des estimées
ad hoc aux places restantes, que I’expression sous l'intégrale dans la formule
(4.9) est une fonction méromorphe de ¢ dont on controle les poles.

Les lemmes techniques rappelés dans la partie 6 pour le cas arithmétique
et développés dans la partie 7 dans le cas fonctionnel permettront ensuite
de montrer que l'intégrale elle-méme est une fonction méromorphe dont on
controle le comportement analytique.
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5 Calcul des transformées de Fourier et expres-
sion intégrale de la fonction zéta des hauteurs

5.1 Caractéres du groupe des idéles

Soit E un corps global.
Si v est une place non archimédienne de F, tout caractére de G,,(K,)
trivial sur G,,(O,) est de la forme

T — 2@ (5.1)

ou z est un élément de U.
Si v est une place archimédienne de E, tout caractére de G, (K,) trivial
sur G,,,(0,) est de la forme

T = 6itlog|x\v (52)

ou t est un élément de R.

Soit & présent x un caractére de G,,(Ag). Pour v € Pg on note Y, le ca-
ractére induit sur G,,(E,) via l'injection naturelle de G,,,(E,) dans G,,,(Ag).
Si x est trivial sur K(G,,), il s’écrit

X 1 (2,) — H zV@v) H el v loglewl, (5.3)

UEPEJ UEPE,OO

avec (z,) € UT7 et (t,) € R77. Pour tout v € P ; on adonc 2, = X, (7).

Si x est de plus trivial sur G,,(Ag)!, il s’écrit y’ o degp, oi x’ est un
caractére de G,,(Ag)/G,,(Ag)'. Dans le cas arithmétique, ce dernier groupe
est isomorphe & R et il existe donc un y € R tel que x s’écrit

z — 'Y deen(®) (5.4)

Dans le cas fonctionnel, G,,(Ag)/G,,(Ag)! est isomorphe & Z et il existe
donc un z € U tel que y s’écrit

z — zdeen(@) (5.5)

Revenons plus généralement a un caractére de G,,,(Ag) trivial sur K(G,,).
On définit la fonction L associée :

LE<X7 S) = H

UE'PEJ

1
- XU<7TU> qv_s .

(5.6)

Ce produit eulérien converge absolument pour $(s) > 1.
D’aprés [Wel, VII, §7, Thm 6], on a
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Lemme 5.1
Si x n’est pas trivial sur G,,(Ag)', la fonction s — Lg(s, x) est holomorphe
sur C. Dans le cas fonctionnel, elle s’exprime comme un polynéme en q;°.

Dans le cas fonctionnel on notera Lg(x, .) le polynome vérifiant

Le(X,q;") = Le(x. s). (5.7)

5.2 Caractéres de T(Ay)

Soit T un tore algébrique défini sur un corps global K. Nous reprenons les
notations de la partie 4.1.2, le corps de base étant bien siir le corps global K.
Dans le cas fonctionnel, le corps des constantes de K est désormais supposé
de cardinal q.

Rappelons en particulier qu’on a une suite exacte de G-modules

0 — X(T) - Ps—Pic(Xgz) — 0 (5.1)

et que Pic(Xy ) est un G-module flasque.

Pour x € T'(Ak)*, on note x, le caractére y o ya, ©ina,, de sorte que
Xo est un élément de G,,(Ak,)*.

Le but de ce qui suit est de décrire le morphisme de caractéres

(T(AK)/T(AK)')" — (Try(Ax)/Tp(Ak)") (5.2)
induit par la composition avec ya,, a l'aide des morphisme de caractéres

(T(AK)/T(AK)")" — (Gm(Ak,)/Gm(Ak)")"

2.3
X V7 Xa (5:3)

5.2.1 Cas arithmétique

Commenct ;ons par décrire les caractéres de T(Ag) triviaux sur T(Af)'.
On a un morphisme surjectif

degy : T(Ag) — Hom(X(T)% R) (5.4)
de noyau T(Ak)!, qui induit donc un isomorphisme
degy : T(Ak)/T(Ak)' — Hom (X(T)°, R). (5.5)

Pour tout y € X(T)§, on note x, P'élément de (T'(Ax)/T(Ak)')" qui lui
correspond via 'isomorphisme dual de (5.5) (cf. la convention 4.15). On a
donc

Vi€ T(Ak), xy(t) =exp(i(y, degr(t))). (5.6)
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En particulier, si v est une place de K, on a
vVt e T(Ky), (Xy)o(t) =exp(i (y, degy oir,(1))) (5.7)
= exp(i log(qy) (y, degr,(t))).
On notera aussi y, le réel (p,, y).

Lemme 5.2
Soit y € X (T)§. Soit a € X(1)/G. Alors pour x € G,,(Ag,) on a

(w)q (7) = exp(i (pa, y) degy, (7). (5.9)
Démonstration : On a
(Xv)a (%) = Xy (Vak © a5 (7))

= exp(i (y, degp oVa, © ia,ax (7))

= €xp (Z <y7 TR © laR [degResKa/K Gm (37)] >>

=exp (i (y, TR ©iar [degx, (2)]))

=exp (i (¥, 7r [degk, () Dy]))

= exp (i degg, () (y, pa)) -
Le passage de (5.11) a (5.12) découle du lemme 3.7, et le passage de (5.14) a
(5.15) vient de (4.15). O
5.2.2 Cas fonctionnel

La encore, commenc ;ons par décrire les caractéres de T(A ) triviaux sur
T(Ak)'. On a un morphisme surjectif

de noyau T'(Ag)?!, qui induit donc un isomorphisme
degy : T(Ak)/T(Ag)' — Dy (5.17)

et par dualité un isomorphisme entre (T(Ag)/T(Ak)')" et (DY), Pour
tout z € X(T)g C (Dy)y on note x le caractére de (T'(Ag)/T(Ax)')’
correspondant via cet isomorphisme. On a ainsi

Vi € T(Ag), x=(t) = (z, degp(t)). (5.18)
En particulier, si v est une place de K, on a

Vz e X(T)G, Ve eT(K,), (x2)(z)={z, degT,U>f” : (5.19)
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Nous noterons d, le degré absolu de K,. On a donc [Fg,|] = ¢

outre, d’aprés le lemme 3.15, on a

= I do

aex(1)/G
Rappelons le début de la suite exacte (4.13)
0 — X(T)¢ - PS — Pic(Xy)

qui montre que PS/X(T)¢ est sans torsion.
Ainsi le morphisme dual de ~

()" (P§)" — Hom(X(T), Z)

est surjectif. D’aprés (4.15) ce morphisme envoie D) sur p,.
On obtient un diagramme

ia,AK

Gn(Ak,) —Try(Ak) T(Ak)

degResKa/K Gm L degTPE l deng
iV

Z—— (P§)’ ——~Hom(X (7)€, Z)

Le lemme 3.7 montre que ce diagramme est commutatif.
On note DF. I'image de Dy, par 7 dans Dr.

Lemme 5.3

Soit o € ¥(1)/G.
1. d, pa est dans DY.
2. On a

do  En

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

Vi € Gu(Ak,), VzeX(T)g, (x2),(2) = (2, degg, (¥) do pa) -

Démonstration :  Montrons qu’on a, pour tout x € G,,(Ag,),

7 (degr,, liaa(@)]) = da pa degye, (@),

En effet, on a, par commutativité de (5.23), et le lemme 3.15,

7 (degry, Tinax (@)]) = 7" (32 [de8rny, . (@)])

= (ZX [da deg ., (x)])
= degg (%) dqo pa-
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Le fait que d,p, soit dans DY découle alors de de (5.25) et de lexistence
d’éléments x de G, (Ag,) vérifiant degy (z) = 1.
Toujours par commutativité de (5.23), on a, pour tout =z € G,,(Ax,),
degy (Ya, ©taay (@) =7 (ia [da degp, (SL’)D = dq po degg (x).  (5.29)

Pour z € X(T)§, on a alors

(X2)a (2) = Xz (VA © la,ax (7)) (5.30)
= (2, degp (Yax ©ta,ax (7)) (5.31)

= <z , degy () dq pa> ) (5.32)

]

Remarque 5.4 : La commutativité du diagramme (5.23) et la surjectivité

du morphisme
\Y

7 (PS) — (X(1)9) (5.33)
permettent de retrouver le fait que le conoyau de deg, est fini, c’est-a-dire
de redémontrer la proposition 3.17. On notera que si L a le méme corps des
constantes que K, les d, sont tous égaux a un, degTPZ est surjectif et donc

deg, également, ce qui redémontre le corollaire 3.21. U

5.3 Préliminaires au calcul des transformées de Fourier

Soit v une place finie de K. Nous choisissons une place V de L au-dessus
de v, nous notons G, son groupe de décomposition. On notera encore V la
valuation normalisée de L qui représente V.

Nous notons ¥(1)/G, I'ensemble des orbites de 3(1) sous I'action de G,
et pour a € %(1)/G nous notons «/G, le sous-ensemble de ¥(1)/G, des
orbites incluses dans «. Soit £ %* I’ensemble des cones de ¥ globalement
invariants sous 'action de GG,,, en d’autres termes les cones o dont I’ensemble
des rayons o(1) est stable sous l'action de G,. Pour un cone o € X% nous
notons o(1)/G, ’ensemble des orbites de o(1) sous 'action de G,, et pour
a € ¥(1)/G nous notons «/G, le sous-ensemble de o(1)/G, des orbites
incluses dans a.

Dans toute la suite de cet texte, nous adoptons pour alléger 1’écriture
la convention suivante : si (Xa)aez(l) s est une famille d’objets indexée par
X(1)/G, pour tout g € ¥(1)/G,, Xp désigne X, ot o est 'unique élément
de 3(1)/G contenant 3.

Pour 3 € ¥(1)/G, nous notons g le cardinal de 3 et pj; un générateur
d’un élément quelconque de 3. Si gz € G est tel que pjy = gg.ps, on a donc

lg = Gy : (5.1)
[(95Gs95" N G.)]

84




On pose

8 = Z P, (52)

pEGv.p/B

de sorte que 75 est un élément de (X (7)),
Rappelons que 'on note intrel(o) lintérieur relatif d’un cone o.

Lemme 5.5
Pour tout z élément de (X (T)V)%, il existe un élément o € X tel que

s’écrit
T = Z ng s (5.3)
Bea(1)/G,

ou les ng sont des entiers strictement positifs.
En particulier, (X (T)")% est recouvert par les ensembles

intrel(o) N (X (T)V) %" (5.4)
pour o décrivant X,

Démonstration :  Soit € (X(T)V) . Alors z est dans l'intérieur relatif
d’un unique cone o de X. Par ailleurs, pour tout g € G, * = gz est dans
intérieur relatif du cone go de ¥, et donc go = 0. Ainsi o € X% Le reste
du lemme en découle aisément, compte tenu du fait que ’éventail est régulier.
O

Pour « € 3(1)/G, considérons I'application

G/Gy, — {we€ Pg,, vlw}

5.9
g gil-V|Ka ( )

Ce n’est autre que le passage au quotient par I'action de G,, d’olt une cor-
respondance entre a/G,, et les places de K, au-dessus de v.
Soit 3 € a/G, et wps la place correspondante. Soit gs € G tel que pj; =

98-Pa-
On a
[Ly : K] = [G,)] (5.6)
et
Ly : (Ko)w,] = [95Ga gz’ NG| (5.7)
Ainsi, si v est non ramifiée dans L, on a
(ky @ k] = [G] (5.8)
et
[k\? : k’wﬁ] = [gﬁ Ga ggl N Gv] (59)
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d’ot, en combinant les deux égalités précédentes et la formule (5.1),

I = [k, : ko). (5.10)

wp
Alinsi on a l
Quy = @ (5.11)
Dans le cas fonctionnel (et toujours en supposant v non ramifiée dans L),

on a de plus
Guy = @1 = % T, (5.12)

soit

Jolsg = do fuy- (5.13)
Remarque 5.6 : Bien que nous n’en ayons pas besoin, on peut noter que si

v est ramifiée dans L, en notant e, 'indice de ramification de v dans L et eg
I'indice de ramification de wsz dans L, un calcul similaire montre qu’on a

Iy = E—Z[kwﬁ k). (5.14)

soit dans le cas fonctionnel
Jvepls = ey da fug. (5.15)
O

5.4 Les transformées de Fourier locales

Rappelons que PL(X)& s’identifie canoniquement a (Pg)c, et donc a

C>W/C yia le choix de la base (Da)aex)/c- Nous noterons désormais s ou
(Sa)aex()/c un élément de PL(X)E.

5.4.1 Cas d’une place finie quelconque

Proposition 5.7
Soit v une place finie de K.

1. Pour tout s € T (Rig)/G) la fonction H,(—s, .) est intégrable sur
T(K,).
2. Soit x un élément de (T(Ax)/K(T))*. La fonction

s / Hy(—8, )30 (£) djto(2) (5.1)

T(Kv)

est holomorphe sur 7 <R§(01)/G). On la note f,(x, .)-
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3. Pour tout compact K de RESWG, il existe une constante C' > 0 telle
qu’on ait pour tout x € (T(Ag)/K(T))* et tout s € T (K) la majora-

tion
1fo(x, 8)l < C. (5.2)
Démonstration :  Pour tout s € PL(X)§ on a
[Hy(s, )| = Hy(R(s), .)- (5:3)

Comme la fonction H,(—s, .) est T'(O,)-invariante, elle induit une fonction
sur T(K,)/T(O,), qui sera notée de fagon identique. Pour s € PL(X)& on a

/ (Hy(—s. )] dpa(t) (5.4)

T(Kv)
— / Hy(—R(s), t)dp,(t) (5.5)
T(Ky)

_ /dﬂv S H(-R(s),0). (5.6)

T(O.) teT(Kv)/T(Ov)

Soit 'V une place de L divisant v et G, son groupe de décomposition. Soit
t € T(K,)/T(O,). Alors degy, y(t) est un élément de (X (7). D’aprés le
lemme 5.5 il existe un unique élément o € L tel que degy ; y(t) s'écrit

degy L v(t) = Z ngTp (5.7)
Bea(1)/Gy

ou les ng sont des entiers strictement positifs. On a alors

X Y nglgsp

Hy(—s,t)=q, ‘0o (5.8)

Ainsi, compte tenu du fait que degp v @ T(K,)/T(O,) — (X(T)V)G”
est injectif et du lemme 5.5, on a

1

w X
Z H,(—R(s),t) < Z H Z o pea(1)/Go

teT(Ky)/T(Ov) oexCr fer(1)/Gu (ng)ezl M/

nglsgsg

(5.9)
Le membre de gauche est visiblement fini dés qu’on a R(s,) > 0 pour tout
«. La proposition en découle facilement. O]
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Remarque 5.8 : Pour x € (T(Ak)/K(T))", la démonstration montre que
pour tout s € T (Rzg)/G>, la série

Z X(t) Hv(_sat) (510)

teT(Kyv)/T(Oy)

est absolument convergente et qu'on a

s = | [ | S woHmesy Gy

T(0,) teT(Ky)/T(Oy)
O
5.4.2 Cas arithmétique
Lemme 5.9
On se place dans le cas arithmétique. Soit v une place de K. On a
Vye X(Tg, VteT(K,), (x), () =H,(ivr(y)1). (5.12)

Démonstration :  Soit V une place de L divisant v. Pour y € X (T)§ et
t € T(K,) on a, compte tenu de (5.7), de la définition (4.20) de H, et du
lemme 4.3 (respectivement 4.4) si v est finie (respectivement archimédienne) :

(Xy)o(t) = exp(i log(g,) (y, degr,(t))) (5.13)
= exp(i log(qy) (yr(Y), t)s,) (5.14)
= exp(log(q.) (iR (Y), t)s,) (5.15)
= H,(ivr(y), 1) (5.16)
d’ou le résultat. O
Corollaire 5.10
On a

Vye X(TE, VsePL(X®)Y, vieT(K,),
Hy(s,1) (Xy), (1) = Hy (s +ivr(y), 1) (5.17)
Corollaire 5.11
Soit v une place de K et x un élément de (T'(Ak)/K(T))". Alors on a
Vye X(T)S, VseT (REO(”/G) ,
fox-xy 8) = fo (X, 8 —inr(y)) . (5.18)
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Dans le reste de cette section, on s’intéresse aux propriétés des trans-
formées de Fourier locales aux places archimédiennes. Ces propriétés seront
cruciales pour appliquer la formule de Poisson dans le cas arithmétique.

Soit v € Pk et V une place de L divisant v, de groupe de décompo-
sition G,. D’apreés le lemme 3.13, T(K,)/T(O,) s’identifie naturellement a
(X ().

On note ¢ T’ensemble des cones de X de dimension maximale. Soit
o € X8 . Pour tout j € 0(1)/G,, soit ; le cardinal de j (ainsi [; = 1 ou 2),
p; un générateur d’un élément de j, et

> » (5.19)
PEGy pj

Si «v est I'élément de X(1)/G tel que j C «, la notation s; désigne s,.
La proposition suivante donne les propriétés et estimations nécessaires
pour les transformées de Fourier locales aux places archimédiennes.

Proposition 5.12
Soit v un élément de Pk .

1. Pour tout s € T (R )/G) la fonction H,(—s, .) est intégrable sur
T(K,).
2. Soit x un élément de (T(Ax)/K(T))*. La fonction

- / Ho(— 8, )Xo (@) dpio(2) (5.20)
T(Kv)

est holomorphe sur 7 ( R /G> On la note f,(x, .)-
3. On a, pour tout élément x de (T(Ak)/K(T))",

»(1)/G _ 1
e T (RY): Mvd= 3
JEEEZK ico()/C [Ly:Ky] \77 Pjy Xv
(5.21)
4. Soit ¢ vérifiant 0 < ¢ < 1, K un compact de Rz(ll éG et ||.|| une norme

sur (T(K,)/T(0,))". 1l existe alors une constante C' > 0 telle qu’on
ait, pour tout v de Py o, et tout x € (T(Ax)/K(T))",

L+ > [S(s))]

C jeo(1)/Gh
VseT(K), [folx,8)l </
L+ [[xl] ZG: [T (T+p. xo) +S3(s5)])
0E2imax jEU(l)/GU
(5.22)
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Démonstration : Dans tout ce qui suit, on identifie 7'(K,)/T(O,) a
(X(T))$" et done T(K,)/T(O,)* a X(T)§"

On commence par remarquer la chose suivante. Soit ¢t € T'(K,)/T(O,).
Alors il existe un élément o de $Gv et des réels positifs (¢;);eq(1)/c, tels
qu’on ait

t= Z t]’ Tj. (523)

j€o(1)/Gy

D’aprés (4.13) et (4.20), on a alors, pour tout (s,) € C=

1
Hv (8, t) = exXp m ; (;)/G tj lj Sj (524)
Jjeo v

On a également, pour tout x, € T(K,)/T(O,)*,

o) =exp (i (t, xo)=exp (i Y til (o5, x0) |- (5.25)
jeo(1)/Gy

Pour tout s € C¥W/C on a |H,(s, .)| = H,(R(s), .). Comme la fonction
H,(—s, .) est T(O,)-invariante, elle induit une fonction sur 7'(K,)/T(O,),
qui sera notée de facon identique.

Pour s € C*W/C on a alors

/ H-sOldn(® = [ HRE).0d0 (.20

T(K,)

_ / H,(—R(s), t)dt, (5.27)

T(Kv)/T(Oy)

ot dt est la mesure de Lebesgue sur T(K,)/T(O,) = (X(T)}%)", normalisée
par le réseau (X (T)¥)“"
Comme (X (T)%)“" est recouvert par les éléments de $C% et que l'inter-

section de deux éléments distincts de 3¢ est de mesure de Lebesgue nulle,
on a

H,(—R( = ) / H,( (5.28)
T(K,)/T(Oy) TESTEx

Pour o € X.6v Go,

max?’

Ainsi, si on identifie o & R>O

les (Tj)jeg(l)/gv engendrent o et forment une base de (X (7')V)

/% au moyen de la base (7;), la restriction de
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la mesure dx a o s’identifie & la mesure produit ~®  dz; sur R;(Ol)/G”. On

jea(1)/Gy
a donc
Hy(—R(s), t)dt = ( m) dt 5.29
[rer@na= [ m (. X6n) e a o (529)
R‘;(Ol)/Gv
soit
ST —til; R(s;)
H,( t)dt = / eXp( = ®  di
/ )»£)dt EG: [Ly: K, jco)/Gy
T(Ky)/T(Oy) 0€Xmax RZ(D/Gv

(5.30)
Cette derniére expression est finie dés que $(s;) > 0 pour tout j € o(1)/G,
et tout o € L | c’est-a-dire dés que R(s,) > 0 pour tout o € ¥(1)/G. Elle

vaut alors -
. (5.31)
Z H §R($J)

oex$y, j€o(1)/Gy [Lv Kv]
On en déduit les points 1 et 2.
Montrons le point 3. Soit s € ’T< RV /G> On a

/ Xo() Hy(—8,t)dpu,(t) (5.32)

(k)

_ / olt) Ho(—s, t)dt (5.33)
T(K.)/T(O)

=¥ /Xv(t)Hv(—s,t)dt (5.34)
oexin 7

_ /xv (Ztm) H( S T) dt;  (5.35)

jE€Eo 1)/GU
Uezmax R (1)/Gv

=S / eXp(thlJ-(sﬁij,xv»

®  dt; 5.36
[Ly: K, )jeou)/Gv o (5:36)

Oezmax R (1)/G’U

= 1l — 1 (5.37)

vexGy, s€o(D)/Gu TTvifr] (53 T8 (5 X))

Montrons le point 4. Soit (¢;);cr, une base de (X (7')V)“" et (e)) sa base
duale. Soit s € T <R§(01)/G) et x € (T(Ak)/K(T))". Soit g (respectivement
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h) la fonction de R* dans C donnée par

V() e RY, g(t) = H, <—s, dh e,> , (5.38)
leL
respectivement
V() € R, h(t) = xo (Ztl 61) = exp (iztz (e Xv)) - (5:39)
leL leL
On a ainsi , pour [ € L,
0 :
8_tlh(t) =1 (e, xo) h(t). (5.40)

Pour tout [ vérifiant (e;, x,) # 0 on obtient en intégrant par parties

fols) = / o(t) h(t)dt (5.41)
=7 <ell Xo) / h(t)a% (6)d (>:42)
S ﬁ / h(t)a%g(t)dt. (5.43)

Gy

max

La restriction de g & 0 € X
de (75)je001)/c.,)

g(t) = exp —m Z <Ztl e, T]V> ljs; (5.44)

jea(1)/Gy leL

s'écrit (en notant (7;)jco(1)/c, la base duale

= exp —ﬁzm Z {er, TJ-V> ljs; (5.45)

YeL  jeo(1)/G.

et finalement sur o on a

700 =\ g S e ) s | g(t) (5.46)

j€o(1)/Gy
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On en déduit

l;
e fbos) = S| (e ) ol / h(t)g(t)dt
oexGy. \Jj€o(1)/Gy
soit
v <€lv XU> fv<X7 8)

v lj 1
=X X age] =

cexGy, \J€o(1)/Gu seatycn Tz (55 (pis xo))
(5.48)

En prenant les modules dans (5.37) et (5.48) pour tous les [ tels que (¢;, x,) #
0 et en ajoutant le tout, on obtient aprés une majoration évidente

(1 -+ Z ‘<€l, Xv>‘> |fv(X7 S)|

leL
L 1
% J
<2\t X e grggy)) Mo
oex§yy IEL |jea(1)/Gy icoV)/Gu Ty (85 T 4Pj s Xo
(5.49)
Soit ||.|], la norme sur X (T)&" définie par
Vo e X(T)&, =)l =) e, o). (5.50)
leL

De (5.49), on tire pour tout s € 7 (Rié”“’) et tout x, € T(K,)/T(O,)* la

majoration

3
' > TveKa Si 7y
j€o(1)/Gy

|55+ {pj s Xu))l

1+

2rg(X

1+ IIXUII 2. 1l

€ oexCu _jeo(1)/Gy

| fo(xws 8)] < ¢ (5.51)

L’équivalence des normes sur X (7)%&" montre 'existence d’une constante C}

vérifiant, pour tout s € CW/C,

O Rk R

) Ly : A
j€o(1)/Go j€a(1)/Gy

L.

J

[LV . Kv]

Sj <Cl Z |Sj|.

jeo(1)/Gy

e

(5.52)
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Il existe par ailleurs une constante Cy > 0 telle qu’on ait pour tout s € 7 (K),
pour tout o € X et tout j € o(1)/G,

|sj 44 (pj s xo))| 2 Co(L+[(pj; xu) + 3(s)])- (5.53)
Le point 4 s’en déduit aisément. O
On notera
UE'PK’OO
On pose
XMre= P XD)5" (5.55)
UE'PK,DO

Soit x un élément de (T (Ag)/K(T))*. Pour toute place v de K, x, est
alors un élément de (T(K,)/T(0,))". Si v est archimédienne, on a un iso-
morphisme

degr, : X(T)g" — (T(K,)/T(0,))" (5.56)

Définition 5.13
Le morphisme «type a l'infini» est I'application qui a x € (T(Ag)/K(T))"
associe

déf

« \—1
Yoo 2 ((degi,) " xo) € X(Toe. (5.57)
Soit 3*° D’éventail produit des 3 pour v € Pg o : c’est éventail de
X (T)R,00 dont les cones sont des produits des cones des éventails X% pour

v € Pk . L'ensemble X2 des cones de 3> de dimension maximale est donc
I’ensemble des produits d’éléments de X5 pour v € Pk w.

Corollaire 5.14
Soit e vérifiant 0 < € < 1 et K un compact de R
C > 0 telle qu’on ait

2(1)/G

S1- . Il existe une constante

Vs e T (K), Vxe (T(Ax)/K(T))",
NS DRIRIEH]

C i€a(1)
|foo (s 8)| € —— (5.58)
T Tl 2 [T (05 Tl 3o 560
max jeg(1

Démonstration :  On applique le point 4 de la proposition 5.12 en prenant
pour éventail X*°. O
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5.4.3 Cas fonctionnel

On introduit d’abord quelques définitions.

On rappelle qu’au moyen de la base (Dq)aes1)/ on identifie PS & yARSIS
Ceci permet d’identifier (PS)C a CFW/C e (PEG)CX a (CX) 2/e (donc a
un sous-ensemble de CZ1/G),

Dans toute la suite de ce texte, le terme série formelle désignera un élé-
ment de C[[z,]]aex1)/c et le terme mondme un monome de Cz,]aex(1)/a-
On identifiera un monome a la fonction C*M/¢ — C qu’il induit.

Soit
P= > ap [z (5.59)

(na)eN>M/G

une série formelle. Soit z un élément de (CX) P/ o) que la série définissant

P(z) converge absolument. Si on voit z comme un élément de (Pg ) on a
donc

C><7

P)= > aw]](z D™ (5.60)

(na)eN>M/G

Lemme 5.15
Soit (n,) un élément de N>W/CG - Alors Dapplication qui a z € (Pg) ox =

(Cc) PG ssocie (z, S naDY) s’étend en un unique monéme sur C>W/C

Lemme 5.16
Soit
P = Z Q(ny) HZZO‘ (561)
(ne)eNZ1)/G

G

o~ tel que la série définissant

une série formelle. Alors pour tout z € X (7))
P(vex(z)) converge absolument, on a

Prc<(2) = D> amo [ (2 pa)™ (5.62)
(na)eN=/G

Démonstration :  Compte tenu de (5.60), il suffit de remarquer que pour
a€X(l)/Gona

(vox(2), Dg) = (2, 7" (Dy)) (5.63)
et que, d’aprés (4.15), on a vV (D)) = pq. O

Définition 5.17
Soit M un sous-groupe de (X(T)G)v.
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1. Soit (n,) € N*W/C Le monéme [] 2= est dit M-compatible si
aex(1)/G

7 (Yo naDY) € M, (5.64)

ce qui équivaut d’aprés (4.15) a la condition

on a

> Napa €M (5.65)

2. Une série formelle est dite M-compatible si les mondémes qui apparais-
sent dans son écriture sont M-compatibles.

On a le lemme élémentaire suivant.

Lemme 5.18
Soit M un sous-groupe de (X(T)G)V.

1. Un monoéme f est M-compatible si et seulement s’il existe un élément
m de M vérifiant

Vz € X(T)¢., [(rex(2)) =(z, m) (5.66)

2. Tout produit ou somme de série formelles M -compatibles est M -compatible.

Lemme 5.19
Pour tout a € %(1)/G, le monéme z% est D%-compatible.

Démonstration :  C’est immédiat d’aprés la définition et le fait, donné
par le lemme 5.3, que d, p, est dans DY. O]

Définition 5.20
Le rayon de convergence d’une série formelle P est le plus grand réel positif R

tel que pout tout (z,) € C¥W/C vérifiant Max, |2.| < R, la série définissant
P(z,) est absolument convergente.

Lemme 5.21
Soit v une place de K vérifiant I’hypothése 4.8.

1. On a
Vze X(T)g, VteT(K,), (xz),t) = (vex(2),t). (5.67)

2. Pour tout t € T(K,), la fonction $,(.,t) s’étend en un mondéme qui

est Dp-compatible. Ce monoéme est une constante si et seulement si t
est dans T'(O,).

96



Démonstration :  Pour z € X(T)%,, et t € T(K,), on a, compte tenu du
lemme 3.11 et de la définition (4.41) de $,

(= deap, ()" = [(rex(2) . 115, ] (5.65)
= 9y (vex (2),1). (5.69)

Or, pour z € X(T)§, on a d’aprés (5.19)
(X=)olt) = (2, degg, (1) (5.70)

d’ou la relation (5.67).
Soit t € T(K,). D’aprés le lemme 5.5 il existe un élément o € L% tel
que degr ; y(t) s’écrit

degy , v(t) = Z npTp (5.71)
/660’(1)/Gv

oil les ng sont des entiers strictement positifs. Pour tout élément ¢ de PL(X)¢
(identifié & PS), on a alors

fv <907 t> = % ¥, degT,L,V(t)>Z,U = ? Z ng lﬁ <907 DE> ' (572)

Y Bea(1)/Gy
Ainsi la condition v vérifie I’hypothése 4.8 entraine qu’on a
forgls
VB eo(1)/G,, I eZ. (5.73)

On a alors, d’aprés (5.72) et la définition (4.41) de $,,

Vz € (PZG)CX . H(z,t) = <z, Z mD%> (5.74)

Bea(1)/Gy v

ce qui montre, d’aprés le lemme 5.15, que 9,(.,t) s’étend en un monéme
sur C¥W/Y Comme les ng sont strictement positifs, ce monoéme est une
constante si et seulement si o(1)/G, est vide, c’est-a-dire si et seulement si
degy 1 v(t) est nul, soit encore si et seulement si t € T'(O,).

La relation

V2 e XS, Sulio-(2)t) = (2, fu degr (), (5.75)
le fait que degy,(t) soit dans Dy, et le lemme 5.18 montrent que §,( ., ) est
un mondéme Dp-compatible. O
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Corollaire 5.22
Soit v une place de K vérifiant I’hypothése 4.8. Pour tout t € T(K,), on a

Vze X(T)g, VsePL(X)E Hy(s,t) (xz), (t) = D (yulz)¢°,t)
(5.76)

Proposition 5.23
Soit v une place de K vérifiant I’hypothése 4.8 et x un élément de (T'(Ak)/K(T))".
La série formelle

7(0y) teT(Ko)/T(O0)

a un rayon de convergence supérieur a 1, est Dp-compatible, et vérifie

vse T (REVY), o (va™) = fulxs) (5.78)

Démonstration :  Comme le morphisme degy ;, y induit une injection de
T(K,)/T(0,) dans (X(T)¥) %, T(K,)/T(O,) est un groupe abélien de type
fini, donc un monoide commutatif de type fini. Par ailleurs, pour tout ¢t €
T(K,)/T(O,) et tout n € N, on a

ﬁv('atn) :ﬁv('at)na (579)

et d’aprés le lemme 5.21, 9,(.,t) est une constante si et seulement si ¢ = 0.
Ce qui précéde montre que pour tout entier d il n’existe qu’un nombre fini
de t € T(K,)/T(O,) tel que le monome 9,(.,t) soit de degré total majoré
par d. Ainsi f,(x, .) est bien une série formelle.

Le fait que le rayon de convergence soit supérieur a 1 et la relation (5.78)
viennent de la remarque 5.8 et de (4.43). La Dp-compatibilité découle aussitot
de la Dp-compatibilité des 9,(.,t) (lemme 5.21). O

Lemme 5.24
Soit v une place de K vérifiant ’hypothése 4.8. Soit x un élément de (T (Ak)/K(T))".
Alors on a

Vze X(T)%, VseT (RES”“) ,

fo(Xxz:8) =TFo (X, u(2) ¢ 7%) . (5.80)
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Démonstration :  Par (5.78), le membre de gauche de (5.80) vaut f, (x.xz, ¢ %),
et on a d’aprés (5.77) et (5.67)

fo (X-Xz, 07°%) = /duv > xot) (X)) bu(g 5, t) (5.81)

7(00) tET(Ky)/T(O0)

N /d“” > x®hwlz)e ) (5.82)

7(00) tET(Ky)/T(O0)
= fu (X, w(2) %) (5.83)

O

On considére désormais S un ensemble fini de places de K contenant

toutes les places ramifiées dans L, et tel que toutes les places de S vérifient
I’hypotheése 4.8. On note

K(T)* =[]7(0)) (5.84)

vES

Cs = / (U%@Sdﬂv) . (5.85)

T(K) °nK(T)$

et

Pour t € T(Ak), on note Hs(.,t) le monome défini par

GREE | RERS) (5.86)

veS

Lemme 5.25

Soit S un ensemble fini de places de K contenant toutes les places ramifiées
dans L, et tel que toutes les places de S vérifient I’hypothése 4.8. La série
formelle fg définie par

fs = Cs > 9s(.,1) (5.87)

teT(K) ° /(T s NK(T)S)

a un rayon de convergence supérieur a 1, est DY-compatible et vérifie, pour
tout s € T (Rzg)/G>

[ s (san) 0 =fsGu=a) 68
m S
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Démonstration : Comme T'(K) S/ <T(K) *n K(T)S> s'injecte dans [[7T(

vES
un argument similaire a celui du début de la proposition 5.23 montre que fg

est bien une série formelle.

Pour s € T (Rz(l /@ , la convergence de la série

> 5. (") t) (5.89)

teT(K) °/(T(K) "nK(T)s) ves

se montre en injectant T'(K) S/ (T(K) *n K(T)S> dans [[T(K,)/T(O,),
vES
ce qui permet de majorer (5.89) par

I XY  H(-Re).h), (5.90)

veESLET(Ky)/T(Oy)

qui est un produit de séries convergentes (cf. remarque 5.8).

. . 2(1)/G
On a ainsi, toujours pour s € 7 <R>o )

[ s () o (591)

= Cy > H(—s,t)xx(t) (5.92)

teT(K) S/(T(K) %A K(T)S)

= Cy > H(—s,t) (z, deg,(t)) (5.93)

teT(K) S/(T(K) %A K(T)5)

= Cs >, [[9.0u(z)a ) (5.94)

teT(K) S/(T(K) 5n K(T)S) ves

Pour terminer la démonstration du lemme, il suffit de montrer que pour
teT(K) S, le monéme $Hg( ., t) est DY compatible. Soit donc t = (t,),es €
WS. D’aprés la proposition 3.32, il existe u € T(K) et t' € T(Ak) un
élément de I'image de Tp, (Ak) par ya, tels que t = ut’. Comme deg, est
trivial sur T'(K), on a deg,(t) = degp(t'). Comme ' est dans ya . (Tr.(Ak)),
degr(t') est dans DY. Ainsi degy(t) est dans DJ. Comme on a, pour tout
2 € X(T)G,

9s(z,t) = (2, degr(t)) (5.95)

on voit, d’aprés le lemme 5.18, que $Hg(.,t) est D-compatible. O
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5.4.4 Cas des places non ramifiées

Soit v une place finie de K, V une place de L divisant v et GG, son groupe
de décomposition. Les auteurs de [BaTs1| définissent® alors un polynome a
coefficients entiers @)y, en les [X(1)/G,] indéterminées (Xp) par la
formule

Bex(1)/Gy

X s o(X
/dm) 2. I 1—§<6: 1_?’((16—))(/3)' (5.96)

7(0,) e v fea(l)/Go BER(1)/Chy

Un résultat facile mais important pour les résultats de convergence et de
prolongement de la fonction zéta des hauteurs est (cf. [BaTsl, Proposition
2.2.3])

Proposition 5.26 (Batyrev, Tschinkel)
Le polynome Qs , Xéf — 1 ne contient que des monoémes de degré total

supérieur ou égal a 2.
Désormais nous fixons un sous-ensemble fini S de Px contenant les places
archimédiennes, et les places ramifiées dans L/ K. Le résultat suivant (|[BaTsl,

Theorem 2.2.6]) donne alors une expression explicite des transformées de
Fourier locales aux places v ¢ S.

Théoréme 5.27 (Batyrev, Tschinkel)
Soit v ¢ S une place de K. Soit s € T (R /G> On a pour tout y €

(T(Ax)/K(T))’
/ Ho(—8,0)x0 () dp (1)
)

T(K,

1 —lgs
- . s (Xg (7Tw ) a7’
6621(}/& 1 =Xz (ﬂ-wﬁ) Qv e ’

)662(1)/6'1; '
(5.97)

Démonstration : Nous rappelons la preuve de ce théoréme, donnée dans
[BaTs1]. A I'aide du morphisme degy, ; v, on identifie T'(K,)/T(O,) a (X (T)V) %

°la définition utilisée dans [BaTs1] est en fait légérement différente car on y utilise le
polynéme Qs (X éﬂ ), ceci étant on obtient bien la méme formule pour la transformée de
Fourier locale.
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(cf. proposition 3.27). Comme les fonctions H,(—s, .) et x, sont T(O,) in-
variante, elles induisent des fonctions sur (X (7)), qui seront notées de
facon identique. On a alors

/ H, (5, 1) (8)dpi(t) = / e S H=s,Hx(t) (5.98)
7(K.) 7(00) teT(Ky)/T(Oy)
Le lemme 5.5 permet alors d’écrire

S H(-shu) (5.99)

teT(Ky)/T(Oy)

= > Hy(—s,t) xu() (5.100)

oeXGv teintrel(o)N(T(T) V) Cv

- Z Z H, <_sznﬁ7ﬁ> HXv (75)" . (5.101)

G a(1)/Gu
oceXGv (n5)ez>(0)/

Mais on a

2 >, (—aan TB) [Tx (s (5.102)

Gy o(1)/Gy
oED (n5)€Z>(0)/

=D, > (_S’Z”BTB>HX5 (7ws)™” (5.103)

G
TEETY (ng)

=3 I > @™ xs(m,)™ (5.104)

occxGv Beo(1)/Gy np€Z>o

o(1)/G
e

—lg s
-y I v (Tu) 0" (5.105)
1— (ﬂ ) v*l,BSﬁ
oenG Beo(1)/Gy X8 \Twg ) 4

d’ott le résultat par définition de Qs ,.
L’égalité (5.103) vient du fait que si v n’est pas ramifiée dans L, d’aprés
le lemme 3.26, on a
degT,L,v [% © iﬁw(”wg)] = T3- (5.106)

L’égalité (5.104) vient de ce que par la définition (4.20) de la hauteur locale
et le fait que v est non ramifiée on a

H, | —s, Z ngTs | =exp | log(q) Z ng (¢, 7s)x, | (5.107)
Bea(1)/G Bea(1)/G

=exp | log(qw) Z nglssg | . (5.108)
Beo(1)/Gy
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Lemme 5.28
1. Pour tout o € 3(1)/G, on a
1 1
Tlass H _ PN (5109)
BeayG, LT X8 (Ww) G " wEPK,, 1 = Xa (Tw) ¢
wlv

En particulier, dans le cas fonctionnel, on a

1 1

Bea/Guy 1- Xp (ﬂ-wﬁ) qv_lﬁ " wel;z[a, 1—- Xa (ﬂ-w) q_fw Ao sac”

wlv

(5.110)

2. Dans le cas arithmétique, pour x € (T(Ag)/K(T))" et y € X(T)%, on
a
(XXy)a (M) 0" = Xa () gt W 02, (5.111)

3. Dans le cas fonctionnel, pour y € (T(Ak)/K(T))" et z € X(T)§, on a

(X-Xz2)o (M) T % % = o (m0) (2, do pa) g %5 (5.112)

Démonstration : Le point 1 provient des formules (5.11) et (5.13). Le
point 2 découle du lemme 5.2 et le point 3 du lemme 5.3. O]

Le résultat suivant sera utile lors du calcul du terme principal de la fonc-
tion zéta des hauteurs.

Lemme 5.29
Soit v ¢ S. Alors pour tout s € T (R~g), on a

/ Hy(—s o, ) dpy(t) = Ly(s, Ps) Qs (q;lﬁs (5.113)

T(Kyv)

)5@(1)/@ ’

Démonstration :  Ceci découle aussitot d’une part du théoréme 5.27 et
du lemme 5.28, d’autres part des lemmes 2.5, 2.4 et de la décomposition
(4.9). O

5.5 Propriétés analytiques de la transformée de Fourier
globale

On va déduire des résultats de la section 5.4 que pour tout élément s de
T <R>Z£1)/G), la fonction H(—s, .) est intégrable sur T'(A ), ainsi que des
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renseignements sur le comportement analytiques des transformées de Fourier
globales.

Pour a € 3(1)/G, nous notons S, les places de K, au-dessus des places
de S.

Lemme 5.30
Pour tout s dans T ( (11)/(;) le produit eulérien
2

—lgs
vl;[ng (5), e, (5.1)
est absolument convergent.
Démonstration :  Ceci découle aussitot de la proposition 5.26. 0
Lemme 5.31
Pour tout s € T (Rz(l)/G>, H(—s, .) est intégrable sur T'(Af).

Démonstration :  On a pour tout s € G/
/ |H(—s,t)| wr(t / H(— o) wr(t). (5.2)
T(Ak) T(Ak)
D’aprés la définition (3.6) de wr cette derniére expression vaut
iy ] [ HAl-R(). 0 dult) (5.3)
vEPK T(K,)

D’aprés le théoréme 5.27 et le lemme 5.28, on a donc

/ \H(—s,1)] wr()

T(Ak)

= CK,dim(T) H CKa )) H H

aeX(1)/G a€X(1)/G weSa

H Qs ( ;lﬁﬂ% s8 )662(1 e ;}l;[ / H,( ), t) dpy(t)  (5.4)

vgS

D’aprés la proposition 2.1, le lemme 5.30, le point 1 de la proposition 5.7
et, dans le cas arithmétique, le point 1 de la proposition 5.12, cette derniére
expression est finie dés que R(s) € Rfl(l)/G d’ou I'intégrabilité de H(—s, .)

pour s € 7 (Rffl)/G) O

104



5.5.1 Cas arithmétique

Lemme 5.32
Soit x € (T(Ag)/K(T))*. La fonction

—lgs
S > CK,dim(T) HQEU (Xﬁ(ﬁwﬁ)q ? ﬁ)

oy BeX(1)/Go
H fU(X? H H 11— Xa 7Tw ) (55)
vES\PK, 00 a€X(1)/G weSq

est holomorphe sur 7 < 3(1 /G) On la note f(x, .).

2

Démonstration :  Ceci découle du lemme 5.30 et du point 2 de la propo-

sition 5.7. O
Rappelons qu’on a également noté
UE'PK’OO
Lemme 5.33

foo (X, -) est holomorphe sur T (Rfél)/G> '

Démonstration : D’aprés le point 2 de la proposition 5.12, pour tout
v € Pk la fonction f,(x, .) est holomorphe sur 7° <R>EO(1)/G> : O

Lemme 5.34
Soit x € (T(Ax)/K(T).T(K))". Pour tout s € 7( WG), et tout y €

X(T)$, on a

FH (x-xy, —S)

H LKa Sa =1y, pa) s Xa) | f (X8 —i7R(Y)) [ (X, 8 —iVR(Y)) -

aeX(1

(5.7)

Démonstration : D’aprés la définition (3.6) de wr, on a

/(XXy)(t)H(—Sat)WT(t)ICdeim(T) 11 /(XXy)v(t)Hv(—Sat)dﬂv(t)-
T(Ag) vEPK 1(K,)

(5.8)
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D’aprés le théoréme 5.27, le lemme 5.28 et le corollaire 5.11, le membre de
gauche de (5.8) est donc égal a

CK,dim(T) H LKa Xay Sa — i <y ) pa))
aeX(1)/G

< IT 11— xalma) gzt re)

a€X(1)/G wESq

Ao <Xﬁ(ﬂwﬁ) g ot o vfw>>)

oS BeEX(1)/Go
X va(XaS_i7R<y))7 (59)
veS
d’ou le résultat. O
Lemme 5.35
)/G

Soit K un compact de R . Il existe une constante C' > 0 telle qu’on ait,

pour tout x € (T (AK)/K( )" et tout s € T (K) la majoration
|f(x,8) < C. (5.10)

Démonstration :  Ceci découle immédiatement du point 3 de la proposi-
tion 5.7, de la majoration

_1585) < < _lﬁm(sﬁ)) 511
‘Qz,v (XB (ﬂ-wﬁ) Qv Ben(1)/Cu < Qs @ BES(1)/GCh ( )
et du fait que
*1686)
s v | Qo 5.12
~ H @, <q BEX(1)/G. ( )
vgS
est holomorphe sur Rx(1 /e O
2
5.5.2 Cas fonctionnel
Lemme 5.36
Soit x € (T(Ag)/K(T))*. La série formelle Q(x, .) définie par
fug d
Q(Xa (Zoz)) d:éf CK,dim(T HQZU (Xﬁ 7Tw,5) 25 B) (513)

vgS

1

a un rayon de convergence supérieur a q~ 2

tout s € T <R§(11)/G)

2

, est DY-compatible et vérifie pour

Q(X; ¢°) = crdim(T) H s (Xg () q;lﬁsﬁ> : (5.14)

vgS
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Démonstration : Pour v ¢ S, € ¥(1)/G, et s € C, on a
—lgs _s\ fwsd
" = ()" (5.15)

Ceci joint au lemme 5.30 montre aussitdot que le rayon de convergence de
1

Q(x, - ) est supérieur & ¢~ 2, ainsi que la relation (5.14).
La DY%-compatibilité provient du lemme 5.19. O

Lemme 5.37
On suppose que toutes les places de K vérifient I’hypothése 4.8. Soit x €
(T(AK)/K(T))*. La série formelle

f(Xa de{ H]cv X, % ) H H 1_Xa 7Tw o{wda) (5'16)

ves aeX(1)/G weSa
a un rayon de convergence supérieur a q*E et est Dp-compatible.

Démonstration : Ceci découle du théoréme 5.27 et les lemmes 5.28 et
5.24. O
Lemme 5.38
On suppose que toutes les places de K vérifient I’hypothése 4.8. Soit x €

(T(Ag)/K(T))". On a pour tout s € 7( ”/G) et tout z € X(T)%

FH(xx=—8) = [] Lxe(Xor(z,dapa) a7%%) | §(x.70(2)q*)
aeX(1)/G

(5.17)

Démonstration : D’aprés la définition (3.6) de wr, on a

/ (xx=) () H (=8, D) wr(t) = cxcamn) [ ] / (X Xz)o(t) Hy (=8, 1) dpo(t).
T(Ax) VEPK 1(i,)
(5.18)
D’aprés le théoréme 5.27, le lemme 5.28 et le lemme 5.24, le membre de
gauche de (5.18) est donc égal a

CKdlm H 'E-’Ka Xas <Z d pa) daSa)
aEE(l)/G’

H H 1 — Xa(mw) (2, do pa) g~ T dese)

a€eX(1)/G weSa

X H QE,U Xﬁ(ﬂ-wﬁ) <y7 dﬁ p5> qifw dﬁsg)ﬁez(l)/Gv
v¢S

<[] fox.qw(z) a7, (5.19)

vES
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d’ou le résultat. O

Lemme 5.39
On suppose que toutes les places de K vérifient I’hypothése 4.8. La série

formelle
déf
i(2) = Q1 2) fs(2) H IT (=2 (5.20)
a un rayon de convergence supérieur a q_% et est DY-compatible.

Démonstration : Ceci découle aussitot du lemme 5.25 et du lemme 5.19.
O

Lemme 5.40
On suppose que toutes les places de K vérifient I’hypothése 4.8. On a, pour

tout s € T <R )/G) et tout z € X (T)&

/ H(—s,1) x2(t) wr(t)

T(K)NT(Ak)

H Zk, (<z7 da pa) qida sa) f(fYU(z)qis) - (5.21)

aEn(1)/G
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Démonstration : D’apres le théoréme 5.27 et le lemme 5.25 on a

/ H(—s,1) x2(t) wr(t) (5.22)

T(K)NT(Ax)

—cicamny | [L [ Ha=s) (), (Ot

vgS T(K,)
< [ a0 (ga) 0 G2
T(K) *
— H Zk, ((z, da pa) q_d‘”“)
aeX(1)/G
X H H (1 — zfwdapag=fuwdese)
a€%(1)/G wESa

x Q(1,vu(2)q°) fs (w(z)q~®) (5.24)
= H Zr., ((z, dapa) ¢7%) | F (vu(2) ¢ %) . (5.25)

aex(1)/G

O

5.6 L’expression intégrale de la fonction zéta des hau-
teurs

Notons v* le morphisme de caractéres
(T(Ax)/T(K))" — (Tpo(Ax)/Try(K))" (5.1)

induit par la composition avec le morphisme 74, . Dans le cas fonctionnel
comme dans le cas arithmétique, nous choisissons arbitrairement et une fois
pour toutes un scindage du morphisme quotient

T(Ag)/T(K) — T(Ag)/T(Ak)". (5.2)
Ce scindage induit par dualité un isomorphisme de (T(Ax)!/T(K))" sur
un facteur direct de (T'(Ag)/T(Ag)')" dans (T(Ag)/T(K))", lequel facteur
direct sera noté Up. On note U l'image de (T(Ag)'/K(T).T(K))" dans

—~—

U(T) par cet isomorphisme. En d’autre termes, Uy est le sous-groupe de Uy
constitué des caractéres qui sont triviaux sur K(7), et on a

(T(A)/K(D).T(K)) = (T(Ax)/T(A)) xUr.  (53)
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Lemme 5.41
1. Le noyau de v* est isomorphe a A(T')*. En particulier Ker(y*) est fini.

2. Dans le cas arithmétique, Ker(v*) est inclus dans Uz

3. Dans le cas fonctionnel, Ker(v*) N (T(Ag)/T(Ak)')" est de cardinal
K.

Démonstration : D’aprés (3.13) et le lemme 4.2, on a une suite exacte
Try(Ak)/Tpy(K) — T(Ak)/T(K) — A(T) — 0 (54)
d’ou par dualité une suite exacte
0 — A(T)" — (T(Ag)/T(K))" — (Trs(Ak)/Trs(K))" . (55)

d’otut le premier point.

Dans le cas arithmétique, le fait que Ker(7*) soit fini et que (T'(Ag)/T(Ag)H)"
soit sans torsion donne aussitot le second point.

Dans le cas fonctionnel, on note que le groupe Ker(v* )N (T(Ag)/T(Ax)*)
est le noyau du morphisme

(T(Ak)/T(A)'")" — (Tro(Ak)/Tr(Ak)') (5.6)
induit par la composition avec ya,, et qu’on a un diagramme commutatif
D D, (5.7)
ldeg*T ldeg}PZ
(T(Ak)/T(Ak)") — (Try(Ak)/Tp (Ak)')

dont les fleches verticales sont des isomorphismes. Comme X est le cardinal
du conoyau du dual du morphisme D} — Di}PZ, on a le troisiéme point.

O

5.6.1 Cas arithmétique

Rappelons que dy est par définition la mesure duale de wr, ot wr est
la mesure quotient de wy sur T(Ag)/T(K), T(K) étant muni de la mesure
discréte.

Comme (T(Ag)'/T(K))" est discret, (T(Ax)/T(Ak)')" est un sous-
groupe ouvert de (T'(Ag)/T(K))", et on a pour toute fonction ¢ intégrable
sur (T(Ax)/T(K))’

/ p(x) dx = / D> plxx) | dx (5.8)

(T(AK)/T(K))" YE(T(AK)/T(Ax))* \XEUr
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En vue d’obtenir une formule intégrale explicite, il nous faut déterminer la re-
striction de la mesure de Haar dy au sous-groupe ouvert (T'(Ag)/T(Ag))".
Rappelons qu'on a défini la mesure wy. sur T(Ag)'/T(K) par la relation

Gr = w} (degz"), (d1), (5.9)
ou dt est la mesure de Lebesgue sur (X(T)G):{
(X(T)%)".
1

Si on note (wh)” et dt* les mesures duales de wk et dt respectivement, on
a donc

normalisée par le réseau

dx = (w})* : ([deg*T]fl)* dt*. (5.10)

Comme T(Ak)!/T(K) est compact, d’aprés le lemme 4.16 (wi)" est la
mesure de Haar sur le groupe discret (T'(Ax)'/T(K))" pour laquelle chaque
point a pour masse

= . (5.11)
T(Ak)'/T(K)
Par ailleurs, on note désormais dy la mesure de Lebesgue sur X (7)§

(identifié au dual topologique de (X(T)G):{ de la maniére décrite au lemme
4.16), normalisée par le réseau X (T)¢. D’aprés le lemme 4.16, on a donc

dt*
Y = e (5.12)

On obtient finalement le lemme suivant.

Lemme 5.42
Soit ¢ une fonction intégrable sur (T(Ag)/T(K))". On a alors

/ p(x) dx = (%)rg(xb)c) 5T / > el | dy (5.13)

(T(AK)/T(K))" yeX(T)§ x€Ur

Pour appliquer le lemme 4.20, on a besoin d’abord de prouver le carac-
tére L' de FH(—s, .) sur (T(Ag)/K(T).T(K))" (rappelons que cette inté-
grabilité sera automatique dans le cas fonctionnel, grace a la compacité de
(T(Ag)/K(T).T(K))"). Pour ce faire, on utilise de maniére cruciale la ma-
joration pour les transformées de Fourier locales aux places archimédiennes
obtenue au corollaire 5.14, ainsi que la majoration uniforme des fonctions L
donnée par le résultat suivant, conséquence du résultat principal de [Ral.

111



Proposition 5.43

Soit E un corps de nombres et § > 0. Il existe un réel ¢ > 0 (vérifiant
0 <e< %) et une constante C' > 0 telle qu’on ait pour tout s vérifiant
R(s) > 1—¢ et tout caractére x de G,,(Ap) trivial sur K(G,,) la majoration

s—1

Lp(x. )| < C(L+IS())° (1 + [Ixeel )’ (5.14)

La proposition suivante est la proposition B.3 de [CLT5].

Proposition 5.44 (Chambert-Loir, Tschinkel)
Soit V' un R-espace -vectoriel de dimension finie muni d’une norme || . ||, (¢;)
une base du dual de V', M un sous-espace vectoriel de V', dm une mesure de
Lebesgue sur M, V' un supplémentaire de M dans V', et  un réel vérifiant
0 < 6 < 1. Pout tout &' > 0, il existe une constante C > 0 et un ensemble
fini (¢; j)ier jes d’éléments du dual de V' tels que :

— pour tout i € I, la famille ({; ;),c; restreinte a V' est une base du dual

de V' ;
— pour tous v, et v, dans V' on a la majoration

/ 1 dm
J (L4 [for +m|[) =0 TT(X + [€;(v2 + m)])

C 1

N E =Y oy

Nous aurons également besoin des résultats suivants sur le morphisme «type
a l'infini».

Lemme 5.45
1. La restriction du morphisme «type a infinis a (T(Ak)/K(T).T(K))"
est de noyau fini.

2. La composition de 'isomorphisme
degh : X(T)% — (T(Ak)/T(AK)")" (5.16)

avec le morphisme de (T(Ag)/T(Ak)")" vers X(T)ro induit par le
morphisme «type a I'infini» coincide avec I'injection diagonale X (T)§ —
X(T)R,oo-

3. On note Uy, I'image dans X (1)~ de Ur par le morphisme «type

a linfini». Alors U, est un réseau d’un sous-espace vectoriel supplé-
mentaire de X(T)% dans X (T)R -
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Démonstration : D’apreés la proposition 3.24, le groupe
T(AK)/K(T) T(K) T(Ax)p, .. (5.17)

est fini. Par dualité, ceci montre le point 1.
Le point 2 découle par dualité de la commutativité du diagramme

HUE'PK,OO T(Kv)/T(Ov)

l > degT,v degp

@UE'PK,OO Hom (X<T> GU’ R) - HOIH(X(T)G, R)

T(Ak)/T(Ax)' (5.18)

ot la fleche horizontale du bas est la somme des restrictions.
Notons
e || 7,)/T(0,) — Hom(X(T)% R) (5.19)
vEPK, 00
la composition de la fleche verticale de gauche et de la fléeche horizontale du
bas du diagramme (5.18).

Le groupe T(Ag)p, /K(T).T(K) NT(Ak)p, . est un sous-groupe ou-
vert du groupe T(Ax)'/K(T).T(K), et donc un sous-groupe fermé. D’apreés
la proposition 3.24, T(Af)p, _/K(T).T(K) NT(Ak)p, _ est donc compact.

Notons

T(0x)=TE)n [ T(0,) (5.20)
vEPK ¢
et T(Ok)oo 'image de T(Ok) dans  [[ T(K,)/T(O,). Ainsi T(Ok )« est
VEPK oo

un sous-groupe discret de  [[ 7(K,)/T(O,) dont I'image est contenue dans
UEPK,oo

Ker(e).
On a

K(T).T(K) NT(Ax)p, . =T(Ox). [] T(0.) (5.21)

vEPK, o0
et un isomorphisme
T(AK)})KM/K(T).T(K) N T(AK)})KOO — Ker(e)/T(Ok) oo (5.22)

Ainsi Ker(e)/T(Ok)o est compact et T(Ok)o est un réseaun de Ker(e)
(lorsque K = G,,, ce résultat est le théoréme des unités de Dirichlet).
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Le diagramme commutatif suivant

1 0
(T(Ax)/T(Ar)Y" g
o l :
(T(Ax)/K(T).T(K)) - (71;00 (K,)/T(O >)
(T(A)!/K(T).T(K))" —= (Ker(2)/T(Ox)oc ><—>Kerl<e
|

(5.23)

ol les deux colonnes sont exactes, montre alors le point 3. 0
Pour alléger les notations, on identifie dans I’énoncé et la démonstration

de la proposition 5.46 I'espace vectoriel X (T)§ a son image par yg dans
PL(X)§.

Proposition 5.46
1. La série de fonctions holomorphes

s= > | Il Lr(xasa)] f(x:8) fo (x:8) (5.24)

x€Ur \aex(l)/G

converge uniformément sur tout compact de T (R /G> et définit
donc une fonction holomorphe sur ce domaine, notée G(s).

2. On note F' la fonction décalée

AT G(s — o). (5.25)

Il existe alors un réel ¢ > 0 tel que la fonction

s — H So | F(8) (5.26)

aeX(1)
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se prolonge en une fonction holomorphe sur T <R>E£16)/ G) , dont la valeur

en s =0 est

S—)l

lim (s — 1) BW/C] / H(—s o, t)wr(t). (5.27)

T(K)NT(Ak)

3. Soit & > 0. Il existe un réel ¢ > 0 tel que la propriété suivante est
vérifiée : pour tout 0" vérifiant 0 < &' < 1 et tout compact K de
REQQ/G, il existe une constante C' > 0 et un ensemble fini ({;;)icr jes
de formes linéaires sur R=W/C tels que :

— pour tout i € I, la famille ({;;);c; restreinte a X(T)% est une base
du dual de X(T)$ ;
— pour tout s de T (K) et tout y € X(T)%, on a la majoration

[T o) ps+iy)

aex(1)/G L+ Sa+1ya
Cx 1+6
<ot ”J(S)Uzé, I1 i . (5.28)
(141wl L+ 4,5(S(s) + )l

iel jeJ
Remarques 5.47 :

1. La démonstration qui suit est fortement inspirée de [CLTs].

2. PourseT (RESWG), soit,

é(‘S) = Z H LKa (XOU 80{) f (X7 S) fOO (X7 S) (529)

X€Ur aex(1)/G

et F(s) = ﬁ G(s — o). La démonstration de la proposition 5.46

montrera en fait que F vérifie la majoration (5.28).

3. Le point 3 montre que la fonction

Sa

F .

s— | ] - (s) (5.30)
aeX(1)/G

est X (T)§-controlée au sens de [CLTs, Définition 3.13].

Démonstration :
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D’aprés la proposition 2.1 et les lemmes 5.1, 5.32 et 5.33, pour tout Yy, la
fonction

s | 1 ol L, (Xas3a) | f(X,8) foo (X, 8) (5.31)
aex(1)/G @

2(1)/G
>

b ), que I’on note
2

se prolonge en une une fonction holomorphe sur 7° (R

9(x, s).
Montrons alors qu’il existe un réel € vérifiant 0 < ¢ < % tel que la série

de fonctions
> glxs) (5.32)

x€Ur

3(1)/G

e >, ce qui donnera les

converge uniformément sur tout compact de 7° <R

points 1 et 2, a exception de (5.27).
Soit 6 > 0. D’aprés la proposition 5.43, il existe un réel ¢ > 0 et une

constante C; > 0 telle qu’on ait, pour tout s € 7 (Ri(ll_)éG> et tout xy €
(T(Ax)/K(T))"

T () et <0 TT (4RGN )

aex(1)/G Sa aex(1)/G
(5.33)
soit

11 (Sa‘l) Lic, (a0 xa)| < Cr (14 ISP+ xsll)’. (5:3)

Sa
aEn(1)/G

Soit K un compact de 7 <R§(112£G) D’aprés le corollaire 5.14, il existe une

constante Cy > 0 telle que pour tout s € K et tout y € Ur on a

Cy 1
BN S T 2 el eswp %)

TEXTax ez (1)

D’apreés le lemme 5.35, il existe une constante Cj telle que pour tout
s € Ket tout y € Ur on a

1f (x.8)| < Cs. (5.36)
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Finalement, on a montré qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour
tout s € K et tout x € Uy on a la majoration

1 1

g(x,s)| <C — 5.37

) (14 [xeel D' a; H(l)<1+\<maxoo>+%<si>|) (537)
max Zea

Pour montrer que la série de fonctions (5.32) converge uniformément sur
K il suffit donc de montrer que pour tout o € 3 la série

1 1
2 (1+ el GH(I)@ + [{pi s Xoo) + S(s3)|) (5.38)

x€Ur

est convergente uniformément localement en s.
D’apreés le lemme 5.45, il suffit de montrer que la série

1 1
2 AT M, mrsey 3

mEUT, 00 i€a(1)

est convergente uniformément localement en s.
Mais cette série est majorée par l'intégrale

1 dm
/ <1+||m||)1—6 H (1+|<pi’ m>+§‘s(sl)|)’ (540)

meUr,-®R i€a(1)

ot dm est la mesure de Lebesgue sur Ur .. @ R normalisée par le réseau Up oo.
Pour conclure, on applique alors la proposition 5.44 avec V = X(T')R o,
M =Ur, @R, V' = X(T)§ (qui est bien un supplémentaire de M dans V
d’aprés le point 3 du lemme 5.45) v1 = 0, va = (J(s;))ic5(1), et en prenant
pour base du dual de V' la famille ({p;, .))icz1)-

Montrons a présent (5.27). Il s’agit de montrer qu’on a

> 906 w0) = [A(T)] lim (s — 1) PO/ / H(=s o, thwr(t).  (5.41)

s—1
xetr TR (A k)
Compte tenu de la définition de g(yx, s) et du fait que Lk, (xa, -) est holo-
morphe sur C si x, est non trivial, g(x, o) est nul dés qu’il existe un « tel
que X, est non trivial, en d’autre termes dés que y n’est pas dans Ker(v*).
Le premier membre de (5.41) s’écrit donc

> [T Res G (s) | (00 foo (o 0) (5.42)

x€UrnKer(v*) \aeXx(1)/G
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Par ailleurs, pour s complexe tel que R(s) > 1, appliquons la formule de

Poisson 4.17 avec § = T(Ak), H =T(K)NT(Ak), dh = dg = wr et F =
H(—5spq, .). On obtient d’aprés le lemme 5.41 et le fait que FH (x, —s o)
est nulle dés que x n’est pas trivial sur K(7')

[ Hesanen = g 3 TH s G

T(K)NT(Ax) xeRerr)
1

A7) > TH(x-s¢o) (5.44)
x€Ker(v*)NUr

Mais d’aprés (5.7) on a pour tout x € Ker(~y*) N Ur

FH(x,—sgo) = | [ Cxa(s)] FO0500) foolxs s 00)- (5.45)
aes(1)/G

De (5.42), (5.44) et (5.45), on déduit aussitot la relation (5.41).

Montrons & présent le point 3. Soit 6 > 0. D’aprés la proposition 5.43,
il existe un réel € > 0 et une constante C; > 0 telle qu’on ait, pour tout

seT (RE(_{Z/G> et tout x € Ur

Sa + 1o .
11 % L., (Xas Sa + 1+ iYa)
aex(1)/G Sa Yo

<O L+ IS(s) + 9l (14 [lxeol )7 (5.46)

Soit K un compact de RE(I)/G. D’aprés (5.46), le lemme 5.35 et le corollaire

—&
5.14, il existe une constante Cy > 0 telle que pour tout s € 7 (K), tout
y € X(T)§ et tout x € Uy Pexpression

190X, (Sa — L +i9a))| = |9(x-Xy: 8 — $0)] (5.47)
est majorée par
L+ >0 [S(si)]
1 1
02(1+ 1S(s) +ylD)" (1 + [Ixeol]) T i€5(1) '
T+ TIxeo + 0 2 T (4 Tprn xee +9) + S(s0)])

max ez (1)

(5.48)
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On en déduit que pour tout s € 7 (K) et tout y € X(T)§, I'expression

% F(s+iy) (5.49)
a€x(1)/G Sa Yo
est majorée par
Co(1+[1S(s) +ull)’ > |1+ Z ()| | ¢5(s,9) (5.50)
TEXS, « i€ (1

ol ¢z(s,y) est défini par la série

(1L + [[xoll)’ 1
Ps(s,y) = . (551
@9 = 2 T ol L T 5w rar 6

On obtient finalement que 1'expression (5.49) est majorée par

Co (L4 [IS()IN™ 1+ [lyl)™ Y dals.y): (5.52)

oeX®

max

Fixons 0 € X

max*

Lt [Ixooll < T+ llxoo + wll + Iyl < (14 lIxee + 9D+ lylD),  (5.53)

on déduit qu’on a

N 1+ Iyl !
o) < L T o A T o se v O

De la majoration

D’aprés le lemme 5.45, il existe alors une constante C3 > 0 telle qu’on ait

1+ |lyl)° 1
LAGE! <C
b5(8,y) 3 Z (1+||m+y||16H1+|pz,m)+§(8i)+yz‘|

meUr, o
(5.55)
soit
QZS’&(S,’(I/)
1 dm
<Oy (14 5/ '
s (1+ [yl L+ ]m+y D0 TT (1 + [{pi, m) +S(si) + wil)
meuT,oo(X)R Zeg(l)
(5.56)

On conclut comme ci-dessus en appliquant la proposition 5.44 avec V =
X(T)Roor M = Upoo, V= X(T)G, v1 =y, va = (3(s:) + yi)ics1), et en
prenant pour base du dual de V' la famille ((p; , .))icz(1)- O
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Corollaire 5.48

Dans le cas arithmétique, pour tout s € 7 (Rz(l)/G

<0 ) on a la représentation

intégrale

> H(t—s ) = s [ Fs— i)y 657

2 m)re(X (M) p(T
s 27) L

o1 I est la fonction définie dans I’énoncé de la proposition 5.46.

Démonstration :  On veut appliquer le lemme 4.20. On sait déja (lemme
5.31) que H (.,—s — o) est intégrable sur T'(Ak), et il s’agit de montrer
que x — FH(x, —s—p) est intégrable sur (T'(Ag)/K(T))". Or on a, d’aprés
le lemme 5.42,

[FH (x, —s — wo)| dx (5.58)
(T(AR)/K(T)"
1
= 2 X0 5(T) / > [FHOGx —s = o)l | dy (5.59)
x()g XU

:(2w)rg<X3T>G>b(T) / > IFH(x, —s +ivr(y) — @0)l | dy (5.60)

X(T) XEUr
T2 w)rg[ﬁg))j)bm / F(s —im(y))dy (5.61)
X()§

ol F est la fonction définie a la remarque 5.47. Cette méme remarque montre
en outre que la derniére intégrale est finie.

On peut donc appliquer le lemme 4.20, ce qui donne la formule 5.57,
compte tenu du lemme 5.42. O

La technique pour évaluer le comportement analytique de la fonction
définie par I'intégrale apparaissant dans (5.57) est développée par Batyrev
et Tschinkel dans [BaTs2]|, et raffinée par Chambert-Loir et Tschinkel dans
[CLTs|. Dans la section 6, nous rappelons le lemme technique principal de
|CLTs|. Puis nous expliquons dans la section 8.2 comment appliquer ce résul-
tat a ’évaluation de cette intégrale et donc a la fonction zéta des hauteurs
des variétés toriques (ceci est également expliqué dans [CLTs|, a ceci prés que
seules des variétés toriques déployées sont considérées; ’adaptation au cas
non déployé est cependant aisée).

120



5.6.2 Cas fonctionnel

Rappelons que dy est par définition la mesure duale de wz, ou wr est
la mesure quotient de wy sur T(Ag)/T(K), T(K) étant muni de la mesure
discréte. Comme dans le cas arithmétique, en vue d’obtenir une formule in-
tégrale explicite, il nous faut déterminer la restriction de la mesure de Haar
dx au sous-groupe ouvert (T'(Ag)/T(Ag)')".

Rappelons que (T(Ak)/T(Ak)')" est un sous-groupe de (T'(Ax)/K(T).T(K))*
d’indice fini égal au cardinal de T'(Ax)'/K(T).T(K). Si on note cl(T) ce car-

dinal, on a donc
1
dx = dx. 5.62
| aegm [ @ (5.62)

(T(AK)/T(AK))" (T(AK)/K(T).T(K))"

Appliquons a présent le corollaire 4.18 de la formule de Poisson avec § =
T(Ak), dg = wr, H = T(K), dh la mesure discréte, X = K(T') (rappelons

que [ wr est non nul, cf. section 3.9) et F' indicatrice de K(7T'), on obtient
K(T)

K(T)NT(K)] = / wr / dy. (5.63)

K(T) (T(Ag)/K(T).T(K))"

Or on a

[er=k@mnre) [ (5.64)

K(T) K (1).T(K)/T(K)
[K(T) N T(K)] |
) / o 0
T(Ax)!/T(K)
= [K(TC);T?(K)] log(q) (X)) (7). (5.66)
En combinant (5.62), (5.63), et (5.66), on obtient

1 cl(T)
[ = KON e e
(T(AK)/T(AR)Y)” (5 67)
_ L (5.68)

log(q)&X (M) b(T')

Soit dy la mesure de Haar sur (T(Ak)/T(Ak)")" de masse totale 1. On
déduit de ce qui précéde le lemme suivant.
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Lemme 5.49
Pour toute fonction ¢ intégrable sur (T'(Af)/T(K))", on a

1 -
/ p(x) dx = Toa (a)EX T 5T > / o (x-x') dx

(T(AK)/T(K))* X'€Ur (T(Ak)/T(Ar)Y)*

(5.69)

Convention 5.50 : Soit N un Z-module libre de rang fini. On munira tou-
jours Ny de la mesure de Haar dz de volume total 1. En d’autres termes,

dans toute expression du type
/ L dz (5.70)

Ny

il sera toujours sous-entendu que dz est la mesure de Haar de volume total
1.
Pour tout élément n¥ de NV, on a donc

/<z, nv>dz:{ (1) sin' 70 (5.71)

sin' =0.
Ny

0

Lemme 5.51
Soient M un Z-module libre de rang fini, N un sous-groupe de M d’indice
fini, et ¢ une fonction intégrable sur My. On a alors

/gp(z)dz: /gp(z)dz. (5.72)

Démonstration :  Soit (e;);e; une base de M adaptée a N. Au moyen de
cette base, on identifie My a UL. Si dz désigne la mesure uniforme sur U, le
membre de droite de (5.72) s’écrit alors

/@(zi)z‘el ZF?I dz;. (5.73)

UI

Soit (d;) € N, tel que (d;e;) soit une base de N. Au moyen de cette base,
on identifie Ny & U”. Le membre de gauhe de (5.72) s’écrit alors

/gp (zidi)iel EI dz;. (5.74)
UI
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Pour conclure, on remarque que si d est un entier non nul on a pour toute
fonction v intégrable sur U

/w dz—/w (5.75)

Corollaire 5.52
Pour toute fonction ¢ intégrable sur (T(Ag)/T(Ag)")", on a

[ ed= [ et (5.76)

(T(AK)/T(AR))" X(Mg

Démonstration :  On applique le lemme 5.51 avec M = (T'(Ag)/T(Ag)")"
et N = X(T)°. 0

Lemme 5.53
Pour s € T (Ri(ll)/G>, on a I'égalité

> / FH (x.x,—s) dx

X el . (T(Ag)/T(Ag))*
X'€Ker(y*).(T(Ak)/T(Ak)") (T(Ak)/T(AK)")

_ A@)] / / H(—s,8) x(O)wr(®) | dx. (5.77)

[Xr]
(T(AK)/T(A))" [T(K)NT(AK)

Démonstration : Soit x € (T(Ag)/T(Ag)')" et s € ’T(RE(1
Appliquons le corollaire 4.18 de la formule de Poisson avec § = T(AK),
H=T(K)NT(Ak), dh=dg=wr, K=K(T) et F'=H(-s,.)x-

On obtient, compte tenu du point 1 du lemme 5.41, et du fait que la
transformée de Fourier en un caractére non trivial sur K(7) est nulle

/H —s,t) x(t) wp(t) = [A(lT)] XIEKZE;(W?H(X'.X,—S) (5.78)

T(K)NT(Ak) 1

XiK(T
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On intégre & présent les deux membre de (5.78) sur (T(Ag)/T(Ak)')"

/ /H s, 1) x(B)wr(t) | dx

(T(AK)/T(AR))" |T(K)NT(AK)
1 —~
) )3 / FH(X' . x,—s)dx. (5.79)
X’/EKBI"('Y*) (T(AK)/T(A)Y)*
Xk(r) =1

Or on a d’aprés (5.3)

> / FH(X' . x, —s)dx

X'ERer (V) (1 (A k) /T(AK))
Xk (=1

-y 3 / FH(x-xo0.x1, —8)dy. (5.80)

XIEUT xoe(T(AK)/T(AK)Y) (T(Ax)/T(Ax))*
X0 x1€Ker(v*)

Comme dy est une mesure de Haar sur (T(Ag)/T(Ag)Y)", cette derniére
expression se réécrit

Z [{XO € (T(AK)/T(AK)l)* » XoX1 € Ker(v*)}] / ?H(Xxla —S)Cfi\;(
x1€Ur (T(AK)/T(AK)Y)"
(5.81)
Pour conclure, on remarque que pour x; € Uz, on a, si x1 € Ker(y*). (T(Ag)/T(Ag))",

[{x0 € (T(AK)/T(AK)')", xox1 € Ker(y")}] =0 (5.82)
et, si x1 € Ker(v*). (T(Ag)/T(Ax))",

[{x0 € (T(AK)/T(AK)")", xox1 € Ker(v*)}] = [(T(Ak)/T(Ak)")" N Ker( Z5 ;;3)

soit d’aprés le point 3 du lemme 5.41

[xo € (T(AK)/T(AK))", xox1 € Ker(v")] =Kp.  (5.84)

O
Soit I; la fonction définie pour s € T (Rz(ll)/G> par l'intégrale

I(s) = / / H(—s) xo(t) wr(t) | dz. (5.85)

X(D)G LTE)NT(Ak)
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Pour x € Uy, soit I, la fonction définie pour s € 7 <R§(11)/G> par 'inté-
grale
I(s) = / FH (x2 X, —8)dz. (5.86)
X(T)g

Corollaire 5.54
Dans le cas fonctionnel, pour tout élément s de T (Rfl(l)/G) , on a la représen-

tation intégrale suivante

Z H (t,—s)

teT(K)

! A(T)
= Toglgrx @y | P MO > | 681

x€Ur .
x@Ker(v*).(T(Ak)/T(Ax)")
ou I(s) est l'intégrale donnée par I'expression (5.85) et, pour x € Ur \
Ker (v*) . (T(Ak)/T(Ak)")", L,(s) est l'intégrale donnée par l'expression
(5.86).

Démonstration :  Soit s un élément de 7° (Rfl(l)/G). On a vu (lemme

5.31) que H(—s, .) est intégrable sur T'(Af). D’aprés la remarque 4.21, on
peut alors appliquer le lemme 4.20. On obtient donc, compte tenu du lemme
5.49, I'égalité

1 , —~
Z H(t,—s) = Tog (X 5(T) Z / FH (x X', —s)dyx.

teT(K) XEUT (A 1) /T (A 1))

(5.88)

On décompose la somme ) apparaissant dans le membre de droite de
X' €Ur
(5.88) (qui est, rappelons-le, une somme finie) suivant que x’ appartient ou
non a Ker(y*). (T(Ag)/T(Ak)')".
D’aprés le lemme 5.53, on a

> / FH (x.x,—s) dx

x€Ur .
XIEKer('y*)-<T(AK)/T(AK)1)* (T(AKk)/T(AK)!)

- | HEs e i (659)

(T(AK)/T(AK)Y)" | TE)NT(AK)
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D’aprés le corollaire 5.52, on a

/ / H(—s,t)x(t) wr(t) | dx

(T(AK)/T(AK)Y)" [ T(K)NT(Ak)

_ / _/ H(—8,) x=(t) wr(®)| dz. (5.90)

X(D)g |LTE)NT(Ak)

Toujours d’aprés le corollaire 5.52, pour x’ € Ur\Ker (v*) . (T(Ak)/T(Ax)"),
on a

/ FH (x ¥, —s)dy = / FH (x= X', —s)dz. (5.91)
(T(AK)/T(AR)Y)” X()&
On en déduit le résultat annoncé. O

Le cas ou I’hypothése (4.8) est vérifiée pour toute place. Si toutes
les places v de K vérifient ’hypothése (4.8), d’apreés les lemmes 5.38 et 5.40

on a pour tout s € 7 (Ri(ll)/G> et tout x € (T'(Ak)/K(T))"

Li(s) = / I Zx. ((z, dapa) a) | F(vw(2) g °) dz. (5.92)
x(ryg \e€SW)/G

et

I (s) = / H Lk, (Xa, (z, du pa) g 4 S") f(x,vU(z)q_s) dz.

x(nyg \a€=W)/G
(5.93)
La technique pour évaluer de telles intégrales est développée a la section

7.

Le cas d’une extension de déploiement non ramifiée. Le but de ce
paragraphe est de décrire une situation techniquement plus simple que la
situation générale dans le cas fonctionnel, pour laquelle un lemme technique
simplifié sera suffisant. La compréhension préalable de ce qui se passe dans
ce cas peut aider & la compréhension du traitement du cas général.
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Corollaire 5.55
On se place dans le cas fonctionnel et on suppose que I'extension de dé-

ploiement L/ K est non ramifiée. Pour tout élément de s de T (Rfflm;), on
a la relation

1
> Ht,—s)= toa (2] FX T 5T > I (s) (5.94)

teT(K) xXE€Ur
ot, pour x € Ur, I,(s) est I'intégrale donnée par
I (s) = T %x. (xo: (2, dapa) a7%%) | Q(x.w(2)q*) dz.

x(ng \ee=()/G

(5.95)

Démonstration : D’aprés (5.88) et le corollaire 5.52 on a pour tout s €
s(1)/G

1
> H (=) = e O / FH (x ye, —8) dz. (5.96)

1T (K) XEUT x(1yg

D’aprés le lemme 5.38, on a pour tout xy € Urp

FH(xxz—5)= | [] Lx ez dapa) ¢7%%) | f(x.20(2)q*)
a€x(1)/G
(5.97)
Comme la variété Xy est déployée par une extension non ramifiée, d’aprés la
définition (5.16) de f(x, .) on a f(x, .) = Q(x, .) d’ou le résultat. O

6 Evaluation de I'intégrale : le cas arithmétique

Soit N un Z-module libre de rang fini et A un cone strictement convexe
de Ngr. On définit, pour tout élément s de 7 (intrel (A)),

Enals) = /6_<y’s> dy, (6.1)
AV

ou dy est la mesure de Lebesgue sur Ng, normalisée de sorte que le réseau
NV soit de covolume 1. Cette fonction sera appelée Z-fonction du cone A.
Notons que si sg est un élément de 7 (intrel (A)) on a

Ena(so) = %Elgtrg(N) Ena(tso). (6.2)
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et que si N’ C N est un sous-groupe d’indice fini on a
EN7A(S) = [N . N/] EN/7A(S). (63)

Remarque 6.1 : D’aprés (2.11), on a en particulier, pour toute variété pro-
jective et lisse V telle que la classe du faisceau anticanonique appartient a
I'intérieur du cone effectif de V'

a* (V) = Epie(x) Cor(V) (Wi ) (6.4)

ot Ceg(V') est le cone effectif de V. O
[’évaluation est basée sur le résultat suivant, cas particulier de [CLTs,
Thm 3.1.14].

Théoréme 6.2
Soit n > 1 un entier et I' un sous-groupe de Z" tel que N = Z" /T est sans
torsion et I' N R, = {0}. On note j le morphisme quotient Z" — N.

Soit f une fonction holomorphe sur 7 (RZ). On suppose qu’il existe un
e > 0 tel que la fonction

s f(s) ] —2 (6.5)

1+ s;
1<i<n + s

se prolonge en une fonction holomorphe sur T (RZ?E) qui est I'g-controlée
au sens de [CLTs, Définition 3.13]. On note C' la valeur de ce prolongement
en 0.

Alors I'intégrale

(%)%m / f(s+ iy)dy (6.6)

converge absolument en tout s de 7 (RZ)) et définit une fonction holomorphe
' c-invariante sur 7 (RY,), notée g.
Il existe en outre un € > 0 tel que la fonction

R :s—g(s)— CEN,j(Rgo)(j(S)) (6.7)

se prolonge en une fonction méromorphe sur T (R’;fe,)
Pour tout sy € T (RZ,), on a

lim 58 R(s 55) = 0. (6.8)

s—0

Remarques 6.3 :
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1. La I'g-controlabilité de f signifie en deux mots que 'on dispose d'un
bon controle de la croissance de f sur les bandes en I'gr. Nous n’avons
pas estimé utile de rappeler ici la définition précise de cette notion.
Il suffit de savoir que, pour 'application du théoréme & 1’évaluation
du comportement asymptotique de la fonction zéta des hauteurs, cette
hypothése est vérifiée grace au point 3 de la proposition 5.46, comme
déja signalé a la remarque 5.47.

2. Le résultat obtenu en appliquant [CLTs, Thm 3.1.14| est en fait plus
précis. On obtient une description des poles de g au voisinage de zéro,
et un controle de g dans les bandes verticales. Une fois le résultat ap-
pliqué & la fonction zéta des hauteurs, ce controle joint a un théoréme
taubérien adéquat permet de donner un développement asymptotique
du nombre de points de hauteur bornée plus précis que celui qui découle
du théoréme 4.12.

3. L’idée générale de la preuve de [CLTs, Thm 3.1.14] est de mettre en oeu-
vre une récurrence sur le rang de I" utilisant le théoréme des résidus. La
notion de controlabilité sert a assurer 'intégrabilité (et le controle dans
les bandes) des fonctions obtenues par intégrations successives. Cette
preuve nous semble inadaptable telle quelle au type de fonctions que
I’on a & traiter dans le cas fonctionnel. Une des raisons est I’apparition
de poles supplémentaires. En outre, ce que devrait étre la définition de
la controlabilité dans ce cadre n’est pas clair a priori; notamment, au
vu de la périodicité des fonctions mises en jeu, la notion de majoration
dans les bandes perd tout son intérét.

0

7 Evaluation de Iintégrale : le cas fonctionnel

Le but de cette partie est d’obtenir un résultat analogue au théoréme 6.2,
adapté a la forme des fonctions obtenues dans le cas fonctionnel.

7.1 Définition d’une certaine classe de fonctions

Soit N un Z-module libre de rang fini. Pour toute partie A de Ng et toute
application a : AN N — C on définit la série formelle

LyaaT)= > a,T". (7.1)

yeANN
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On pose

Lyaaz)= ) a4 {z,y) (7.2)

yeANN

pour tout élément z de N, telle que le membre de droite de (7.2) est une
série absolument convergente. On a ainsi

Lyaalg®)= > ayq (7.3)

yeEANN

pour tout élément s de N tel que telle que le membre de droite de (7.3)
est une série absolument convergente. Pour un tel s on a donc, pour tout
élément z de Ny,

Cvaalza ) = S ay (2, 4) g0, (7.4)

yeEANN

Si a est la fonction constante égale a 1, on notera Ly 4 pour Ly 4,.

7.2 Un premier exemple

Soit T un cone de Ng, tel que YTV soit d’intérieur non vide. La série
définissant Ly v (¢~*) converge alors absolument pour tout s de 7 (int (TV)).
La fonction Ly y (¢°) est utilisée par Peyre dans [Pe3| pour une définition
alternative de l'invariant o*(V') attaché a une variété V' (cf. la formule (2.11)
pour la définition adoptée dans ce texte). On a en effet le résultat suivant :

Lemme 7.1
Soit \g un élément de l'intérieur de TV. L’application

s— Ly (g7°) (7.1)

est bien définie et holomorphe sur T (R~q), et se prolonge en une fonction
méromorphe sur C, avec un péle d’ordre au plus la dimension de Y en s = 0.
Si de plus YV est strictement convexe, l'ordre de ce pole est exactement
rg(N), et on a

lim (s Ly (7)) = log(q) ~ =™ Enrv (Ao). (7.2)

s—0

Remarque 7.2 :  On a donc en particulier d’aprés (6.4)

0" (Xs) = log(q) 5P<CD Tim [58P0) Ly e (07 )]
(7.3)

130



OJ
Remarque 7.8 : Si N' C N est un sous-groupe d’indice fini de NV on a

lim [s rg(N) Ly (q_S)‘O)} =[N : N'] lim [s rg(N) Loy (q_S)‘O)} ) (7.4)

s—0 s—0

O

Démonstration :  On écrit T comme le support d’un éventail régulier A.

Concernant cet éventail, on reprend les notations introduites a la section 4.1.
On a alors

Lnr(T) = Z L noimtreis) (1), (7.5)

dEA

soit encore en termes plus explicites

Lvx(T) =Y ]I (1_sz_1)' (7.6)

0EA 1€6(1)

On a donc

Lyx(g7®) =) H ( o —1), (7.7)

0€A 1ed(1

d’ou le résultat, car le cardinal maximal des ensembles §(1) est égal a la
dimension de T.

Supposons & présent Y de dimension rg(/N), et montrons la derniére as-
sertion du lemme. Comme les cones de dimension maximale de A recouvrent
T et que leurs intersections sont de mesure de Lebesgue nulle, on peut écrire

Zxre ) = [ ey (78)
= X / o g 79
be
dim(8)=rg(N
—< > J»‘Lpz)\o>
— Z / e \les ® d (7.10)
1e8(1)
dim(g)e—A( N) R
= (7.11)
[ JSTAN les(1
dim(6)=rg(N)
Or, d’aprés (7.7) et le fait que pour tout complexe non nul z on a
1
lim —— = — , (7.12)

s=0 1 —g** log(q) =
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on obtient

1
lim s'8) £, —sho) = lo —re(N) —  (7.13
oy N, T (q ) Z g(q) H (Pl ’ )\0> ( )

ISTAN 1eé(1)
dim(d)=rg(N)

d’ou le résultat.

7.3 Encore quelques définitions

On fixe désormais pour toute la suite de la section 7 une base (\;);cr de
N. On note (\);es la base duale d’une telle base, A le cone simplicial de Ng

engendré par cette base et
A=) (7.1)

iel
On définit, pour tout réel 7,
AL, =Y Ry, \ C Ny. (7.2)
icl
Ainsi AY; est l'intérieur de AV.
Soit
a: ANN—-C (7.3)

une application et ¢ > 0 un réel tels que la série définissant Ly a4 (¢ %)
converge absolument pour tout s du domaine T(Ai_e). Ceci équivaut a
demander la convergence de la série

Z |ay| qn<y’Av> (7.4)

yeEANN

pour tout n < €.
La fonction

S — LN,A,@ (q _S) . (75)

est donc holomorphe sur le domaine 7 (A\;fe) . Une telle fonction sera ap-
pelée fonction admissible élémentaire de multiplicité supérieure a zéro.

Sir > 1 est un entier, une fonction f holomorphe sur 7 (AY,)) sera appelée
fonction admissible élémentaire de multiplicité supérieure a —r s’il existe une
écriture

f(8) = 9(8) Ly intreiir) (¢7°) (7.6)

ot T C A est un cone de dimension inférieure & r, N/ est un sous-groupe de
N et g est admissible élémentaire de multiplicité supérieure a 0. Une telle
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fonction f se prolonge donc en une fonction méromorphe sur le domaine
T (AY_.) pour un certain € > 0.

Si r > 0 est un entier, on appellera fonction admissible de multiplicité
supérieure & —r une fonction f holomorphe sur le domaine 7" (AY,)) qui s’écrit
comme une somme finie de fonction admissibles élémentaires de multiplicité
supérieure a —r.

Une telle fonction f se prolonge donc en une fonction méromorphe sur le
domaine 7 (Ai_a) pour un certain ¢ > 0. Par ailleurs, pour tout \J élément
de 'intérieur de AV, la fonction d’une variable complexe

s f(sAy) (7.7)

est méromorphe sur un voisinage de zéro, et a un pole d’ordre au plus r en
76é10.

7.4 Avertissement au lecteur

Nous allons donner ci-dessous trois versions du lemme technique d’in-
tégration destiné a évaluer le comportement analytique de la fonction zéta
des hauteurs a partir de la représentation intégrale obtenue a la sous-section
5.6.2. Ces trois versions seront de généralité (et de difficulté technique) crois-
sante. Le parti pris de ne pas présenter directement la version la plus générale
nous semble utile pour la compréhension de la technique employée.

La premiére version (lemme 7.8) est une version-jouet, trés simple et
transparente. Elle est destinée a faire comprendre 1'idée élémentaire de base
qui sous-tend les versions plus élaborées qui vont suivre, mais ne nous servira
pas pour I’évaluation de la fonction zéta des hauteurs.

La deuxiéme version (lemme 7.10) est une généralisation naturelle de la
premiére, et est suffisante pour traiter le cas des variétés toriques déployées
par une extension non ramifiée. Elle s’appuie sur un «lemme de décomposi-
tion» de certaines fonctions caractéristiques «tordues» associées a des cones
(lemme 7.4).

La troisiéme version (lemmes 7.12 et 7.14), la plus générale, est nécessaire
pour traiter le cas d’une extension de déploiement quelconque, et présente
quelques complications techniques qui peuvent la rendre un peu obscure au
premier abord. Elle s’appuie sur des généralisations du lemme de décompo-
sition 7.4 (lemmes 7.5 et 7.6)

Nous conseillons donc de ne pas aborder en premiére lecture les démon-
strations des lemmes 7.5, 7.6 7.12 et 7.14 (i.e. les sous-sections 7.5.2 et 7.6.3),
ainsi que 'application qui en est faite & I’évaluation du comportement an-
alytique de la fonction zéta des hauteurs des variétés toriques dans le cas
général (sous-section 8.3.2).
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7.5 Un lemme de décomposition
7.5.1 Version simple

Soit T un cone de Ng contenu dans A. On notera (T) le sous-espace
vectoriel de Ng engendré par Y.

On écrit T comme le support d'un éventail régulier A. Concernant cet
éventail, on reprend les notations introduites a la section 4.1. Pour [ € A(1),
pr désigne donc le générateur du monoide N M. Pour toute partie I de A(1)
nous noterons C(I) le cone engendré par les (p;)icr-

On fixe un élément z de AN N. On pose

T.=Tn{z+ANN}. (7.1)
On veut étudier la série formelle

Lyx.(T)= Y TV (7.2)
yeTNN
yez+ANN

Nous utilisons la méme technique que dans la section 4.3.3. de [Bo2|. Nous
écrivons d’abord

Ly (T) = Z Lnr. nintrels) (T)- (7.3)

dEA

Pour 0 € A, notons qu’on peut écrire

LN,TZﬂintrel(é) (T) = Z TY = Z TY. (74)

y€Eintrel(d) yEintrel(d)
y—z€A viel, (Y ,y)=(\ . 2)

Pour tout sous-ensemble K de I et tout cone C' de Ng, on note C(K, z) le
sous-ensemble de intrel(C') formé des éléments y vérifiant la condition

vie K, (3, y) < (), 2). (7.5)

En utilisant (7.4), on voit alors qu’on a une décomposition

LN,TZ Nintrel(d) (T) = Z <_1)[K] L“N,(S(I(,z) (T) (76)
KcI
Posons
M =[I] Sup (o1, A). (7.7)
leA(1)
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Lemme 7.4

Soient 6 un coéne de A, et K une partie de 1. Soit 6(1) le sous-ensemble de

0(1) donné par
(Mg ={1€é(1),Vie K, {(p,)\)=0}
et F'(0, K, z) le sous-ensemble de §(K, z) donné par
F(6,K,z)=C(5(1)\ 0(1) k) (K, 2).

Alors §(1)k et F(6, K, z) vérifient les propriétés suivantes :
— On a une écriture

Lo,y (T) = Lnintrelec) ) (1) Ln,res,k,2) (1)
— F(0, K, 2) est fini. Plus précisément on a la majoration
[F(6,K,2)] < (z, A5
— Pour tout y € F (4, K, z) on a
{y, A) <M(z, A).

— Si K est vide, on a 0(1)x = 0(1) et F(0, K, z) = @.

(7.8)

(7.9)

(7.10)

(7.11)

(7.12)

— On suppose en outre que (N/ (Y))"NAY = {0}, que § est de dimension
maximale, et que K est non vide. Alors §(1)k est un sous-ensemble

strict de §(1).

Démonstration : Cette démonstration est trés similaire & celle du lemme

3 de [Bo2].

Soit y un élément de intrel(d). Il s’écrit donc de maniére unique y; + yo

avec y; € intrel(C(d(1)x)) et yo € intrel(C(5(1) \ 0(1)k)).
Au vu de la définition (7.8) de §(1)k, on a

V’iEK, <y,)\z>:<y2,)\l>
Supposons en outre que y est dans 0(K, z), i.e. vérifie
Vie K, (y,\)<(z,\).

On a donc
Vie K, (g, ) <{(z,\),

en d’autres termes yo est dans C(6(1) \ 0(1) g, K, 2) = F(0, K, z).
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Réciproquement, on constate que si on a
y1 € intrel(C(0(1)g)) (7.16)

et
Yy € CO(N)\0(1)k, K, 2) = F(4, K, 2) (7.17)

alors y; + yo est un élément de §(K, z).
Ceci montre qu’on a une décomposition

Lnok,)(T) = Lnintreresy e (1) Ln,pe,x,2) (T). (7.18)

Montrons que F(§, K, z) est fini et majorons son cardinal. Soit y, un
élément de F'(§, K, z), qu’on écrit

= > wp (7.19)

1ES(1\S(1)

avec les y; dans N+.

Par définition de 6(1)g, pour tout I de 6(1) \ 6(1)g, il existe ¢ dans K
vérifiant (p;, A;) > 1 (rappelons que pour tout 7 on a (p;, A\;) > 0). Comme
Yo vérifie

Vi € K, <y2, )\z> < <Z, )\z> (720)
on a
p < Sup (z, A) < (z, A). (7.21)
€K

Ainsi F(9, K, z) est fini et son cardinal est majoré par
(z, A) [B(D\6(1) k] < {z, ) rg(N) (7.22)

Par ailleurs un y, de F'(9, K, z) vérifie

0< (g, V< > (2, N (o, A) S M (2, ) (7.23)
1E8(1)\6(1) i

ou on rappelle que
M =[I] Sup ({pi, \)). (7.24)
l€A(1)
Supposons (N/(T))" N AY = {0}. Ceci équivaut a dire que si A € A
vérifie (m, A\) = 0 pour tout m € () alors A = 0. Mais si § est de dimension

maximale, les (p;)ies1) engendrent (), et donc si K n’est pas vide, on ne
peut avoir 0(1)x = §(1). O
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7.5.2 Version générale

On considére toujours T un cone de Ngr contenu dans A. On se donne en
outre N' C N un sous-groupe d’indice fini.

On écrit cette fois T comme le support d’'un éventail N'-régulier A (i.e les
cones de A sont engendrés par des parties de bases de N'), et on reprend a cet
effet les notations introduites a la section 4.1. Soulignons que pour [ € A(1),
p; désigne le générateur du monoide N’ N 1.

On fixe un élément z de AN N. On pose

T.=TnNn{z+ANN'} (7.25)
On veut étudier la série formelle
Ly (T)= ) T (7.26)
yeTNN
yEz+ANN'
Nous écrivons d’abord
Ly (T) = Z Ly nintreis) (1) (7.27)
dEA

Pour § € A, notons qu’on peut écrire

L‘-’N,Tzﬂintrel((g) (T) = Z TY = Z TY. (728)

y€Eintrel(d) yEintrel(d)
y—zeA viel, (\Y,y)>(7Y . 2)
y—zEN’ y—z€N’

Pour tout sous-ensemble K de I et tout cone C' de Ng, on note C(K, z) le
sous-ensemble de intrel(C') formé des éléments y vérifiant la condition

Vie K, (N, y) <\, z). (7.29)

Pour tout sous-ensemble A de Ng, on note A, ’ensemble des éléments y de
A vérifiant la condition

y—z€N. (7.30)
En utilisant (7.28), on voit alors qu’on a une décomposition
L. nintrel) (1) = Z (=)™ Ly g(x,0. (T). (7.31)
KcI
Posons
M = [I] Sup (\Y, p). (7.32)
lea(l)
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Lemme 7.5
Soient 6 un coéne de A, et K une partie de 1. Soit 6(1) le sous-ensemble de
0(1) défini par

(Vg =1{l€d(l),VieK, \,p)=0} (7.33)

On compléte (p;)ics01) en une base (p;)icr, de N'. Soit Ni (respectivement
Nj, respectivement Nj) le sous-groupe de N engendré par les (p;)ics(1), (Te-

spectivement (p;)ics(1)\6(1)x » Tespectivement (p;)icr\s(1))-
On écrit
Z2=2z1+ 20+ 23 (7'34)

avec pour i = 1,2,3, z; € (N/)q-
On note 2| I'unique élément de N’ vérifiant

2=z = Z o avee 0 <y < 1. (7.35)
led(V)k

Soit F(9, K, z) 'ensemble des éléments de N qui s’écrivent
Yo+ 21 — 21 (7.36)

ol Yy est un élément de C(0(1) \ 6(1)x)(K, 2).,.
Alors 6(1)k, 6(K, z), et F (4, K, z) vérifient les propriétés suivantes.

~

. Si§(K,z), est non vide, alors z3 est un élément de N'.

o

. Si z3 est un élément de N’, on a une décomposition
Lnsr,2).(T) = L intrei(e(1)e) () L v, rs,re,2) (). (7.37)
3. F(0, K, z) est fini. Plus précisément, on a la majoration
[F(6,K,2)] < ([N : N'| (A, 2))®™). (7.38)
4. Pour tout y € F(6,K,z) on a
M < (A, y) KM, 2). (7.39)

5. Si K est vide, on a §(1)x = 6(1) et F(6, K,z) ={z — 2 }.

6. On suppose en outre que (N/ (Y))"NAY = {0}, que § est de dimension
maximale, et que K est non vide. Alors §(1)k est un sous-ensemble
strict de 0(1).
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Démonstration :

Soit y un élément de intrel(d). Il s’écrit donc de maniére unique y; + yo
avec y; € intrel(C(0(1)k)) et yo € intrel(C(6(1) \ d(1)k)).

Supposons en outre que y est dans §(K, z),, i.e. vérifie d’'une part

Vie K, (y, \)<(z,\) (7.40)
et d’autre part
y—z€eN. (7.41)
Au vu de la définition (7.33) de 6(1)x, on a

Vie K, (y, )= (2, \). (7.42)
Ainsi la condition (7.40) montre que ys vérifie

Vie K, (y2,\) <(z, \)). (7.43)
Par ailleurs on a y — 2 = (y1 — 21) + (Y2 — 22) + 23. En outre y — 2 est dans
N', et y; — 21 (respectivement y, — 2o, respectivement z3) est dans (Ny)q
(respectivement (IV3)q, respectivement (N3)q). On en déduit que y; — 2,
Ys — 29 et z3 sont dans N'.
Ainsi on a
y2 € C(6(1) \ 6(1) k) (K 2)2, (7.44)
et
y1 € intrel[C(d(1) k)], - (7.45)

En outre ceci montre que la non vacuité de 6(K, z), entraine que z3 est dans
N/
Réciproquement, on constate que si on a

y1 € intrel[C(6(1) k)], (7.46)
y2 € C(O(L) \ 6(1) k) (K, 2)s,, (7.47)

et
23 € N’ (748)

alors y; + yo est un élément de §(K, z),.
Ceci montre que si z3 est dans N’ on a une décomposition

Lo (T) = > T 3 T | . (7.49)

y2€C(8(1\I(1) k) (K,2) 2, y1€intrel(C(6(1) k)2,
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Par ailleurs on a

Z TV — Z TV — Ta—2 Z TY

y1€intrel(C(6(1) K )) 2, y1€intrel(C(6(1) k) y€intrel(C(6(1) x))+2] —21
y1—z1EN’ yEN'
(7.50)

Or, au vu de la définition de z7, on a

[intrel(C(6(1) k) + 27 — z1) N N = intrel [C(6(1) k)] N N’ (7.51)
soit
Z TV =T*75 Ly inerei(es()x)) (1) (7.52)
y1€intrel(C(6(1)x))
y1—z1EN’
d’ou
Lnse)(T) = Z Tyata=z Lyt jntreleo1) ) (1) (7.53)
y2€C(D\I(1) k) (K,2) 29
= Ly re,)(T) L intreie) ) (1) (7.54)

Montrons que F'(6, K, z) est fini et estimons son cardinal. On commence
par remarquer que F(d, K, z) est en bijection avec C(d(1)\d(1)x)(K, z2). Soit
yo un élément de C(5(1) \ 6(1) k) (K, z2), qu'on écrit

= > (7.55)

1e6(N\6(1) i

avec les p; dans R.y.

Comme z € N,on a [N : N'|]z € N, donc [N : N'|z € N’ Comme

Y2 — 22 € N', [N : N'] ys est dans N’. Ainsi les y; sont dans [N—IN,} Zy.

Par définition de 0(1)g, pour tout [ de 6(1) \ 6(1)g, il existe ¢ dans K
vérifiant (p;, A;) > 1 (rappelons que pour tout i on a (p;, \/) > 0). Comme
Yo vérifie

Vie K, (2, N) <(z,\) (7.56)
on a
w < Sup (z, \) < (2, A\Y). (7.57)
icK

Ainsi C(6(1) \ §(1)k) (K, 22) est fini et son cardinal est majoré par

[N : N’] [S(\6(1) k] <Z’ )\\/>[5(1)\5(1)K}’ (7.58)
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cette quantité étant elle-méme majorée par
([N N') =z, AY)) ),

Par ailleurs un élément y, de C(6(1) \ d(1) k) (K, 22) vérifie
0< (ya, )< ) (2, AY) (s AY) <M (2, AY)
1€5(\S(1) 5
ou on rappelle que

M= [I] Sup ({p, X")).
leA(1)

En outre on a

0><Zl_217)\v>>_ Z <pl7)\v>>_M

led() g
et finalement si y est un élément de F'(6, K, z) on a

My, Y)Y <M (2, AY)

(7.59)

(7.60)

(7.61)

(7.62)

(7.63)

Supposons (N/(T))" N AY = {0}. Ceci équivaut a dire que si A € AV
vérifie (m, A\) = 0 pour tout m € () alors A = 0. Mais si § est de dimension
maximale, les (p;)ies1) engendrent (1), et donc si K n’est pas vide, on ne

peut avoir 0(1)x = 6(1).

O

Nous pouvons généraliser le lemme 7.5 de la maniére suivante. On con-
serve les notations introduites avant I’énoncé du lemme 7.5. On considére en
outre I C I un sous-ensemble strict de I et A C A le cone engendré par les

()\ )zel'
Soit . B
T.=TnNn{z+ANN'}

On veut étudier la série

Ly (T) = Z TY.

yeYNN
yez+ANN’

Nous écrivons d’abord

T) - Z LN,i Nintrel(d) (T)

dEA
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Pour § € A, notons qu’on peut écrire

LNT intrel 5) Z Y = Z Y. (7.67)
y€Eintrel(d) y€Eintrel(9)
y—zeh viel, (A 9) (Y =)
y—z€N’ vie\I, (XY ,y)=(}} ,z)
y—z€N'

Pour tout sous-ensemble K de I et tout cone C de Ng, soit 5([(, z) le sous-
ensemble de intrel(C') formé des éléments y vérifiant les conditions

Vie K, (\,y) < (N, 2) (7.68)
et _
vie INT, (N, p) = (A, 2). (7.69)
On a alors une décomposition
LN,'Y‘Z Nintrel(§) (T) = Z <_1)[K] LN,S(K,z)Z (T) (770)
Kcl

Une légére adaptation de la preuve du lemme 7.5 permet alors de montrer
le lemme suivant.

Lemme 7.6 _
Soient § un cone de A, et K une partie de I.

—~—

Soit 6(1)k le sous-ensemble de §(1) défini par

P

() ={1ed(1),Vie KU I\I), {(p,\)=0} (7.71)

On compléte (p;)icsa1) en une base (p;)icr, de N'. Soit Ni (respectivement
N, respectivement Nj) le sous-module de N engendré par les (p;)

leb(x
(respectivement (pl)leé(l)\é(l) respectivement (p;)ier\s(1))-
On écrit z = 2 + 22 + 23 avec pour i = 1,2,3, z; € (N])q.
On note z; I'unique élément de N' vérifiant
2=z = Z wy pr avee 0 <y < 1. (7.72)

1€6(Dx

Soit F(6, K, z) I'ensemble des éléments qui s'écrivent ys + 21 — 2, ot ys

N

est un élément de C(5(1 ) \5(1)K)(K 2) 25

Alors les ensembles 5( e 5([( z), et ﬁ(é, K, z) vérifient les propriétés
suivantes :
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1. Si 0(K, z), est non vide, alors z; est un élément de N'.

2. Si z3 est un élément de N', on a une décomposition

Lnsn.T) =L N inirel( (505 (T) Ly 7s.xc.2)(T) (7.73)

3. ﬁ(é, K, z) est fini. Plus précisément, on a la majoration

[f(é, K, z)} <N : N] (2, AV))5) (7.74)

—_—

4. Pour tout y € F(§,K,z) on a
M (g, A <M (5, A (7.75)

5. On suppose en outre que (N/ (Y))"NAY = {0} et que § est de dimension

maximale. Alors §(1)x est un sous-ensemble strict de 6(1).

7.6 Comportement des fonctions étudiées par intégra-
tion
Rappelons que nous avons fixé un Z-module libre de rang fini N, et A un
cone simplicial de Ng. On considére en outre désormais un sous groupe M de
N tel que le quotient I' = N/M soit sans torsion. On notera j I’application

quotient N — I'" et ¢ le morphisme d’inclusion M — N. On a donc une suite
exacte de Z-module libres de rang fini

0—M-N-2T—0 (7.1)
et la suite exacte duale

01V 25 Nv 2

MY — 0. (7.2)

Nous aurons en particulier par la suite a considérer la situation ou I'V N
AY = {0}. Cette hypothése équivaut au fait que ¢¥(AY) est strictement con-
vexe, ou encore que A N Mg = [i¥(AY)]" est d’intérieur non vide, ou encore
que l'intérieur de A rencontre M.

Lemme 7.7
Pour tout s € T (AY,) on a

Lnannir (7°) = Laranng (C] _iv(s)) : (7.3)
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Démonstration : En effet on peut écrire

LN anvg (q_s) = Z g e

yeEANMgNN

— Z q*<y75>

yeANM

7.6.1 Le lemme technique : forme dépouillée

Lemme 7.8
On a

/LNA(jl\z'(z) q °)dz = Lyanmg (qfs) .
ry
Démonstration : 11 suffit d’écrire

S Guz), p) g Az = 3 g / Ui(=) ) dz

yEANN yEANN

Iy Iy

= > 0 [ i)
yEANN FE/J

— Z q7<y75>
yEANN
J(y)=0

— Z q*<y75>
yeANM

= Ly anmg (7°)

d’ou le lemme.

7.6.2 Le lemme technique : forme simple

(7.4)
(7.5)
(7.6)
(7.7)

(7.8)

(7.10)

(7.11)

(7.12)

(7.13)

(7.14)

On se donne a : ANN — C et e > 0 tels que la série définissant
Ly aa(g™®) converge absolument pour tout s € 7 (A\;fs). Comme déja in-
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diqué, ceci équivaut a la condition suivante :

pour tout 1 < ¢, la série Z la,| ¢"¥ est convergente. (7.15)
yEANN

Pour s € 7 (AY,), posons

£18) = [ Lvna (65(2)07) La ({2 dz (.10
Iy
Cela définit une fonction f; holomorphe sur 7 (AY,) .

Remarque 7.9 : D’aprés le lemme 5.51, on peut, dans la définition (7.16) de
f1, remplacer 'intégrale sur I'Y; par une intégrale sur I'; ou IV est n’'importe

quel sous-groupe d’indice fini de T'V. O
Lemme 7.10
On fait I’hypothése que TV N AY = {0}. Alors la fonction

S t— fl(s) — LN7A7Q(1) LN,AOMR (q _S) (717)

est admissible de multiplicité supérieure a 1 — rg(M).

Démonstration : On a pour tout s de 7 (AY),

Lnna(io(z)a %) Enalis(z) g °)

- < > ay (=), v) q‘“””) ( S Gh2). v) q—<yvs>)

yeEANN yeANN

- Z ay, (j(2), Yo +y1) ¢ 0tV (7.18)
(yo,y1)€(ANN)?

d’on
/ Lyna (i0(2)a7°) Eaali(z) g *)dz = > a,q W / (z, j(yo+11)) dz
ry, (y0,y1)€(ANN)? r,
(7.19)
et Z a’yl Z q _<y0+y1 ) S)
y1 EANN YyoEANN
J(yo+y1)=0
(7.20)
y1EANN yeANM
yEy1+ANN
(7.21)
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On applique alors le lemme 7.4 avec T = ANMg. On obtient la décomposition

fils) =Y > (DM L swacesmen (@7°) Y ay Enrerg (@°)

SeA KCI y1 EANN

(7.22)
Soient ¢ et K donnés. D’aprés les majorations (7.11) et (7.12) on a pour tout

U
S danl Y @0V ol WEY @ (12

y1EANN yeEF(8,K,y1) y1€EANN

et cette derniére série converge pour tout n < . Ainsi la série

> D (7.24)

yeANN y1 EANN
yEF(6,K,y1)

définit une fonction admissible de multiplicité supérieure a 0. Comme I'V N
AY = {0}, d’aprés le point 7.4 du lemme 7.4 la fonction

L nimrel(e(s(1)x0)) (47°) Z ay, LN,y (07°) - (7.25)
y1 EANN

est, si K # &, une fonction admissible de multiplicité supérieure a 1 —rg(M).
La contribution des termes correspondant & K = @ dans la décomposition
ci-dessus est

< Z a'y1> X (Z L‘-’N,intrel(é) (q_s)> = LN,A,@(]-) X LM,AHMR (q_s)

y1 EANN dEA
(7.26)

d’otu le lemme. O

7.6.3 Le lemme technique : forme générale

Comme dans la sous-section précédente, on commence par se donner a :
ANN — Cet e > 0 tels que la série définissant Ly, (¢ °) converge
absolument pour tout s € 7 (AY_,).

On se donne en outre N’ un sous-groupe d’indice fini de N.

Pour s € 7 (AY,), posons

fols) = / Exnn (5(2)07%) Lwalib(2) g ) dz. (7.27)

zely,
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Cela définit une fonction fo holomorphe sur 7 (AY,) .
Remarque 7.11 : D’apreés le lemme 5.51, on peut, dans la définition (7.27) de
fa, remplacer 'intégrale sur I'Y; par une intégrale sur I';; ot I est n’importe
quel sous-groupe d’indice fini de T'V. O

Lemme 7.12
On suppose que 'V N AY = {0}.
1. 1l existe alors une fonction g admissible de multiplicité supérieure a
zéro telle que la fonction

s — fa(s) = 9(8) Lnranng (¢7°) (7.28)

est admissible de multiplicité supérieure a 1 — rg(M).

2. On suppose en outre que la condition suivante est vérifiée : pour tout
y € AN N, si a, est non nul alors j(y) est un élément de j(N'). Alors
on peut choisir g de sorte qu’on ait

9(0) = Ly aa(l). (7.29)

Démonstration :  On a pour tout s de 7 (AY,), et tout z de I'};
Lvaa (36(2)077) Lna (75(2) ¢ 77)

= ( Y a4y (2. 0) q<y’s>> ( > (2, i) q<y73>> (7.30)

yeEANN yeANN'
d’ott
/ Ly (U(2)a7°) Lva (G5(2) ¢7°) dz (7.31)
zely,

D NS Bl AR Y

(y,2)E(ANN’) X (ANN) ry,

=S a Y g (7.33)

zEANN yeANN'
J(y+2)=0

— Z a. Z g vtz (7.34)

2€ANN yeANN'

y+zeM
= Z a, Z q e (7.35)
z€ANN yeANM

yEz+ANN'
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On applique alors le lemme 7.5 avec T = AN Mg. On reprend a cet effet
les notations du lemme 7.5. On obtient la décomposition

Fa(s) =D > (=DM L mwaesay (47°) Y a-Lnrers (47°) -

0cA KCI ze€ANN
z3EN’

(7.36)
Soient § et K donnés. D’aprés les majorations (7.38) et (7.39) on a pour tout
n la majoration

Soolad D0 @< Y fal (NN (z, )Y e,

z€ANN yeF(6,K,z) z€ANN
z3€N’

(7.37)

D’aprés la condition (7.15), cette derniére série converge pour tout n < .
Ainsi la série

Z a, LN,F((S,K,Z) (qis) (738)

z€ANN
23€N’

définit une fonction admissible de multiplicité supérieure a 0.
Comme I'V' N AY = {0}, I'assertion 6 du lemme 7.5 montre que si K # &
ou dim(d) < rg(M), la fonction

Ly ntrelces()) (%) Z a: Ly ez (47°) - (7.39)

zeANN

est une fonction admissible de multiplicité supérieure & 1 — rg(M).

Ecrivons la contribution des termes correspondant & K = @ et dim(§) =
rg(M) dans la décomposition (7.36). Pour cela, on commence par remarquer
la chose suivante : soit 0 tel que dim(d) = rg(M) et K = &. Avec les notations
du lemme 7.5, on a N{ = M N N', N; =0et N' = (N'NM)® Nj. Ainsi, si
z € N g’écrit z = z; + 23 avec z; € (N' N M)q et z3 € (IV})q, la condition
z3 € N’ est équivalente a la condition j(z) € j(N’). Ainsi la contribution
considérée s’écrit

Z a. q*<Z1*Z3 ) | % Z L N7 intrel(s) ((J*S) . (7.40)

2€ANN, SEA
J(2)€5(N") dim(d)=rg(M)

Pour tout z € AN N, ona —-M < (2 — 2z, A) < 0. Ainsi, pour > 0 on

a
> ‘azqn<z1—zi7>\>) < D af < 400 (7.41)
z€ANN, z€ANN,
J)EIN)
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et pour n < 0Oon a

S e AN <Y o < doo. (142)
2€ANN, 2EANN,
J(2)€5(N")

Ceci montre que la fonction g définie par

gs)= Y aglr (7.43)
z€ANN,
J3(2)€5(N")
est admissible de multiplicité positive.
Comme on a la décomposition

LN’,AF\MR (qis) = Z Z(-l)”q LN’,intrel(@(é(l)K)) (qis) (744)

deA KCI

et que, pour K # @ oudim(d) < rg(M), lafonction s — Ly inereies)x)) (¢ %)
est admissible de multiplicité supérieure & 1 — rg(M), on déduit de ce qui
précéde que

5 Jo(5) — 9(5) Evearam (a7°) (7.45)

est admissible de multiplicité supérieure a 1 — rg(M).
Supposons a présent que pour z € AN N la condition a, # 0 entraine
j(z) € j(N'). On a alors I’égalité

Z a, = Z a, (7.46)

zEANN, 2zEANN
3(2)€3(N”)
ce qui signifie exactement que g(0) = Ly q(1). O

Remarque 7.13 : S'il existe y tel que a, # 0 et j(y) ¢ j(IN'), la conclusion
du point 2 du lemme 7.12 peut étre mise en défaut : il se peut que f>(s) soit
admissible de multiplicité supérieure & 1 —rg(M), méme si Ly 4(1) est non
nul. En d’autres termes, dans ce cas de figure, on «perd» le controle du terme
principal (ce qu’il faudra bien sir éviter absolument lors de I'application au
calcul de la fonction zéta des hauteurs).

A titre d’exemple, considérons le cas ot N = Z2 A = R;O, M=7Z(1,1)
N’ =2N, et a : N> - C est donnée par apny =leta, =0siy # (2,1)
On a alors j(1,0) = —5(0, 1) et on identifie I' & Z au moyen de la base j(1,0)

)

149



Pour z € T'Y; = U, on a alors
Zj(2’1) q72 S1—82
(1= 2920 g=2s1)(1 — 2302 g—252)

Lnna (0(2)a™°) Lnalin(z)q~®) =

(7.47)
= q72 $1—S2
o (1 — 2 q—251)(1 — x2 q_252)
(7.48)
— Z z2n172n2+1 q72 (n1+1) 317(2n2+1) ED)
(n1,n2)eN?
(7.49)
et de cette derniére expression, on déduit aussitot qu’on a
[t Gb=007) valisz e =0 (@0

4
zel'y;

On pourra constater par contre que si on définit a par a1y = 1 et a, =0
si y # (3,1), les hypothéses du point 2 du lemme 7.12 sont vérifiées. De fait,
un calcul similaire montre qu’on a alors

/ Lvnn (G5(2)07°) Laalif(z) g =

Vv
zel'y;

q—3 s1—3 82

(7.51)

1 _ q*? S1—2 892

=g Ly n g (7))
(7.52)

O
Le lemme 7.12 va en fait nous servir a traiter le terme principal de la
fonction zéta des hauteurs, qui correspond (& une constante multiplicative
prés) au terme [; dans la formule (5.87). Nous avons besoin d’un autre lemme
pour traiter les termes restants, a savoir les I,, pour x € Uy \ Ker (v%),
apparasissant dans cette méme formule. On conserve les notations introduites
avant I’énoncé du lemme 7.12. On considére en outre I C I un sous-ensemble
strict de I, et A C A le cone engendré par les (A;), 7.
Si on suppose que T' vérifie TV N AY = {0}, AN Mg est d’intérieur vide
dans Mg. En effet ce cone est le dual du cone z([N\), qui contient la droite
engendrée par ’élément non nul i()\,, ), ot iy ¢ 1.
Pour s € 7 (AY,), posons

Al = [ Rxan (5 0) Byalip=) 0 9z (15

Iy
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Cela définit une fonction f3; holomorphe sur 7 (AY,) .

Lemme 7.14
On fait 'hypothése que TV N AY = {0}. Alors la fonction f3 est admissible
de multiplicité supérieure a 1 — rg(M).

Démonstration :  On a pour tout s de 7 (AY,), et tout z de I'};

Lnaa (]l\j'(z) q_s) LN (jgf(z) q_s)

= ( > ay (=) q‘<y’s>> Yz, 0w) | (7.54)

yeANN yeANN’
d’ou
[ 2 G20 a) L5 (=) 077) dz (7.55)
Iy

= Z azq_<y+zvs>/zj(y+z)dz (7.56)

(1,2)€(ANN") x (ANN) ry,

Y a Y g (7.57)

J(y+2)=0

= > a. Y g W (7.58)

y+zeM
=2 e 2 0 (7.59)
zEANN yEANM

y6z+/~\ﬂN’

On applique alors le lemme 7.6 avec T = AN Mg. On reprend a cet effet
les notations du lemme 7.6. On obtient la décomposition

fa(s) = Z Z(_l)m LN’,intrel((‘f(m)) (a7) Z @z Ly Fs,,2) (a7

ISTAN T z€ANN
KclI e N’

(7.60)
Soient ¢ et K donnés. D’aprés les majorations (7.74) et (7.75) on a pour tout
n la majoration

Yol X @< 3T fald (e, )Y e,

zzelé?[]y yeF(5,K,2) zeANN
3
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D’aprés la condition (7.15), cette derniére série converge pour tout n < .

Ainsi la série
Z a: Ly rexz) (7°) (7.61)

zeANN
z3€N’

définit une fonction admissible de multiplicité supérieure a 0.
Comme I'V N AY = {0}, le point 5 du lemme 7.6 montre que la fonction

8 L el G ) (a7) Z @z Ly sz (47°) (7.62)
zeANN
est une fonction admissible de multiplicité supérieure a 1 — rg(M). O

8 Application aux fonctions zéta des hauteurs

8.1 Préliminaires

1)/G

Rappelons que X (7)) ¢ s’identifie & un sous-groupe de 7,5 via la suite

exacte
0 — X(1)¢ L z*V/¢ I, pie(Xy) — HYG,X(T)) — 0 (8.1)
tirée de la suite exacte (4.11) en prenant les G-invariants.
Soit m € X(T)¢ vérifiant
VaeX(1)/G, (m, ps) =0. (8.2)

Alors on a
0. (8.3)

VaeX(l), Vpea, (m,p) >
t X(T)V, ce qui entraine

L’éventail 3 étant complet, ses rayons engendren
= 0. Nous avons donc

X(T)¢ Nz = {0} (8.4)

(on aurait pu aussi invoquer directement le fait général que Ceg(Xy) est
strictement convexe).
Dans le cas fonctionnel, on tire par ailleurs de (4.11) un complexe

®TNS e ®TPZ e ®T- (85)

Notons @()TNS le noyau du morphisme ®TP2 — Dr. Rappelons que nous avons
noté DY I'image de ce morphisme dans Dr. On a donc une suite exacte de
Z-modules libre de rang fini.

0 — DY, = Dy, 5 DY — 0 (8.6)

Tns
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et la suite exacte duale

0— ()" > (D, ) (D

Ins

)" — 0. (8.7)

Comme (4.11) est une résolution flasque de X (7") (lemme 4.2), d’aprés la
proposition 3.40, 'indice dans D%NS de I'image de Dy, dans DTPE est égal a

[HY(G, X(T))] [Cry] [Cr] TKT.

e

(8.8)

On pose

Co = lin} (s — 1) BEW/El / H(—spg, t)wr(t). (8.9)

T(K)NT(A k)

On montrera a la sous-section 8.4.1 que Cj est non nulle.

8.2 Application du lemme technique dans le cas ari-
thmétique

Rappelons que d’aprés le corollaire 5.48, on a pour tout élément s de

T <R§0(1)/ G) la représentation intégrale

Culoo+8)= ) Hit,=s =) (8.1)
teT(K)
[A(T) _
T (2m)E XD p(T) / F(s—inm(y))dy.  (82)
yEX(T)g

ot I est la fonction définie dans ’énoncé de la proposition 5.46. En particulier

F' est une fonction holomorphe sur 7° (RES)/G), et il existe un € > 0 tel que

la fonction

SOé
s—F(s) [] s (8.3)
aex(1)/G @

se prolonge en une fonction holomorphe sur 7 (REQE)/ G) qui d’aprés le point

3 de la proposition 5.46 est X (T)§-controlée au sens de |[CLTs, Définition
3.13).
D’aprés (5.27), on a

Co = lim sEO/C F (5 ). (8.4)

s—0
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On déduit alors du théoréme 6.2 qu’il existe un ¢ > 0 tel que la fonction

[A(T)] Co
R(s) = Cu(po +s) — MT)O:W(ZEU)/G),W(R%)/G) (m(s)), (8.5)
se prolonge en une fonction méromorphe sur 7° (Ri(_ll,/ G), vérifiant
VseT (Rig}w) - Tim PO R(s ) = 0 (8.6)

La formule (6.3) et la suite exacte (8.1) montrent par ailleurs qu’on a

Eﬂ(zml)/c)m(Rgg})/G) (w(s)) = [H'(G, X(T))] Epic(xs),Contxs) (7(8)) + R(s).
(8.7)
On en déduit que la fonction

8 = (o (8) = Cr(s wo) (8.8)

prolonge en une fonction méromorphe sur 7 (R~;_./) avec un pole d’ordre
rg(Pic(Xyx)) en s = 1, de terme principal en s = 1 égal a

A(T)] Gy

(8.9)
8.3 Application du lemme technique dans le cas fonc-
tionnel

8.3.1 Le cas d’une extension de déploiement non ramifiée

On suppose dans toute la sous-section 8.3.1 que la variété torique Xx est
déployée par une extension non ramifiée.
Rappelons que d’aprés le corollaire 5.55 on a alors pour tout élément s

de T <R>2£1)/G) la représentation intégrale

1
Ch (8) = o @) BT 2 Ils) (81

XEUr

ou, pour x € Ur, I,(s) est la fonction donnée par I'intégrale

/ H Lk, (<z> da pa) qida oo Xa) 9 (X,’Yu(Z) qis) dz.

sex(mg \e€S()/G

(8.2)
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Soit P la série formelle

Pz = [ (1-=)

aeX(1)/G
X Z H ‘CKa (q*da Za;Xa) H Qz,v (Xﬁ (Wwﬁ) q*dﬁ zﬁfw5> . (8.3)
x€Ur aeX(1)/G vEPK

D’aprés (2.6), le lemme 5.1 et le lemme 5.36, P a un rayon de convergence

supérieur a q% ; en outre, pour tout s € 7 (Ri(j)l/c') et tout z € X(T)&, on

a d’aprés le lemme 5.36 et le lemme 5.16 i

P (<z7 da pa) q_(da Sa))
I[I (={(z,dapa) g se)

aex(1)/G

= > II Lre (ar (2, dapa) g 0) Q (X qu(z) 07277 . (84)

x€Ur aeX(1)/G

On peut donc écrire

—dq sa)

1 P ((z, dapa)q .
/ ( WG

log(q)e XM b(T) [T (1—={(z,dapa) g )
zeX(T)G a€x(1)/G
(8.5)

Cu(s+wo) =

Lemme 8.1
On a

P(1) = log(q)FW/¢ (Hd) (8.6)

Démonstration : Comme Xy est déployée par une extension non rami-
fice, d’aprés le corollaire 3.34 on a T'(K) N T(Ak) = T(Ak). Ainsi on a

Co = lim (s — 1) EO/CFH (1, —5 ). (8.7)

D’aprés (5.97) et la remarque qui suit, on a

?H(la_s SOO) = H ZKa Xas 4 ~da 8) Q (17(]_8%) (88)
aeX(1
d’ou
Co = lir% s 2)/Gl H ZKa q*da (S+1)) Q(1, g G+ w) (8.9)
aeX(1
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D’aprés le lemme 5.41, Ker(y*) s’identifie & A(7)*. Or, comme 'extension de
déploiement L/K est non ramifiée, d’apreés le corollaire 3.34 A(T') est trivial,
donc Ker (v*) également. En particulier, si x € Ur \ {1}, x n’est pas dans
Ker(y*), et donc I'un au moins des caractéres x, est non trivial. D’aprés le
lemme 5.1, ceci montre 1’égalité

hr% 5[E1)/G] H ZKa —da(s—f—l)) Q(l’q_(sﬂ)%)
o aeX(1)/G

— lim s ZM/G] Z H LKa qu—da(saﬂ)) Q(X) q(s—f—l)cpo). (8.10)

s—0
x€Ur aeX(1)/G

Mais d’aprés (8.4), on a

lim 82(1 /G] Z H LKa Ya. ¢ —da s+1)) D(X, q(s+1)<p0).

0 x€Ur aeX(1)/G
P —da 8 2(1)/G]
= lim s=V/C] () —— = P(1) lim ——=— - (8.11)
5—0 [I (1—gds) s=0 [ (1 —gd=s)
a€x(1)/G a€x(1)/G
d’ou le résultat. ]

Reprenons a présent les notations de la section 7. Le role de la suite exacte
(7.1) est ici joué par la suite exacte

0 — DY =5 Dy 1o DY — 0, (8.12)

On pose I = ¥(1)/G, et on prend pour base (\;) la base (d, Dy) de Dy, .
On prend pour a la fonction donnée par les coefficients de la série formelle
P. On a donc, d’apreés (8.5) et le lemme 5.16

1
log(q)sX (M) b(T)

/ Lnna (u(2)q™®) Lyalyu(z) g ®)dz.
zeX(T)&

Ci (0o +8) =

(8.13)
D’aprés le lemme 8.1 on a

Lnaa(l) =log(q)FW/dl (Hd ) Cy # 0. (8.14)

Nous appliquons alors le lemme 7.10 (ce qui est licite d’aprés (8.4)), en tenant
compte de la remarque 7.9 et du fait que X (7)€ est un sous-groupe d’indice
fini de (DY)".

Nous obtenons ainsi le lemme suivant.
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Lemme 8.2
La fonction

lg0)™/ (T14.) 4

s+ (u(s+ o) — Tog(q)5 XM H(T) LQgNS,An DY (qfs) (8.15)
est admissible de multiplicité supérieure a 1 — rg(Pic(Xy)).
Lemme 8.3
Il existe un € > 0 tel que la fonction
s+ Cy(s o) (8.16)

se prolonge en une fonction méromorphe sur 7 (R~;_.) avec un péle d’ordre
rg(Pic(Xy)) en s = 0, et vérifiant

[A(T)] Co

s (817)

lim ") Gy (s o) = [HY(G. X(T))] (€]

s—0

Démonstration : Du lemme 8.2, on déduit aussitot qu’il existe un € > 0
tel que la fonction s — (s o) se prolonge en une fonction méromorphe sur
7 (R~1_¢) avec un pole d’ordre rg(Pic(Xy)) en s = 0, et vérifiant

s—0

hmsrg(Plc(Xg) gH(S 900) IOg( rg(Plc(Xz) (Hd )

: rg(Pic(X: —S$
x lim [s g(Pic(Xx)) LD%NS’AOD%NS (q “"0)} . (8.18)

s—0

Mais on a

rg(Pic(X: —s8
lim g '&(Pic(Xs) L@o ATy (q 4{«"0)
s—0 NS

_[HAG XM)][€
Hda

(07

7] log(q)~"e®eX=) o * (Xy). (8.19)

La relation (8.19) sera démontré a la sous-section suivante (démonstration
du lemme 8.7) dans le cas ou 'extension de déploiement n’est plus supposée
non ramifiée. Supposer ’extension de déploiement non ramifiée ne simplifie
pas notoirement le calcul (on y gagne simplement le fait que certains termes
apparaissant dans le calcul, comme [A(T)] et Kr, sont triviaux). O
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8.3.2 Un cas plus général

On suppose dans toute la sous-section 8.5.2, que le G-éventail ¥ est tel
que toutes les places de K wvérifient [’hypothése 4.8. Nous expliquerons en
appendice comment adapter le raisonnement au cas général.

Rappelons que d’aprés le corollaire 5.54 on a alors pour tout élément s

de T (Rffl)/G) la représentation intégrale

1 [A(T)]
CH (8) = lOg(q)rg(X(T)G) b(T) [KT] [1(8) + Z [X<S> (820)

x€Ur\Ker(y*)

ou [1(s) est la fonction donnée par 'intégrale

[ O 2 dsd o) | fou@a) a2

zGX(T)g aeX(1)/G

et I,(s) est la fonction donnée par I'intégrale

[l o (e dapa) a7 ) | (vl ) d=

X ()G a€x(1)/G

(8.22)

Etude de I, pour x € Ur \ Ker (v*). Soit x € Uz \Ker (v*). Etudions
I'intégrale

I (s) = / [T Zx. (Xor (2, dapa) a7%) | §(x.0(2) q™°) dz.

sex(mg  \e€S()/G

(8.23)

Rappelons que d’apreés le lemme 5.37 la série f (x, .) est une série formelle
de rayon de convergence supérieur a q’% et Dr-compatible.

Comme x n’est pas dans Ker (v*) I'ensemble (X(1)/G), des a € 3(1)/G
tel que x, est non trivial est non vide, et, par le lemme 5.1, pour de tels
a la fonction Lk, (Xa, -) est un polynome. Pour les autres « la fonction L
correspondante est une fonction zéta.
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Ceci montre, compte tenu également de la proposition 2.1, que la série

POo ()= [ [ (=28 Zi. (g% =)

o (2(1)/G)y
x [T Lro(xara™20) ) §(x (67" 2)) (8:24)
ac(3(1)/G)x

a un rayon de convergence supérieur a ¢ et est Dp-compatible. On a pour
tout s € 7 <R§gl)/G) et tout z € X(T)§

P (x,7w(2z)q™®)

= [T (-(z, dapa) %) Zk, (2, da pa) g% 1)

ag(S(1)/G)y
- I Lk (ar (2, dapa) ¢ CHD) | f (X q0(z) ¢ 5F)
a€(S(1)/G)y
(8.25)
On a donc
P (x.7(2) €% aesy/c
! N dz. 8.26
(8 +¢0) / T (= (2. dopa) g %) ¥ (8.26)

ZX(D)G ag(S(1)/)y

Reprenons les notations de la section 7. Le role de la suite exacte (7.1)
est ici joué par la suite exacte

0— (n(P§))" = (PS)Y 25 (x(1)%)” — 0. (8.27)

On pose N’ = Dr,, , I = ¥(1)/G, I=(2(1)/G)\ (2(1)/G)y, et on prend
pour base ();) de N la base (Dg) ,cx1)/- On prend pour a la fonction donnée

«
par les coefficients de la série formelle P(y, .). On peut alors écrire

I (s + o) = / Exne (0(2)0%) Ly xO0(2) g~ *)dz (8.28)

zeX(T)&

On applique alors le lemme 7.14 et on obtient ainsi le lemme suivant.
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Lemme 8.4
La fonction
s+ L(s+ o) (8.29)

est une fonction admissible de multiplicité au plus
[%(1)/G] —rg (X(T)%) — 1 = rg(Pic(Xx)) — 1. (8.30)

En particulier, il existe un € > 0, tel que la fonction s — I, ((s + 1)¢g) se
prolonge en une fonction méromorphe sur T (R~ _.), avec un pole d’ordre au
plus rg(Pic(Xy)) — 1 en zéro.

Etude de I;. Pour mémoire, ;(s) est donnée par l'intégrale

T Zx.((z. dapa) a*) | §(w(z)q™®) dz.  (8.31)

sex(mg \e€S()/G

Soit P la série formelle

P) = [ JI —a 2t Zi, (7% 22) | x §((¢7" 2)) . (8.32)
aeX(1)/G

D’aprés (2.6), le lemme 5.39 et le lemme 5.19 P est une série formelle de
rayon de convergence supérieur a q% et D%—Compatible. On a, pour tout

s(1)/G e
seT <R>7% ) et tout z € X (1)
Pw(z)q?)

[I (1=(z, dapa) g==*=)
aeX(1)/G

— H Zk., ((z, da pa) g (8““)) f(vu(z) q_(s+“"°)) . (8.33)
aeX(1)/G

On a ainsi, pour tout s € 7 (Ri(ﬂ/G),
2

P Ul\# - ae¥(1l
Ii(s + o) = / N (Zli ()zq d)a paé );fda Sl (8.34)

zeX(T)G a€x(1)/G
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Lemme 8.5
On a

P(1) = log(q)FW/¢] (Hd) (8.35)

Démonstration :  D’aprés le lemme 5.40, on a pour tout s € 7 (R+)

/ H(=(s+1) po), thwr(t) = H ZKQ g~da DY | § (gD )

TR)NT(Ax) aextt 556
8.36
Par ailleurs on a, d’apreés (8.33),
P (g—5%0
H ZKQ qfda s+1)) ]((qf(erl)tpo) — H (E]l — q)_das) (837)
aeX(1)/G aes(1)/G
On en déduit qu’on a
Ch = lim P20/ / H(=(s+ 1) go) hor(t)  (3.38)
T(K)NT(Ak)
= lim s=W/C] Pla?) (8.39)
5—0 [[ (1—g )
aex(1)/G
P(1) li cal (8.40)
= im .
ST ()
aeX(1)/G
d’ou le résultat annoncé. O

Reprenons les notations de la section 7. Le role de la suite exacte (7.1)
est ici joué par la suite exacte

0— DY

Ins

= Dy, 5 DY —0. (8.41)
On pose I = ¥(1)/G, et on prend pour base (\;) la base (do Dy) de Dry, .

On prend pour a la fonction donnée par les coefficients de la série formelle
P. On peut alors écrire

Li(s+po) = / Lnae (o(2)q™%) Lnoalyu(z) g ®)dz. (8.42)

zeX(T)&
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D’aprés le lemme 8.1 on a

Lnaa(l) =log(q)FW/dl (H da> Co #0. (8.43)

Comme on a j(N') = v"(Dr,_ ) = D7, d’aprés la définition 5.17, le fait que
P soit DY-compatible signifie que a vérifie la condition suivante : si a, est
non nul alors j(y) est un élément de j(N').

Nous appliquons alors le lemme 7.12 (ce qui est licite d’aprés (8.4)) en
tenant compte de la remarque 7.11 et du fait que X (T')“ est un sous-groupe
d’indice fini de (DY)". Nous obtenons ainsi le lemme suivant.

Lemme 8.6
Il existe une fonction admissible g de multiplicité supérieure a zéro et vérifiant

g(0) = 1qu[2(1)/G] (H da) C (8.44)

telle que la fonction

ANDY (q_s) (8.45)

TNs

s — Ii(s + o) — g(s) Ly

TNs

est admissible de multiplicité supérieure a 1 — rg(Pic(Xy)).

Conclusion

Lemme 8.7
Il existe un € > 0 tel que la fonction

s Cu(s o) (8.46)

se prolonge en une fonction méromorphe sur 7 (R~1_.) avec un pole d’ordre
rg(Pic(Xy)) en s = 0, et vérifiant
A(T)] Co

lim s "&(Pic(Xx)) Cu(spo) = [Hl(G,X(T))] [Cr] [

Démonstration : Des lemmes 8.4, 8.6, et de (8.20), on déduit aussitot
qu’il existe un € > 0 tel que la fonction s — (y(s¢p) se prolonge en une
fonction méromorphe sur 7 (R>;_.) avec un pole d’ordre rg(Pic(Xy)) en
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s = 0, et vérifiant

hr%sfg“’w% (s o)
AT (o)™ (T1ds ) Co
_ a rg(Pic(Xx)) —50
K log(q) =X @) b(T) lﬂ%[ Lop anzg (4 )] '
(8.48)
Mais on a
L%Srg(Plc(Xz) LDO Aﬁ'DOTNS (q—sgoo) (849)
_ [HY(G,X(T))] [GTNS] [Cr] Kt . g(Pic(xe) s
_ e, fng £ (Br)an (pr) (477)
Ps;
(8.50)
HY G, X(T)] [€r] Xt ,. i .
= [ ( ( ))] [ T] TlLO B(Pic(Xx) )LPIC(XZ)V Cenr(X5)V (q ’Y[SOO})
on]
(8.51)
1
_ [H (GvX(T))] [GT] Kr 10g<q)7rg(Pic(Xz)) a*(XE). (852)

o]

La premiére égalité vient de (7.4) et (8.8), la seconde de (7.4) et du fait que,
par définition, Dz, est d’indice [Cry,] dans Pic(Xx)Y, et la derniére égalité

vient de (7.3). Comme on a [GTPEi| =[[da et
rg(Pic(Xx)) +1g (X(T)%) = [2(1)/G], (8.53)
on en déduit le résultat annoncé. U

8.4 Calcul du terme principal de la fonction zéta des
hauteurs

8.4.1 Calcul de C,

Nous calculons & présent la constante Cyy définie en (8.9) (et montrons en
particulier qu’elle est non nulle).

163



Lemme 8.8
On a

s—1

Co=lim (s—1)FE0/C / H(—spg, t)wr(t)

T(K)NT(Ak)
=((X(T)) vu(Xx). (8.1)
Démonstration :  La premiére égalité est la définition de Cy. Montrons
la deuxieme égalité. D’apres le scindage

TE)NT(Ax) =T(K) x T(Ag)® (8.2)

donné par le lemme 3.32 et la définition (3.6) de wr on peut écrire pour tout
seT <R>1)

:%m%)/ 0pm4&”@@>®mv

oy veS

T(K)

x [T Ho(=(s,. ... ), t)dpo. (8.3)

vgS

D’aprés le lemme 5.29, on en déduit

:%m%)/ 0pm4&”@@>®mv

oy veS
T(K)

—lgs
x Ls(s, Po) || Qsla™ )sesaye,. (84)
vgS
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On en tire

lim (s — 1)E0/C] / H(—(s,...,$),t)wr

S—)l

TR)NT(Ak)
t(Py) /
= T 7 /7 p CK,dim( H 7t X d v
[z, e [ Lm0 0.0 ) g d
veSs TE) °

-1
X HQZ,U(C]U Nsesay/c,- (8.5)

vgS

Par ailleurs, toujours d’aprés le lemme 5.29, on a pour v ¢ S

Qs (q _lﬁ) o(1, Ps)™ / H,( 1), t)dp, (8.6)
B % / Hy(=(1,..., 1), t)wre, (8.7)
T(KU)

la deuxiéme égalité provenant de la définition (3.3) de du,,. D’aprés le lemme
2.4 et la suite exacte (4.11), on a donc

Qs (g0 / H,( L7 e ;zgsz)) (8.8)

On en déduit que la limite

llir% (s —1)EW/El / H(—(s,...,8),t)wr (8.9)
(

TK)NT(Ak)

est égale a

[1L.,(1,X(T)) L,(1, Pic(Xx,1))

/(P vES
() [1Z.(1, Py)
veES
X CK dim(Xx) / [[H.(-,....0), )] @ — e
’ = ves ’ ’ ’ veES Lv<1,PiC<XE’L))
TE) ®

<[ | Ho~(1...,0).0) YT (8.10)
U§ZST(Z;) Lv(l,PIC(XaL))
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D’aprés le lemme 4.10, on a

Wt v
im H i |
CK,dim(Xs) / (H 1), )> ;?S L,(1,Pic(Xx1))

vES
TE) °
Wr v
H,(—(1,...,1), —
1;[9 / (—( ) x)LU(l,PlC(XZ,L))
YEOT(Ky)
wXEU WXEU
_ . . (8.11
K dim(Xs) / vQSSL 1, Pic(Xx 1)) H / o(L, Pic(Xs 1)) ( )
05 ° vES7 (k)

En utilisant encore une fois le scindage (8.2) et la définition (4.11) de wx,.
on trouve

wXE v WXE v
im X
CKd (Xz) / v?SL (1 Pic XZL H / ]_ Pic XZ L))
T S vESP(K,)

= ((Pic(Xx )" / wxy. (8.12)

T(K)NT(AKk)

D’aprés le lemme 4.11 on a

/ o — / . (8.13)

T(K)NT(Ak) X5 (K)

Finalement, on trouve

lim (s —1)FW/C / H(—(s,...,$),x)wr

S—)l
T(K)NT(Ak)
Ly(1, X(T)) Ly(1, Pic(Xy,
) EIS (1, X(T)) Ly(1, Pic(Xx, 1))
g(PiC(XaL)) HLU(LPE)
veS X5 (K)

wyy. (8.14)

D’apreés le lemme 2.4 et la suite exacte (4.11), on a
{(Pg) = 0(X(T)) £(Pic(Xz,r)) (8.15)
et
[1L.(1,X(T)) L,(1,Pic(Xx,1))
veS
=1 8.16
L0, Fs) 19
veES
d’ou le résultat annoncé, au vu de la définition (4.10) de vy (Xyx).
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8.4.2 Cas arithmétique
D’aprés la relation (3.15) du lemme 3.32, on a
HY(G,Pic(Xs 1))
(7))} '

De plus, par le théoréme d’Ono (théoréeme 3.41) , et la définition (3.12) de
7(T), on a

A(T) = |

(8.17)

WT) H(T) (7))
XN =) = e, x @) (818)

On en déduit, compte tenu du lemme 8.8,

[A(T)] Co = [A(T)] £(X(T)) v (Xs) (8.19)
_ 1) S
~ [HY(G, X(T))] [H(G, Pic(Xs,))] yr(Xs) (8.20)
__ 1
= e, xR ) (821

Dans le cas arithmétique, le terme principal de la fonction zéta des hau-
teurs en s = 1 est donc, d’aprés (8.9),

1

[HY(G, X(T))] o"(Xx) [H'(G, X(T))]

B(Xs) vu(Xx)

8.4.3 Cas fonctionnel
D’aprés la relation (3.15) du lemme 3.32, on a
[A(T)] [(T)] = H(G, Pie(X5.1))- (8.23)

Par le théoréme d’Oesterlé (théoréme 3.41) et la définition (3.13) de 7(7),
on a

b(T) b(T') [Ti(7")]

)= 2y er] ~ e e X)) (524
On en déduit, compte tenu du lemme 8.8,
[A(T)] Co = [A(T)] £(X(T)) vu(Xx) (8.25)
b(T)

[H1<G, PiC(X&L))} ’)/H(Xg) (826)

B(Xs) vu(Xs). (8.27)



Le terme principal de la fonction zéta des hauteurs en s = 1 est donc,
d’aprés le lemme 8.7,

b(T)
e (G x () P )

= o’ (Xz) B(Xs) v (Xx). (8.28)

[H'(G, X(T))] [€] ﬁam)

Ceci achéve la démonstration du théoréme 4.13.

A Appendice : le cas ou ’hypothése 4.8 n’est
pas vérifiée

Dans le cas fonctionnel, nous indiquons & présent comment adapter ce
qui précéde au cas ou certaines places de v ne vérifient pas I’hypotheéses 4.8.
Soit e un entier strictement positif divisibles par tous les e,.

Ainsi, pour tout v € Py, pour tout ¢ € e PL(X)¢ et pour tout t € T(K,),
fo (¥, >2 est entier

On peut donc définir un accouplement

(e PL(X)%) o« x T(K,) — C*

Do Wh) — (DL, Y

vérifiant

Vo € (e PL(Z)9), =PL(X)&, VteT(K,), Hy(p,t)="9Hew(q?1).
(1.2)
Dans toute la suite, on identifiera PL(X)g a C*®/¢ non plus au moyen
de la base (D,), mais de la base (e Dy). On notera (s,,) I'élément de C =1/
correspondant a un élément de s de PL(X)E via cette identification. Ainsi
on a s, = es., pour tout a € 3(1)/G.

Soit
P= > aw]]a (1.3)

(na)ENZ(/G

une série formelle, et z un élément de (C )2(1)/(; tel que la série définissant

P(z) converge absolument. Si on voit z comme un élément de (e PS) .., on
a donc

CX?

P(z)= Y a(na)<z,éznapg> (1.4)

(na)eNE(l)/G

168



Pour tout z € (e X(T')€) o tel que la série définissant P(ycx(2)) converge
absolument, on a donc

Pho@= % aw(z ). 09

(na)ENZ(/G

La définition de la compatibilté est modifiée comme suit : pour tout sous-

groupe M de £ (X(T)G)V et tout (ng) € N*W/¢ le monome [] 27 est
aex(1)/G
dit M-compatible si on a

7Y (é Znapg) e M, (1.6)

autrement dit si on a ]
- Zna Pa € M. (1.7)
e

On voit qu'un monoéme f est M-compatible si et seulement s’il existe un
élément m de M vérifiant
Vz € (GX(T)G)C* ; f (’VCX ('Z>> = <Z’ m) (18)
soit encore
Vz € X(T)&x, f(rex(29)) = (25, m). (1.9)

Par ailleurs pour tout a € ¥(1)/G, le monome 2% est DI-compatible.

On peut vérifier alors que tous les résultats de la sous-section 5.4.3 (& par-
tir du lemme 5.21) et de la sous-section 5.5.2 restent valable, en rempla¢ ;ant
dans les énoncés et définitions toutes les occurences de 9, (respectivement
de . pour z € X(T)&, respectivement de vy (2) pour z € X(T)&) par
9. (respectivement y e, respectivement vy (2)) et toutes les occurences des
expressions du type «de rayon de convergence supérieur a ¢*» avec a € R
par «de rayon de convergence supérieur a g <.
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On obtient pout tout s € 7 <R§(11)/G> et tout x € (T(Ag)/K(T))"

e

Li(s) = / / H(—s,t) x2(t) wr(t)| dz. (1.10)

X(D)g  |T(E)NT(Axk)

:/ / H(—8,1) xoe (t) wr(t) | dz. (1.11)

X(T)g [FENT(AK)

= / H Ik, <<ze7 da o) qidaesg> f(’VU(ze>qis) dz

X(T)LGI aeX(1)/G
(1.12)
et
Lis)= [ FH(wx -9z (1.13)
x()g
= / FH (Xze X, —8)dz (1.14)
x(1)g

- / H Lk, (Xm(ze, do po) q—daesg> f(X,’VU(Ze)q*S) iz

x(mg \ee=(/G

(1.15)

On peut alors adapter le raisonnement de la sous-section 8.3.2. Pour I,,
le role de la suite exacte (7.1) est joué par la suite exacte

~ 1 v 1
0— (n(eP§))" == = (PS)" = = (X(1)9)" —0 (1.16)
e e
et pour [, par la suite exacte
0 — DY T Dy, 5 DY — 0. (1.17)

Comme dans le cas déja traité, on en déduit qu’il existe une fonction
admissible g de multiplicité supérieure a zéro et vérifiant

9(0) = log ¢~/ <H da> Co (1.18)
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telle que la fonction

s+ Cu(s+ o) —g(s) LopgNS,AmJO () (1.19)

Ns

est admissible de multiplicité supérieure & 1 — rg(Pic(Xy)).
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